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Kur zb eschreibung 

Dieses Paper enhält die ersten beiden Teile einer geplanten Serie von Aufsätzen 
über die CPLEX2 -Implementierung des Simplex-Verfahrens. Der erste Teil ist 
eine Einführung: er liefert eine kurze Beschreibung des Verfahrens für Probleme 
mit beschränkten Variablen, zusammen mit einer relativ ausführlichen Diskussion 
der numerischen Eigenschaften der Netlib-Probleme. Diese Probleme bilden auch das 
Fundament der rechnerischen Untersuchungen in den folgenden Teilen. Der zweite 
Teil enthält die Hauptergebnisse dieses Papers, eine Beschreibung der Methode, die 
von CPLEX verwendet wird, um eine Startbasis zu konstruieren. 

Teil I: Einführung 

1 Einführung 

Vor zehn Jahren wurden die rechnerischen Aspekte der linearen Programmierung für 
ein fast vollständig entwickeltes Teilgebiet der numerischen Optimierung gehalten. 
Man glaubte, Dantzigs Simplex-Verfahren [3] sehr gut verstanden zu haben, und es 
gab davon mehrere leistungsfähige Implementierungen. Es ist wahrscheinlich so, daß 
die Mehrheit der Kenner dieses Gebiets keine weiteren grundlegenden Verbesserungen 
erwartete. Diese Erwartung ist nun widerlegt worden. Die erstaunlichen Weiterent­
wicklungen in der Computertechnik der letzten 10 Jahre haben es ermöglicht, sowohl 
etliche neue als auch einige alte Strategien neu zu implementieren und auch dazu 
geführt, daß wesentlich größere Probleme untersucht werden können. Diese Entwick­
lungen wurden auch noch durch Forderungen aus anderen Bereichen der Optimierung 
vorangetrieben, insbesondere der ganzzahligen Optimierung, wo die Fähigkeit, LP-
Probleme schnell und zuverlässig lösen zu können, unentbehrlich ist. Darüberhinaus 
ist ausgehend von der Arbeit von Karmarkar [6] eine völlig neue Klasse von Methoden 
entwickelt worden, die sogenannten Innere-Punkte-Verfahren, die sich als Konkurrenz 
zum Simplex-Verfahren erwiesen hat. Obwohl Innnere-Punkte-Verfahren in diesem 

1Die Vorbereitung dieses Aufsatzes wurde durch Grants der NSF (CCR-8815914) und der AFOSR 
(AFOSR-90-0273) unterstützt. 

2CPLEX is a trademark of CPLEX Optimization, Inc. 
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Paper nicht behandelt werden, sind die neuesten Rechenergebnisse ebenso beein­
druckend wie die des Simp lex-Verfahrens ([1], [9]). 

Dieses Paper ist das erste einer Serie von Aufsätzen, die verschiedene Aspekte der 
CPLEX-Implementierung des Simplex-Verfahrens beschreiben sollen, deren Haupt­
teile vom Author geschrieben wurden. Zwei weitere, neue und hervorragende Imple­
mentierungen des Simplex-Verfahrens sind die OSL Implementierung (Optimization 
System Library) von John Forrest [5] und MINOS 5.3 von Michael Saunders [11], die 
eine wesentliche Verbesserung von früheren MINOS-Versionen ist. 

Der Hauptzweck dieses Papers und das Thema von Teil II ist die Beschreibung der 
Methode, die von CPLEX benutzt wird, um eine gute Startbasis zu konstruieren. Teil 
I enthält einige Grundlagen für diese Beschreibung: die Definition einer Basis, das 
Simplex-Verfahren für LP-Probleme mit beschränkten Variablen, und eine Untersu­
chung der numerischen Eigenschaften der Netlib-Probleme. Die Leser, die schon 
mit der Numerik der linearen Programmierung vertraut sind, werden es vielleicht 
vorziehen, sofort mit Teil II anzufangen. 

In den folgenden Teilen dieser Serie werden andere Aspekte von CPLEX behandelt 
werden, unter anderem die Anwendung des Composite-Simplex-Verfahrens von Philip 
Wolfe in der Zuläßigkeitsphase (Phase I), eine laufzeitsparende Version des partiellen 
Pricings, ein einfaches Schranken-Perturbations-Verfahren zur Behandlung des Stal-
lings, Vektorisierung und andere Themen. 

2 Definition einer Basis 

Ein Lineares Programm (LP) ist ein Optimierungsproblem der folgenden Form: 

min cFx 
Ax = b (1) 
/ < X < U 

wobei c, A, 6, / und u vorgegebene Matrizen der Dimensionenen n x 1, m x n, m x l , 
n x 1, und n x 1 sind, und x ein n x l Variablenvektor ist. Wir nehmen an, daß 
rang(A) = m gilt. Falls nicht, ist dieser Mangel durch Hinzufügen von künstlichen 
Variablen leicht zu korrigieren. 

Die lineare Funktion cTx heißt Zielfunktion, A Matrix der Nebenbedingungen oder 
Constraint-Matrix, b rechte Seite, / Vektor der unteren Schranken, und u Vektor 
der oberen Schranken. Wir setzen die obere (untere) Schranke einer Variable auf 
+oo(—oo) falls diese Variable nach oben (unten) unbeschränkt ist. Es ist zu erwarten, 
daß lj — 0 und Uj = +oo für die meisten Variablen gilt. Solche Variablen werden als 
nichtnegativ bezeichnet. Falls lj = —oo und Uj = +oo gilt, wird Xj als frei bezeichnet, 
und falls lj = Uj gilt, wird Xj als fixiert bezeichnet. 

Sei S eine Teilmenge von Spaltenindizes von A, so bezeichnet As "die" m x | 5 | 
Teilmatrix, die die entsprechenden Spalten von A enthält. Falls S eine geordnete 
Menge ist, gehen wir davon aus, daß die Spalten in der entsprechenden Reihenfolge 
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Vorkommen. Sei d ein Vektor und S eine Teilmenge von Zeilenindizes, so bezeichnet 
ds den entsprechenden Teilvektor von d. Falls S geordnet ist, gehen wir davon aus, 
daß die Einträge von d$ in der entsprechenden Reihenfolge vorkommen. 

Definition. Eine Basis ist ein Tripel (B,Ni,Nu) mit den folgenden Eigenschaften: 

(Bl) B = (ßi , . . . , ,ßm) ist eine geordnete Teilmenge der Spaltenindexmenge 
{ l , . . . , n } mit B = Aß nichtsingulär. B heißt Basisindexmenge und B Basis­
matrix. Die Variablen Xj(j G B) heißen Basisvariablen. Die übrigen Variablen 
heißen Nicht-Basisvariablen. N = {j € { l , . . . , n } : j £ B} bezeichnet die 
Menge der Indizes der Nicht-Basisvariablen. 

(B2) Es gilt iV,niVu = 0 , NiöNu = {j £ B : XJ ist weder fixiert noch frei },lj > - o o 
für alle j € A7), und Uj < +00 für alle j € Nu. 

Wir setzen AT/r = {j € N : Xj ist frei} und Njx = {j € N : XJ ist fixiert}. [] 

Das Tripel (B, AT/, A^) wird manchmal in abgekürzter Form als "die Basis JB" bezeich­
net. Die Bedingung, daß B geordnet ist, vereinfacht die Beschreibung des Simplex-
Verfahrens. Es gibt keine entsprechende Veranlassung, N/ und Nu als geordnet zu 
betrachten. 

Für jede Basis B definieren wir eine Basislösung X folgendermaßen: 

XN, = /./v,, 
XNU = UM,, 
XNSX = INSX - UN,X, (2) 

XNfr = 0, und 
XB = B-\b-ANXN). 

Die Basis B heißt zulässig, falls Iß < Xß < ÜB-

3 Das Simplex-Verfahren mit beschränkten Va­
riablen 

Algorithmus 3.1. Eine Iteration des Simplex-Verfahrens für (1) 

Input: Eine zulässige Basis B und die entsprechenden Werte der Basisvaria­
blen XB. 

Schritt Sl: Löse 7rTB = cT
B. 

Schritt S2: (Pricing) Definiere dN = cN — AT
NK. Falls d, > 0 für alle j 6 

Ni,dj < 0 für alle j € Nu, und dj = 0 für alle j 6 N}r gilt, STOP-
B ist optimal; andernfalls, wähle eine in die Basis eintretende Variable 
Xjt,je G N, so daß djt eine dieser Bedingungen verletzt. 

Schritt S3: Löse By = A,e. 
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Schritt S4: (Ratio-Test) Falls du < 0 gilt, setze 

0, = < 
+00 falls yi = 0, 

(XBi-lB,)/yi falls y{ > 0, und 
(XBi - uBi)/yi falls yi < 0, 

und falls dim > 0 gilt, setze 

0 , = < 

für i = 1 , . . . , m. Setze 

+oo falls yi = 0, 
(uBt-XBt)/yi falls & > 0, und 
{lB,-XB%)lyi falls y, < 0 

0 = min{mm0i,Uje — / J e } . 

Falls 0 = +00 gilt, STOP-Problem (1) ist unbeschränkt. 

Schritt S5: (Update) Falls djc < 0 gilt, setzt XB <— XB - Qy; falls nicht, 
setze XB <— XB + Qy. 

(55.1) Für 0 = uh - ljc: Falls j e e Nu gilt, setze iV, <- N, U {;'J und 
•/Vu «- iVu \{j e}; falls nicht, setze Nu <- Nu U { j j und JV, ^ iV,\{j'e}. 

(55.2) Für 0 < Uje - lje : Sei ii £ B, so daß 0 i ( = 0 , und definiere jt = 
Bi,(xj, ist die aus der Basis austretende Variable). Setze B{, *— j e , 
und setze 

Xt 

lh + 6 falls j e € J V , , 
uje - 0 falls ;'e € JVU, 

0 falls ;'e € iV/r und dJ<5 < 0, und 
- 0 falls j e £ Njr und dje > 0. 

Falls Xj, fixiert ist, setze NfX *— Njx U {ji} ; andernfalls, setze Ni <— 
Ni U { i j , wenn djcyit < 0 gilt, und setze Nu <— iVu U {j/}, wenn 
rfj.y,-, > 0 gilt. Entferne j e aus iV/r U N, ö Nu. [] 

Problem (1) heißt unbeschränkt, wenn zu jeder reellen Zahl M eine zulässige Lösung 
x existiert mit cTx < M. Eine Basis B heißt optimal, wenn c T X < cTx gilt für alle 
zuläßige Lösungen x, wobei X die zugehörende Basislösung ist. 

Der folgende Satz zeigt die notwendigen Eigenschaften auf, so daß Algorithmus 3.1 
iterativ anwendbar ist (d.h. die Input-Bedingungen erhalten bleiben) und die darin 
behaupte ten Schlußfolgerungen stimmen. Ferner wird gezeigt, daß sich die Ziel­
funktionswerte monoton entwickeln. Allerdings wird nicht bewiesen, daß das gesamte 
Verfahren endlich ist, was-nebenbei erwähnt-für Version nicht st immt [2]. 

Satz. Falls Algorithmus 3.1 im Schritt S2 aufhört, ist B eine optimale Basis. Falls 
er im Schritt S4 aufhört, ist Problem (1) unbeschränkt. Andernfalls genügen die im 
Schritt S5 produzierte Basis B und der Vektor Xß den Input-Bedingungen. Ferner 
ist der neue Zielfunktionwert nicht größer als der alte Wert. 
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Beweis. (Optimalität) Per Annahme ist B zulässig. Nehmen wir an, daß der Algo­
rithmus im Schritt S2 aufhört. Sei d = c — AT7r, wobei ir aus dem Schritt Sl stammt. 
Nun gilt für jede zulässige Lösung x: 

dTx = cTx — irTAx = cF x — irTb. 

Daraus folgt, daß das Problem, dTx zu minimieren, äquivalent ist zu dem Problem, 
cTx zu minimieren. Aber für jede zulässige Lösung x gilt 

dTx — dgXB + dlftxNl + dT
N^xNu + dT

NfrxNjT + dT
NfxxNfx 

= dT
BXB + d^Xty + dT

NuxNu + dT
NjTXNlr + dT

NjxXNsx 

> dBXB + dT
N{lNl + dT

NriUNu + dT
NjrXNjT + dT

N}iXN}x 

= dTX. 

Und zwar gilt die zweite Gleichung, weil dB = 0, d]srfr = 0, und x^fx = X^. ist. Die 
Ungleichung gilt, weil x^t > INI^M, > 0, x^u < UJVU, und d^ < 0 ist. Also, ist B 
optimal. 

(Unbeschränktheit) Nehmen wir an, daß dje < 0. Für a > 0 

X% = XB - at/, und 
Xf = X , - f ü r i ^ 5 U { i e } , 

wobei i?y = Aje gilt, und X durch (2) gegeben ist. Offensichtlich gilt AXa = 6. 
Wenn a < 0 , gilt /Je < XJs < Uje. Das impliziert /jy < X;v < w r̂. Wenn zusätzlich 
0 < a < min,-0,- erfüllt ist, gilt lB < X^ < tig, woraus folgt, daß Xa zulässig ist. 
Darüberhinaus gilt 

cTXa = cTX + acjt — acBy 

= cTX + acj€ — airTAje 

= cTX + adje. 

Falls 0 = +oo, können wir folgern, daß (1) unbeschränkt ist. Analog, falls d^ > 0 
(statt dje < 0 ) gilt, definieren wir X°e = Xj — a und XB -f ay. Der Beweis läuft 
dann genau so wie im ersten Fall. 

(Update) Nehmen wir an, daß Schritt S5 durchgefürt wird: Das bedeutet also, daß 
der Algorithmus weder im Schritt S2 noch im Schritt S4 aufhört. Dann müssen wir 
zeigen, daß die im Schritt S5 erzeugte geordnete Menge B eine Basis ist und daß XB 

die entsprechende Basislösung darstellt. Zunächst stellen wir fest, daß XB gleich XB 

ist mit a = 0 , wobei XB wie in dem Beweis der Unbeschränktheit definiert ist. Es 
folgt, daß, falls B eine Basis ist, XB die zugehörige Basislösung ist. Es ist dann auch 
leicht zu zeigen angesichts der gewählten dje und 0 Werte, daß cTX@ < cTX gilt. 

Falls B unverändert bleibt, gibt es nichts mehr zu beweisen. Andernfalls, müssen wir 
noch zeigen, daß B nicht singular ist. Sei B die neue Matrix B, es gilt 
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wobei 
E = I + (y-eH)el. 

I stellt dabei eine m x m Einheitsmatrix, und et-, einen m-dimensionalen Einheits­
vektor (mit ii-ter Komponente gleich Eins) dar. 

Da B per Annahme nicht singular ist, impliziert HEv = 0, daß 

v + vit(y -e{l) - Ev = 0 

ist. Daraus können wir v = 0 folgern, weil, gemäß Definition von 0,t/,-( ^ 0 ist. B is 
also nicht singular. [] 

4 Die Netlib-LP-Probleme 

Für unsere rechnerischen Untersuchungen, verwenden wir die sogenannten Netlib-
Probleme3. So weit wir wissen, enthält diese Liste keine zufällig erzeugten Probleme. 
Alle darin aufgenommenen Probleme sind durch echte Modellierungsversuche ent­
standen. 

Ein paar allgemeine Bemerkungen zu der Liste erscheinen hier angebracht. Erstens 
sind einige Probleme nur deshalb in die Liste aufgenommen worden, weil sie zu irgend­
welchen Schwierigkeiten für das Simplex-Verfahren geführt haben. Solche Probleme 
sind sehr nützlich, wenn es um die Entwicklung eines robusten Codes geht. Sie 
sind aber nicht besonders gut geeignet zur Bestimmung von Parameterwerten und 
dergleichen. 

Ein zweiter Punkt ist, daß die Netlib-Liste mehrere Klassen von Problemen enthält. 
Als Beispiele, sind the Pilot-Probleme (pilot 4, perold, pilotwe, pilotnov, pilotja, 
pilots and pilot87)) und die Fit-Probleme (fitlp, fitld, fit2p und fit2d) zu erwähenen. 
Das Lösen einer solchen Klasse zeigt zwar gut auf, wie das Simplex-Verfahren sich 
verhält, wenn die Größe des Problems wächst. Es hat aber wenig Sinn, eine ganze 
Klasse zu lösen, ohne einige kleinere Exemplare zuerst näher zu untersuchen. Die 'd' 
und 'p ' Versionen der Fit-Probleme stellen z.B. äquivalente, duale Formulierungen 
desselben Modells dar. Nachdem es sich gezeigt hat, daß fitld viel leichter mit dem 
Simplex-Verfahren zu behandeln ist als fitlp, gibt es wenig praktischen Grund, fit2p, 
dem größeren Bruder von fitlp, weitere Aufmerksamkeit zu schenken. Ebenfalls ist 
es in den Fachkreisen sehr wohl bekannt, daß die Pilot-Probleme schlecht skaliert 
sind. Diese Klasse läßt sich also viel besser behandeln, wenn man ein "stärkeres" 
Skalierungsverfahren anwendent, als das, was von CPLEX per Default benutzt wird4. 

3Die Netlib-LP-Liste wurde von David Gay zumsammengestellt. Sie ist zur Zeit durch "anony­
mous ftp" unter der Adresse 'research.att.com' erhätlich (userid: anonymous, password: <blank>). 
Die Daten sind im Unterverzeichnes 'dist/lpdata' zu finden. 

4Das von CPLEX per Default verwendete Skalierungsverfahren ist sehr einfach. Nur die Ne­
benbedingungsmatrix A wird skaliert. Zunächst wird jede nichtleere Zeile durch den, in der Zeile 
enthaltenen, größten absoluten Betrag dividiert. Anschließend wird jede Spalte in gleicher Weise 
behandelt. 
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Am Ende dieses Abschnitts, sind drei Tabellen aufgeführt (I, II, III). Tabelle I enthält 
allgemeine Daten über die Netlib-Probleme. Tabellen II und III enthalten numerische 
Information über die von CPLEX gelieferten optimalen Lösungen. Ein Leerzeichen 
entspricht jeweils einer Null. Die Probleme sind nach der Anzahl der in der Nebenbe-
dingsmatrix enthaltenen Nicht-Null-Einträge sortiert. Bilder der einzelnen Matrizen 
sind in [7] und [8] vorzufinden (der Tech-Report [8] enthält viel mehr Daten als die 
veröffentlichte Version). 

In Tabelle I ist die Anzahl der verschiedenen Zeilentypen (Constrainttypen) und 
Spaltentypen (Variablentypen) angegeben. Eingeschachtelte Variablen sind Varia­
blen mit endlichen oberen und unteren Schranken. Fixierte Variablen sind Variablen, 
die lj = Uj erfüllen. Wie zu erwarten ist, sind die meisten Variablen nichtnegativ. 

Zu den üblichen Zeilentypen sind zusätzlich die Anzahl der Range-Zeilen und freien 
Zeilen aufgelistet. Range-Zeilen sind Zeilen, die Bedingungen folgender Art erfüllen: 

ki < ajx < \ 

Diese lassen sich durch Hinzufügen einer mit entsprechenden Schranken versehenen 
Variablen y modellieren: 

ajx — y = 0 
ki < Vi < \ 

Freie oder unbeschränkte Zeilen werden normalerweiser von dem Modellhersteller 
entweder als eine Art Buchführungsmittel eingeführt (d.h., die veranlassen, daß das 
entsprechende innere Produkt ajx automatisch von dem LP-Code berechnet wird) 
oder als Mittel zum Speichern von alternativen Zielfunktionen. Solche Zeilen werden 
während der Optimierungsphase einfach ignoriert. 

Eine der ersten Aufgaben, bei der Implementierung der meisten numerisch ausgerich­
teten Algorithmen, ist die Bestimmung verschiedener Toleranzen. Diese Toleranzen 
ersetzen häufig Nullen, die in der mathematischen Beschreibung vorkommen. (Eine 
sorgfältige Behandlung der Toleranzbestimmung für das Simplex-Verfahren würde 
den Rahmen dieses Papers sprengen, und wird hier also nicht unternommen.) Zwei 
wichtige Toleranzen stellen die Zulässigkeits- und Optimalitätstoleranzen dar. Die 
Zulässigkeitstoleranz bestimmt, inwieweit die Werte der Basisvariablen ihre Schran­
ken verletzen dürfen, damit die Basis noch als zulässig zu bezeichnen ist. Die Opti-
malitätstoleranz bestimmt, inwieweit die Werte der reduzierten Kosten die Optima-
litätsbedingung verletzen dürfen, damit eine Basis noch als optimal zu bezeichnen ist. 
Diese Toleranzen haben den Defaultwert 1.0E-6 (0.000001), können aber, unabhängig 
von einander, bis auf den Wert 1.0E-9 neu gesetzt werden. 

Eine dritte wichtige Toleranz ist die Pivotschwelle, die benutzt wird, um die Zerlegung 
der Basismatrix zu berechnen. Das von CPLEX verwendetes Zelegungsverfahren 
basiert auf die Markowitz-Methode [10]. Diese Methode wurde nach dem in [12] 
beschrieben Muster implementiert. Darin wird eine Relaxierung von Partialpi voting 
benutzt, die Schwellenpivoting heißt [4], Eine Pivotschwelle a wird also angegeben, 
wobei 0 < a < 1 gelten muß. Eine Pivot p wird nur dann akzeptiert, falls \p\ > aq gilt, 
wobei q der größte absolute Betrag innerhalb der von p bestimmten Zeile ist. CPLEX 
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benutzt per Default den Wert a = O.Ol. Die Pivotschwelle a kann neu gesetzt werden 
innerhalb des Intervalles [0.0001,0.99999) (Q = 1.0 wird aus numerischen Gründen 
nicht erlaubt). 

Die in Tabellen II und III angegebenen Zielfunktionswerte wurden auf folgende Weise 
berechnet. Zunächst wurden die Probleme per Default gelöst. Anschließend wurde 
a auf 0.9999 und die Zulässigkeits- und Optimalitätstoleranzen auf 1.0E-9 gesetzt. 
Daraufhin wurde nochmals optimiert. In der letzten Phase wurden die alten, per De­
fault berechneten, optimalen Basen als Startbasen eingesetzt. Die Tests wurden auf 
einer SPARCstation 2 mit IEEE Gleitkomma-Arithmetik durchgeführt. Das liefert 
15-17 Stellen Genauigkeit. Die Tabellen enthalten Daten für die Default-Basen und 
die mit höheren Genauigkeit berechneten Basen. Es werden auch Daten für die ska­
lierten und nichtskalierten Versionen jedes Problems aufgelistet (obwohl zu bemerken 
ist, daß CPLEX das Lösen eines Problems in der nichtskalierten Form nicht zuläßt). 

Die Konditionszahlen in Tabelle II wurden in der Loo-Norm berechnet [4]. Die rela­
tive Zielfunktionsabweichung ist durch \(zd — zg)/zg\ definiert, wobei zg den Default-
Zielfunktionswert und zg der genauere Zielfunktionswert darstellt. 

Die aufgezeigten Abweichungen wurden in der Maxnorm berechnet: || AX — b H^ und 
II cß ~~ 7!'Tß 11°°' WODei X durch Anwendung von (2) und 7r durch Lösen des Systems 
7rTB = Cß bestimmt wurden. 

Die Unzulässigkeiten für die Schranken und die reduzierten Kosten wurden wie folgt 
berechnet: 

Schrankenunzulässigkeit = max{max{Jfj — Uj,lj — Xj,0} : j 6 B}, und 
Unzulässigkeit der reduzierten Kosten = max{A/, Au , A / } , 

wobei 
A; = max{max{cj — TTTAJ,0} : j E Ni}, 
Au = max{max{7rrAj — Cj,0} : j € A^}, und 
A/ = max{|cj - -KTAJ\ : j € Nfr}. 

Die oben angegebenen Formeln für A; und Au nutzen die Eigenschaft aus, daß alle 
Netlib-Probleme als Minimierungsprobleme formuliert sind. Wie bereits erwähnt 
wurde, sind die Defaultwerte der Zulässigkeits- und Optimalitätstoleranzen gleich 
1.0E-6. Die Unzulässigkeiten in den Schranken und reduzierten Kosten müßen also 
kleiner gleich 1.0E-6 sein, damit die Lösung als optimal bezeichnet werden kann. 
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