A
Y

XX XX
XX XXX
FAN

<’>.

Y/

£
£

TakustraBe 7
D-14195 Berlin-Dahlem
Germany

Konrad-Zuse-Zentrum
fur Informationstechnik Berlin

RALF BORNDORFER MARTIN GROTSCHEL ANDREAS LOBEL

Der Schnellste Weg zum Ziel

ZIB-Report 99-32 (September 1999, Revidiert Juni 2000)






Der Schnellste Weg zum Ziel

Ralf Borndorfer Martin Grotschel Andreas Lobel

Konrad-Zuse-Zentrum Berlin — Takustr. 7 — 14195 Berlin
http://www.zib.de

Zusammenfassung. Wir geben eine Einfithrung in die Mathematik von und mit Wegen.
Nicht auf dem kiirzesten, aber auf einem hoffentlich kurzweiligen Weg!

Schliisselworte. Kiirzeste Wege, Kombinatorische Optimierung, Operations Research
Mathematics Subject Classification (1991). 90C10

1 Historische Ouvertiire

Das Thema “Wege” weckt Assoziationen zu Stralen, Transport, Verkehr ... und Mathematik!
Hier sind vier Beispiele.

Das Koénigsberger Briickenproblem. Der Mathematiker, Physiker und Astronom Leon-
hard Euler (1707-1783) studierte im Jahr 1736 diese einfache und doch geheimnisvolle Skizze:

Figur 1: Das Konigsberger Briickenproblem.

a@ Problem, dad ziemlidy befannt fein foll, war folgendes: Ju KinigBberg in Preugen ift eine Infel A, genannt
,,ber Kneiphof, und der Flup, der fie umflieft, teilt fidy in ywei Arme, wie died qud Fig. 1 erfidytlich ift. oer
5 Die Arme diefed Flufesd fiibren fieben Briiden a, b, ¢, d, e, f und g. RNun wurde gefragt, ob jemand
") feinen Spagiergang fo einviditen tdnne, daf er jede diefer Briiden einmal und nidt mebr ald einmal iiberfdyreite.
€3 wurde mir gefagt, daf einige diefe Mdglichbeit verneinen, anbere daran jweifeln, dofy aber niemand fie erbdrte. DHierous
bildete idy mir folgended bidft allgemeine Problem: Wie audy die Geftalt ded Flufed und feine Verteilung in Arme, foie die
Anzabhl der Briiden ift, ju finden, ob e8 mdglidy fei, jede BDriide genau einmal ju diberfdreiten oder nid.
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Das war das Konigsberger Briickenproblem. Das Problem war héc ngewdnlic! Es war
zweifellos mathematischer Natr, nd doch so beschaffen, hde eBroeberlie 3dimmug éng @des
afobate nod) dére Sfug mit -Hpfe e« Ofeafdfily odlatde  Geometric/, situs, Geometrie der Lage
nennt Euler (der den Begriff einem Brief von Leibniz aus dem Jahre 1679 entnimmt) diese
neue Matematik one Zalen, in der Gro3e nd Form keine Rolle spielen, sondern nur die
trktr der Anordnng.

Figr 2. Der 1. Grap Figur 3: Konigsberg 1736. Figr 4. L. Eler.

Eulers erster Schritt in das unbekannte Gebiet war eine geniale Absaktion. Ausder Kare in
Fig. 1 hatte er das Diagramm in Fig. 2 gebildet. In diesem Graphen hatten sich dielnseln nd
Bricken in formlose Knoten und Kanten verwandelt. Bei der Betrachtung dieser Darstellung
bemerkte Euler, dal} die Anzahl der Kanten, die in einen Knoten fuhren, der Grad, eine
wichtige Rolle spielte. Diese Grofe war der chlissel zur Lésung nicht nur des Kénigsberger,
sondern Uberpt aller Bruckenprobleme drc zwel wnderbare Resltate:

1.1 Torem DieAnzahl der Knoten mit ungeradem Grad ist gerade.

1.2 Theorem Einen Spaziergang, der jede Kante genau einmal benutzt, gibt esgenau dann,
wenn hochstens zwei Knoten ungeraden Grad haben.

Diese Sétze waren die ersten Beitrdge zur Topologie, wie die Geometrie der Lage  te heildt,
genauer gesagt zr (topologischen) Graphentheorie

Die hochste Ere, die esin der Matematik gibt, ist die Benennung einer Entdeckung nac

einer Person. Euler ist wahrscheinlic der in dieser Hinsicht berihmteste Mathematiker aller

Zeiten. Die Bezeichung Eulertour fir Spaziergange in Graphen, diejede Kante genau einmal

verwenden, ist eine dieser Referenzen, mit denen die Matematiker noc te die Arbeit
lers wirdigen.

Es bleibt die Frage an Sie, lieber Leser: Gibt es nun eine Eulerto  Uber die Konigsberger
Briucken oder nicht? Mit Elers Hilfe gelingt 1 nen die Antwort sicherlic

Das Hamiltonsch Kreisproblem. Genau 120 Jahre spéater erfand der irisc Mathe-
matiker Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) das auf den ersten Blick sehr &hnliche
"Ikosaederspiel” in Fig. 7. In dem Graphen in Fig. 5, dessen Knoten Orte wie Brissel, Can-
ton, Delhi bis Zanzibar darstellten, sollte der Spieler eine (zyklische) Rundreise bestimmen,
die jeden Ort genau einmal besucht. Versuchen Sie es einmal! Probieren Se auch die "Bie-
nenwabe" in Fig. 6 daneben, die etwa gleiczeitig von Hamiltons englischem Kollegen Thomas
Penngton Kirkman (1806-1895) erfnden  rde. iewerden einen Unterscied feststellen!



