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Abstract

Dipl. Phys. Wunderling, Roland:  Paralleler und objektorientierter Simplex-Algorithmus

In der vorliegenden Arbeit werden neue Implementierungen des dualen und primalen re-
vidierten Simplex-Algorithmus fiir die Losung linearer Programme (LPs) vorgestellt. Dazu
werden die Algorithmen mithilfe einer Zeilenbasis dargestellt, aus der iiber einen Spezial-
fall die iibliche Darstellung mit einer Spaltenbasis folgt. Beide Darstellungen sind iiber die
Dualitéit eng miteinander verbunden. Aulerdem wird eine theoretische Untersuchung der
numerischen Stabilitdt von Simplex-Algorithmen durchgefiihrt, und es werden verschiedene
Moglichkeiten der Stabilisierung diskutiert.

Beide Darstellungen der Basis werden in den Implementierungen algorithmisch ausge-
nutzt, wobei der Einsatz der Zeilenbasis fiir LPs mit mehr Nebenbedingungen als Variablen
Geschwindigkeitsvorteile bringt. Dariiberhinaus werden weitere Beschleunigung gegeniiber
anderen state-of-the-art Implentierungen erzielt, und zwar durch den Einsatz eines Phase-1
LPs, das eine groBtmogliche Ubereinstimmung mit dem Ausgangs-LPs aufweist, durch ei-
ne dynamische Anpassung der Faktorisierungsfrequenz fiir die Basis-Matrix und durch die
Optimierung der Losung linearer Gleichungssysteme fiir besonders diinnbesetzte Matrizen
und Vektoren.

Es wurden drei Implementierungen vorgenommen. Die erste lduft sequentiell auf einem
PC oder einer Workstation. Ihre hohe numerische Stabilitdt und Effizienz durch die Inte-
gration der oben genannten Konzepte machen sie zu einem zuverldssigen Hilfsmittel fiir
den téaglichen Einsatz z.B. in Schnittebenenverfahren zur Lésung ganzzahliger Program-
me. Als Programmiersprache wurde C++ verwendet, und es wurde ein objektorientierter
Software-Entwurf zugrundegelegt. Dieser leistet eine hohe Flexibilitdt und Anpafbarkeit
z.B. fiir die Integration benutzerdefinierter Pricing-Strategien.

Bei den anderen beiden Implentierungen handelt es sich um parallele Versionen fiir
Parallelrechner mit gemeinsamem und fiir solche mit verteiltem Speicher. Dabei wird der
objektorientierte Entwurf so genutzt, dafl lediglich die zusétzlichen Aufgaben fiir die Par-
allelisierung (Synchronisation, Kommunikation und Verteilung der Arbeit) implementiert
werden, wihrend alle Algorithmen von der sequentiellen Implementierung geerbt werden.

Die Parallelisierung setzt an vier Punkten an. Der erste und einfachste ist die par-
allele Berechnung eines Matrix-Vektor-Produktes. Als zweites wurden beim Pricing und
Quotiententest parallele Suchalgorithmen eingesetzt. Weiter werden beim steepest-edge
Pricing zwei lineare Gleichungssysteme nebenldufig gelost. Schlieflich wird ein paralle-
les Block-Pivoting verwendet, bei dem Gleichungssysteme mehrerer aufeinanderfolgender
Iterationen gleichzeitig gelost werden. Ob und welche der Parallelisierungs-Konzepte eine
Beschleunigung bewirken, ist problemabhéngig. Es gelingt z.B. mit 32 Prozessoren eine
Beschleunigung um mehr als einen Faktor 16 zu erzielen.

Schlielich wird die parallele Lésung diinnbesetzter linearer Gleichungssysteme mit un-
symmetrischen Matrizen untersucht und eine Implementierung fiir den Cray T3D vor-
genommen. Sie enthélt ein neues Verfahren des Lastausgleichs, das keinen zusétzlichen
Aufwand verursacht. Die Implementierung erzielt vergleichsweise giinstige Laufzeiten.
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Einleitung

Der Anfang der Linearen Programmierung als mathematische Disziplin &8t sich genau auf
das Jahr 1947 datieren, in dem G.B. Dantzig das erste Lineare Programm (LP) aufstellte
und den Simplex-Algorithmus als Losungsverfahren formulierte. Zu dieser Zeit verwendete
man den Begriff Programm noch nicht in seiner heutigen Bedeutung als Ausfiihrungscode
fiir Computer. Vielmehr verstanden die Militérs unter einem Programm einen Plan zur
Ressourcenverteilung; das erste von G.B. Dantzig aufgestellte Lineare Programm war eben
ein militirisches Planungsproblem.

Bereits vor 1947 gab es vereinzelte Arbeiten, die heute der Linearen Programmierung
zugeordnet werden miissen. Sie blieben jedoch ohne Auswirkung auf die Fortentwicklung
der Mathematik, wie die Arbeiten von Fourier 1823 und de la Vallée Poussin 1911, oder
wurden aus politisch-ideologischen Griinden nicht vorangetrieben (Kantorovich 1939) [32].

Lineare Programme sind Optimierungsprobleme, die in die Form

min 'z
st. Ax = b,
z > 0

gebracht werden kénnen. Dabei ist A eine Matrix und ¢, b und z sind dimensionskompatible
Vektoren. Schon bald stellte sich heraus, dafl Lineare Programme weitreichende Anwen-
dungen in zahlreichen wirschaftlichen und gesellschaftlichen Gebieten haben, wie bei der
Transport- und Netzwerkplanung, der Ressourcenverteilung oder beim Scheduling, um nur
einige zu nennen. 1949 fafite R. Dorfman diese Gebiete mit dem Begriff der mathematischen
Programmierung zusammen [32]. Ein zentraler Teil davon ist die Lineare Programmierung,
deren Gegenstand die algorithmische Losung von LPs ist. Solche treten oft bei der Losung
mathematischer Programme auf. Dabei dient der (im Laufe der Zeit weiterentwickelte)
Simplex-Algorithums bis heute als ,,Arbeitspferd“. Die heutige Bedeutung von LP-Lé&sern
zeigt sich z.B. darin, dafl 1995 mindestens 29 verschiedene Implementierungen kommerziell
angeboten wurden [88].

Obwohl in vielzdhligen Anwendungen bewéhrt, ist der Simplex-Algorithmus besonders
fiir Mathematiker nicht zufriedenstellend. Dies liegt daran, dafl seine Laufzeit nicht be-
friedigend beschrinkt werden kann. Bereits in den 50er Jahren wurde von A.J. Hoffman
ein LP angegeben, fiir das der damalige Simplex-Algorithmus nicht terminiert [65]. Dieses
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Einleitung

Problem des sog. K i n s konnte zwar durch spezelle Varianten umgangen werden  Ur
die meisten solcher Varanten gibt es aber Problembeispiele, die en nicht polynomales
Laufzeitverhalten aufwesen. Alle bekannten Beispiele werden in [ nhetlch zusammen-
gefaldt. Be vielen praktischen Problemen zeigt sch hingegen ne polynomale Laufzeit, was
auch durch statstsche Analysen untermauert werden kann [1]. Ob esjedoch polynomiale
Simplex-Algorthmen gibt, ist eine bs heute ffene Frage 70, 104]

eshalb wurde lange der Frage nachgegangen, ob Lneare Programme Uberhau po-
lynomaler Zeit gelost werden konnen Diese Frage wurde 1979 von L.G. Khachian durch
Angabe der Ellipsoid-Methode positv beantwortet [69, 54]. Trotz ihrer theoretsch tberle-
genen Laufzeit konnte die Ellipsoid-Methode oder deren Varianten in realen Anwendungen
ncht mit dem Simplex-Algorthmus konkurieren, und so beschrante sch die Fortentwick
lung der Linearen Programmerung noch wetere finf Jahre iw. auf Verbesserungen des
Simplex-Verfahrens.

Viellecht durch die Ellipsod-Methode angespornt, stellte N . Karmarkar Jahr
1984 mt einem Innere-Punte-Verfahren einen anderen polynomalen LP-Ldser vor [67]
nnere-Punkte-Verfahren wurden bereits set den 60er Jahren zur Ldsung nichtlnearer Op
imerungsrobleme eingesetzt [44], jedoch wurden de erst set 1984 fur den Inearen Fall

ezialisiert und seither zu ner méchtigen Konkurrenz zu Splex-Algorithmen fortent-

kelt [76, 87]. Derzeit snd die Innere-Punkte-Verfahren und der Simplex-Algorithmus
glechermalien etablert, und fir viele Anwendungen ist ene Kombinaton beider Metho-
den mttels eines sog. Crossovers e beste Wahl [ 16

Unabhangg von den Erfolgen der nnere-Punte-Verfahren komm dem implex-
Algorithmus auf absehbare Zit ene nicht zu vernachlassgende Bedeutung zu. So liefert er
zusétzlich zu einer optimalen Ldsung des L Ps weitere Informationen wie die Schattenpreise,
die, 6konomisch nterpretiert, eine bessere Beurtelung der Ldsung erlauben Daruberhn-
aus werden Splex-Algorthmen n Schnittebenen-Verfahren zur Losung ganzzahliger Op-
timierungsprobleme eingesetzt. abei wrd eine Folge von jewells leicht modifizierten LPs
generiert und gel6st. Nur der Splex-Algorthmus ist hierbel in der Lage, auf dem Ergeb-
ns des vorigen LPs aufzusetzen, um das jeweils neue LP schneller zu 16sen Deshalb blebt

e Weiterenticklung des Smplex-Algorthmus' ein standig atuelles Forschungsthema.

Di Verbesserungen des Slex-Algorthmus' haben se sener Erfindung Beachtlches
zustandegebracht. 1953 feierte man die Losung eines 48 x 72 LPs noch mit Wein und
Schmaus [65 Heute werden auch LPs mit Gber 100000 Zlen und Spalten routinemaldig
gel6st, und die Entwicklung immer ausgekliigelterer Verfahren, mit denen immer grofere
LPs m immer kirzerer Ze gelost werden konnen, &t weter an. Auch ie vorliegende
Arbet trégt dazu be

G.B. Dantzig formulerte den Splex-Algorithmus mt dem sog. Smplex-Tleau  Dies

im wesentlchen eine Matrix, de njeder Iteration des Algorthmus' vollstandg aktua

siert wrd. En bedeutender Meilenstein be der Entwicklung des Simplex-Algorthmus'
bestand n der Formulierung des revidierten mplex-Algorthmus', be dem mmer nur e



