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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Verkehrsplanung und Optimierung

Die Verkehrssysteme des 21. Jahrhunderts stehen heute vor zahlreichen Herausforderungen,
aber auch vor ebenso vielen Chancen. Globalisierung im Allgemeinen, ein rasantes Zusammen-
wachsen Europas im Speziellen, die Liberalisierung von einst monopolistischen Markten und
eine immens steigende und vor Jahrzehnten noch undenkbare Mobilitdt der Bevolkerung gilt
es zu bewiltigen. Verschiedenste Wissenschaften versuchen diesen Anforderungen gerecht zu
werden. Fahrzeugtechnologie, Verkehrslogistik, Betriebswirtschaft, aber auch Informatik und
Mathematik spielen dabei die Hauptrollen. Der Einsatz von IT-Systemen, die die dabei auftre-
tenden Massen an Daten und Informationen verwalten und analysieren, ist ebenso unumging-
lich wie der Einsatz von Optimierungssoftware fiir die komplexen Verkehrsplanungsprobleme.
Das Thema dieser Arbeit, die Dienstplanung, ist dabei ein einzelner Schritt der operativen
Planung im offentlichen Personennahverkehr. Eine thematische Einstimmung und die Erkla-
rung aller relevanten Begriffe der Dienstplanung im OPNYV werden im ersten Kapitel gegeben.
Die Struktur der gesamten Diplomarbeit ist in Abbildung 1.1 festgehalten und verdeutlicht die
scheinbar einfache Vorgehensweise der Wirtschaftsmathematik. Ein 6konomisches, reales und
komplexes Problem wird sinnvoll mathematisch modelliert und somit auf ein abstraktes und
allgemeines Niveau gehoben. Dadurch wird der Einsatz mathematischer Methoden ermdglicht,
deren Zusammenhang zum Ausgangsproblem keinesfalls offensichtlich war. Auf diese Weise ist
man letztendlich in der Lage, mit Hilfe sich stets weiterentwickeltender Informationstechnik,
Rechnerleistung, Algorithmen und Implementationen Probleme mit Millionen Variablen zu
bearbeiten und nahezu optimale Lésungen zu bestimmen.

11
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Abbildung 1.1: Gliederung der Arbeit.

1.2 Problemstellung im 6ffentlichen Personennahverkehr

Die Aufgabenstellung im OPNYV ist es, aus einer Menge elementarer Arbeitseinheiten, sog.
Dienstelemente, eine Menge von Tagesdiensten fiir einzelne Fahrer zu bilden. Diese Tages-
dienste sind, ganz allgemein betrachtet, zuldssige Abfolgen von Dienstelementen. Eine Menge
von Diensten, die alle auszufilhrenden Arbeitseinheiten abdeckt, soll fortan mit Dienstplan
bezeichnet werden. Diese Dienstpldne sollen bzgl. gewdhlter Zielkriterien optimiert werden,
denkbar sind hier die Personalkosten, Anzahl der Dienste, aber auch soziale und betriebliche
Vorgaben bzgl. der Arbeitszeit. Zu beachten ist bei der Planung, dass gesetzliche, tarifliche,
technische, betriebliche und andere Anforderungen existieren, die sowohl fiir einzelne Dienste
als auch fiir den Dienstplan als Ganzes erfiillt sein miissen. Bei den benétigten Definitionen
und Begriffen halte ich mich vor allem an die Arbeit [BLSV98]| zur Dienst- und [LS95] zur
Umlaufplanung.
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1.3 Die vier Ebenen der Dienstplanung

Die Abbildung 1.2 beschreibt das Problem der Dienstplanung global. Zum einen verdeutlicht
sie die Position der Dienstplanung in der gesamten sequentiellen Planungsabfolge, und zum
anderen gibt sie Aufschluss iiber eine mogliche atomare Sichtweise von Dienstplinen und
Diensten, der wir uns im folgenden Abschnitt von oben nach unten néhern wollen.

f

Abbildung 1.2: Die vier Ebenen der Dienstplanung im OPNV.

Der Dienstplan

Eine Menge von Diensten, in der jedes Dienstelement genau einmal von einem Dienst abge-
deckt wird, heift Dienstplan. In gewissen Szenarien ist aber auch eine mehrfache Abdeckung
erlaubt. Es besteht auch die Moglichkeit, Dienstelemente als optional zu betrachten, d.h.
solche Elemente konnen, miissen jedoch nicht abgedeckt werden. Der Umgang mit solchen
spezifischen Vorgaben wird bei der Problemmodellierung genauer erldutert. Hier soll vorerst
ein Uberblick iiber die Terminologie im OPNV gegeben werden.

Der Dienstplan selbst kann aber auch Bedingungen unterliegen. So ist zum Beispiel ein aus-
gewogener Dienstmix, d.h. ein vorgegebenes Verhiltnis von Dienstarten oder Diensttypen zu
beriicksichtigen. Diese Sachverhalte werden meist unterteilt in weiche und harte Nebenbedin-
gungen. Harte Nebenbedinungen werden direkt als sog. Base Constraints formuliert, wahrend
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Abweichungen von weichen Nebenbedingungen in geeigneter Art und Weise in der Zielfunktion
bestraft werden.

Spezifikation der Dienste durch Dienstarten

Durch eine konkrete Festlegung der unten erlduterten Parameter wird eine Dienstart definiert.
In der Dienstplanung werden nur Dienste betrachtet, die genau einer spezifizierten Dienstart
entsprechen.

e Pausenregelungen legen gemidfs der gesetzlichen Lenkzeitverordnung fest, wann und
wie lange eine Pause stattfinden muss, bzw. in welchem Umfang eine Unterbrechung
iiberhaupt als Pause anrechenbar ist. Zu erwdhnen sind hierbei vor allem Blockpausen-
und Quotientenregelungen. Eine vollstdndige und umfassende Definition jenes Pausen-
regelwerkes folgt an geeigneter Stelle in Kapitel 4.

e Unter dem Begriff Diensttypen wird die temporale Struktur des Dienstes spezifiziert,
d.h. ob es sich um einen Friih-, Mittel-, Spét oder Nachtdienst und ob es sich um einen
zeitlich zusammenhingenden oder um einen sog. geteilten Dienst handelt.

e Dienstuntereinheiten sind Dienstteile und Dienststiicke.
Ein Dienststiick entspricht dem maximalen Teil eines Umlaufes, der von einem Fahrer
unmittelbar aufeinanderfolgend gefahren wird. Diese Fahrzeugumldufe sind Ergebnis der
Umlaufplanung und stehen bereits fest. Vereinfacht dargestellt beginnt ein Dienststiick
mit dem Betreten des Fahrzeugs und endet bei dessen Verlassen.

Durch die Existenz von Verkehrsspitzen gibt es geteilte Dienste, bei denen eine oder
mehrere grofere Unterbrechungen, die nicht zum Dienst zdhlen und die insbesondere
nicht als Pause anrechenbar sind, auftreten. Diese Dienstteile bestehen aus 'mindestens’
einem Dienststiick.

o Weitere Attribute sind Schichtlinge, die Anzahl und Dauer der Dienstteile bzw. -
stiicke, Lenk-, Arbeits- und Pausenzeit. Fiir all diese Parameter werden in der Praxis
sowohl minimale, maximale als auch durchschnittliche oder fest angestrebte Werte ver-
wendet. Wenn es sich hier um lineare Zusammenhéinge handelt, wird dies durch soge-
nannte Resource Constraints modelliert.

Atome der Dienstplanung

e Die bereits erwdhnten Dienstelemente sind der Input der Dienstplanung und werden
im Allgemeinen als Ergebnis der Umlaufplanung durch Zerlegen der Fahrzeugumlédufe
an sog. Ablosepunkten gewonnen. Wie grob oder fein hier die einzelnen Umldufe zerlegt
werden, ist ein erster Freiheitsgrad der Planung. Dienstelemente sind also Arbeitseinhei-
ten, die von einem Fahrer zwingend hintereinander (am Stiick) erledigt werden miissen.
Da Dienstelemente somit heterogene Sequenzen sind, ist eine weitere Unterteilung in
Dienstelementbestandteile zur Vereinfachung der Implementation sinnvoll. Dienst-
elementbestandteile haben somit genau einen zusammenhéngenden Lenk-, Arbeits- und
Pausenzeitanteil, sowie eine feste Start- und Endzeit.
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e Erginzungselemente hingegen sind Zusatzarbeiten, die zu Beginn oder am Ende eines
Dienststiickes bzw. -teiles anfallen. Diese sind somit abhéngig von den einzelnen Diensten
(und unterliegen einer genauer zu definierenden Positionslogik). Hier liegt auch der ent-
scheidende Unterschied zu den Dienstelementen. Wiahrend diese alle von mindestens
einem zuléssigen Dienst erfiillt werden miissen, ergibt sich aus den generierten Diensten
des gewadhlten Dienstplanes, welche Ergdnzungselemente durchzufiihren sind.

e Verkniipfungen modellieren die lokale Kombinierbarkeit dieser Elemente zu Tagesdien-
sten. Hierbei ist zu beachten, dass nicht alle Sequenzen von Elementen zuléssig sind, sei
es aus betrieblichen, lokalen oder zeitlichen Griinden. Elemente die nach dieser Betrach-
tung hintereinander auftreten kénnten, werden durch eine Verkniipfung miteinander ver-
bunden, wobei diese wiederum einen anrechenbaren Pausenanteil aufweisen kann. Nur
eine angemessene Auswahl dieser Verkniipfungsregeln kann zu einerseits handhabbaren
und andererseits optimierbaren Probleminstanzen fithren. Um das Optimierungspotenti-
al ausschépfen zu kénnen, arbeiten wir jedoch mit so vielen Freiheitsgraden wie méglich.

Betrachtet man nun die Abbildung 1.2 aus Sicht der Atome, so sind Dienste zuldssige Sequen-
zen von Dienstelementbestandteilen, Ergénzungselementen und Verkniipfungen, d.h. zuléssige
Abfolgen von Fahrgastfahrten, Leerfahrten, Fahrten vom bzw. zum Depot, sowie anderer re-
levanter Tétigkeiten des Fahrpersonals im OPNV.

Eine Menge von Diensten, die alle zu erfiillenden Aufgaben abarbeitet und alle weiteren Base
Constraints erfiillt, entspricht somit einem zuléssigen Dienstplan. Unter all diesen zuldssigen
Dienstplanen gilt es denjenigen auszuwahlen, der fiir die gewiinschte Zielfunktion den Opti-
malwert annimmt.

Mathematisch werden Dienste graphentheoretisch als Pfade in einem Digraphen modelliert,
wobei Dienstelementbestandteile und Ergénzungselemente als Knoten und Verkniipfungen als
Boégen zu interpretieren sind.

In Kapitel 2 werden allgemein ein Optimierungsproblem in Digraphen vorgestellt und ver-
schiedenste Losungsalgorithmen diskutiert. Erst in Kapitel 3 wird die Verbindung zwischen
dem in dieser Einleitung beschriebenen Diensplanungsproblem und dem abstrakten Problem
des zweiten Kapitels deutlich.

Integration in die gesamte operative Planung

Hier ist zu erwéhnen, dass die beste Optimierung nur fiir sinnvolle Instanzen von Nutzen
ist, denn nur ein geeignetes Zusammenspiel der vorhergehenden und nachfolgenden Planungs-
schritte kann in der Praxis zu guten Gesamtlosungen fithren. Dass dieser sequentielle Ablauf
der Planung Potentiale unausgeschopft ldsst, zeigen aktuelle Bemiithungen, integrierte Dienst-
und Umlaufplanungsmodelle und -algorithmen zu entwickeln, und die Ergebnisse aus den Ver-
offentlichungen [FHWO00] und [BLW02].
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Kapitel 2

Das Resource Constrained Shortest
Path Problem

Waéhrend das erste Kapitel die Motivation und Problematik in der Dienstplanung dargelegt
hat, soll nun eine allgemeine Darstellung der Losungsideen und -algorithmen fiir das Resource
Constrained Shortest Path Problem (RCSP) folgen. Zwar existieren dazu bereits umfangrei-
che und weitgreifende Ubersichtsarbeiten von I. Dumitrescu [D02] und M. Ziegelmann [Z01],
dennoch ist es an dieser Stelle notwendig, die wichtigsten Aussagen und Herangehensweisen zu
erliutern, um den spéteren Argumentationen bei der Losung der gegebenen Instanzen folgen
zu konnen.

2.1 RCSP Modell

Das kiirzeste Wege Problem mit weiteren Nebenbedingungen (resource constrained shortest
path problem) ist die Frage nach einem Pfad P in einen Digraphen D = (V,A), der li-
nearen Ressourcenbedingungen geniigt und kostenminimal ist. Sei dazu die Knotenmenge
V =1{0,1,2...n}, die Bogenmenge A C V x V mit |A] = m und der maximal zuldssige
Verbrauch \* der Ressourcen i = 1,2...k gegeben. Jedem Bogen a € A werden nun ein
Kostenwert c, und Ressourcenwerte r’ zugeordnet, die bei einer entsprechenden Nutzung ver-
braucht werden. Des Weiteren seien die Knoten s und t als Quelle und Senke des gesuchten
Pfades markiert. Dann lisst sich das RCSP folgendermafsen formulieren:

- Knoten-Bogen-Inzidenzmatrix N € {—1,0,1

}nxm

- Ressourcenmatrix R = (1) € Rkxm
- Kostenvektor ¢ e R™
-  Kapazitdtsvektor A € RF

17
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(RCSP) min 'z (3.1)
st. Nz = e —e;s (3.2)
Rz < A (3.3)

v < |S|-1 VYSCV (3.4)
ae(SxS)NA

T e {01}l (3.5)

Hierbei gibt = an, welche Bogen im Pfad enthalten sind. Die Bedingungen (3.2) stellen zum
einen sicher, dass es sich im gegebenen Digraphen um einen Pfad von s nach ¢ handelt, d.h.
genau ein Bogen verldsst den Knoten s und genau ein Bogen erreicht den Knoten ¢. Zum
anderen wird sicher gestellt, dass fiir jeden anderen Knoten die Anzahl der Bogen, die diesen
erreichen, genau der Anzahl der Bégen entspricht, die diesen verlassen.

Die Bedingungen (3.4), bekannt als Subtour Elimination Constraints, gewahrleisten, dass keine
geschlossenen Kreise zuléssig sind. Dadurch ist insgesamt die Menge der zuldssigen Losungen
auf die elementaren Pfade beschrinkt, d.h kein Knoten oder Bogen wird mehrmals besucht.
Dass der Pfad alle Ressourcenbeschrankungen erfiillt, stellen abschliefend die Bedingungen
(3.3) sicher. Aus Konventionsgriinden und um Vergleiche mit den an spiterer Stelle disku-
tierten Arbeiten méglich zu machen, sind die Ressourcenbedingungen hier ausschlieflich als
< Bedingung formuliert. Wegen der bekannten Transformationsmoglichkeiten zwischen Glei-
chungen und Ungleichungen aus der linearen Optimierung stellt dies aber keine Einschrénkung
dar. Gesetzt dem Fall, dass man durchaus Pfade zulassen will, die nicht elementar sind, wie der
in Abbildung 2.1 dargestellte, kann man anstatt der Bedingungen (3.4) andere Bedingungen
modellieren, um die in Abbildung 2.2 dargestellten Pfad-Kreis-Lésungen dennoch abzuschnei-
den.

Man beachte jedoch, dass in azyklischen Digraphen trivialerweise keine nicht elementaren Pfa-
de existieren, so dass in diesem Fall die Bedingungen (3.4) redundant sind. Die Formulierung
des Problemes als ein Integer Program (IP) wirft Fragen hinsichtlich der Komplexitit und
Losungsmoglichkeit auf. Diese werden im folgenden Abschnitt thematisiert.

Abbildung 2.1: Ein nicht elementarer (s,t)-Pfad.
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Abbildung 2.2: Eine entartete Pfad-Kreis-Losung.

2.2 Komplexitat

Das einfache Shortest Path Problem ist langst sowohl detailliert in der Theorie untersucht,
als auch praktisch effizient implementiert worden. Die wichtigsten Aussagen dazu sollen hier
dennoch Erwdhnung finden, da sie trivialerweise auch fiir das RCSP von Bedeutung sind. Fiir
das kiirzeste Wege Problem in einem Digraphen mit positiven Gewichten existieren polyno-
miale Markierungs- bzw. Labelingalgorithmen, die vor allem auf die Arbeit [D59] von Dijkstra
zuriickgehen.

Fiir beliebige Gewichte ist jedoch das kiirzeste Wege Problem in einem Digraphen dquivalent
zum Problem, einen ldngsten Weg mit beliebigen Gewichten in einem Digraph zu bestimmen.
Letzteres Problem ist aber N'P-vollstindig, da eine einfache Transformation auf das Ent-
scheidungsproblem, ob ein Digraph einen gerichteten Hamiltonschen Weg enthélt, existiert.
Somit ist das einfache Shortest Path Problem mit beliebigen Gewichten NP-schwer. Anderer-
seits existieren, falls der Digraph keinen gerichteten negativ gewichteten Kreis enthélt, auch
fiir beliebige Gewichte polynomiale Losungsalgorithmen. Alle hier nicht genauer ausgefiihrten
Komplexitdtsaussagen und Algorithmen zum Shortest Path Problem lassen sich in den Wer-
ken [AMO93], [M84] und [S03] nachlesen.

Wihrend also fiir das Bestimmen kiirzester Wege in einem Digraphen mit positiven Bogen-
gewichten langst polynomiale und somit effiziente Algorithmen existieren, wird das Problem
schon durch Hinzunehmen einer Ressourcenbedingung /P vollstéindig. Dies belegen die Arbei-
ten [GJ79] und [HZ80|. Wéhrend Garey und Johnson eine Transformation des Partion Problem
zum RCSP Problem konstruierten, transformierten Handler und Zang das Knapsackproblem
zu einem RCSP Problem. Die Verbindung zum Knapsackproblem zu erldutern, erscheint mir
dabei am sinnvollsten, da man zum einen ein besseres Verstdndnis fiir das Problem erhilt und
zum anderen fallt es leichter, den bestehenden algorithmischen Lésungsideen fiir das RCSP zu
folgen. Daher soll diese Transformation hier ndher betrachtet werden. Dazu sei das Knapsack-
problem (K P) wie folgt definiert:

Gegeben sei eine Menge von n-Elementen, wobei jedes Element einen gewissen Wert und ein
spezielles Gewicht hat. Das Ziel ist es, eine Teilmenge dieser Menge zu bestimmen, die ein
gegebenes Gewichtslimit A nicht iibersteigt und deren Gesamtwert maximal ist. Das Problem,
einen Rucksack so voll zu packen, dass das Wichtigste hineinpasst, scheint hier die namens-
gebende reale Problemstellung gewesen zu sein. Somit lasst sich das KP mit folgenden Daten
definieren:
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- Wertvektor v e N
- Gewichtsvektor w € N7}

- Gewichtslimit A e N,

(KP) max v’z (2.1)
wlx < A
z € {0,1}"

Es wird also iiber die Inzidenzvektoren aller Teilmengen der n-elementigen Grundmenge opti-
miert. Die vorausgesetzte Positivitdt von v und w stellt keine allzu grosse Einschriankung des
Problems darstellt. Wahrend negativ bewertete Elemente mit positivem Gewicht trivialerwei-
se nicht in der optimalen Teilmenge enthalten sind, konnen negativ gewichtete Elemente die
Gewichtsrestriktion nie verletzen und somit bedenkenlos zur Teilmenge hinzugefiigt werden,
falls diese den Zielfunktionswert erhéhen. Problematisch sind nur Elemente, deren Gewicht
und Wert negativ sind. Andere Preprocessing Uberlegungen konnten zum Beispiel das Weg-
lassen von Elementen i € {1,2...,n} mit a; > A sein.
Das KP ist dquivalent zu einem RCSP, welches dazu wie folgt konstruiert wird:
Sei D = (V,A) ein Digraph mit einer (n + 1)-elementigen Knotenmenge V' und folgender
Bogenmenge:

A={(i,i+1)® mitie {1,2...,n} C Vund k € {1,2}}

Die Kosten c*) , und der Ressourcenverbrauch r®) der Bogen (i,i+1)*) wird nun wie folgt

3,0+ iit1
festgelegt:
Sei M = max {v;}, dann setze
i€{1,2...,n}
& ) ow k=1
GHELT L0 k=2
und

(k) _{ M-v k=1
Cii+1 = _

Das Finden eines kiirzesten Weges bzgl. ¢, der die Ressourcenbedingung bzgl. » und A erfiillt,
liefert eine Teilmenge, die die Knapsackungleichung nicht verletzt und maximal bzgl. v ist.
Dies funktioniert wie folgt:

Jeder (1,n +1)-Pfad enthilt entweder den Bogen (i,i + 1)) oder (i,i+ 1). Fiihrt der Pfad
nun iiber den Bogen (7,7 + 1)(® so bedeutet dies, dass das Element i nicht in der Teilmenge
enthalten ist, andernfalls liegt der Bogen (i,i + 1)) auf dem Pfad und die zum Pfad korre-
spondierende Teilmenge enthilt das Element ¢. Offenbar ist die so konstruierte Teilmenge ein
Optimum des KP, denn gébe es eine Teilmenge, die die Knapsackungleichung erfiillt und einen
echt groferen Zielfunktionswert aufweist, als die von einem ressourcenbeschrénkten kiirzesten
Pfad konstruierte, dann wiirde diese wiederum mit einem zuldssigen Pfad korrespondieren (mit
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(WvM -v) (Wz’M -v,) W, .M =v,,) W, .M-v.) (WM =v,)
Y W S \ /\\ /\\ R
1 2 3 n— n n+l1
0,M) 0,M) (0O,M) 0,M) 0,M)

Abbildung 2.3: RCSP-Knapsack Transformationsnetzwerk.

der eben erwdhnten Transformation), der die Ressourcenbedingung erfiillt und echt kiirzer ist
als der kiirzeste, was direkt zu einem Widerspruch fiihrt.

Insgesamt fithrt dies zu den zwei folgenden komplexitatstheoretischen Erkenntnissen:

Zum einen liegt RCSP in NP, da der Pfad selbst als Zertifikat dient und es maglich ist, in
polynomialer Zeit zu entscheiden, ob er die Ressourcenbeschrinkung erfiillt. (Man beachte,
dass es sich hier um das vom RCSP induzierte Entscheidungsproblem, d.h. Gibt es einen
Weg der die Ressourcenbeschrinkung erfiillt und nicht linger ist als ein festes ¢ 7’ handelt).
Da nun bekanntermafen das zum Optimierungsproblem KP gehdrende Entscheidungsproblem
NP-vollstandig ist und die oben formulierte Transformation polynomial in der Kodierungs-
linge des Inputs implementiert werden kann, ist gezeigt, dass das RCSP NP-schwer ist.
Dies fiihrt zur zweiten, noch stirkeren Aussage, dass sich jedes Entscheidungsproblem II € N'P
polynomial in der Kodierungslange von II auf das zum RCSP zugehorige Entscheidungspro-
blem transformieren l4sst.

2.3 Untere Schranken fiir das RCSP

2.3.1 Loésen der LP Relaxierung

Um zu zeigen, dass man die LP Relaxierung des RCSP schnell und effizient 16sen kann, scheint
folgende alternative Modellierung des RCSP duferst hilfreich. Sei fiir jeden (elementaren) Pfad
p € P (z), eine 0/1-Variable. Man beachte, dass in der Regel in einem beliebigen Digraphen
exponentiell viele (elementare) Pfade existieren. Des Weiteren gilt fiir die Kosten ¢, und den
Ressourcenverbrauch r; ,, eines Pfades:

cp = Zce Vp e P

ecp

Tip = Zri VpeP,Vi=1,2,...k

ecp

Dies ist keine Definition im eigentlichen Sinne, vielmehr die intuitive Transformation der
Bogenparameter auf Pfadparameter, so dass die zuldssigen Losungen in all ihren Eigenschaften



22 KAPITEL 2. DAS RESOURCE CONSTRAINED SHORTEST PATH PROBLEM

unveréindert bleiben. So lisst sich das RCSP’ in Pfadvariablen z € {0, 1}/”l mit Kostenvektor
¢ € R!PI und Ressourcenverbrauchsmatrix R € R**I”| wie folgt formulieren:

(RCSP’) min cl'z (3.1a)
st. 1Tz =1 (3.2a)
Rz <\ (3.3a)

z € {0,1}/Pl (3.4a)

Relaxiert man nun die Ganzzahligkeitsbedingung (3.4a) und dualisiert das so entstandene LP,
so erhilt man mit © € R und = € R* das folgende lineare Programm D Prcgp::

(DPgcspr) max  u+ A7 (3.1b)
st. ul+RT'n<c (3.2b)

<0 (3.3b)

Somit haben wir die LP Relaxierung des RCSP in ein lineares Programm mit £+ 1 Variablen,
aber exponentiell vielen (fiir jeden Pfad p € P eine) Ungleichungen iiberfiihrt. Es folgt aus
den Erkenntnissen iiber die Zusammenhénge von Optimieren und Separieren, die ausfiihrlich
in [GLS88] nachzulesen sind, dass es ausreicht, das Separierungsproblem fiir das DPgrcgp in
polynomialer Zeit zu 16sen, d.h. folgende Fragestellung fiir ein gegebenes @ und 7 zu beant-
worten:

JgeP : E+Rgf>cq
-
dqeP : cq—RqTf<ﬂ

=
k
dgeP : Cq_zri,qfi <u
i=1

-

JgeP : Y e <T

ecq

Die Existenz eines solchen Pfades lasst sich also leicht {iberpriifen, denn dieses Problem ent-
spricht der Frage, ob ein Pfad ¢ im Digraphen D existiert, der bzgl. der transformierten



2.3. UNTERE SCHRANKEN FUR DAS RCSP 23

Bogengewichte ¢, = ¢, — RI7 nicht linger als @ ist.

Unter der Annahme, dass die Kosten und die Ressourcenverbrauchswerte nicht negativ sind,
sind auch die transformierten Bogengewichte nicht negativ. Dadurch ldsst sich dies in poly-
nomialer Zeit effizient mit einem Dijkstra-Algorithmus testen, womit auf theoretischer Ebene
gezeigt wurde, dass die LP Relaxierung des RCSP in polynomialer Zeit zu losen ist. Man be-
achte, dass dieses Resultat auch fiir zykelfreie Graphen mit negativen Bogengewichten Bestand
hat.

2.3.2 Losen der Lagrange Relaxierung

Eine mindestens genauso gute untere Schranke wie die der LP Relaxierung ldsst sich durch
das Losen der Lagrange Relaxierung gewinnen, d.h. genauer durch das Finden der optimalen
Lagrange Multiplikatoren. Diesen allgemein giiltigen Zusammenhang zwischen LP und La-
grange Relaxierung kann man in [NW88| nachlesen. Dieser Ansatz ist vor allem durch die
geeignete Struktur des RCSP sinnvoll. Die Resource Constraints, die das Problem eigentlich
erst N'P-schwer 'werden lassen’, werden mit Lagrange Multiplikatoren « in die Zielfunktion
als 'Strafen’ eingebaut.

Das so entstehende kiirzeste Wege Problem mit transformierten Kosten, die ein Uberschreiten
der Ressourcen bestrafen, kann wiederum, wie bereits mehrfach erwéhnt, unter speziellen An-
nahmen mit einem Dijkstra-Algorithmus in polynomialer Zeit geldst werden. Insgesamt liefert
der Optimalwert zrr() mit o > 0 untere Schranken fiir das betrachtete RCSP.

(LRrcsp) min  cfz + ol (Rz — \)
st. Nx=e —eg

z € {0,1}14l

Die beste untere Schranke, die wir so gewinnen kénnen und fortan als Optimum der Lagrange
Relaxierung bezeichnen wollen, ist somit

¢ = max zrr(@).

Dieses Problem ldsst sich mit Hilfe von Subgradientenverfahren allgemein 16sen. Ansétze, die
die spezielle Struktur des RCSP ausnutzen, werden im néchsten Abschnitt erldutert.

Des Weiteren sei mit d;; der Optimalwert des LRrcsp mit Quelle ¢ und Senke j bezeichnet.
Dann folgt in azyklischen Graphen, dass d;; gleich der Lénge eines kiirzesten Weges mit
Kostenvektor (c + aR) abziiglich der Konstante —a” ) ist. Dadurch kann man mit UB! € R
Knoten k € V aus dem Digraphen eliminieren 2, fiir die gilt:

dig + dy; — X > UB

1UB bezeichnet hierbei eine beliebige obere Schranke des RCSP.
*Dieses Vorgehen ist in [BC89] dokumentiert und wird allgemein zum Preprocessing genutzt.
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2.4 Algorithmische Losungsansitze

2.4.1 Dynamische Programmierung

Der im letzten Abschnitt gezeigte Zusammenhang zum KP liefert auch schon einen méglichen
Losungsansatz fiir das RCSP. Die Standardtechniken zum Losen des KP sind auf der Idee
der dynamischen Programmierung basierende Skalierungs- und Rundungsalgorithmen bzw.
Approximationsschemata.

Die ersten Arbeiten hierzu sind [J66] von Joksch und [L76| von Lawler, die sich jedoch auf
den Fall einer Ressource beschrinken. Trotzdem sollen an dieser Stelle diese Arbeiten und
ein voll polynomiales Approximationsschema von Hassin (92) vorgestellt werden. Dies soll
darlegen, dass einfache pseudo-polynomiale Losungansitze fiir den Ein-Ressourcen-Fall des
RCSP existieren und diese mit Rundungs- und Skalierungstechniken zu woll polynomialen
Approzimationschemata > (FPAS) fiihren.

Rekursion nach Joksch (66) und Lawler (76)

Die grundlegende Idee der beiden Arbeiten von Joksch und Lawler beruht auf einer giiltigen
Rekursionsgleichung. Dazu sei das RCSP mit & = 1 sowie sowohl positiv ganzzahligen Ressour-
cenverbrauch, als auch positiv ganzzahligen Kosten gegeben. Dann sei ein Pfad vom Knoten ¢
zum Knoten j ein r-Pfad, wenn dieser hochstens r Einheiten der Ressource verbraucht. Gemafs
dieser Definition ist eine optimale Losung des RCSP ein bzgl. der Kosten minimaler A-Pfad
vom Knoten 1 zum Knoten n. Seien weiterhin mit c;(r) die Kosten eines kiirzesten r-Pfades
von 1 zu j bezeichnet, dann kann man folgende giiltige Rekursionsgleichung formulieren.

¢j(r) = min{¢;(r — 1), ('j)énEin § {ci(r —rij) +cij}}
i, i <r

Abbildung 2.4: Rekursionsgleichung von Joksch und Lawler.

Scheinbar ist das Optimum des RCSP durch den Wert ¢,,(\) gegeben, welcher mittels obiger
Gleichung rekursiv berechnet werden kann. Dazu sei ¢;(r) = 0 fiir 0 < r < A, was aufgrund
der positiven Bogenkosten plausibel ist. Andererseits setzt man ¢;(0) = oo fiir die Knoten
7 =2,...,n und erhélt somit eine wohldefinierte, berechenbare Rekursion des RCSP.

Die formale Idee dahinter ist, herauszufinden, wie weit man mit einem um eine Einheit ho-
herem Ressourcenverbrauch kommt bzw. wie man kiirzeste I-Pfade mit | < r — 1 zuléssig zu
kiirzesten r-Pfaden verlingern kann. Somit kann man ¢, () in O(|E|\) berechnen. Dies ist
zumindestens pseudopolynomial in der Kodierungsléinge des Inputs, woraus direkt folgt, daf
das RCSP schwach N P-vollsténdig ist.

Analog zum KP kann man mit Hilfe von Skalierungs- und Rundungstechniken diese Ideen
verwenden, um zu einem voll polynomialen Approximationsschema zu gelangen. In der Arbeit
[H92] wurde dies diskutiert und umgesetzt.

3Fine genaue Definition dieser Klasse von Approximationsalgorithmen befindet sich im Anhang.
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FPAS von Hassin (92)

Das folgende Approximationsschema von Hassin setzt ebenfalls voraus, dass es sich sowohl
bei dem Verbrauch als auch bei den Kosten der Bégen um positive ganzzahlige Werte handelt
und dass der gegebene Digraph azyklisch ist. Dann benutzt er folgende rekursive Idee:

Sei g;(c) der Ressourcenverbrauch eines kostenminimalen (1, j)-Pfades, dessen Kosten hoch-
stens ¢ betragen. Fiir diesen Wert gilt folgende Rekursionsformel:

i(c) = min{g;(c —1), min i(c—cii) + i
g;(c) {g5( ) (i7j)EE,Cij§C{g( i) it}

Abbildung 2.5: Rekursionsgleichung von Hassin.

Startet man nun mit gi(c¢) = 0 fiir c=0,1... OPT und g;(c) = oo fiir j = 2,3...,n, so ldsst
sich das Optimum iiber obige Rekursionsgleichung berechnen. Zwar ist der Wert fiir OPT
nicht bekannt, aber es gilt sicherlich OPT = min{c € N|g,(c) < A}.*

Nun wird g;(c) zuerst fiir c =1 und j = 2,...,n berechnet, danach fiir ¢ = 2 und dies solange
bis der erste Pfad gefunden wurde, der den Knoten n erreicht und fiir den g, (¢) < A gilt. Somit
kann OPT = c gesetzt werden, denn damit hat man den zuléssigen (1,n)-Pfad gefunden, der
gn(c) Ressourceneinheiten verbraucht und ¢ Einheiten kostet. Da alle nicht betrachteten Pfade
mindestens genauso teuer sind, hat man das Optimum generiert.

Algorithmisch muss man sich nur fiir jeden Knoten im Digraphen merken, welcher Knoten i
bei der Minimumsbildung der Rekursion zu einer Aktualisierung gefiihrt hat. Somit 1asst sich
der Pfad dann eindeutig rekonstruieren.

Man kann sich den Algorithmus als Tabelle mit dem entsprechenden Wert g;(c) vorstellen,
wobei die Zeilen die Knoten und die Spalten die inkrementierten Kosten sind. So ist nur der
Eintrag ¢,(OPT) von Interesse, der jedoch wieder rekursiv durch die ersten OPT-Spalten
ermittelt werden kann. Um die Werte jeder Spalte korrekt zu ermitteln, braucht man fiir
die Minimumsbildung konstant viel Zeit, jedoch muss man hierfiir jeden Bogen genau einmal
betrachten. Dies fiihrt also zu einer Laufzeit von O(OPT|E)).

Im Prinzip verfolgt Hassin dieselbe Idee wie Joksch und Lawler. Er vertauscht dabei nur die
Rolle von Ressourcenverbrauch und Kosten.

Es bleibt noch zu erldutern, wie daraus ein FPAS konstruiert werden kann. Dazu sei T' ein
Testwert und 0 < € < 1 die Konstante fiir das voll polynomiale ¢ — Approximationsschema.
Mit diesen Parametern werden die Kosten c;; wie folgt gerundet:

_ Lcij(n — 1)J ) Te

“ij Te

n—1

Es gilt offenbar:

Te
n—1

Cij < Cij < ¢y

4 Andernfalls wiirde kein Pfad im Digraphen die Ressourcenbedingung erfiillen.
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Daraus folgt, dass sich die Kosten jedes Pfades hochstens um T'e verringern. Nun kann man
diese RCSP-Instanz mit skalierten Kosten L(TE/C(+1))J durch den beschriebenen Algorithmus
l6sen und erhélt ein ¢ mit g,(¢) < A. Fiir den Optimalwert OPT der urspriinglichen Instanz
lassen sich somit folgende Aussagen treffen:

e 1.Fall
n—1

c <

€

Dann gilt nach der Riicktransformation der Skalierung und Rundung fiir diesen A-Pfad
folgende Aussage:

Te

n —

e+ Te<T(1+e) = OPT <T(1+¢)

e 2.Fall
. n-—1
c>

€

Wenn also jeder A-Pfad mindestens Kosten > "T_l verursacht, gilt fiir die Kosten ¢ jedes
A-Pfades nach der Riicktransformation der Kosten:

c>T=0PT>T

Damit ist garantiert, dass entweder OPT > T oder OPT < T(1 + ¢€) gilt. Durch das Runden
und Skalieren der Bogenkosten kann man also den Problemterm OPT durch den Term log(%)
ersetzen und kommt fiir den Test zu einer bendtigten Laufzeit von O(|E[log(%2)).

Somit kann man fiir ein festes € und unteren (LB) und oberen Schranken (UB) fiir den Op-
timalwert OPT ein FPAS folgendermafen konstruieren:

Man starte eine bindre Suche im Intervall (LB, U B) mit Hilfe der Testroutine und aktualisie-
re die Schranken, bis UB < (1 + €)LB gilt. Somit ist UB eine e-approximative Losung der
gegebenen RCSP-Instanz. Abschliefend ist festzuhalten, dass man mit Hilfe des FPAS von
Hassin in O(c|E|log(%) + c) eine e-approximative Losung des RCSP bestimmen kann, wobei
c eine von den initialen Schranken UB und LB abhéngige Konstante sei.

Fiir diese Arten der Rekursionsgleichungen stellt es in azyklischen Graphen kein Problem
dar, dass Bogen mit negativen Kosten existieren, denn sowohl die Rekursionsverankerung als
auch die Rekursionsgleichung gelten weiterhin. Das Problem des Ansatzes der dynamischen
Programmierung bei mehreren Ressourcen ist die Grofke des Zustandsraumes und die Gefahr
der ’Enumeration’ aller Pfade. Bei einer Ressource, wie oben vorgestellt, scheint dies noch
handhabbar.

Verfahren, die diese Ideen erweitern und auch fiir mehrere Ressourcen anwendbar machen,
tauchen meist unter dem Namen node labelling approach auf. Jeder Knoten v besitzt eine
Menge von Markierungen, die mit (s,v)-Pfaden korrespondieren. Diese sogenannten Labels
enthalten als Information die Kosten und den Verbrauch der einzelnen Ressourcen des jeweili-
gen Pfades. Es werden jedoch ausschlieflich Labels verwendet, die nicht von anderen dominiert
werden. Der Begriff Dominanz bedeutet hier, ein (s,v)-Pfad P;, bzw. sein Label, dominiert
einen anderen (s,v)-Pfad P», bzw. sein Label, genau dann, wenn sowohl die Kosten als auch
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alle Ressourcenverbrauchswerte von P; kleiner oder gleich den Werten von P, sind. All diese
nicht dominierten Labels werden dann sukzessive berechnet. Dazu sind zu Beginn, bis auf die
Labelmenge des Knoten s, die mit 0 € R'*¥ initialisiert wird, alle Labelmengen leer.

Solange es unbearbeitete Labels gibt, wird ein Knoten mit einem solchen ausgewahlt. Fiir
diesen Knoten werden alle Pfade, die durch ausgehende Bégen entstehen kénnen, auf ihre
Ressourcenzuldssigkeit hin iiberpriift und ggf. neue, nicht dominierte Labels erzeugt.

Diese werden dann der Labelmenge des entsprechenden Zielknotens des Bogens hinzugefiigt.
Das Label mit minimalen Kosten aus der Labelmenge des Knoten ¢ liefert dann einen kiir-
zesten ressourcenbeschriankten (s,t)-Pfad. Sollte die Labelmenge des Knoten ¢ am Ende des
Algorithmus leer sein, so ist gezeigt, dass kein ressourcenbeschrénkter (s,t)-Pfad in diesem
Digraphen existiert.

Der hier nur kurz informell vorgestellte Algorithmus stammt von Desrochers und Soumis
[DS92|, wobei im Ein-Ressourcen Fall mit Nicht-Null-Gewichten eine pseudo-polynomiale
Laufzeit von (|E|\) nachgewiesen wurde.

2.4.2 k-th Shortest Path- Ansatze

Eine weitere Herangehensweise zum Losen des RCSP sind k-th Shortest Path-Ansétze oder
auch Path Ranking-Ansétze. Diese Verfahren beruhen auf der Idee, die Pfade aufsteigend bzg].
der Kostenfunktion zu sortieren und den ersten zuldssigen Pfad als Losung auszugeben.

Der grofste Vorteil solcher Algorithmen ist, dass bei der Zuléssigkeitspriifung des Pfades nicht
nur lineare Bedingungen iiberpriift werden koénnen, sondern auch andere gewiinschte Pfad-
bzw. Teilpfadeigenschaften.

Im Allgemeinen werden bei solchen Algorithmen neue Bdogen und Knoten im Digraphen ge-
neriert. Ist jedoch die Anzahl der zu konstruierenden Pfade, bevor man einen zuldssigen Pfad
gefunden hat, sehr hoch, dann kann dies durchaus zu exponentiellem Aufwand in der Ko-
dierungsldnge des urspilinglichen Digraphen fiihren. Da dies bei den von uns bearbeiteten
Instanzen aufgrund der Restriktivitdt der Resource Constraints der Fall ist, wird an dieser
Stelle kein nur auf dieser Idee beruhender Algorithmus vorgestellt und anaylsiert.

2.4.3 Zwei-Phasen-Algorithmen

Die bereits analysierten Techniken haben gezeigt, dass eine Vielzahl von Ideen und Ansétzen
existieren, jedoch sowohl theoretisch als auch praktisch keine annehmbare Laufzeit gewéhrlei-
stet werden kann. Nur eine geeignete Kombination von diesen Techniken kann zu anwendbaren
Algorithmen fiihren. Die Idee von Zwei-Phasen-Algorithmen fiir das RCSP ist folgende:

e In der ersten Phase werden untere Schranken und obere Schranken fiir das RCSP gene-
riert, indem die Lagrange Relaxierung bzw. die LP Relaxierung ’optimal’ gelost werden.
Die so gewonnenen Lagrange-Multiplikatoren, unteren und oberen Schranken kénnen so-
wohl fiir Reduktion der Grofe des Graphes, als auch fiir die Phase Zwei genutzt werden.

e In der zweiten Phase wird die mdgliche Dualitétsliicke geschlossen. Dazu werden ver-
schiedene bereits vorgestellte Techniken verwendet.
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Handler und Zang 1980

Die erste Veroffentlichung, welche diese Art von Losungsansatz fiir das RCSP dokumentiert,
ist [HZ80] ’A Dual Algorithm for the Constrained Shortest Path Problem’ von G. Handler und
I. Zang. Sie betrachten den Ein-Ressourcen-Fall und beschreiben explizit, wie sie die dazu-
gehorige Lagrange Relaxierung optimal 16sen. Dazu benutzen sie kombinatorische Methodik,
um das Optimum der stiickweise linearen, konvexen Funktion zu berechnen, wobei lediglich
Berechnungen von kiirzesten Wegen im Graphen mit transformierten Kosten durchgefiihrt
werden miissen. In der zweiten Phase benutzen sie einen k-shortest Path Algorithmus, wobei
die Kosten der Pfade geméf der optimalen Lagrange-Multiplikatoren berechnet werden. Zur
Laufzeit ihres Algorithmus haben sie jedoch weder fiir Phase Eins noch fiir Phase Zwei Aus-
sagen bewiesen. Lediglich die Konvergenz gegen das Optimum nach endlich vielen Schritten
haben sie gezeigt.

Beasley und Christofides 1989

Beasley und Christofides [BC89| fiihrten diese Vorgehensweise fort. Sie betrachteten das RCSP
mit mehreren Ressourcenbedingungen und nutzten deshalb Subgradientenverfahren, um die
Lagrange Relaxierung approximativ zu losen.

Fir die zweite Phase benutzten sie eine Prozedur, die im gewissem Sinne mit Hilfe der
Langrange-Multiplikatoren einen Branch&Bound&Cut-Baum generiert.

Mehlhorn und Ziegelmann 2000

In der Arbeit [MZ00] wurde letztendlich bewiesen, dass die von G. Handler und I. Zang be-
schriebene erste Phase ihres Algorithmus fiir den Ein-Ressourcen-Fall eine polynomiale Lauf-
zeit besitzt. Mehlhorn und Ziegelmann formulierten eine, dank einer neuen detaillierten geome-
trischen Interpretation, fiir mehrere Ressourcen giiltige Verallgemeinerung des Algorithmus,
die sie mit hull approach bezeichnen.

Im Ein-Ressourcen-Fall ist das Vorgehen dabei analog zu dem von G. Handler und I. Zang.
Fiir mehrere Ressourcen konnten sie noch keine Laufzeitabschitzung beweisen, lediglich theo-
retisch steht dank der Ellipsoidmethode fest, dass man die LP-Relaxierung des RCSP mit
beliebig vielen Ressourcen unter gewissen Annahmen in polynomialer Zeit 16sen kann. Diese
Voraussetzungen wurden bereits im Abschnitt iiber die LP Relaxierung genau erldutert.
Mehlhorn und Ziegelmann erhalten in der ersten Phase durch ihren Hull Approach bessere
Schranken als Beasley und Christofides durch ihre approximativen Subgradientenldsungen.
Dadurch wird das Problem in Phase Zwei erheblich vereinfacht. Des Weiteren verwenden sie
verschiedene neue Varianten, um die Dualitétsliicke zu schliefien.

Zum einen werden die Pfade gemdfs der reduzierten Kosten mit Hilfe von k-Shortest Path
Algorithmen durchlaufen (enumeriert). Zum anderen wurde ein geeignetes node labelling Ver-
fahren vorgestellt, welches die ermittelten Schranken und reduzierten Kosten verwendet. Dieser
informell vorgestellte Algorithmus stellt derzeit wohl die geschickteste Kombination aller Ideen
dar und fiihrt zu einem in der Praxis anwendbaren Losungsalgorithmus fiir RCSP-Instanzen.



Kapitel 3

Das Dienstplanungsproblem

3.1 Modellierung

3.1.1 Graphentheoretisches Modell

Das Dienstplanungsproblem wird mit Hilfe des folgenden Digraphen modelliert:

Fiir alle Dienstelementbestandteile, deren Menge wir fortan mit Vp abkiirzen wollen, und alle
moglichen Ergénzungselemente der Menge Vg wird genau ein Knoten v konstruiert. Man be-
achte hierbei, dass erst a posteriori feststeht, welche Ergdnzungselemente abgedeckt werden
miissen. Diese Knoten enthalten alle sinnvollen Informationen und Attribute, die bereits in
der Einleitung Erwdhnung fanden. Das sind zum einen die Start-, End-, Lenk-, Arbeits- und
mégliche Pausenzeit und zum anderen eine Vielzahl von Zulissigskeitsinformationen. !
Zwischen diesen Knoten existiert im Digraphen genau dann ein Bogen, wenn es eine Verkniip-
fung zwischen den zugrundeliegenden Elementen gibt, d.h. es konnte ein Dienst existieren, in
dem diese Elemente aufeinander folgen. Vervollstandigt wird dieses Netzwerk von einer Quelle
und einer Senke. Diese Modellierung benotigt also folgende Mengen:

- Dienstelementbestandteile vy € Vp ={1,2,3...n}
- Ergénzungelemente ve €VE={n+1,n+2...,;n+m}

- Dienstarten dt e DT ={1,2...,k}

Sei nun D = (V, A) der Dienstplanungsgraph mit der Knotenmenge
V=VpUVgu{0,n+m+1}

und der Bogenmenge

! Auf die konkrete Einfiihrung dieser Parameter und deren Bezeichnungen wird an dieser Stelle der Einfach-
heit halber verzichtet.

29
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A= {(i,j) eV xV | Verkniipfung zwischen i und j existiert }U
{(0,7) e V xV | Element j ist als Dienstbeginn zuldssig}u
{(i,m+n+1) €V xV | Element i ist als Dienstende zulissig}.

Aus der Konstruktion der Bégen geméf den Verkniipfungsregeln ergeben sich bereits folgende
Bogentypen, deren Unterscheidung sich spéter als hilfreich herausstellen wird, und die deshalb
hier Erwéhnung finden sollen.

o Typl
Zwangsverkniipfungen sind diejenigen Bogen (u,v) zwischen zwei Knoten u,v € Vp,
bei denen v der einzige mdgliche Nachfolger von u auf einem (0, m+n+1)-Pfad ist. Man
beachte, dass dies erst nach Einlesen des kompletten Dienstplanungsgraphen ermittelt
werden kann.

e Typ Il
Verkniipfungen innerhalb eines Dienststiickes sind diejenigen Bogen (u,v) zwi-
schen zwei Knoten u,v € V, fiir die gilt, dass die Elemente v und v in einem Dienststiick
unmittelbar aufeinanderfolgend abgearbeitet werden kénnen.

e Typ III

Verkniipfungen fiir Dienststiickwechsel sind Bogen (u,v) zwischen zwei Knoten
u,v € V, fiir die folgendes gilt:

Wenn v und v aufeinanderfolgend abgearbeitet werden, findet ein Fahrzeugverlassen bzw.
-wechsel statt und somit beginnt ein neues Dienststiick. Der Knoten u beendet in diesem
Fall das vorangegangene Dienststiick, wihrend der Knoten v das néchste einleitet. Bogen
dieses Types kénnen eine Unterbrechungszeit aufweisen, da u und v nicht unmittelbar
zeitlich aufeinander folgen miissen.

e Typ IV
Verkniipfungen fiir Dienstteilbeginn bzw. -ende sind Bbgen zwischen der Quelle
0 bzw. der Senke n+m + 1 und v € Vp U Vg.
Der Bogen (0, v) symbolisiert dabei den Beginn des Dienstes, wobei v das erste abzuar-
beitende Element darstellt. Diese Art von Bogen bilden die Bogenteilmenge Ary,, C A
und werden daher fortan mit Typ IVp bezeichnet.
Ein Bogen (v,n + m + 1) stellt das Ende eines Dienstes mit v als letztem Element dar.
Analog zur bereits eingefiihrten Notation werden diese Bégen mit Typ IVy Bogen de-
klariert und sind daher Elemente der Menge Ay, C A.
Man beachte hier zum einen, dass es sich bei der Menge Ay um die disjunkte Vereini-
gung von Typ IVp Bogen und Vg Bogen handelt, und zum anderen, dass jeder Bogen
a € Ary, nicht nur einen neuen Dienstteil sondern auch ein neues Dienststiick einleitet.

Der Bogen (i,7j) stellt also die lokale Kombinierbarkeit der Elemente dar, d.h. Element j
konnte in einem Dienst nach dem Element ¢ durchgefiihrt werden. So ist das Duty Scheduling
Problem (DSP) in diesem Modell das Finden einer Menge von Diensten, die alle Dienstele-
mente aus Vp genau einmal {iberdeckt und bzgl. einer Kostenfunktion optimal ist.

Alle Dienste entsprechen in diesen Graphen also einem (0,n + m + 1)-Pfad, andererseits sind
nicht alle diese Pfade Dienste. Nur wenn der (0,n + m + 1)-Pfad einer Dienstart dt € DT
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zuzuordnen ist, handelt es sich um einen zuldssigen Dienst.

Die folgenden drei Abbildungen sollen das eben eingefiihrte graphentheoretische Grundmodell
bildlich untermauern.

Die Abbildung 3.1 stellt dabei einen kompletten Dienstplanungsgraph dar. Diese kleine In-
stanz ist aufgrund der Restriktivitdt der Dienstart, in diesem Fall der Teilzeitdienste, noch
visualisierbar und bietet daher die Moglichkeit, alle Typen der Knoten und Bogen darzustel-
len.

Die Rolle der Ergidnzungselemente wird in der Abbildung 3.2 beispielhaft fiir ein Dienstele-
ment ebenso verdeutlicht, wie die Mdglichkeit die Knoten topologisch geméf der Startzeiten
zu sortieren.

Abschliefsend werden in 3.3 exemplarisch Dienste im Dienstplanungsgraph 3.2 vorgestellt. Vor
allem das Zusammenspiel zwischen den Typ III bzw. IV Bogen und den Ergdnzungselementen
soll hierbei aufgezeigt werden. Dabei handelt es sich beim ersten abgebildeten zuldssigen Pfad
um einen zusammenhingenden Dienst, der aus drei Dienststiicken besteht.

Bei Dienst Zwei und Drei findet hingegen kein Fahrzeugwechsel statt. Diese Visualisierungen
sollen bereits auf die Problematik hinweisen, dass keineswegs jeder (0,7 + m + 1)-Pfad im
zugrundeliegenden Digraphen einem zulédssigen Dienst entspricht.
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Abbildung 3.1: Visualisierung eines Dienstplanungsgraphen fiir Teilzeitdienste (7 ZD).
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Abbildung 3.3: Menge von zuléssigen Diensten.
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3.1.2 Urspriingliches Graphenmodell fiir mehrere Dienstteile

Aufgrund der Definition und Konstruktion der Bogenmenge des Graphen scheint es sinnvoll,
den Graphen je nach Dienstart neu zu berechnen, da die Zuléssigkeit der Verkniipfungen von
den jeweiligen Parametern der Dienstart abhingt. Um im vorgestellten Graphenmodell sinn-
voll geteilte Dienste darzustellen, werden zuséatzliche Hilfsknoten v € Vi und weitere Bogen
hinzugefiigt. Diese Erweiterung des Modells soll hier erldutert werden. Zur Menge der Hilfs-
knoten wollen wir per Definition auch die Quelle 0 und die Senke n + m + 1 z&hlen.

Diese Hilfsknoten besitzen nur einen positiven Zeitparameter, der trivialerweise bei der Quelle
Null und bei der Senke auf ein Maximum, z.B. die spéteste Endzeit aller Elemente gesetzt
werden kann. Fiir geteilte Dienste wird nun die Menge der Typ IV Bo6gen neu definiert. Jedes
Element v € VpUVE, welches ein zulédssiges Startelement eines Dienstteiles darstellt, induziert
einen neuen Hilfsknoten h € Vi und einen Typ IVp Bogen (h,v).

Da fiir diese Betrachtung nur die Startzeiten der Knoten relevant sind und die Hilfsknoten
diesen Parameter iibernehmen, kénnen mehrere Hilfsknoten mit gleicher Startzeit zu einem
Hilfsknoten kontrahiert werden.

Analog ist die Vorgehensweise fiir diejenigen Knoten u € V, die als letztes Element eines
Dienstteiles zuléssig sind. Hierbei wird jedoch der von diesem Knoten induzierte Hilfsknoten
h mit der zuldssigen Startzeit eines nachsten Dienstteiles parametrisiert. Der Zeitparameter
des Knoten h ist somit die Summe aus der Endzeit des Knotens u und der Mindestunterbre-
chungsdauer der Dienstteile der jeweiligen Dienstart. Es wird also der Bogen (u,h) € Ay,
konstruiert, und man erhalt erneut eine disjunkte Partition der Menge Ary in Dienstteilbeginn-
und Dienstteilendbogen.

Um letztendlich das Netzwerk zu komplettieren, wird zwischen unmittelbar aufeinanderfolgen-
den Hilfsknoten ein Bogen hinzugefiigt. Dazu werden die Hilfsknoten bzgl. des Zeitparameters
aufsteigend sortiert. Man beachte hierbei, dass diese Zeitlinie mit der Quelle beginnt und
mit der urspriinglichen Senke endet. ? Um weiterhin auf einer disjunkten Partitionierung der
Bogenmenge arbeiten zu konnen, sei fiir diese Bégen folgender Typ definiert:

e TypV
Hilfsverkniipfungen sind Bégen zwischen zwei Knoten u,v € V. Dieser Bogentyp ist
ausschlieflich fiir die Modellierung der geteilten Dienste relevant.

*Durch spezielle weitere Parameter kann es sinnvoll sein diese Zeitlinie zu unterbrechen. Eine Bedingung fiir
den spétesten Beginn des ersten Dienstteiles (oder des Dienstes allgemein) kann man beispielsweise integrieren,
indem man den Typ V Bogen, der diese Zeitspanne abdeckt, entfernt.
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Abbildung 3.4: Dienstplanungsgraph mit Hilfsknoten, wobei nur Typ IV und V Bégen darge-
stellt sind.

Aus dieser Konstruktion folgen bereits fiir jeden Pfad von der Quelle zur Senke folgende
trivialen Beobachtungen:

1. Die Anzahl der Typ IV Bogen eines (0, n+m-+1)-Pfades ist gerade, wobei die ungeraden
immer Typ I'Vp und die geraden immer /Vy Bégen sind.

2. Auf solchen (0,n + m + 1)-Pfaden kénnen zwischen einem Typ IVg Bogen und dem
néchsten Typ IVp Bogen ausschlieflich Typ V' Bogen liegen.

Ein Vorteil dieser Modellierung besteht darin, dass jedes mogliche Ende eines ersten Dienst-
teiles mit allen darauffolgenden Anfingen eines zweiten Dienstteiles kombiniert werden kann,
ohne explizit fiir all diese Mdglichkeiten einen Bogen zu konstruieren. Fiir reale Instanzen wiir-
den diese in der Anzahl der Knoten quadratisch vielen Kombinationen zu erheblich groferen
Dienstplanungsgraphen fithren, wihrend die oben vorgestellte Modellierung mit Hilfsknoten li-
near in der Anzahl der Knoten bleibt. Dadurch wird der Losungsraum, d.h. die (s,t)-Pfadmenge
im Digraphen, moglicherweise unzuléssig erweitert. Zwar ist durch diese Konstruktion bereits
garantiert, dass die Mindestunterbrechungsdauer zwischen den Dienstteilen aufgrund der Defi-
nition der Typ I'VE Bogen eingehalten wird, hinsichtlich der maximalen Unterbrechungsdauer
lassen sich jedoch keine impliziten Aussagen treffen. Es ist also moglich, (s,t)-Pfade zu kon-
struieren, die die maximale Unterbrechungsdauer iiberschreiten. Der Umgang mit derartigen
Restriktionen in diesem Modell wird aber an anderer Stelle erldutert.
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3.1.3 Dienstteilexpandiertes Graphenmodell

Die Motivation, die zu dieser neuen Art der Modellierung fiihrte, wird an spéiterer Stelle er-
ldutert. Hier soll ausschlieflich die Modellierung anhand von zweigeteilten Diensten erklirt
werden. Die Vorgehensweise fiir mehr als zwei Dienstteile ist zwar analog zu fithren, jedoch
sind solche Instanzen in der Praxis derart selten, dass wir an dieser Stelle zu Gunsten des
Modellverstandnisses ein Stiick Allgemeinheit aufgeben kénnen.

Jedes Dienstelement oder Ergédnzungselement, welches sowohl im ersten als auch im zweiten
Dienstteil erledigt werden konnte, wird zweimal (im allgemeinen fiir jeden moglichen Dienst-
teil), als Knoten v und v’, représentiert. Aufgrund einiger Parameter der Dienstart, hier sind
z.B. frithestes Ende des ersten Dienstteiles oder spéitester zulédssiger Beginn des zweiten zu
nennen, existieren aber auch Knoten fiir die a priori feststeht, zu welchem Dienstteil sie geho-
ren.

Nicht nur der Notation zuliebe erh&lt deshalb noch jeder Knoten und jeder Bogen einen
Parameter, der den gegenwértigen Dienstteil symbolisiert. Nun werden analog zum urspriing-
lichen Modell die Bogenmengen konstruiert. Falls also die Verkniipfung zwischen « und v fiir
die betrachtete Dienstart existiert, wird zusétzlich zum Bogen (u,v) auch der Bogen (u',v")
konstruiert, sofern es sich sowohl bei u als auch bei v um verdoppelte Knoten handelt. Alle
moglichen Fille sind hierbei denkbar, d.h. es kénnen der Bogen (v/,v"), der Bogen (u, v), beide
, aber auch keiner der beiden existieren.

Danach wird die Menge der Typ IV Bogen, ebenfalls wie im urspriinglichen Modell, zur Bo-
genmenge hinzugefiigt. Dabei bleiben alle Parameter der Bégen gleich, bis auf die Tatsache,
dass jetzt je nach Typ der Start- bzw. Endknoten eine Dienstteilzuordnung fiir alle Bogen
getroffen werden kann.

Zum Schluss wird noch mit Hilfe der Typ V Bogen das Netzwerk komplettiert. Per Definition
gehoren diese, ebenso wie die Hilfsknoten, zu keinem der beiden Dienstteile. Vorteil dieser
Modellierung ist die nun mdgliche Zuordnung zwischen den Bégen und den Dienstteilen 3.
Dadurch kann man Eigenschaften, die sich auf Dienstteile beziehen, besser und exakter mo-
dellieren als im urspriinglichen Modell. Fiir zwei Dienstteile bezahlt man diese Vorteile im
schlechtesten Fall durch eine Verdopplung (im allgemeinen eine Vervielfachung um den Faktor
k, wobei k der maximal zuldssigen Anzahl Dienstteile der jeweiligen Dienstart entspricht) der
Bogen- und Knotenmenge. Das durch dieses alternative Modell gewonnene Netzwerk wollen
wir fortan als dienstteilexpandierten Dienstplanungsgraph bezeichnen.

3Dieses Problem stellt sich trivialerweise nicht bei zusammenhsngenden, d.h. nicht geteilten, Diensten.
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Abbildung 3.5: Dienstteilexpandierter Dienstplanungsgraph, wobei nur Typ IV und V Bégen
dargestellt sind.

Durch diese Modellierung erhilt man, zusétzlich zu der bisher bekannten disjunkten Parti-
tionierung der Bogenmenge geméR der Bogentypen A = A;UAUA7UAvUAy, noch eine
weitere hilfreiche Partitionierung nach Dienstteilen A = A1UA3UAy. Beispielsweise enthélt
die Menge A; N Ary,, alle zuldssigen Bogen die den ersten Dienstteil einleiten.

Analog lisst sich fiir Dienstarten mit zwei Dienstteilen die Knotenmenge in V = VpUVgUVy
bzw. V = V;UVoUVy partitionieren.

Ein kleiner Nachteil dieses dienstteilexpandierten Dienstplanungsgraphen fiir geteilte Dienste
resultiert aus der Hilfskonstruktion fiir die Kombination der Dienstteile. Im urspriinglichen
Modell wird die zeitlich korrekte Reihenfolge der Dienstteile aufgrund der Konstruktion des
Graphen sichergestellt, wahrend im dienstteilexpandierten Dienstplanungsgraphen dariiber
keine Ausssage getroffen werden kann. Insbesondere existieren unzuldssige Pfade, die zuerst
den zweiten Dienstteil einleiten und danach den ersten. Zwar konnen (aufgrund der Positi-
onslogik der Erginzungselemente miissen sie jedoch nicht) diese mit einem zuléssigen Pfad
korrespondieren, dennoch wird die konstruierbare Pfadmenge unzuldssig erweitert.
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3.1.4 Set Partioning Modell

Nachdem nun ausfiihrlich das Graphenmodell vorgestellt wurde, soll in diesem Abschnitt das
eigentliche Dienstplanungsproblem allgemein formuliert werden.

Sei die Menge aller Dienste mit D bezeichnet, 24, d € D die 0/1-Entscheidungsvariable, die
angibt, ob Dienst d im Dienstplan enthalten ist, und w € ]R‘}_)| ein Vektor, der jedem Dienst
seine spezifischen Kosten zuordnet, so kann das DSP mit Hilfe der Dienstelementbestandteil-
Dienst-Inzidenzmatrix ® € {0,1}"*P| als Set Partioning Problem (SPP) formuliert werden.
Durch die bereits erwdhnten Base Constraints kdnnen allgemein weitere lineare Anforderungen
an den Dienstplan gestellt werden. Dies beinhaltet in der Praxis beispielsweise Restriktionen
bzgl. der minimalen bzw. maximalen Anzahl der Dienste einer gewissen Dienstart. Sei bei-
spielsweise mit 7 ZD C D die Menge aller Teilzeitdienste bezeichnet, so modelliert die Unglei-

chung > x4 <t die Beschrankung der Anzahl verwendeter Teilzeitdienste auf maximal t .
deTZD
Aber auch ein bevorzugter Dienstmix der Dienstarten oder Diensttypen, d.h. ein angestrebtes

ausgewogenes Verhiltnis, kann durch eine solche Ungleichung erzielt werden. Die Eintréige
b;j € Ry der Base Constraints Matrix B € ]RT‘D| miissen dementsprechend gewdhlt werden,
wobei k der Anzahl der eingebauten Base Constraints entspricht. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei fiir alle Base Constraints die rechte Seite der Ungleichung zu Eins normiert.

Zusammengefasst ergibt sich folgendes System :
(SPP) min w'x

st. dr=1

Optionale Dienstelemente konnen analog zu Ergénzungselementen betrachtet werden, d.h. an
solche existieren keine expliziten Bedingungen. Man beachte jedoch, dass implizit durch die
Menge der Dienste und deren Kosten die optionalen Dienstelemente und die Menge der Er-
ganzungselemente im Modell integriert sind.

Fiir den Fall, dass ein Dienstelementbestandteil ¢ mehrmals iiberdeckt werden darf, wird ein-
fach die Bedingung ®;.x = 1 durch ®;.x > 1 ersetzt. Bei Dienstplanungsproblemen dieser Art
kann man somit die Menge der Dienstelementbestandteile in einen Set Partioning- und einen
Set Covering-Teil aufspalten. Komplexitdtsaussagen zum SPP werden in dieser Arbeit nicht
ausfithrlich dargelegt. Hier wird auf [GJ79] verwiesen, in dem gezeigt wurde, dass das SPP
NP-schwer ist.
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3.1.5 Constrained Path Partioning Modell

Dieser Abschnitt dient dazu, die Verbindung zwischen dem vorgestellten Graphenmodell und
der Formulierung des DSP als SPP herzustellen. Dazu ldsst sich das DSP analog als ein Cons-
trained Path Partioning Problem (CPPP) formulieren, d.h. alle von einem Dienstelementbe-
standteil induzierten Knoten sollen mit einer Menge von zuldssigen Pfaden im vorgestellten
Dienstplanungsgraphen kostenminimal {iberdeckt werden. Auch dieses Modell benétigt 0/1-
Entscheidungsvariablen fiir alle zuldssigen Pfade, deren Menge fortan mit FP bezeichnet sei.
Die bereits fiir das SPP eingefiihrten Parameter w fiir die Dienste und B fiir die Base Cons-
traints lassen sich problemlos {ibernehmen, so dass man letzendlich folgendes Modell mit
x € {0,1}"*7P| als Dienstelementbestandteil-Pfad-Inzidenzmatrix erhélt:

(CPPP) min w'x

st. xx=1

z € {0,1}7Pl,

Sei nun P die Menge aller (0,n + m + 1)-Pfade und somit ZP = P\FP die Menge der un-
zuléssigen Pfade, so lasst sich spéter diese Modellierung einfacher analysieren und relaxieren.
Dies wird deutlich, wenn man sich die bestehenden Losungsalgorithmen fiir das SPP ansieht,
was im folgenden Abschnitt nur skizzenhaft und informell geschieht. Die Formulierung des
DSP als SPP unterscheidet sich mathematisch nicht von der Modellierung des DSP als CPPP.
Diese Art der Modellierung dient vielmehr dazu, die Sichtweise der spéter aufgestellten Rela-
xierungen zu verstehen.

3.2 Losungsansatze fiir das SPP

Um die algorithmischen Loésungstechniken vorzustellen, reicht es vorerst, das SPP ohne Ba-
se Constraints zu betrachten, da sich die Vorgehensweise kaum &ndert. Dafiir sind folgende
Variablen- und Mengendefinitionen notwendig:

Sei D = {1,2,3...¢q} die Dienstmenge und D C D mit |D| = § eine noch genauer zu de-
finierende Teilmenge. Des Weiteren sei | € {0,1}7 ein Vektor, der zum Festsetzen einzelner
Dienste dient, d.h. wird [4 fiir d € D Eins gesetzt, bedeutet dies, dass dieser Dienst in den
betrachteten Dienstplinen bereits fixiert ist. Entsprechend der obigen Indexmengen seien 7, [
und @, die auf diese jeweilige Menge D beschrinkten Vektoren und Matrizen.

(SPP) minwTz, ®z=1,2 ¢ {0,1}/7

Ausgangspunkt ist das SPP, dessen Optimallésungen aufgrund der Modellierung mit optimalen
Dienstplanen des DSP korrespondieren. Dennoch ist es utopisch, dieses ganzzahlige Programm
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optimal 16sen,geschweige denn formulieren zu wollen. Allein das Berechnen der Matrix ® wiirde
eine Aufzdhlung (Enumeration) aller méglichen Dienste bedeuten. Auch ein weiteres Arbeiten
mit einer Matrix solcher Grofe ist nicht vorstellbar, man beachte, dass hierbei soviele Spalten
wie Dienste bzw. zuldssige Pfade im Dienstplanungsgraph existieren. Deshalb versucht man
gute untere Schranken fiir das Problem zu berechnen und betrachtet folgende Relaxierung:

(MLP) minwlz, dr=1,1<z0<z<1

Das MasterLP (MLP) ist hierbei die Standard LP Relaxierung des SPP, das (DLP) das zum
(MLP) duale LP.

(DLP) maxn!l (1 -®)+w’l, 770 <w
(RMLP) minw'z, ®z=1,1<7,0<7 <1,
(RDLP) max7nl(1-®)+@'l, ' ®<w®

Beim RMLP und RDLP handelt sich um eine auf ausgewdhlte Variablen beschréinkte Version
des MLP und deren duales Programm DLP, wobei w € R™ die duale Variable ist. Das Opti-
mum des MLP liefert eine untere Schranke fiir das SPP. Um jedoch das MLP optimal 16sen
zu konnen, ohne alle Dienste explizit zu betrachten (enumerieren), arbeitet man nur mit einer
Teilmenge der Dienstmenge.

Die Initialisierung dieser Teilmenge kann zum Beispiel durch Generieren von Diensten (Enu-
meration) spezieller Dienstarten, durch Verwendung alter bekannter Dienste oder durch dy-
namisches Generieren von Pfaden im Dienstplanungsgraph erfolgen.

Die so gewonnenen RMLP und RDLP kénnen nun mit Hilfe von LP-Solvern, in unserem Fall
CPLEX 8.0, optimal gelost werden. Unter der Annahme, dass wir die Menge D sinnvoll ge-
wahlt haben, d.h., dass Losungen existieren, kann man gemé&f der linearen Optimierung und
der Dualitdtstheorie wie folgt argumentieren:

Sobald es keinen Dienst mehr gibt, dessen reduzierte Kosten (vgl. lineare Optimierung) nega-
tiv sind, handelt es sich bei der optimalen Losung des RMLP bereits um eine optimale Losung
des MLP. Dazu betrachtet man folgende Fragestellung :

(PRICE) 3j€D: wj—7l®,;<0

Diese gesamte Losungstechnik wird als Column-Generation-Verfahren bezeichnet, d.h. es wird
nur fiir eine beschrankte Anzahl von Diensten optimiert und dann versucht, Lésungen des PRI-
CE Problemes hinzuzufiigen. Die optimalen Losungen des RMLP liefern offensichtlich obere
Schranken fiir das Optimum des MLP, aber auch untere Schranken. Dies wird aber an spéte-
rer Stelle des Kapitels thematisiert und bewiesen. Insgesamt fiihrt das zu einer beweisbaren
unteren Schranke fiir das SPP, so dass es dann moglich ist, die durch Heuristiken gewonnenen
Dienstplidne zu bewerten und die mégliche Differenz zum Optimum abzuschétzen.

In Abbildung 3.6 wird vereinfacht diese angewandte Verfahrensweise dargestellt. Im Groften
und Ganzen soll dies nur iibersichtsartig das Vorgehen beim Losen von DSP-Instanzen vorstel-
len und aufzeigen, dass eine Menge von kleineren Unterproblemen wiederholt geldst werden
muss. Hierzu werden eine Vielzahl von optimierenden und optimierten Algorithmen, z.B. Sub-
gradientenverfahren, Branch & Bound & Cut-Verfahren, speziellen Simplexalgorithmen, aber
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=
- =

Setze Dienste
mit LP-Techniken
heuristisch fest

Erhalte
"beweisbar guten"
Dienstplan

Abbildung 3.6: Algorithmische Idee des Column-Generation-Ansatzes fiir das DSP.

auch kiirzeste Wege Algorithmen verwendet und mit Hilfe von heuristischen Ideen beschleu-
nigt. Die Beweise und expliziten Vorgehensweisen des Algorithmus sind in [BGLO01]| dargestellt.
Interressant und fundamental fiir diese Arbeit ist hierbei vor allem, dass das RCSP als ein Un-
terproblem beim Lsen des MLP auftaucht. Diese Zusammenhénge sollen Thema des néchsten
Abschnittes sein.
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3.3 PRICE und RCSP

Dieser Abschnitt soll nun die Méglichkeit darlegen, mit Hilfe des RCSP Aussagen iiber das
bearbeitete DSP, genauer gesagt iiber das aktuelle RMLP, zu treffen. Moglich wird dies durch
das folgende Zusammenspiel zwischen dem PRICE Problem und dem RCSP:

Angenommen die Dienstmenge D sei bereits durch Bedingungen der Art (3.3) und (3.4) de-
finiert, so folgt namlich eine gewisse Aquivalenz beider Probleme, d.h. die Frage nach der
Existenz eines Dienstes mit negativen reduzierten Kosten ldsst sich mit der Suche nach ei-
nem ressourcenbeschriankten kiirzesten Weg beantworten. Zum einen folgt triviealerweise aus
der Existenz eines solchen ressourcenbeschrinkten kiirzesten Weges mit negativen Kosten die
Existenz eines Dienstes mit eben diesen negativen reduzierten Kosten. Zum anderen folgt,
falls der ressourcenbeschrinkte kiirzeste Weg positive Kosten besitzt, dass es keine Losung
des aktuellen PRICE Problems geben kann.

Die Existenz und Berechenbarkeit eines solchen kiirzesten Pfades verdankt man der Tatsa-
che, dass es sich der Konstruktion nach bereits um ein azyklisches Netzwerk handelt. Dies ist
leicht einzusehen, da die Knoten des Netzwerkes zu Arbeitseinheiten mit festen Startzeiten
korrespondieren. Sortiert man nun diese Knoten aufsteigend nach der Startzeit, so erhilt man
eine topologische Knotensortierung des Digraphen, d.h. jeder Bogen im Digraphen D fiihrt
von einen Knoten mit topologisch kleineren Wert zu einem Knoten mit topologisch grisseren
Wert. Die Existenz dieser topologischen Sortierung ist sowohl in der Praxis als auch in der
Theorie duferst hilfreich.

Denn aufgrund der Aquivalenz der Aussagen der 'Digraph ist zykelfrei bzw. azyklisch’ und
der 'Digraph besitzt eine topologische Sortierung’ folgt obere Existenzaussage. Insbesondere
existieren somit trotz der moglicherweise negativen Kosten der Bogen keine negativen Zy-
kel, wodurch die Wohldefiniertheit des aufgestellten RCSP gezeigt ist. Diese Zusammenhénge
wurden bereits in [BGL01] vorgestellt. Fiir die praktische Umsetzung und Implementierung
bedeutet dies, dass man geeignete Datenstrukturen und Algorithmen verwenden kann, die dies
zu Gunsten der Laufzeit ausnutzen. Geméf der eingefithrten Notation des letzten Abschnittes
ergibt sich folgende mathematische Argumentation:

(PRICE) 3j€D: w;—n'®;<0
=

(PRICE) 3Jj € FP: w;j—7lx;<0
<~

(PRICE') min z+4d s

.t. € .
e geppbor)

z € {0,1}14l
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(RCSP) min z+d s (3.1)
st. Nz=epimi1 —e (3.2)
Rr+st—s =X (3.3)
0<s<u (34)

x € {0,1}4 (3.5)

Dazu sei die Zielfunktion des RCSP wie folgt definiert:

=T, 7" T T,
crxt+ds = caxt+ds— Y, Y mrg;),
J=1 (i,j)eA

wobei d = (dy,d_) > 0 festgelegt wird, damit st und s~ eindeutig sind. D.h. s(z) =
(st(z),s (x)), und entweder gilt s = (A — Rz, 0) oder s = (0, Rx — \).

Mit Hilfe der Gleichungen (3.3) und (3.4) werden maximale, minimale und optimale lineare
Bedingungen modelliert. Dazu sind die Schranken u fiir s geeignet zu wahlen. Der Vektor d
dient als Bestrafung (Penalty) fiir die erlaubte Abweichung vom angestrebten optimalen Res-
sourcenverbrauchsvektor .

Ein Problem in der Dienstplanung an praxisnahen Instanzen ist, dass sich Dienste nicht aus-
schliefslich iiber Resource Constraints abgrenzen lassen. Hier sind vor allem Pausenregelungen
und deren Anrechnungsregel, Positionslogik und Dienstteil- bzw. Dienststiickeigenschaften zu
nennen. Alle diese Anforderungen an die Dienste sind nicht-lineare Sachverhalte im Sinne un-
seres zugrundeliegenden urspriinglichen Graphenmodells.

Eine weitere Voraussetzung dieser gesamten Aquivalenzargumentation ist eine gewisse Mo-
dularitdt der Kosten. D.h. die Kosten eines Dienstes j € D, dessen Bogeninzidenzvektor des
zum Dienst j korrespondierenden Pfades P fortan mit xp deklariert wird, miissen sich aus den
Kosten der einzelnen Dienstelemente, Ergdnzungselemente, Verkniipfungen und den Bestra-
fungskosten fiir zuléssige Abweichungen der linearen Bedingungen zusammensetzen. Seien mit
¢, die Kosten des Bogens a = (7, ) und des Zielknoten j bezeichnet, dann muss gelten:

wj=cxp+dist(xp) +dls™ (xp) = Z ce +d"s(xp)
ecP

Fiir die Félle, in denen das nicht gewéhrleistet werden kann, liefert das Optimum des RCSP
Modell nur eine untere Schranke fiir das zugehérige Minimierungsproblem PRICE’.

Denn offenbar gilt in diesem Fall, dass jeder Dienst eine zuldssige Losung des RCSP ist, aber
keineswegs jede zuldssige Losung des RCSP, d.h. jeder ressourcenbeschrinkte Pfad, einem
zuléssigen Dienst entspricht. Somit ist einleuchtend, dass, falls ein kostenminimaler ressour-
cenbeschrankter Pfad, d.h. eine Optimallésung des RCSP, einen positiven Zielfunktionswert
hat, kein Dienst mit negativen Kosten existiert. Die gegenwirtige Optimallésung des RMLP
ist in diesen Fall also auch optimal fiir das MLP.
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Aber auch im ungiinstigen Fall, d.h. wenn ein kostenminimaler ressourcenbeschrinkter Pfad
einen negativen Zielfunktionswert aufweist, will man Aussagen iiber den aktuelle Optimalwert
des RMLP in Bezug auf das MLP treffen. Das dies mdglich ist wird im folgenden Abschnitt
bewiesen.

3.4 RCSP Lower Bound fiir das DSP

Im letzten Abschnitt ist kurz dargelegt worden, welche Techniken zum Loésen des MLP an-
gewandt werden und welche Rolle dabei das PRICE Problem und das RCSP spielen. Es ist
trivial, dass jede Losung des RMLP fiir eine sinnvolle Menge D eine obere Schranke fiir das
Optimum des MLP liefert. Dabei ist mit sinnvoller Menge D gemeint, dass das dazugehdri-
ge RMLP zulissige Losungen besitzt, was in unserem konkreten Szenario durch sogenannte
Tripper-Dienste (bzw. Pfade), die nur ein v € Vp abdecken und enorme Kosten verursachen,
zweifellos gewidhrleistet ist. Betrachten wir nun deshalb folgende zueinander duale lineare Pro-
gramme:

(RMLP) min @'z > (RDLP) max #(1—®)+©’l
st. Pz =1 s.t. e <ol
z<1-1
>0

Angenommen wir haben nun eine optimale Losung T, des RMLP und 7, des RDLP ermitteln
kénnen, dann gilt offenbar z = w' 7, = 7 (1 — ®1) + w7 1.

Falls fiir dieses m, das PRICE Problem keine Losung besitzt, so wire T, auch optimal fiir das
MLP.

Dies folgt direkt aus der Dualitdtstheorie, da in diesem Fall 7, eine zuldssige Losung des DLP
ist und den gleichen Zielfunktionswert wie T, aufweist. Man kénnte analog auch mit Hilfe des
Simplexalgorithmus und der Definition der zugrundeliegenden reduzierten Kosten argumen-
tieren.

Fiir den anderen, wohl wahrscheinlicheren Fall, lassen sich mit Hilfe einer §-Transformation
der Kosten dennoch Aussagen und Schranken gewinnen. Betrachtet sei deshalb folgende Fra-
gestellung:

(6 = PRICE) 3j€D: (1+8)w; —7 ®,; <0

Wa&hlt man nun § € R4 minimal, so dass das 6-PRICE Problem keine Lésung besitzt, und
seien des Weiteren z, € RIP! und I € {0,1}P! wie folgt definiert:

(we)i = { (@), 16D

0 sonst,
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(l)ZZ{ Zi, ieD

0 sonst.

Betrachtet man jetzt die beiden folgenden §-transformatierten LPs,
(6-MLP) min (1+8§)w’2z > (6-DLP) max 77 (1 — ®1)+ (1+9)c’l

st. Pxr=1 st.  7l® < (14 6)cT

dann stellen z, fiir -MLP und m, fiir 6-DLP jeweils eine zuldssige Losung dar, fiir deren
Zielfunktionswerte aber folgendes gilt:

(1 -+ (1+ 0wl = 71 -3+ (1+0)wz’l
= 711 -3 +@ T+ 6w’
= 2406wl
>z,

1+0wlz, = (1+0)w' 7z
= (1+6)=.

Aus diesen beiden Tatsachen und der Dualitétstheorie fiir lineare Programme folgt nun fiir
den optimalen Zielfunktionswert # z, von §-MLP und §-DLP folgende Abschitzung:

(1+0)z> 2 > 2.

Da sich aber das 6-MLP und das MLP nur durch die lineare Zielfunktionstransformation (1+4)
unterscheiden, folgt nun unmittelbar fiir den Optimalwert u des MLP selbige transformierte
Ungleichung

>u > —.
z_u_1+5

SchlieRlich fithrt dies zu folgenden grundlegenden Aussagen:

e 7 ist obere Schranke fiir das Optimum des MLP.

e = ist untere Schranke fiir das Optimum des MLP, und sei fortan mit RCSP Lower
Bound bezeichnet.

® 175 ist somit auch untere Schranke fiir das Optimum des SPP.5

4Dessen Existenz ist trivialerweise durch die in ® als Teilmatrix enthaltene Einheitsmatrix, die von den
bereits erwdhnten Tripper-Diensten induziert wird, gegeben.

®Dies beruht darauf, dass es sich beim MLP um eine Relaxierung des SPP bzgl. der Ganzzahligkeitsbedin-
gungen handelt und beide Minimierungsprobleme darstellen.
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3.4.1 Beobachtungen und Folgerungen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit theoretischen Aussagen iiber die RCSP Lower Bound.
Zuerst kann man sich die Frage stellen, ob diese Schranke beliebig schlecht sein kann. Das
folgende Beispiel soll dies demonstrieren. Sei dazu folgender Dienstplanungsgraph mit den
Dienstelementen 1 und 2 gegeben:

Abbildung 3.7: Dienstplanungsgraph mit 2 Elementen.

Die betrachtete Dienstmenge D enthilt nur den Dienst, der beide Elemente abarbeitet. In
diesem vereinfachten Szenario setzen sich die Kosten des Dienstes ausschliefslich aus den Ko-
sten der entsprechenden Bdgen zusammen. Diese Annahmen fiihren zu folgenden linearen
Programmen:

(RMLP) (RDLP)
min (M + 2)x; max ] + mo
1 1 1
s.t. <1>$1:<1> s.t. (7‘(‘1 7T2)<1>§M—|—2
T € [0, 1] w1, T € R.

Die offensichtlich optimale, weil einzige, Losung des RMLP ist in diesem Falle z; = 1, des
Weiteren sei mit 71 = 0 und w9 = M + 2 eine duale Optimallgsung gegeben. Stellt man nun
mit Hilfe dieser dualen Variablen das ACSP Modell fiir das PRICE Problem auf, so erhélt

man den Graphen mit folgenden Kosten:
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Abbildung 3.8: RCSP Relaxierung des PRICE-Problems.

Unter der Annahme, dass in diesem Beispiel jeder (0,3)-Pfad zu einem zuldssigen Dienst
korrespondiert und M eine beliebig grofle positive Zahl ist, findet man als Lésung des RCSP
den Pfad (0, (0,2),2,(2,3),3) mit negativen Kosten —M — 1. Die Losung des zugehorigen
0 — PRICE Problemes ist 6 = M + 1, da im folgenden modifizierten Graphen kein (0, 3)-Pfad
mit negativen Kosten existiert.

Abbildung 3.9: RCSP Relaxierung des PRICE-Problems mit J-transformierten Kosten.

Dieses ¢ liefert den Wert %, also 1, als RCSP Lower Bound. Nach Hinzunahme des

gefundenen Dienstes mit der Variable zo ergeben sich folgende linearen Programme:
(RMLP) (RDLP)

min (M + 2)x1 + x2 max 1wy + mo

e (D)) ()

1‘1,1‘26[0,1] w1, 7o € R.
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Um dieses Beispiel zu beenden, sei mit 7y = M + 1 und 79 = 1 die Optimallésung des RDLP
gegeben. Durch die Nichtexistenz eines bzgl. der transformierten Kosten negativen (0, 3) Pfa-
des im betrachteten Graphen, ist die Optimalitdt der Lésung 21 = 1 und x2 = 0 gezeigt.

Abbildung 3.10: RCSP Relaxierung des PRICE Problemes mit transformierten Kosten.

Der Optimalwert dieses Pfadiiberdeckungsproblems ist also bereits der Wert M + 2. Dieses
Beispiel verdeutlicht damit zum einen, dass die RCSP Lower Bound beliebig schlecht sein
kann, und zum anderen, dass Pfade, die zu zuldssigen Diensten korrespondieren und nega-
tive reduzierte Kosten haben, nach Hinzunahme zum RMLP zu keiner echten Verbesserung
des Optimalwertes fithren miissen. Im Allgemeinen sind die Instanzen aus der Dienstplanung
aufgrund eines hohen Symmetriegrades derart degeneriert. Erst die Hinzunahme von solchen
Diensten ohne scheinbare Verbesserung kann zu 'guten’ ACSP Lower Bounds fiihren.

Eine weitere zu diskutierende Fragestellung lautet, wie sich die Schranke zwischen den einzel-
nen Iterationen der Column Generation Phase verhalt. Auch in diesem kleinen Beispielszenario
nehmen wir an, dass sowohl alle dargestellten Pfade zuldssig sind, als auch die Kosten eines
Dienstes den Kosten der im Pfad enthaltenen Bogen enstprechen. Seien die, zu folgenden LPs
korrespondierenden, Dienste als Startmenge und der dazugehorige Dienstplanungsgraph gege-
ben:

(RMLP) (RDLP)
min (200 100 200 )z max 71
100 100
200
5.t R P | st o[ BV 0 < 100
010 010 500
001 001

r € 0,1 € R
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Abbildung 3.11: Dienstplanungsgraph.

Der gegenwirtige Optimalwert beider LP liegt bei 500. Sei als Losung des RDLP 7., =
( 200 0 100 200 )T gegeben, dann ergibt sich folgendes RCSP:

10

100-200=-100

100-100=0

200-200=0

Abbildung 3.12: Dienstplanungsgraph mit transformierten Kosten.

Der kiirzeste Weg von 0 nach 5 geht iiber die Knoten 3 und 4 und hat Kosten von —150.
Wahlt man § = 1, so enthélt der Graph mit J-transformierten Kosten keinen negativ bewer-
teten (0,5)-Pfad mehr, was unmittelbar zu einer RCSP Lower Bound von 250 fiihrt. Durch
das Hinzunehmen des gefunden kiirzesten Pfades ergeben sich folgende LPs:
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(RMLP) (RDLP)
min (200 100 200 150 )z max 7! 1
1000 1000 200
S ERE RN EEE s | 000 < Mo
0011 0011 150
zc0,1]* e RA

Der Optimalwert dieser beiden LPs liegt bei 350. Sei als Losung des RDLP 7, = ( 100 100 75 75 )T
gegeben, dann betrachtet man erneut das RCSP mit transformierten Kosten.

10-100 = -90

100-100 =0

Abbildung 3.13: Dienstplanungsgraph mit transformierten Kosten.

Der kiirzeste und einzige negativ bewertete Weg von 0 nach 5 fiihrt hier ausschliefslich iiber
den Knoten 2 und hat Kosten von —90. Damit ergibt sich fiir § der Wert 9 und eine RCSP
Lower Bound von 35. Um das Beispiel zu beenden, sei gesagt, dass im n#chsten Schritt die
Optimallosung des RMLP mit 260 ermittelt und mit der Hilfe der RCSP Lower Bound als Op-
timallosung des zugehorigen MLP bestétigt werden kann. Dieses Beispiel liefert die Erkenntnis,
dass eine neuberechnete RCSP Lower Bound keinesfalls eine bessere untere Schranke liefern
muss, als eine bereits ermittelte RCSP Lower Bound.

Iteration 1 2 3
RMLP-Optimalwert | 500 | 350 | 260
ACSP-Lower Bound | 250 35 | 260
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Kapitel 4

RCSP Lower Bound"fﬁr
DSP-Instanzen des OPNV

Dieses Kapitel verbindet nun die aus den letzten beiden Kapiteln gewonnenen Erkenntnisse.
Zum einen wird ausfiihrlich die RCSP Relaxierung des PRICE Problems diskutiert und deren
Struktur im speziellen Szenario der Dienstplanung im OPNV erliutert. Zum anderen werden
Moglichkeiten aufgezeigt, die dadurch gewonnenen Schranken noch zu verbessern. Dazu wer-
den prinzipiell zwei Techniken verwendet:

Einerseits wird der Losungsraum dekomponiert und andererseits werden weitere giiltige Schnit-
tebenen konstruiert, d.h. es wird versucht mehrere geeignete RCSP Relaxierungen, die sich
nur auf eine sinnvolle Teilmenge der Dienstmenge beziehen, zu konstruieren und diese dann
durch das Hinzufiigen von weiteren giiltigen Ungleichungen zu verschirfen. Abschliefsend wer-
den ein Branch&Bound&Cut Algorithmus zum Lésen des RCSP vorgestellt und kurz die sich
ergebenden Modifikationen im Falle eines dienstteilexpandierten Graphen erldutert.

4.1 RCSP Modell im OPNV

In diesem Abschnitt werden explizit die Vorgehensweise und die Moglichkeiten eingefiihrt, die
zur Modellierung der RCSP-Instanzen aus den jeweiligen PRICE Problemen vorhanden und
implementierbar sind. Vorgestellt werden zunéchst RCSP Instanzen im urspriinglichen Dienst-
planungsgraphen, d.h. die geteilten Dienste werden geméf Abschnitt 3.1.2 modelliert. Fiir die
Verwendung eines dienstteilexpandierten Dienstplanungsgraphen folgt im letzten Abschnitt
des Kapitels eine kurze Erlduterung. Hier soll vorerst eine genauere, mit Daten aus prakti-
schen bzw. realen Instanzen untermauerte Diskussion der eigentlichen Resource Constraints
folgen.

Um den Komplex der Ressourcenbedingungen zu erldutern, benétigen wir die bereits in der
Modellierung des Dienstplanungsgraphen erwihnten Bogentypen. Das liefert uns eine disjunk-
te Partition der Bogenmenge A, so dass gilt :

A= A[OA[[UA[[[UA[VBUA]VEUAV

53
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Um die Bedingungen an die Anzahl der Dienstteile erldutern zu kénnen, sei die Rolle der IV
Bogen hier nochmals erklért. Ein Typ IV Bogen leitet einen neuen Dienstteil ein, sofern der
Zielknoten keinen Hilfsknoten darstellt, andernfalls beendet er den Dienstteil. Das liefert eine
disjunkte Partition der Typ IV Bogen in Dienstteilstartbogen IVp und Dienstteilendbogen
1Vg. Der Teilpfad zwischen einem Typ IVp Bogen und einem IVg Bogen entspricht einem
Dienstteil, sofern kein weiterer IV Bogen dazwischen liegt. Mit diesen Definitionen lassen sich
folgende, an die Dienste gestellte Bedingungen modellieren.

e Anzahl der Dienstteile

Maximale, minimale und optimale Anzahl der Dienstteile eines Dienstes kénnen wie
folgt als Bedingungen des Typs (3.3) und (3.4) formuliert werden. Dazu seien folgende
Parameter der Dienstart bekannt :

MLeile  _ optimale Anzahl der Dienstteile

i
)\jw%fjf - maximale Anzahl der Dienstteile
)\%ﬁe - minimale Anzahl der Dienstteile

Dann muss fiir den Pfad gelten:
. . Tei
Z Te + Siezle _ Sﬂ_“ezle — )\Opetzle
e€Arvy
0< sieile < )\Teile _ )\Teile

opt min

Teile Teile Teile
0 <s” < )‘mam - )‘opt

Diese Bedingungen liefern bereits die gewiinschten Eigenschaften. Zum einen entspricht
die Anzahl der Bogen des Typs IVp genau der Anzahl der Dienstteile, zum anderen
gilt aufgrund der Nichtnegativitdt der Kostenkoeffizienten d{e“e > 0 und d’¢"¢ > 0 von
sTeile yng sTeile folgendes:

STezle )\Tezle _ )\Tezle

IN

+ opt min
Teile Teile Teile Teile
sl < E Te + 837 — 81 = AT
GEA]VB
Teile Teile
A, < E Te — 5. < E Te.
GEA]VB GGAIVB
Analog gilt:
Teile Teile Teile
S < )‘mam - )‘opt
. . . il
Szezle < )\geazie o ( § : Te + Szezle o Szez e)
6€A1VB
0 < )\geazie _ § : Te — Szezle
GEA]VB

)\Tez'le _ STeile < )\Teile
+ >

max max *

(]
&
IA
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e Anzahl der Dienststiicke

Maximale, minimale und optimale Anzahl der Dienststiicke eines Dienstes kénnen ana-
log als Bedingungen des Typs (3.3) und (3.4) formuliert werden. Dazu seien folgende
Parameter der Dienstart bekannt :

Atk _ optimale Anzahl der Dienststiicke

Aptick —_ maximale Anzahl der Dienststiicke

Atick _ minimale Anzahl der Dienststiicke
Da bei Beginn bzw. Wechsel des Dienstteiles auch ein neues Dienststiick beginnt, muss
gemif analoger Argumentation gelten:

Z T+ SitUCk _ Sﬁtuck} — )\g;;gck

eeAIIIUAIVB

0< SStiick < )\Stiick _ )\Stiick
>S54 >

opt man

0< SStiick < )\Stijck _ )\Stijck

maxr opt

e Schichtzeit

Als Schichtdauer bzw. -zeit wird die gesamte Zeitspanne von Beginn des Dienstes bis zum
Ende des Dienstes bezeichnet, inklusive der bei geteilten Diensten auftretenden nicht als
Pause anrechenbaren Dienstunterbrechungen. Auch hier existieren in der Praxis strikte
Vorgaben in Bezug auf die maximal erlaubte Schichtdauer und eine Mindestldnge, die
es einzuhalten gilt.

Im eingefiihrten Dienstplanungsgraphen wird das mit Hilfe folgender Daten modelliert:

st(v) - Startzeit des Knotens v € Vp U Vg
et(v) - Endzeit des Knotens v € Vp U Vg

A%ﬁ[‘“ht”“ - optimale Schichtzeit des kompletten Dienstes
A>chichtzeit _maximale Schichtzeit des kompletten Dienstes

ASchichtzeit  _ minimale Schichtzeit des kompletten Dienstes

Fiir jeden Bogen e = (u,v) € A wird nun typspezifisch die Ressource 7, r € ]R‘jr4| flir

die Schichtdauer des Dienstes definiert, wobei die Idee, die Parameter des Zielknotens v
auf den Bogen e zu transformieren, umgesetzt wird.

et(v) —et(u) , (u,v) cATUATUAT U Ay
T(uw) = et(v) - St('l)) ) (U, ’U) € AIVB
0 , (u, U) cA IVg
Dadurch lasst sich die Schichtdauer mit gegebenen Dienstartparametern folgendermafen
als Ressource Constraint formulieren:

rTm + Sichzchtzezt _ S.ﬁchzchtzezt _ )\E;chhtzezt
Schichtzeit Schichtzeit Schichtzeit
0< Sy < )‘Opt - Amzn

Schichtzeit Schichtzeit Schichtzeit
0<s2 < )‘mam - )‘opt
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e Dienstzeit

Als Dienstzeit wird die gesamte Zeitspanne von Beginn des Dienstes bis zum Ende des
Dienstes bezeichnet, exklusive der bei geteilten Diensten auftretenden nicht als Pause
anrechenbaren Dienstunterbrechungen. Daraus folgt unmittelbar, dass bei zusammen-
héngenden Diensten diese Bedingungen dquivalent zu denen der Schichtdauer und somit
redundant sind. Andernfalls ergibt sich mit gegebenen Parametern und nach analoger
Vorgehensweise folgende Resource Constraint fiir die Dienstdauer :

et(v) —et(u) , (u,v) € AyU AU Aqrg
T(uw) = et(v) - St(v) ) (U,U) € AIVB
0 . (u,v) GA[VEUAV

)\%if"“ze“ - optimale Dienstzeit des kompletten Dienstes
ADienstzeit _ maximale Dienstzeit des kompletten Dienstes

ADienstzeit _ minimale Dienstzeit des kompletten Dienstes

rTx + szenstzezt _ S?zenstzezt — )\g)ztenstzezt

Dienstzeit Dienstzeit Dienstzeit
0< St < )‘Opt - )‘mzn

Dienstzeit Dienstzeit Dienstzeit
0<s” < )‘max - )‘opt

o Gesamtlenkzeit

In der Lenkzeitverordnung existieren Restriktionen fiir die Gesamtlenkzeit, die eben-
falls als minimale, optimale und maximale Bedingungen gefasst werden konnen. Hierbei
sei fiir jeden Knoten v € Vp U Vg mit [z, die Lenkzeit des Dienstelementes bezeich-
net, die trivialerweise fiir v € Vi Null gesetzt wird. Fiir jeden Bogen e = (u,v) € A

entspricht damit die Ressource 7., r € R'f‘, die die Gesamtlenkzeit modelliert, [z,.

ALenkzeit — _ gptimale Gesamtlenkzeit des kompletten Dienstes

t
)\%a’;kze” - maximale Gesamtlenkzeit des kompletten Dienstes

)\%Z’“““ - minimale Gesamtlenkzeit des kompletten Dienstes

T Lenkzeit Lenkzeit __ \ Lenkzeit
ror+sy —sZ = Aopt

Lenkzeit Lenkzeit Lenkzeit
0 S S+ S )‘opt - )‘mzn

Lenkzeit Lenkzeit Lenkzeit
0<sZ < Amax - Aopt

Im Allgemeinen sind dies die Eigenschaften, die alle Instanzen aus der OPNV Dienstplanung
gemein haben. Im Speziellen kann natiirlich dieser Komplex erweitert werden, sofern es sich um
lineare und eindeutig den Bogen zurechenbare Sachverhalte handelt. Arbeitszeit, Pausenzeit
oder bezahlte Zeit sind jedoch so meist nicht sinnvoll zu modellieren, da eben diese Zuordnung
nicht getroffen werden kann.

Das Problem ist hierbei vor allem, dass zwar die mogliche Pausenzeit eines Knotens bzw. die
Unterbrechungszeit eines Bogens feststehen, ob sie jedoch wirklich als Pause anrechenbar sind,
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héngt von der gesamten Struktur des Dienstteiles ab.

Somit kann man, da sowohl die Arbeitszeit als auch die bezahlte Zeit eines Dienstes abhéngig
von der angerechneten Pausenzeit des Dienstes sind, jene Restriktionen vorerst nicht erfiillen.
Eine mogliche Vorgehensweise wird im néchsten Abschnitt vorgestellt, dazu muss jedoch das
Pausenregelwerk explizit eingefiihrt werden.
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4.2 Relaxierungen der Pausenregelungen

Man kann die Menge der zulédssigen Dienste nach Dienstarten unterteilen, wie in Abbildung
4.1 am Beispiel dargestellt, und so fiir jede Dienstart ein RCSP, als Relaxierung des PRI-
CE Problemes fiir diese Dienstart, aufstellen (siehe Abbildung 4.2) . Diese Relaxierungen
unterscheiden sich vor allem durch die Resource Constraints, in denen sich die dienstartspezi-
fischen Parameter, die im letzten Abschnitt erldutert worden, wiederspiegeln. Aber auch die
Bogenmenge des zugrundeliegenden Dienstplanungsgraphen kann von Dienstart zu Dienstart
abweichen, da die Definition der Verkniipfungen ebenfalls dienstartspezifisch ist.

Dienstmenge

Abbildung 4.1: Partition der zuldssigen Pfad/Dienstmenge in geteilte, zusammenhéngende

und Teilzeitdienste.

Abbildung 4.2: RCSP Relaxierungen der einzelnen Dienstarten.
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Berechnet man nun fiir jede Dienstart gemdf Kapitel 3 ein § und eine dazugehorige RCSP
Lower Bound, so liefert das Maximum aller eine globale, d.h. fiir die gesamte Dienstmen-
ge giiltige, RCSP Lower Bound fiir das MLP. Um aber die untere Schranke jeder einzelnen
Dienstart-Relaxierung zu verbessern, hilft folgende Idee weiter:

Die Menge der Dienste einer Dienstart wird weiter unterteilt bzw. iiberdeckt durch andere
sinnvoll charakterisierbare Mengen, wie in Abbildung 4.3 demonstriert. Dieses Vorgehen wird
anhand der Pausenregelungen in diesem Abschnitt vorgestellt.

Angenommen man hat die Menge D der zuliissigen Dienste mit Kostenvektor w € RIP! zu
einer gegebenen Dienstart mit den Mengen M; fiir ¢ = 0,1,...,k komplett tiberdeckt, dann
folgt trivialerweise, dass das Minimum {iber alle Elemente dieser Mengen kleiner oder gleich
dem Minimum fiir die spezielle Dienstart ist. Damit stellt

min w!z

k
xEe U M;
1=0

1=

eine Relaxierung des eigentlichen Problems

minw! x
xeD

dar.

Abbildung 4.3: Eine nicht disjunkte Uberdeckungen der RCSP Relaxierung fiir geteilte Dienste
bzgl. dreier unterschiedlicher Pausenregelungrelaxierungen.

Es wird nun deutlich, warum wir diese Modellierung und das Losen mit Hilfe von IP-Solvern
gewdhlt haben. Auf der einen Seite ist es der Vorteil der schnellen Modifikation der Menge der
Resource Constraints, auf der anderen die Moglichkeit, nicht lineare komplexe Zusammenhén-
ge durch lineare Bedingungen zu relaxieren.

Innerhalb von Dienstteilen wird durch gesetzliche und tarifliche Vorgaben festgelegt, inwieweit
Dienstunterbrechungen als Pause im Sinne des Arbeitzeitgesetzes und der Lenkzeitverordnung
anerkannt werden. Dazu seien folgende auftretende Arten von Pausenregelungen spezifiziert:

¢ Keine Pausenanrechnung bedeutet, dass es zu keiner Anrechnung von Unterbrechun-
gen als Pause kommt, somit also beispielswiese nur die maximale Arbeits- bzw. Lenkzeit
pro Dienstteil eingehalten werden muss.
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e Blockpausen mit fester Anzahl von notwendigen Bldcken sind zusammenhén-
gende Pausen, die in Anzahl der Blécke und Mindestdauer je Block rechtlich vorge-
schrieben zu gewdhren sind. Auflerdem existieren sogenannte minimale und maximale
Arbeistzeitfenster vor und nach dem jeweiligen angerechneten Pausenblock.

¢ Quotientenregelungen sind Bedingungen, die das Verhéltnis zwischen Arbeits- bzw.
Lenkzeit und der Summe aller angerechneten Pausen regeln. In der Praxis spielen hier
1/5 und 1/6 Regeln pro Dienstteil eine Rolle. Auch fiir diese Regeln existieren sog.
minimale und maximale Arbeistzeitfenster vor und nach dem jeweiligen angerechneten
Pausenblock.

In der Dienstplanung des OPNV sind folgende Anrechnungsarten einer Dienstunterbrechung
moglich:

e Notwendig bzw. Obligatorisch, d.h. die Dienstunterbrechung wird als notwendige
Pause betrachtet und angerechnet.

e Optional, d.h. die Unterbrechung wird als nicht notwendige Pause betrachtet.

e Nicht angerechnet, d.h. die Dienstunterbrechung wird, wenn auch moglicherweise an-
rechenbar, nicht als Pause bewertet.

Die Relevanz dieser Anrechnungsarten sei kurz anhand der Ein-Blockpausenregelung fiir Dien-
ste, die aus einem Dienstteil bestehen, erldutert. Wiirde man beispielsweise gleich zu Beginn
des Dienstes eine Dienstunterbrechung als Pause anrechnen, so wéire das Arbeitszeitfenster
vor der ersten Blockpause schlecht ausgenutzt, und das folgende Arbeitszeitfenster wiirde die
gesamte Dienstteildauer und somit die gesamte Dienstlinge beschrinken. In diesem Fall wire
es also sinnvoll, diese Unterbrechung als optional oder nichtangerechnet zu betrachten. Der
Unterschied zwischen diesen beiden besteht darin, dass bei optionaler Anrechnung die unun-
terbrochene Arbeitszeit zwischen zwei Pausen auf Null gesetzt wird, wiahrend sie bei Nicht
Anrechnung fortgeschrieben wird.

Mit Hilfe dieses Regelwerkes kann nun die Optimierung den Bediirfnissen entsprechend Dienste
bilden und abschliefend die Kombination von Pausenregel und Anrechnungsart zielgerichtet
wiahlen.

Nach dieser Einfiilhrung des Pausenregelwerkes sollen nun Moglichkeiten vorgstellt werden,
diese Restriktionen durch relaxierte Resource Constraints in das Modell zu integrieren.

Das Problem liegt darin, dass man a priori nicht weif, ob die Dienstunterbrechung als Pause
angerechnet wird oder nicht. Deshalb kann man, da die Arbeitszeit von der gewdhrten Pausen-
zeit abhéngt, auch keine fiir jeden Dienst exakte Zuordnung zwischen Bogen bzw. Knoten und
tatsédchlicher Arbeitszeit treffen. Dies 16st man mit Hilfe von bekannten zuldssigen Intervallen.
Sei dazu fiir jeden Bogen (i,7) € A des Dienstplanungsgraphen folgende Information abhéngig
von der jeweiligen Anrechnungsart gegeben:
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- minimale anrechenbare Pausenzeit  (byin)(i,;) € N
- maximale anrechenbare Pausenzeit (bmax)(l-7j) eN
- minimale anrechenbare Arbeitszeit  (wmin)(j) € N

- maximale anrechenbare Arbeitszeit (wmaz)(,j) € N.

Dann gilt fiir die tatséchliche Pausenzeit eines Bogens 0 < b; ;) < (bmax)(m) und fiir die
tatséchliche Arbeitszeit eines Bogens (wmm)(i’j) < w( ) < (wmam)(i,j).

Welche Werte fiir die zuldssigen Intervalle gew#hlt werden ist problemspezifisch zu ermitteln.
Fiir die betrachteten Instanzen wurde als maximale Arbeitszeit eines Bogens die Dauer und als
minimale Arbeitszeit die Dauer abziiglich der maximalen anrechenbaren Pausenzeit gewé&hlt.
Die Werte des Elementes j werden dabei auf den Bogen (4, j) transformiert, wie bei anderen
Parametern bereits vorgestellt, .

Ob das zugrundeliegende Merkmal dies zuldsst, muss jedoch speziell gepriift werden. Da sich
aber das Pausenregelwerk auf Dienstteile und nicht komplette Dienste bezieht, d.h. insbe-
sondere die Kombination von verschiedenen Pausenregelungen in einem geteilten Dienst ist
zuldssig, muss hier das Problem weiter differenziert werden.

Dies fiihrt, wie der folgende Abschnitt zeigen wird, zu unterschiedlichen RCSP Relaxierungen,
die sich in den dienstartspezifischen Resource Constraints nicht unterscheiden. Man beachte
hierbei, dass die oben vorgestellten Parameter sowohl von der Pausenregelung als auch von
der Anrechnungsart abhéngen kénnen. Sei fiir die folgenden Betrachtungen das dienstartspe-
zifische RCSP Modell mit = € {0,1}/4| gegeben:

4.2.1 Dienstarten mit genau einem Dienstteil
Keine Pausenanrechnung

In diesem Fall gelten die Beschrinkungen der Arbeitszeit pro Dienstteil W,,q, und Wi, tri-
vialerweise fiir den gesamten aus einem Dienstteil bestehenden Dienst.

Bogen, deren minimale anrechenbare Pausenzeit echt positiv ist oder fiir die die Anrechnungs-
art drei nicht in Frage kommt, konnen fiir die Relaxierung dieser Pausenregelung aus dem
Digraphen entfernt werden, da sie offenbar in keinem zuldssigen Dienst dieser Pausenregelung
enthalten seien kénnen.

Damit die Bedingung bzgl. der maximalen Arbeitszeit eingehalten wird, darf zumindestens die
Summe aus den minimalen Arbeitszeiten der jeweiligen Elemente diese nicht {iberschreiten.
Analog muss die Summe der maximal anrechenbaren Arbeitszeit der Elemente mindestens der
minimalen Arbeitszeit entsprechen. Diese beiden Ungleichungen stellen eine mogliche Relaxie-
rung dieser Pausenregelung dar und kénnen somit der RCSP Relaxierung fiir diese Pausenre-
gelung hinzugefiigt werden. Dabei sei mit w € N4l die tatséchliche Arbeitszeit auf den Bogen
des Dienstes bezeichnet.
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Blockpausen mit fester Anzahl von notwendigen Bl6cken

Auch fiir diese Pausenregelung existieren Beschrénkungen der Arbeitszeit pro Dienstteil Wi,
und W,,in- Des Weiteren soll die Summe der maximal als Pause anrechenbaren Dienstunter-
brechungen mindestens der fiir die gewidhlte Blockpause gegebenen Mindestdauer 7' € IN
entsprechen.

Aufserdem kann man noch die Anzahl der Blocke modellieren, indem man jedem Bogen mit
(bmaz)(,j) > T einen neuen zusétzlichen Hilfsressourcenwert (Emax)(m) = 1 und andernfalls
0 zuweist. Uber den gesamten Pfad summiert, muss der Wert dieser Ressource mindestens
B € N, die Anzahl der zu gewdhrenden Pausenblécke, ergeben.

Seien mit b € N4l die tatséchlichen Pausendauern auf den Bogen des Dienstes bezeichnet,
mit w € N4l die tatsichliche Arbeitszeit und mit b € {0,1}4! der dazugehérige Hilfsressour-
cenvektor, so gilt:

wl. x < wler < Wi
w%amx > wlz > min
bz > bz > BT
o r > B 1 = B

Quotientenregelung

Fiir diese Pausenregelung existieren ebenfalls Beschrinkungen der Arbeitszeit pro Dienstteil
Winaz und Wi,. Sei aukerdem ¢ der entsprechende Quotient, der das Verhéltnis zwischen
Pausenzeit und Arbeitszeit angibt. So muss zumindestens die maximal anrechenbare Pau-
senzeit zu der minimal anrechenbaren Arbeitszeit diesem Verhéltnis entsprechen. Das fiihrt
zu folgenden Ungleichungen, wobei wiederum die tatséchlichen Arbeitszeiten w € N4l und
Pausendauern b € N4l a priori nicht bekannt sind:

T T
Woin < wx < Winaz

T T
Woaxl > wx > min

T T 1, T 1,.T
brget = bz > Jw T > 7 Wmin®-
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4.2.2 Dienstarten mit mehreren Dienstteilen

Da es erlaubt ist, in verschiedenen Dienstteilen verschiedene Pausenregelungen anzuwenden,
stellt es sich hier als erheblich schwieriger heraus sinnvolle Relaxierungen im urspriinglichen
Dienstplanungsgraphen zu konstruieren.

Wihlt man eine Relaxierung, die ausschlieflich Aussagen {iber den ersten Dienstteil macht,
so wird aufgrund der erheblichen Freiheitsgrade fiir die nachfolgenden Dienstteile vermutlich
keine gute Schranke ermittelt werden konnen. Wir wollen nun die Vorgehensweise fiir geteilte
Dienste exemplarisch fiir zweigeteilte Dienste durchfiihren.

Keine Pausenanrechnung in beiden Dienstteilen

Seien wiederum Beschrinkungen der Arbeitszeit pro Dienstteil W, und W, bekannt. Des
Weiteren sei mit wi,ws € N die tatséchliche Arbeitszeit der jeweiligen Dienstteile bezeichnet,
so folgt nach analoger Argumentation:

wl x < w 4wy < 2 Wit

man — max

wl x> w 4wy > 2W

min*

Schon fiir die einfachste Pausenregelung fillt bei dieser Art der Relaxierung auf, dass sie fiir
mehrere Dienstteile an Schérfe verliert. Zwar modelliert diese relaxierte Ungleichung, dass
die gewiinschte Eigenschaft fiir den gesamten Dienst (Pfad) gilt, ob sie jedoch auch fiir bei-
de Dienstteile (Teilpfade) einzeln betrachtet erfiillt ist, kann nicht sichergestellt werden. Der
Vollstandigkeit halber werden trotzdem weitere mogliche Relaxierungen der Kombination von
Pausenregelungen betrachtet, um letzendlich die Konstruktion des dienstteilexpandierten Gra-
phen zu begriinden und zu motivieren.

Blockpausenregelung in beiden Dienstteilen

Seien dazu mit 77 die Mindestdauer der Pausenblocke im ersten Dienstteil, mit 75 die des zwei-
ten und mit B; und Bs deren Anzahl gegeben. Seien weiterhin mit by, by € IN die tatsichliche
Anzahl angerechneter Pausen in Diensteil 1 bzw. 2 und mit ¢1,t, € N4l die tatsichlichen Pau-
sendauern bezeichnet. Dann folgt mit der bereits eingefithrten Definition von byq, € {0, 1}|A‘
und analoger Argumentation:

b%axx > t{x + tgx > BTy + BTy
=T
r > by+b = Bj+ Bs.

max



64 KAPITEL 4. RCSP LOWER BOUND FUR DSP-INSTANZEN DES OPNV
Quotientenregelung in beiden Dienstteilen

Seien mit w € N die tatsichliche Arbeitszeit, mit b € NIl die tatséchlich angerechneten
Pausendauern bezeichnet und mit ¢ der zu erfiillende Quotient gegeben, dann fiihrt dies zu
folgender Ungleichung:

bT

L owr >0l > %wa >

Mindestens ein Dienstteil mit Blockpausenregelung

Hier wird der Fall betrachtet, dass in einem Dienstteil die Blockpausenregel zur Anwendung
kommt. Seien wiederum b € NIl und b € N4l dann stellt fiir die gegebene Mindestdauer
T € N der Blocke, fiir die Anzahl B € N der Blocke und fiir die Vektoren by,4, € {0, 1}"4‘
und by,q, € N4l die folgende Ungleichung eine giiltige Relaxierung dar:

L+ > bz > BT

max

Efnaxx > bz = B.

Man beachte jedoch, dass alle zuléssigen Losungen der Blockpausenregelung in beiden Dienst-
teilen auch fiir diese Relaxierung immer zuléssig sind. Daraus folgt bereits, dass die unte-
re Schranke, die die hier betrachtete Relaxierung liefert, immer schlechter sein wird als die
Schranke der Relaxierung, fiir die die Blockpausenregelung in beiden Dienstteilen gefordert
wird.

Kombination von Quotientenregelung und keine Pausenanrechnung

Sei W4z die maximale Arbeitszeit fiir die Pausenregelung keine Pausenanrechnung. Des Wei-
teren seien mit w € N die tatséchliche Arbeitszeiten und mit b € IN die angerechneten Pau-
sendauern des Dienstteiles bezeichnet, der die Quotientenregelung erfiillt. Dann muss, da fiir
den anderen Dienstteil die maximale Arbeitszeitbedingung erfiillt sein muss, Folgendes gelten

T
bmax

T >b

\%
2 g
v

Motivation des dienstteilexpandierten Dienstplanungsgraphen

Die Problematik, fiir geteilte Dienste sinnvolle Relaxierungen zu finden und das dafiir ver-
antwortliche Problem der Dienstteilzuordnung fiihrten letztendlich zur Idee, den bereits vor-
gestellten dienstteilexpandierten Dienstplanungsgraphen zu konstruieren. Dadurch ist man in
der Lage, die Menge der Dienste einer Dienstart, die aufgrund der Pausenregelungen in sich



4.2. RELAXIERUNGEN DER PAUSENREGELUNGEN 65

heterogen ist, in unterschiedliche, in sich homogene Teilmengen aufzuteilen.
Insgesamt stellt dieser Abschnitt die Idee vor, mehrere, kleinere und stérkere Relaxierungen
zu 16sen, anstatt einer Relaxierung, die die Pausenregelung komplett vernachlassigt. Ein Pro-
blem, das hierbei zum Vorschein kommt, ist, dass je mehr Dienstarten und Pausenregelungen
existieren, desto mehr Relaxierungen aufgestellt und geldst werden miissen.
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4.3 Schnittebenen

Das Ziel ist es, die RCSP Relaxierung des PRICE Problemes zu verschirfen und weitere
Diensteigenschaften in das Modell zu integrieren. Die offensichtlichen linearen Bedingungen
wurden im ersten Abschnitt ausfiihrlich vorgestellt. In diesem Abschnitt sollen Eigenschaften,
die sich auf die Dienstuntereinheiten, d.h Teile des Pfades, beziehen, diskutiert werden.

Auf der einen Seite wird versucht, Pfade, die diese Eigenschaften nicht besitzen, durch geeig-
nete Schnittebenen zu verbieten, auf der anderen kann man durch weitere Bedingungen an die
Pfade gewisse Pfadeigenschaften erzwingen. Zwei Klassen von Ungleichungen sind dabei von
Bedeutung;:

e Zum einen die Klasse der Infeasible Set Constraints (ISC). Durch diese werden Losungen,
die unzulissige Mengen S C A enthalten, d.h. die nicht gemeinsam in einer zuldssigen
Losung auftreten konnen, abgeschnitten.

Sz < |S|—1 (1SC)

ecS

e Zum anderen die Klasse der Feasible Set Constraints (FSC). Durch diese werden Bedin-
gungen folgender Art modelliert:
Zu einem Bogen a € A kann man eine Menge T C A finden, so dass jede zuldssige
Losung, die a enthélt, auch mindestens n Elemente der Menge T' enthalten muss.

< % > ze (FSC)

ecT

Za

In den folgenden Abschnitten wird versucht Diensteigenschaften mit Hilfe dieser Klassen von
Ungleichungen zu modellieren.

4.3.1 Verbesserung der Schranke durch PDCs
Dienstteildauer

Durch die Dienstteil-Ressourcenbedingung wird, wie im letzten Abschnitt erldutert, die zu-
lassige Anzahl der Dienstteile modelliert. Es existieren jedoch auch Vorgaben fiir die Dauer
solcher Dienstteile. Dazu seien folgende Parameter bekannt:

st(e) - Startzeit des Bogens e = (u,v), entspricht der Startzeit von u
et(e) - Endzeit des Bogens e = (u,v), entspricht der Endzeit von v
\Dientteildaver —_ minimal zuliissige Dauer der einzelnen Dienstteile
\Dientteildauer —_ maximal zuldssige Dauer der einzelnen Dienstteile.

Dadurch lassen sich fiir jeden Bogen a € Ary,, folgende zuléssigen Bogenmengen definieren:
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Ha = {b c AIVE |>\£;$Lnttezldauer < et(b) _ St( ) < )\nDlzemnttezldauer
Dementsprechend lésst sich fiir jeden Bogen a € Ay, folgende Menge unzuldssiger Typ IVEg
Bégen finden:

I, = {b e Ap, |0 < et(b) — st(a) < \Dientteildauer
Die folgende Klasse von Ungleichungen gewahrleistet somit, dass fiir jeden Typ IVp Bogen im
Pfad auch mindestens ein zulissiger Typ IVE Bogen enthalten ist, der das Ende des Dienst-
teiles symbolisiert (PDCy).
Andererseits darf auf dem Pfad zu keinem enthaltenen Typ IVp Bogen ein, geméf dem oben
definierten Unzuléssigkeitsbegriff fiir diesen Bogen unzuléssiger, Typ IVE Bogen auf dem Pfad
liegen (PDCyp).

Tq < Z xy, VYacé€ AIVB (PDCI)
bell,
Tg + Z x, <1 Yace AIVB (PDCII)
bell,

Typ V Bogen
——~ Dbetrachteter IV,Bogen

—— zuldssige IV, Bogen

— unzuldssige IV, Bogen

Abbildung 4.4: Zulassigkeitsbegriff fiir Typ IVp Bogen.

Diese Bedingungen wollen wir allgemein als Part/Piece Duration Constraints, kurz PDCs,
bezeichnen. Dass diese Bezeichnung gerechtfertigt ist, zeigt der folgende Beweis:

BEHAUPTUNG:
Sei ¢ Losung des RCSP Modells mit PDCs und P der durch z,, induzierte Losungs-
pfad. Dann gelten fiir alle induzierten Dienstteile die Bedingungen bzgl. deren Mindest- und

Maximaldauer.

BEWEIS:
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Angenommen es existiert nun in P ein Dienstteil, dessen Gesamtdauer die Mindestdauer unter-
oder die Maximaldauer iiberschreitet. Sei a € Ay, der Bogen, der den Dienstteil einleitet,
und b € Ajy,, der Bogen, der das Ende dieses Dienstteiles ist, dann existiert per Konstruktion
des Dienstteiles kein weiterer Typ IV Bogen in diesem Teilpfad.

o 1. Fall:

D1 ild
et(b) _ st(a) > )\mzemnttez auer7

dann gilt offenbar b ¢ II,. Andererseits gilt fiir jeden Bogen e € II, et(e) < et(b) und
st(e) > st(a), d.h. jeder fiir a zuldssige Typ IVr Bogen beginnt zeitlich nach a und
endet vor b. Da nun aber trivialerweise die Startzeiten und Endzeiten der Bogen im
Pfad jeweils aufsteigend sind, kann also kein Bogen e € II, mehr im Restpfad enthalten
sein, d.h. weder vor noch nach dem betrachteten Dienstteil. Somit ist gezeigt, dass die
Bedingung

Tgq < Z z. (PDCy)

e€ll,

fiir x,,; verletzt sein muss.

e 2. Fall:
et(b) o st(a) < )\Dz:entteildauer

min

Offenbar gilt nicht nur b ¢ I1,, sondern auch b € II,. Somit ist in diesem Fall, da a und
b im Pfad enthalten sind, die Ungleichung bzgl. der unzulédssigen Typ IVEr Bogen von a
verletzt:

Tq + Z Te < 1 (PDCH).

eeﬁa

Da wir die Annahme in beiden Féllen zum Widerspruch fiihren konnten, ist gezeigt, dass fiir
alle induzierten Dienstteile die Bedingungen bzgl. deren Mindest- und Maximaldauer durch
die PDCs erfiillt sind.

Andererseits erfiillt jeder zuldssige, zu einem Dienst korrespondierende, Pfad P € FP die
Bedingungen PDCy und PDCyy. Fiir die PDCj ist das offensichtlich. Fiir die PDCyy jedoch
bleibt zu argumentieren, dass zwei Bogen aus derselben Menge II, nicht in einem zuldssigen
Pfad enthalten sein konnen. Aber auch das liegt auf der Hand, wenn man bedenkt, dass diese
Bogen zeitlich zu frith enden, um mit dem Bogen « in einem zuldssigen Dienstteil zu sein.
Dann kann aber auch kein Typ IVp Bogen ¢ zwischen den beiden liegen, so dass es sich um
einen zuldssigen Pfad aus FP handelt.

Dienststiickdauer

Hier kann man eine analoge Vorgehensweise anwenden. Dazu werden die Typ III Bogen
betrachtet, die einen Dienststiickwechsel darstellen. Man beachte jedoch, dass ein Typ IVp
Bogen einen neuen Dienstteil und somit ebenfalls ein neues Dienststiick einleitet. Ein Teilpfad
zwischen einem Typ IVp Bogen und einem Typ IVE Bogen, der keinen Typ 117 Bogen ent-
halt, entspricht demnach auch einem Diensstiick.

Durch die Dienststiick-Ressourcenbedingung wird, wie im letzten Abschnitt erldutert, die
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zuldssige Anzahl der Dienststiicke modelliert. Fiir die Restriktionen bzgl. der Dauer dieser
Dienststiicke seien zu den bereits bekannnten Parametern noch folgende gegeben:

)\%e”t“”t“c’cda”” - minimal zuléssige Dauer der einzelnen Dienststiicke

\Dientstickdauer _ maximal zulidssige Dauer der einzelnen Dienststiicke.

Dadurch lassen sich fiir jeden Bogen a € Ay, U Ajr, der ein Dienststiick einleitet, folgende
zuldssigen und unzuldssigen Bogenmengen definieren :

II, = {b c AIVE UAjg ‘ )\D@entteildauer < €t(b) _ st(a) < )\Dientteildauer

min max

ﬁa = {b c AIVE U Asrr | 0< et(b) _ St(a) < Azéenmteildauer )

Dadurch ergibt sich analog zu den PDCs fiir Dienstteildauer folgende Klasse von Ungleichun-
gen:

Tq < Z Tp Yac AIVB UA[[[ (PDCI)
bell,
Tq + Z rp, <1 Vac AIVB UArrr (PDCH).
bell,

Der Beweis, dass diese Ungleichungen einerseits zuléssig sind und andererseits die Restriktio-
nen bzgl. der Dienststiickdauer modellieren, kann mit Hilfe der entsprechenden Mengen 11,
und II, analog zum Beweis fiir die Dienstteildauer gefiihrt werden.
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4.3.2 Verbesserung der Schranke durch PLCs

Dieser Abschnitt befaft sich mit den Ergédnzungselementen und deren Positionslogik. So gibt
es zum Beispiel Aufgaben, die nur zu Beginn oder Ende eines Dienstes, d.h im ersten bzw.
letzten Dienstteil bzw. -stiick, erledigt werden miissen. Andere Aufgaben miissen nur zwischen
zwei Dienstteilen bzw. -stiicken erledigt werden. Um diese positionsabhéngigen Restriktionen
an die Dienste bzw. deren Knoten modellieren zu kénnen, benétigt man fiir alle aus Ergén-
zungselementen induzierten Knoten folgenden typisierten Input:

Typ | Eigenschaft bzgl. der Anzahl
nur 0 ist zuldssig

nur 1 ist zuléssig

nur 0 und 1 sind zuléssig

nur n > 2 ist zuldssig

nur 0 und n > 2 sind zulissig '

nur 1 und n > 2 sind zuléssig
beliebig

|| O x| W N =

Das sind alle fiir die bearbeiteten Instanzen relevanten Typen, wobei die Eigenschaft bzgl. der
Anzahl angibt, welche mdégliche Anzahl fiir die folgenden Parameter zuléssig ist.

Typ fiir vorhergende Dienstteile pDienstteil ¢ £1. 9. .7V weVg

Typ fiir vorhergende Dienststiicke — plienststick ¢ 12,7} v e Vg

Typ fiir nachfolgende Dienstteile — sDienstteil ¢ 112,70 ve Vg

- Typ fiir nachfolgende Dienststiicke —sDienststick ¢ £1 9 71 ¢ e Vg

Es werden also fiir jeden Knoten, der von einem Ergénzungselement induziert wurde, diese
vier Parameter verwaltet, die die Positionslogik des Knotens eindeutig bestimmen.

'Dieser Fall ist der Vollstindigkeit halber erwiihnt, obwohl fiir simtliche bearbeitete Instanzen derartige
Ergénzungselemente nicht auftraten.
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Anzahl der vorhergehenden Dienstteile

Ahnlich zu der Vorgehensweise bei den PDCs lassen sich fiir jeden Knoten v € Vg auch

spezielle Bogenmengen bestimmen.

Diese Menge enthélt alle Bogen, die einen Dienstteil vor dem Knoten v einleiten. Je nach
Typ kann man dann lineare Bedingungen formulieren, die die Positionslogik abbbilden. Diese

I, = {e € Ay, mit st(e) < et(v)}.

wollen wir fortan mit Position Logic Constraints, kurz PLCs, bezeichnen.

pDhienstteil | ;l5ssige Anzahl PLCs
1 0 o xetz,<1 Vacll,
e€dt(v) . .
2 1 Yo xetxo+ap <2 Vacell,bell,\{a}
e€dt(v) . .
3 0 und 1 Yo et axgt+ap <2 Vacell,bell,\{a}
e€dt(v)
Yo we < Y e
e€dt (v) e€lly
4 n noY. xe< Y T
e€dt(v) e€Il,
5 0 und n -2
6 1und n Yoo oxe < Y e
e€dt (v) e€lly
7 beliebig -

Anzahl der nachfolgenden Dienstteile

Die Menge II, enthilt alle Bogen, die einen Dienstteil nach dem Knoten v einleiten.

IT, = {e € A1y, mit et(v) < st(e)}.

Damit ergeben sich folgende PLCs fiir die jeweiligen Knotentypen:

*Dieser Fall kann nicht mit Hilfe der ISC oder FSC modelliert werden. Es bietet sich jedoch die Maglichkeit

solche Erginzungselemente durch zwei Knoten des Types 1 und 4 zu représentieren.
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gDienstteil | 7l5ssige Anzahl PLCs
1 0 SN et 2, <1 Vacell,
ecdt(v)
2 1 Yo et xatap <2 Vaell,bell\{a}
ecdt(v)
3 0 und 1 Yo zetaatay <2 Vaell, bell,\{a}
e€dt(v)
z Te < z Te
ecédt(v) e€ll,
4 n n Z Te < Z Te
e€dt (v) e€ll,
5 0 und n -
6 1und n Yooz < Y we
e€dt(v) e€ll,
7 beliebig -

Anzahl der vorhergehenden Dienststiicke

Analog zu der Vorgehensweise bei den PLCs fiir die Positionslogik der Dienstteile lassen sich
fiir jeden Knoten v € Vg auch spezielle Bogenmengen fiir die Dienststiicke bestimmen:

I, = {e € Ay, U Ay mit st(e) < et(v)}.

Diese Menge enthélt alle Bogen, die ein Dienststiick vor dem Knoten v einleiten.

pDiensstick | zyl4ssige Anzahl PLCs
1 0 Yo zet+ 2, <1 Vacll,
ecédt(v) _ _
2 1 Yo zetagtaxy <2 Vaell,bell\{a}
ecdt(v) _ _
3 Ound 1 Yo et aataxy <2 Vaell,bell\{a}
ecdt(v)
Yo T < DL e
ecdt (v) e€ll,
4 n n Z Te < Z Te
e€dt(v) ecll,
5 0 und n _
6 1und n Yooz < Y e
ecdt (v) e€ll,
7 beliebig -

Anzahl der nachfolgenden Dienststiicke

Die Menge II, enthélt alle Bogen, die ein Dienststiick nach dem Knoten v einleiten.
II, ={e € A1y, U Arr mit et(v) < st(e)}.

Damit ergeben sich folgende PLCs:
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gDienststick | 7y]5ssige Anzahl PLCs
1 0 N wet1,<1 Vaell,
ecdt(v)
2 1 Yo et oty <2 Vaell, bell\{a}
ecdt(v)
3 Ound 1 Yo Zetxoatap <2 Vacell, bell,\{a}
e€dt(v)
z Te < z Te
e (v) e€ll,
4 n n Z Te < Z Te
e€dt (v) e€ll,
5 0 und n -
6 1und n Yooz < Y we
e€dt(v) e€ll,
7 beliebig -

4.3.3 Verbesserung der Schranke durch IPCs

Als letzte Moglichkeit, unzuldssige Pfade zu verbieten, wird ein Konzept iibernommen, das
beim Losen von TSP-Problemen 2 eingesetzt wird, niimlich das Generieren von Infeasible Path
Constraints, kurz IPCs.

xEz < |P| -1 VP e P\D.

Hierbei handelt es sich bei xp € {0,1}/4l um den Bogeninzidenzvektor des Pfades P C A, der

wie folgt definiert ist:
1, a€e P
(XP)a = {

0 sonst.

Durch die Ganzzahligkeit von x gilt, falls P die Lésung des RCSP ist, yLa = |P|. Somit kann
die Losung, durch das Hinzufiigen der entsprechenden IPC, abgeschnitten und die Schranke
im giinstigsten Fall verbessert werden. Natiirlich beruht hier die Hoffnung darauf, dass nur
eine kleine Teilmenge, die wir fortan mit ZP bzeichnen wollen, der Menge P\D benétigt wird,
um die Schranke entscheidend zu verbessern.

Man benétigt diese Ungleichungen, um die nicht linearen Eigenschaften der Dienste zu mo-
dellieren. Auch Pfade, die beispielsweise die Relaxierungen der Pausenregelungen erfiillen,
aufgrund der Anrechnungsregel jedoch keinen Dienst darstellen, kdnnen somit verboten wer-
den.

Es lassen sich damit aber auch Teilpfadeigenschaften modellieren. Beispielsweise gibt es Re-
striktionen fiir die ununterbrochene Lenkzeit eines Dienstes. Verletzt die Pfadlosung der RCSP
Relaxierung diese Bedingung, so kann mit Hilfe einer IPC der entsprechende Teilpfad verboten
werden, weil er in keinem Dienst dieser Dienstart als zuldssiger Teilpfad auftreten kann.
Diese Verfahrensweise adaptiert das Prinzip der k-Shortest Path Algorithmen. Jedoch ist durch
die zahlreichen Ressourcenbedingungen und den Komplex der PDCs und PLCs die Pfadmen-
ge erheblich eingeschriankt, so dass diese Strategie, um letztendlich die Liicke zwischen dem
Minimum der Relaxierung und dem Minimum der entsprechenden Dienstmenge zu schliefien,
als sinnvoll betrachtet werden kann.

3Es handelt sich hierbei um die bereits in Kapitel 2 vorgstellten Subtour-Elimination Constraints, die Zykel
verbieten.
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4.4 Algorithmus zum Bestimmen der RCSP Lower Bound

Nachdem nun mégliche Klassen von Ungleichungen zur Verschéirfung der Relaxierungen vor-
gestellt und die Moglichkeit der Pausenregelpartitionierung genau erldutert wurden, folgt in
diesem Teil der Arbeit die algorithmische Umsetzung dieser Ideen.

Bestimmen der Unteren Schranke des MLP

Input: Menge der Dienstarten D7
Menge der Pausenregeln BR
Dienstplanungsgraph D = (V, A)
Optimalwert des RMLP =z

Output: § und Untere Schranke fiir das MLP

1: Starte mit § = 0.00.
2: Fiir alle Dienstarten und zugehdrigen
Pausenregelungenrelaxierungen fiihre folgendes aus :

3: Erstelle RCSP-MIP 4, Relaxierung.
4: Bestimme mit Hilfe des Delta-Algorithmus 4t p-
5: Falls 5dt,br >0

Setze 6 = 5dt,br

6: Gib § und ?25

als Untere Schranke des MLP aus.

Abbildung 4.5: Verfahren zur Berechnung der RCSP Lower Bound.

Dabei wird im vierten Schritt der folgende Delta-Algorithmus verwendet:



4.4. ALGORITHMUS ZUM BESTIMMEN DER RCSP LOWER BOUND 75

Delta-Algorithmus

Input: Dienstplanungsgraph D = (V, A)
Dienstart dt € DT
Pausenregel br € BR
RCSP-MIP Instanz
Approximationsgenauigkeit € > 0
Output:  minimales 4, so dass das
(0 — PRICE)-Problem fiir dt keine Losung besitzt

1:  Starte RCSP-MIP Algorithmus.

2: Falls Antwort Nein
Gib 6dt,br = 0.00 aus.

Andernfalls
Initialisiere dp.
Finde 4 4y, so dass RCSP-MIP Algorithmus |c(P)| < e liefert.
Gib d4 aus.

AN S

Abbildung 4.6: Algorithmus zur Berechnung des 9.

Der sechste Schritt muss natiirlich noch weiter erldutert werden. Als erste Standardlosung
kommt eine bindre Suche fiir 64 im Intervall (0,00) in Frage. Dies kann jedoch zu einer
erheblichen Anzahl neuer Aufrufe des RCSP-MIP Algorithmus mit geinderten Kosten fiihren.
Um diese Anzahl zu verringern, stellt sich folgende Idee als praktikabel heraus.

Zu Beginn der Initialisierung, Schritt 5, gilt fiir den aktuellen optimalen Pfad P mit Kosten
¢(P), fiir die Losung 7 des aktuellen RDLP und die zugehérigen Losungen z* und s*:

m

a4 dl's* — Z Z mizy; = c(P) <0

j=1ijeA

m
Dann sei 6y > 0 so definiert, dass (1 4 6)(c"2* +d"s*) — > > maj; = 0 gilt.

j=1ijeA
Dieses g ist bereits eine untere Schranke fiir das gesuchte ]5dt, ]da P ein zuléssiger Pfad ist.
Sollte bereits nach der néchsten Aktualisierung und Optimierung des RCSP |¢(P)| < €
gelten, dann ist g eine ausreichend genaue Ldsung unseres Problems. Ansonsten fahren wir
analog fort und aktualisieren das § geméf des aktuellen neuen Pfades. Diese Technik stellt
sich als wesentlich effizienter gegeniiber der einfachen bindren Suche heraus. Der in Schritt
Eins und Sechs verwendete RCSP-MIP Algorithmus funktioniert folgendermafen:

4

“In den durchgefiihrten Testrechnungen wurde ¢ = 10~° verwendet.
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RCSP-MIP Algorithmus

Input: Dienstplanungsgraph D = (V, A)
Dienstart dt € DT
Pausenregel br € BR
Zulassige Cuts Cy fiir die jeweilige Dienstart dt
maximale Anzahl Branch & Bound Knoten k..

Output:  Kosten ¢(P) < 0 oder Antwort Nein.

1: Fiige der RCSP-MIP 4, Instanz Cg hinzu.
2: Lose das MIP mit CPLEX.

3:  1.Fall: Es existiert Losung P mit Kosten ¢(P) < 0.
Antwort ¢(P).

4:  2.Fall: Es existiert keine Losung P mit Kosten ¢(P) < 0.
Antwort Nein.

5: 3.Fall: Branch & Bound Knoten Limit erreicht.?
lb = gegenwirtige untere Schranke von CPLEX.
Antwort [b.

Abbildung 4.7: Algorithmus zum Losen des RCSP-MIP.

Der RCSP-MIP Algorithmus ermittelt somit die Losung der gegenwirtigen Relaxierung. Die
Schirfe dieser Relaxierung héngt jedoch auch von der jeweiligen Menge Cy ab. Allgemein
besteht diese Menge aus PDCs, PLCs und IPCs. Diese Menge wird iterativ im Optimierungs-
prozess aufgebaut und je nach Bedarf zum MIP hinzugefiigt.

Das Hinzufiigen einer IPC, deren Pfad positive Kosten besitzt, wire nicht sinnvoll, da die-
ser keine Losung des Problems darstellt. Der von CPLEX ausgefiihrte Branch&Bound&Cut
Algorithmus zum Losen des MIP in Schritt 1 wird daher wie folgt modifiziert. Um ein MIP
zu 16sen, generiert CPLEX einen Baum aus linearen Relaxierungen. Aus diesem Baum wihlt
der Algorithmus einen Knoten aus, 16st die LP Relaxierung und versucht, falls die Lésung der
Relaxierung nicht ganzzahlig ist, Ungleichungen (Cuts) hinzuzufiigen.

Findet er somit eine neue, bessere, ganzzahlige Losung, so wird die gegenwirtige ersetzt und
moglicherweise redundante Knoten werden aus dem Baum entfernt. Andernfalls wird eine in
der Losung fraktionale Variable bestimmt und fiir diese ein Branching durchgefiihrt, d.h. es
werden durch die Modifikation der Schranken dieser Variable zwei neue Knoten im Baum er-
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zeugt.

Dieser Prozess wird wiederholt, bis alle Knoten im Baum abgearbeitet sind. Die Struktur die-
ser Vorgehensweise wird beibehalten, lediglich einzelne Schritte werden modifiziert. Es wird,
falls am gegenwértigen Knoten eine ganzzahlige Losung ermittelt werden konnte, iiberpriift ,
ob diese zu einem Dienst korrespondiert. Ist dies nicht der Fall, so wird die entsprechende Un-
gleichung, die diese Losung abschneidet, zur Relaxierung hinzugefiigt. CPLEX bietet hier die
sinnvolle Moglichkeit, diesen Cut lediglich den Relaxierungen hinzuzufiigen, die im Teilbaum
des aktuellen Knotens liegen.

Je nach Verletzung wird dann die PDC, PLC oder IPC zu der Menge Cgy hinzugefiigt. In
diesem Fall wird des Weiteren die gegenwértige ganzzahlige Losung nicht aktualisiert und ein
normales Branching (man beachte es existiert keine fraktionale Variable) durchgefiihrt.
Sollte es sich jedoch bei der ganzzahligen Losung um einen Dienst handeln, so wird dieser
der Dienstmenge hinzugefiigt und die gegenwirtige ganzzahlige Optimallésung aktualisiert.
Vorteil dieser Modifikationen ist einerseits, dass als Losung tatsdchlich ein zuldssiger Dienst
mit negativen und minimalen Kosten ermittelt werden kann, oder andererseits gezeigt werden
kann, dass ein solcher nicht existiert.

Hiermit wird abermals deutlich, warum wir das RCSP Modell mit Hilfe von CPLEX als MIP
16sen. Alle wihrend der MIP-Optimierung gefundenen ganzzahligen Loésungen, die zu einem
zuldssigen Dienst korrespondieren, werden ebenfalls der Dienstmenge hinzugefiigt.

Ebenso werden neue Cuts der Menge Cy bestimmt, die insgesamt zu einer Verschirfung der
Relaxierung fithren.

Die Menge Cy; ist pausenregelunabhingig gewéhlt worden, da sich PDCs und PLCs auf Eigen-
schaften der jeweiligen Dienstart beziehen und Pfade existieren kénnen, die mehrere Pausen-
regelungsrelaxierungen erfiillen, jedoch trotzdem keine Dienste darstellen. Um aber diese Cuts
nicht bei jeder Pausenregelungdrelaxierung neu zu berechnen, wird der wiahrend des gesamten
Algorithmus aufgebaute Cut-Pool Cy verwendet.
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Branch & Bound & Cut Verfahren

Input: Dienstplanungsgraph D = (V, A)
Pausenregel br € BR
Dienstart dt € DT
RCSP-MIP Instanz
maximale Anzahl Branch & Bound Knoten k42

Output:  Zulidssige Cuts Cy fiir die jeweilige Dienstart dt

Pfad P, der zu zuldssigen Dienst korrespondiert,
mit Kosten ¢(P) < 0 oder Antwort Nein.

1: Starte mit leerem Baum und &£ = 0.

2:  Fiige die LP-Relaxierung des RCSP-MIP als Wurzel des Baumes hinzu.
3: Solange noch nicht markierte Knoten existieren
und k < kpaz -
4: Wihle nicht markierten Knoten aus.
5: Lose LP-Relaxierung.
6: 1.Fall: LP-Optimum ist fraktionale Losung.

Fiihre Branching aus.

7 2.Fall: LP-Optimum ist ganzzahlige Losung
und zuldssiger Dienst.
Fiige Dienst hinzu und aktualiere ggf.
beste ganzzahlige Losung.

8: 3.Fall: LP-Optimum ist ganzzahlige Losung
und kein zuldssiger Dienst.
Fiige PDC, PLC oder IPC hinzu und
fiihre Branching aus.

9: Markiere Knoten und setze &k = k + 1.

10: 1.Fall Alle Knoten im Baum sind abgearbeitet.
11: Gib beste ganzzahlige Losung zuriick oder
falls keine gefunden wurde Antwort Nein.

12: 2.Fall Es existieren nicht abgearbeitete Knoten im Baum.
13: Bestimme von diesen die schlechteste untere Schranke.
14: Gib diese Schranke als Untere Schranke zuriick.

Abbildung 4.8: Branch & Bound & Cut Verfahren.
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4.5 Losen des RCSP Modells

Da nun das RCSP Modell, verschiedene Relaxierungstechniken, und der implementierte Lo-
sungsalgorithmus im Detail vorgestellt wurden, sollen an dieser Stelle die in Kapitel 2 vorge-
stellten Moglichkeiten des Losens von RCSP-Instanzen auf ihre Anwendbarkeit hin diskutiert
werden. Da im Focus dieser Arbeit eher die Zielsetzung stand, die unteren Schranken des
DSP, die durch das Losen der §-RCSP-Instanzen gewonnen werden, zu analysieren und die
Relaxierungen zu verbessern, wird die folgende Diskussion der Losungsalgorithmen des RCSP
nicht mit Daten belegt.

e MIP-Losungsalgorithmen

Vor allem der Umgang mit dem im Algorithmus generierten ISC/FSC-Komplex stellt
kein Problem dar, ebenso wie der Umgang mit weiteren Schnittebenen. 5 Die nicht zu
unterschitzenden Nachteile dieser Algorithmen liegen jedoch ebenfalls auf der Hand.
Zum einen wird die Struktur des Graphen nur teilweise durch geschickte Kalibrierung
der Branch & Bound Strategien ausgenutzt.

Zum anderen ist die Laufzeit bis ein Optimum gefunden wird, kaum abschétzbar. Man
kann jedoch nach ausreichender Laufzeit abbrechen und mit einer unteren Schranke,
deren Qualitdt von der LP-Relaxierung des Problems abhéngt, weiterarbeiten .

e Dynamische Programmierung

Theoretisch liegt der Vorteil in der Laufzeit, da voll polynomiale Approximationssche-
mata, wie in Kapitel 2 vorgestellt, existieren und die durch ausreichend genaue Appro-
ximation gewonnenen RCSP Losungen immer noch zu unteren Schranke fiir das DSP
fiihren wiirden.

Die Verwendung von weiteren Ungleichungen, wie z.B. IPCs, PDCs und PLCs, ist jedoch
nicht sinnvoll zu integrieren. Es wiirde keinen Sinn machen, diese als entartete Ressour-
cenbedingungen a priori zu formulieren, da dann der Komplex der Resource Constraints
enorm wachsen wiirde. Die Menge der zu konstruierenden Labels wire somit nicht mehr
handhabbar.

e k-th Shorthest Path Ansitze

Zwar kann man fiir den Losungspfad problemlos entscheiden, ob die Ressourcenbedin-
gungen und weitere Restriktionen erfiillt werden, jedoch wéchst der Graph immens mit
steigenden k.

Allein durch die Restriktivitdt der Ressourcenbedingungen und die enorme Anzahl wei-
tere Bedingungen der Klasse ISC und FSC kann man erwarten, dass sich das gesuchte
k in einem Bereich aufhilt, der solche Algorithmen ebenfalls untauglich werden l&sst.

In diesem Zusammenhang sei erwihnt, dass CPLEX weitere Schnittebenen (GUB, Cover Cuts, Gomory
Fractional Cuts) ggf. hinzufiigt.
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e 2-Phasen Algorithmen

Ein Vorteil ist sicherlich, dass die erste Phase Untere Schranken liefert, die man be-
reits verwenden konnte. Da diese Phase die Laufzeit nicht dominiert, ist dies sicherlich
sinnvoll und wiirde in dieser Betrachtung zu den relativ gesehen schnellsten Unteren
Schranken fiihren. Jedoch kann man ohne exakte Pfadlésung keine weiteren ISCs und
FSCs hinzufiigen, und somit ist zu erwarten, dass die generierte Schranke im allgemeinen
sehr viel schlechter ist als diejenige, die man durch das Losen mit MIP Loésungsalgorith-
men gewinnt.

Letztendlich ist die einzig anwendbare Moglichkeit, die RCSP Relaxierungen zu lésen und
vor allem zu verschérfen ein, wie im vierten Kapitel vorgestellter, Branch & Bound & Cut
Algorithmus. Alle anderen RCSP-Algorithmen sind nicht geeignet fiir die aus Dienstplanungs-
problemen des OPNV entstandenen RCSP-Instanzen.

Begriindet ist dies vor allem darin, dass zum einen prinzipiell eine feste Anzahl von relevanten
und restriktiven Ressourcenbedingungen existieren (siehe 4.1) und zum anderen , dass ein-
zelne Pfade durch spezielle vorgestellte Verletzungen der Dienstbildungsregeln nicht zuldssig
sind. Diese Vielzahl von Bedingungen und speziellen Eigenschaften fiihrt zu einer Menge von
ISCs und FSCs, die aufgrund ihrer enormen Anzahl nur implizit in die Optimierung einfliefen
konnen.

Das Ziel muss es sein Modelle fiir die einzelnen Dienstarten und Pausenregelungen zu ent-
wickeln, die vollstédndig auf den Komplex der ISC und FSC verzichten kénnen. Erst dann ist
es sinnvoll fiir die RCSP Instanzen schnellere 2 Phasen Algorithmen einzusetzen.

4.6 Branch & Bound Strategien

Fiir das Losen von ganzzahlig gemischten Programmen ist die Wahl der Parameter der Sol-
ver, in unserem Fall CPLEX 8.0 [I02], von nicht zu unterschitzender Bedeutung. Deshalb
beschiftigt sich dieser Abschnitt kurz mit verschiedenen problemspezifischen Branch&Bound
Strategien. Die Auswahl des nichsten Branch&Bound Knoten spielt dabei eine entscheidende
Rolle, deshalb wurden folgende Moglichkeiten getestet:

e DFS - Depth First Search (Tiefensuche), d.h. der neueste noch aktive Knoten wird
ausgewahlt.

e BB - Best Bound ( Beste Schranke), d.h. der Knoten mit dem besten Zielfunktionswert
der LP-Relaxierung wird ausgewahlt.

Auch fiir das Branching kann man verschieden Strategien diskutieren. Die Wahl der Variable
und die Schranke, die verdndert wird, sind hierbei zu erwéhnen.

e K - Kosten des Bogens:

Diese Auswahlstrategie wihlt den Bogen fiir das Branching aus, dessen Kosten am ge-
ringsten sind. Die heuristische Idee dahinter ist, dass man so letzendlich die negativ
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bewerteten Bogen zuerst abarbeitetet und so schneller zu der Entscheidung gelangt,
dass kein negativ bewerteter ressourcenbeschrénkter Pfad im Digraph existiert.
Existiert jedoch so ein negativ bewerteter ressourcenbeschrinkter Pfad, dann ist diese
Strategie eher nicht zu empfehlen.

e S - Startzeit des Anfangsknotens:

Die Prioritét wird hier auf die Startzeit des Anfangsknotens des Bogen gelegt, dadurch
wird der Digraph in gewissen Sinne zeitlich (von links nach rechts) traversiert, dabei
wird auch die Struktureigenschaft der Existenz einer topologischen Knotensortierung im
Digraphen ausgenutzt.

e T - Typ des Bogens:

Durch die Ressourcenbedingungen ist offensichtlich, dass manche Bogentypen wichtiger
fiir die Zulassigkeit eines Pfades sind als andere. Prinzipiell sind hierbei Verdnderun-
gen der Schranken fiir Typ III und Typ IV Bogen gegeniiber den anderen Bogentypen
vorzuziehen.

Die durchgefiihrten Testrechnungen haben gezeigt, dass es prinzipiell sinnvoll ist zuerst die
untere Schranke einer Bogenvariable zu éndern, d.h. man betrachtet das Subproblem, in dem
jeder Pfad den entsprechende Bogen enthélt. Als Auswahlstrategien hat die Kombination DFS
und T zu den vergleichsweise schnellsten Losungen gefiihrt und wurde deshalb auch fiir alle
vorgestellten Testrechnungen verwendet.

4.7 Dienstteilexpandierter Dienstplanungsgraph

Der letzte Abschnitt hat die zugrundeliegende Vorgehensweise zur Bestimmung der unteren
Schranken dargelegt und auch gezeigt, dass fiir geteilte Dienste die RCSP Relaxierung schon
durch das zugrundeliegende Graphenmodell an Schérfe verliert.

Als Beleg dafiir sind zum einen die Dienstteildauerbedingungen zu nennen, die bei nicht ge-
teilten Diensten trivialerweise nicht verletzt sein konnen, solange die Dienstdauerbedingungen
erfiillt sind. Zum anderen sind die Relaxierungen der Pausenregeln zu schwach, da keine Zu-
ordnung zu den Dienstteilen getroffen werden kann. Es ist beispielsweise moglich, dass die
Quotientenregel fiir den gesamten Dienst (Pfad), d.h. fiir alle Dienstteile kumuliert erfiillt ist,
jedoch dennoch ein Dienstteil (Teilpfad) existiert, der den erforderlichen Quotienten unter-
schreitet.

Aus diesem Grund haben wir das Modell fiir die geteilten Dienste modifiziert und einen alter-
nativen dienstteilexpandierten Dienstplanungsgraphen, wie in 3.1.3 erldutert, konstruiert.

In diesem Graphen ist es nun mdglich, fiir jeden relevanten Knoten und jede Kante zu ent-
scheiden, zu welchem Dienstteil sie gehort. Damit kann man einerseits die Dienstteildauer-
bedingungen exakt modellieren und andererseits fiir alle méglichen Kombinationen der Pau-
senregelungen exakt eine Relaxierung aufstellen. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass die
Positionslogik fiir die Dienstteile bei der Konstruktion des Graphen bereits {iberpriift werden
kann, d.h. nur die Positionslogik fiir Dienststiicke noch verletzt sein kann.
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Das alles wird gewahrleistet durch eine im ungiinstigsten Fall Verdopplung der Knoten- und
Kantenmenge auf der einen Seite und eben durch weitere dienstteilabhéngige Resource Cons-
traints auf der anderen. Die daraus resultierenden Verdnderungen fiir die Resource Constraints
und fiir die vorgestellten Relaxierungen der Pausenregelungen sind hier kurz fiir geteilte Dien-
ste, d.h. fiir den Fall, das exakt zwei Dienstteile existieren sollen, aufgelistet:

4.7.1 Resource Constraints

e Anzahl der Dienstteile

Z Te =1

e€AvgNAL

Z Te =1

eGAIVBF‘IA2
e Anzahl der Dienststiicke

Maximale, minimale und optimale Anzahl der Dienststiicke eines Dienstes kénnen, wie
in Abschnitt 4.1 ausfiihrlich erldutert wurde, modelliert werden. Des Weiteren kénnen
nun aber maximale, minimale und optimale Anzahl der Dienststiicke eines Dienstteiles
in das Modell integriert werden. Dazu seien folgende Parameter bekannt:

Aopt - optimale Anzahl der Dienststiicke je Dienstteil
Amaz - maximale Anzahl der Dienststiicke je Dienstteil
Amin - minimale Anzahl der Dienststiicke je Dienstteil

Somit muss man fiir zwei geteilte Dienste folgende Bedingung hinzufiigen:

E Te+ 54— 5_ = Aopt
GE(A]I]UAIVB)QAl

E Te+ 54— 5- = Aopt
GE(A]I]UAIVB)HAQ

0 < S+ < )\opt - Amzn

0<s_ < Mpaz — )\opt-

e Des Weiteren lédssen sich die Bedingungen bzgl. der Dienstteildauer direkt durch folgende
Resource Constraints modellieren, wobei re,r € IRLf”.

Aopt - optimale Dauer eines Dienstteiles
Mmaz - maximale Dauer eines Dienstteiles
Amin - minimale Dauer eines Dienstteiles

et(v) —et(u) , (U,,’U) e AfUATUArU Ay
T(uw) = et(v) - St(v) ) (u,v) € AIVB
0 s (U,U) (S AIVE
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E TeTe + 54 — 5_ = Aopt
e€A;

E TeTe + 54 — 5_ = Aopt
e€As

0<s4 < )\opt — Amin

0<s_ < Mpaz — )\opt-

4.7.2 Relaxierungen der Pausenregel

Hier werden einmal mehr die Vorteile der dienstteilexpandierten Modellierung deutlich:
Wiéhrend im alten Modell bei der Kombination von unterschiedlichen Pausenregelungen die
Schwierigkeit darin besteht , iiberhaupt Relaxierungen zu konstruieren und dies letztendlich,
da keine Zuordnung zwischen Dienstteil und Knoten getroffen werden kann, im Allgemeinen
nicht zu besseren Schranken fithrt. So lésst sich nun hingegen jede Kombination der vorgestell-
ten Pausenregelungen konstruieren, d.h. es kdnnen fiir zwei geteilte Dienste mit p zuldssigen
Pausenregelungen exakt p?-viele Relaxierungen konstruiert werden. Gemiss den bereits ein-
gefiihrten Parametern ergeben sich folgende Bedingungen:

1. Keine Pausenanrechnung in beiden Dienstteilen

§ : dt
(wmin)exe S Wmam
e€A;

dt
Z (wmaa:)exe 2 Wmm
e€A;

dt
Z (wmin)exe S Wmam
e€As

e€As

2. Keine Pausenanrechnung im ersten und Blockpausenregelung im zweiten
Dienstteil

dt
Z (wmin)exe S Wmam
e€A;

dt
Z (wmaa:)exe 2 Wmm
e€A;

Z (bmax)exe > BT
e€Ag

Z (Emam)exe >B

e€As
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3. Keine Pausenanrechnung im ersten und Quotientenregelung im zweiten Dienst-
teil
dt
Z (wmin)exe S Wmaa}
ecAq

dt
Z (wmaa:)exe > Wmin
ecAq

Z (bmaz)eTe > 1 Z (Wimin)eTe

ecAs ecAs

4. Blockpausenregelung im ersten Dienstteil und Quotientenregelung im zwei-
ten Dienstteil

Z (bmax)exe > BT

ec A1
Z (Emam)exe >B
ecAq
1
Z (bmax)exe 2 - Z (wmin)exe
e€Ag e€Ag

5. Blockpausenregelung im beiden Dienstteilen

Z (bmax)exe Z BT
ec A1

Z (Emam)exe > B

ecAq

Z (bmax)exe > BT
eCAs

Z (Emam)exe > B

ecAs

6. Quotientenregelung im beiden Dienstteilen

> (bmaz)ete > 1 > (Wmin)ee

e€A; e€A;

1
Z (bmax)exe > = Z (wmin)exe
e€Ag e€Ag

Analoge Bedingungen ergeben sich fiir die drei fehlenden Kombinationen, die durch Vertau-
schen der Reihenfolge der Dienstteile enststehen. Wiirde man den Graphen komplett verdop-
pelt, d.h. auch Knoten bei denen prinzipiell klar ist, dass sie im ersten Dienstteil erledigt
werden, besitzen einen Reprasentanten fiir den zweiten Dienstteil, so wiirde die Relaxierung
(2) denselben Optimalwert liefern wie die Relaxierung, die ensteht, wenn man keine Pausen-
anrechnung im zweiten Dienstteil und Blockpausenregelung im ersten fordert. Die Relaxierung
verliert damit zwar an Schérfe, es reicht dann jedoch aus nur eine der beiden Relaxierungen
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zu losen.
Diese Entscheidung, solche moglichen Symmetrieeffekte einzubauen und auszunutzen, héngt
jedoch von der Art der Instanzen ab. In dem Fall, dass sich wenige Knoten a priori zu einem

o

Dienstteil rechnen lassen, ist diese Vorgehensweise sinnvoll, da somit nur > k viele Relaxie-
k=1

rungen geldst werden miissen. Kann man andererseits davon ausgehen, dass fiir eine Vielzahl

von Knoten der Dienstteil fixiert ist, so kann ein erheblicher Unterschied durch die Reihenfolge
der Pausenregelung auftreten. Dies wiederum wiirde es rechtfertigen, ;2-viele Relaxierungen
zu losen.

4.7.3 Dienstteilreihenfolgeproblematik

Durch die Konstruktion der Dienstteile mit Hilfe der Zeitlinie kann im dienstteilexpandierten
Graphen folgende Reihenfolgeproblematik auftreten:

Der erste Typ IVp Bogen a in der Pfadlésung des RCSP gehort zur Menge As, d.h. er leitet
den zweiten Dienstteil zuerst ein, wihrend der zweite IVp Bogen auf dem Pfad zur Menge A
gehort.

In diesem Fall kann man mit Hilfe der folgenden Part Order Constraint (POC) des Types
FSC, solche Pfade fiir den Bogen a verbieten, indem man fordert, dass fiir Pfade, die den
Bogen a enthalten, bereits der erste Dienstteil eingeleitet wurde.

I, ={be Ary, N A1 ]|st(b) < st(a)}

g = >,z (POC)
ell,
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4.8 Blockpausenexpandierter Dienstplanungsgraph

Im gesamten Kapitel wird die Idee, die an die Dienste gestellten Anforderungen einerseits im
Graphen und andererseits als Resource Constraints zu modellieren, verfolgt. Das Ziel muss
es sein eine Relaxierung zu finden, die moglichst viele Eigenschaften der Dienstmenge bereits
im Graphen modelliert. Vor allem der Ungleichungskomplex der ,degenerierten* Resource
Constraints 6 bietet Verbesserungspotentiale. Die Pausenregelungrelaxierungen vernachlissi-
gen beispielsweise komplett die einzuhaltenden Anrechnungsregeln.

Wie bereits vorgestellt, existieren in unserem Modell drei verschiedene Arten der Anrechnung
einer Dienstunterbrechung. Wir wollen uns hierbei exemplarisch auf den Fall, dass nur zwei
Moglichkeiten existieren, beschrinken. D.h., entweder die Unterbrechung wird als obligatori-
sche Pause angerechnet oder es kommt zu keiner Anrechnung der Unterbechung als Pause. *
Die Zulassigkeit einer Anrechnung héngt vor allem von der Arbeitszeit vor bzw. nach dieser Un-
terbrechung ab, hierzu gibt es meist minimale und maximale Restriktionen. Diese Zeitfenster
bzw. die Position der Pausen innerhalb eines Dienstes sind im zugrundeliegenden Dienstpla-
nungsgraphen nicht geeignet modellierbar.

In diesem Abschnitt soll deshalb eine Moglichkeit vorgestellt werden, den Graphen fiir Block-
pausenregelungen geeignet zu expandieren. Die Konstruktion soll vorerst am Beispiel einer
1-Block-Pausenregelung fiir zusammenhingende Dienste & vorgestellt werden.

Fiir diese Dienstart und diese Pausenregelung existieren fiir jeden Knoten v € VpUVE lediglich
drei mogliche Zustande:

- B Die Pausenzeit des Dienstelementbestandteiles, der den Knoten v induziert,
wird als erster Pausenblock genutzt.
- PRE Die Pausenzeit des Dienstelementbestandteiles, der den Knoten v induziert,

wird nicht als Pausenblock genutzt
und liegt zeitlich vor dem ersten Pausenblock.
- POST Die Pausenzeit des Dienstelementbestandteiles, der den Knoten v induziert,
wird nicht als Pausenblock genutzt
und liegt zeitlich nach dem ersten Pausenblock.

Analog zur bisherigen Notation von Knotentypen kann man die Knotenmenge V' somit als
Vereinigung Vpre U Vi U VposT U Vg darstellen.

GemiR dieser Zustinde ergeben sich fiir jeden Bogen ® a € A\{A;y U Ay} folgende vier,
vom Typ der inzidenten Knoten abhingige, relevante Bogentypen: PRE — B, PRE — PRE,
B — POST und POST — POST.

Mit Hilfe dieser Definition kann aus einem Dienstplanungsgraphen D = (V, A) ein neuer
expandierter Dienstplanungsgraph D = (V, A) mit |V| < 3|V| und |A| < 4|A| konstruiert
werden.

Schnittebenen der Klassen ISC und FSC.

"Die dritte Méglichkeit der Anrechnung als optionale Pause wird in dieser Relaxierung vernichlissigt, da
deren Relevanz lediglich fiir die ununterbrochen Arbeitszeit von Bedeutung.

8Piir geteilte Dienste folgt Analoges im dienstteilexpandierten Dienstplanungsgraphen.

9Um die moglicherweise zuliissigen Pausenzeiten, die auf Typ III Bogen liegen, ins Modell zu integrieren,
kann jeder Typ III Bogen zu einem Knoten und 2 Bogen expandiert werden.
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Diese Definition eines 1-blockpausenezpandierten Dienstplanungsgraphen D lisst, da nun die
Arbeitszeit w, fiir alle Bégen a € A eindeutig festgelegt ist, Bedingungen bzgl. der Mindest-
und Maximalarbeitszeit vor bzw. nach der ersten Blockpause wie folgt zu:

> o = 1 (4.1)

a€AN(Vpre xV3g)
Z T, = 1 (4.2)
a€ ANV xVposT)
PRE
Z WeZqg < Wmfx (43)
a€AN(Vpre XVpRre)
PRE
Z Welq = szIfL (44)
acAN(Vpre xVpre)
POST
Z WeZy < Wmax (45)
acAN(VposTxVposT)
POST
Z Walq = sz(r)zs (46)
a€AN(Vpost xVposT)

Die Bedingung (4.1) und (4.2) modellieren dabei die Existenz einer zusammenhéngenden
Blockpause ausreichender Lange im Pfad, wobei eine der beiden Gleichungen offensichtlich
redundant ist. Die zu erfiillenden Arbeitszeitfenster vor bzw. nach der Blockpause werden
durch die Bedingungen (4.3)-(4.6) sichergestellt.

Eine Verallgemeinerung dieser Modellierung fiir n-Blockpausenregelungen kann wie folgt ge-
schehen:

- n positionsabhéngige Zustinde fiir Knoten,
deren Pausenzeit als Blockpause genutzt wird.
- n+1 positionsabhingige Zusténde fiir Knoten,
deren Pausenzeit nicht als Blockpause genutzt wird.

In Abbildung 4.9 sind die Bogentypen und Knotentypen, die in diesen allgemeinen Fall relevant
sind, dargestellt. Mittels dieser Konstruktion kann man aus einem Dienstplanungsgraphen
D = (V, A) ein expandierten Dienstplanungsgraph D = (V, A) fiir die n-Blockpausenregelung
mit |V| < (2n 4+ 1)|V| und |A] < (3n + 1)|A| konstruieren.
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D Hilfsknoten

Blockpause

. Keine Pause
/\‘ relevante Bogentypen

Abbildung 4.9: Relevante Bogentypen fiir n-Blockpausenregelungexpandierten Dienstpla-
nungsgraphen.



Kapitel 5

Resultate und Rechenergebnisse

In diesem Kapitel sind die erzielten Ergebnisse fiir die verschiedenen RCSP Relaxierungen
praxisnaher Instanzen des OPNV zusammengestellt.

5.1 Beschreibung der Instanzen

Der vorgestellte Algorithmus 4.5 zur Berechnung der RCSP Lower Bound wurde anhand von
mehreren realen Dienstplanungsinstanzen, die mit Hilfe von DS-OPT 0.97.1 gel6st worden,
getestet. Exemplarisch wollen wir die erzielten Ergebnisse fiir folgende bearbeiteten Instanzen
vorstellen. Zu jeder Instanz ist die Anzahl der Dienstelementbestandteile und Ergénzungsele-
mente |Vp U Vg|, die Anzahl relevanter Knoten ! [V'| und die Anzahl der Dienstarten |D7| in
folgender Tabelle dargestellt:

Instanz | [Vp U VE| | V| | |DT]|
IVU 01 423 81

IVU 02 1109 185
IVU 03 739 185
IVU 04 1874 346
IVU 05 4507 847
IVU 06 6225 1177

LW W W w ww

Abbildung 5.1: Die bearbeiteten Instanzen des OPNV.

Bei den Dienstarten handelt es sich um Teilzeitdienste (TZD), zusammenhéngende Dienste
(ZD) und geteilte Dienste (GD), wobei in den bearbeiteten Szenarien alle vorgestellten Pau-
senregelungen relevant sind. Fiir diese wird folgende abkiirzende Notation verwendet:

'Die Anzahl der Knoten des Graphen, in dem gem#f der Definition der Typ I Bgen Knoten kontrahiert
wurden, d.h. diese Anzahl entspricht der Anzahl der Zeilen im SPP ohne Base Constraints.

89



90 KAPITEL 5. RESULTATE UND RECHENERGEBNISSE

- 0 keine Anrechnung,
- 1,2,3 Blockpausenregelung mit 1, 2 oder 3 Blocken und
- 6 flir Quotientenregelung mit Quotient 6.

5.2 Preprocessing

Problemreduktionsideen, um die Grofe des Digraphen zu minimieren, werden in diesem Ab-
schnitt nur informell vorgestellt. Die grundlegenden Ansétze dafiir, die Lagrange Multiplika-
toren und kiirzeste Wege Algorithmen zu nutzen, sind in [BC89] zu finden.

Aufgrund der Definition des Dienstplanungsgraphen kann man keine Reduktion aufgrund der
Ressourcen erwarten, da trivialerweise jeder Knoten bzw. Bogen auf mindestens einem res-
sourcenbeschrénkten (0,n 4+ m + 1)-Pfad liegt, sofern mindestens ein Dienst existiert, der die
zugehorigen Dienstelementbestandteile abarbeitet. Die Testlaufe, die das belegen, sollen hier
deshalb auch nicht explizit vorgestellt werden.

Im Gegensatz dazu ergibt sich aufgrund der Kosten durchaus Reduktionspotential, vor allem
bedingt durch die globale obere Schranke von 0. Denn prinzipiell sind wir nur an Pfaden mit
negativen Kosten interessiert, so erscheint es sinnvoll, Knoten v aus dem Digraphen zu ele-
minieren, bei denen die Summe des kiirzesten (0.v)-Pfades und des kiirzesten (v,n +m + 1)
positiv ist, weil es dann mit Sicherheit kein (ressourcenbeschrinkten) (0,n + m + 1)-Pfad
gibt, der diesen Knoten v enthilt und negative Kosten besitzt. Diese Betrachtungen lassen
sich analog fiir Bogen und die Lagrange Relaxierung des RCSP durchfithren. Man beachte
jedoch, dass man diese Preprocessingroutinen lediglich auf sinnvolle Teilmengen der Knoten
und Bégen anwenden sollte. 2

Die Testldufe haben hierbei ergeben, dass es am sinnvollsten ist, lediglich einmal die Knoten
v € Vg UVp zu testen, dazu wurden bereits in DS-OPT berechnete Lagrange Multiplikatoren
des RCSP genutzt.

Die Ergebnisse dieser durchgefiihrten Preprocessingroutine sind in den Abbildungen 5.2-5.7
der Vollstédndigkeit halber dargestellt, man beachte jedoch, dass aufgrund der verdnderten
dualen Kosten zwischen den einzelnen Schritten der Column Generation Phase der komplette
Dienstplanungsgraph der jeweiligen Dienstart erneut betrachtet werden muss.

Das enorme Reduktionspotential ist anhand des Dienstplanungsgraphen der Instanz IVU 01
fiir Teilzeitdienste ohne (Abbildung 5.8) und mit Preprocessing (Abbildung 5.9) erkennbar.
Obwohl die Visiualisierung fiir Graphen solcher Grofe problematisch ist, verdeutlicht sie noch-
mals die Notwendigkeit Preprocesingroutinien zu implementieren.

Insgesamt kann man anhand dieser Instanzen zu dem Schluf gelangen, dass sich vor allem fiir
zusammenhdngende Dienste dieser Zusatzaufwand lohnt, um die spéter zu l6senden RCSP
Instanzen zu vereinfachen. Die Problematik, dass fiir geteilte Dienste kaum Knoten entfernt
werden konnen, kann wiederum durch die gréssere Anzahl relaxierter Dienstbildungseigen-
schaften erklart werden, d.h. vor allem durch die Zeitlinie existieren eine Vielzahl von unzu-
ldssigen Pfade, die zu diesen Resultaten fiihren.

*Piir Hilfsknoten, Hilfsbo