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Einleitung

Anlaf$ fiir die Untersuchung von Aufziigen und Aufzugssystemen ist ein For-
schungsprojekt des Konrad-Zuse-Instituts fiir Informationstechnik Berlin und der
Herlitz AG, welches von der Deutschen Forschungsgemeinschaft finanziert wird.
In diesem Forschungsprojekt werden die Optimierungmoglichkeiten eines Hoch-
regallagers der Herlitz AG in Falkensee nahe Berlin mit seinen angeschlossenen
automatischen Materialférdersystemen untersucht.

Das Materialférdersystem besteht aus fiinf Vertikalforderern, die jeweils neun
Etagen bedienen. Das Material wird auf Euro-Paletten tiiber ein Ring von
Forderbandern zu den Vertikalfoérderern gebracht. Diese transportieren das Ma-
terial in das gewiinschte Stockwerk, von dort aus wird es iiber den Ring aus
Forderbandern weitertransportiert.

L L L L L L L

y y

- _— - - - - -

Abbildung 1: schematische Darstellung der Aufziige und Forderbander (aus [25]).

Diese Vertikalférderer, im folgenden einfach Aufziige genannt, sind das Objekt
unserer Untersuchungen in dieser Arbeit.

In anderen Arbeiten, wie z.B. [25] oder [24], wurde die Steuerung eines ein-
zelnen Aufzugs, der nur jeweils eine Palette transportieren kann, untersucht. In
dieser Arbeit untersuchen wir, welchen Effekt eine hohere Kapazitit der Aufziige
auf die Flufizeiten der einzelnen Auftrage und die Fertigstellungszeit aller Auf-
trage hat. Dazu miissen wir aber zunéchst effiziente Algorithmen zur Steuerung
der Aufziige entwickeln, da in der Literatur noch keine Algorithmen fiir dieses
spezielle Problem existieren.

Die Zuweisung und Aufteilung der Auftrage zu den Aufziigen wird gesondert
betrachtet und ist nicht Thema dieser Arbeit.

Maximal ist eine Erhéhung des Durchsatzes (also der Anzahl der abgearbeite-
ten Auftrdge je Zeiteinheit) bei Einsatz eines Mehrplatz-Aufzuges um einen Fak-

1
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tor von k im Vergleich zum Einsatz eines Aufzuges mit einfacher Kapazitdt zu
erwarten. Dabei ist k die Kapazitdt des Mehrplatz-Aufzugs. Tatsdchlich wird die-
ser Faktor geringer sein, da die Kapazitdt des horizontalen Férdersystems gleich-
bleibt, und da nicht immer geeignete Auftrdge im System vorhanden sein wer-
den, weshalb Leerfahrten oder nicht voll-ausgelastete Fahrten des Aufzuges notig
sein werden. Ein Aufzug mit einer Kapazitdt von k Objekten hat aber gegeniiber k
Aufziigen mit einer Kapazitdt von einem Objekt den Vorteil, daf8 er weniger Platz
in Anspruch nimmt und auch giinstiger in der Anschaffung und den Betriebsko-
sten sein wird. Um aber einen konkreten Vergleich anstellen zu konnen, mufs man
quantifizieren, wieviel besser ein Aufzug mit Kapazitit k gegentiber einem Aufzug
mit Kapazitdt Eins ist.

Gliederung der Arbeit

Zunichst beschreiben wir im Kapitel 1 das untersuchte Problem und die hier ver-
wendeten mathematischen Modelle. Dabei stellen wir die Verwandtschaft des hier
vorgestellten Problems, wir nennen es ,capacitated Dial-a-Ride-Problem” (CDARP)
zu bekannten Problemen, wie dem , Travelling Salesman Problem”, dem ,Dial-a-
Ride-Problem” oder allgemein Transportplanungsproblemen fest.

Im Kapitel 2 beschéftigen wir uns mit der Komplexitdt des CDARP auf Pfa-
den und verschiedenen Approximationsalgorithmen und Heuristiken zu seiner
Losung. Zunichst zeigen wir, dafs das Problem einen kiirzesten Transportplan fiir
einen Aufzug mit einer Kapazitit von zwei Objekten zu finden N'P-schwer ist.
Dazu vollziehen wir einen Beweis von Guan [22] nach, den wir aber leicht modifi-
zieren und damit an einer Stelle genauer fassen. In der Folge werden wir uns mit
unteren Schranken fiir das CDARP beschiftigen. Diese verwenden wir, um zu zei-
gen, daf3 der Algorithmus COVERPATH einen Transportplan fiir ein CDARP mit be-
liebiger Kapazitét findet, der hochstens die dreifache Zeit des optimalen Transport-
plans benotigt. Der Algorithmus COVERPATH ist damit der erste Approximations-
Algorithmus mit konstanter Giitegarantie fiir das CDARP auf Pfaden.

Den Algorithmus COVERPATH verwenden wir, um zu zeigen, dafs fiir das
CDARP auf Kreisen ein Approximationsalgorithmus mit konstanter Giitegarantie
existiert und um zu zeigen, dafs der Algorithmus INTERVALLGRAPH ebenfalls eine
konstante Giitegarantie besitzt. Diesen Algorithmus INTERVALLGRAPH benutzen
wir, um Algorithmen fiir ein erweitertes Modell eines Aufzugs abzuleiten. Die Al-
gorithmen COVERPATH und INTERVALLGRAPH werden wir im Kapitel 4 mit ver-
schiedenen Heuristiken fiir das CDARP auf Pfaden vergleichen.

Auflerdem stellen wir im Kapitel 2 ein Resultat von Atallah und Kosaraju [6]
vor. Dieses besagt, dafs ein einfaches Modell eines Aufzugs mit Kapazitit 1 in po-
lynomialer Zeit optimal 16sbar ist. AnschliefSend vollziehen wir ein Resultat von
Guan [22] nach, welches besagt, daf ein einfaches Modell eines Aufzugs mit einer
Kapazitdat von k > 1, der einen Auftrag auch vor seinem Zielstockwerk ablegen
und andere Auftrige vorziehen darf, auch polynomial 16sbar ist.
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Im darauffolgenden Kapitel 3 besprechen wir zwei ganzzahlige lineare Pro-
gramme (ILP) vor, die das CDARP auf Pfaden und auf allgemeinen Graphen be-
schreiben. Das ILP fiir CDARP auf Pfaden ermoglicht es Instanzen mit bis zu 20
Auftrdgen in wenigen Minuten optimal zu 16sen. Das ILP fiir CDARP auf allgemei-
nen Graphen ist eine Erweiterung eines ILP, welches von Ruland [28] entwickelt
wurde, um ein dhnliches Problem zu l6sen.

Zum Abschluf? vergleichen wir die hier vorgestellten Algorithmen, indem wir
sie zuféllig erzeugte Probleminstanzen des CDARP losen lassen. Aufserdem leiten
wir aus den hier vorgestellten Algorithmen Online-Algorithmen ab und verwen-
den diese in einer Simulation von Aufziigen.

Grundlegende Notation und Begriffe sind im Anhang A erklart.






Kapitel 1

Modelle

Zunéchst beschreiben wir Eigenschaften von Aufziigen im allgemeinen und gehen
dann auf die Besonderheiten der Aufziige des innerbetrieblichen Logistiksystems
bei der Herlitz AG in Falkensee ein. Anschlieflend zeigen wir die Verwandtschaft
von Aufziigen mit Einheitskapazitdt mit dem ,Dial-a-Ride-Problem” auf. Einheits-
kapazitdt bedeutet dabei, dafy der Aufzug genau ein Objekt auf einmal transpor-
tieren darf. Darauf aufbauend stellen wir ein Modell fiir Aufziige vor, die mehrere
Objekte auf einmal transportieren diirfen. Dieses Modell erweitern wir anschlie-
end, um verschiedene Varianten von realen Aufziigen abbilden zu kénnen.

1.1 Aufziige

In diesem Abschnitt beschreiben wir Aufziige im Sinne dieser Arbeit und welche
mathematisch relevanten Varianten von Aufziigen wir untersuchen. Dabei werden
besonders die Eigenschaften der Aufziige im innerbetrieblichen Logistiksystems
bei der Herlitz AG in Falkensee beriicksichtigt.

1.1.1 Aufziige im allgemeinen

Ein Aufzug ist dadurch charakterisiert, dafs er mehrere Stockwerke anfahren kann,
die tibereinander angeordnet sind. Seine Aufgabe ist es, Objekte von einem Stock-
werk zu einem anderen zu bringen.

Ein Aufzug kann eine begrenzte Anzahl von Objekten zur selben Zeit transpor-
tieren. Diese Anzahl kann durch ein Gesamtgewicht oder -volumen der beforder-
ten Objekte begrenzt sein. So haben z.B. Personenaufziige immer ein maximal zu-
gelassenes Gesamtgewicht. In automatischen Fordersystemen ist die Kapazitit des
Aufzugs auch oft durch die Anzahl der Ladehilfsmittel begrenzt, die der Aufzug
aufnehmen kann. Insbesondere wenn die Ladehilfsmittel sehr grof3 sind, wie dies
z.B. bei Euro-Paletten der Fall ist, kann der Aufzug oft nur ein einziges beladenes
Ladehilfsmittel aufnehmen.
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Abbildung 1.1: Horizontale Sicht eines Aufzugs (aus [21]).

Nun stellt sich die Frage, beziiglich welcher Ziele wir die Steuerung der
Aufziige verbessern wollen. Es gibt mehrere sich gegenseitig beeinflussende Ziel-
groflen fiir Aufzugssysteme. So kann es ein Ziel sein, die maximale Wartezeit je-
des Objekts zu minimieren. Andererseits kann man versuchen, die Auslastung des
Aufzugs zu maximieren. D.h. man versucht, die Anzahl Objekte, die der Aufzug
in die richtige Richtung transportiert, im Durchschnitt zu maximieren. Diese bei-
den Ziele konnen sich widersprechen, da es fiir eine hohe Auslastung giinstig sein
kann, daff man ungiinstige Objekte zundchst liegen 145t und dafiir andere Objekte
mit geringerer Wartezeit vorher transportiert.

Es ist in der Praxis wichtig tiberlange Wartezeiten eines Objektes zu verhindern,
da die Vorhersagbarkeit der ungefdhren Ankunftszeit eines Objektes ein wichti-
ges Kriterium fiir die Planbarkeit der Produktionsabldufe ist. Andererseits fiihrt
eine schlechte Auslastung des Aufzugs bei hoher Belastung zwangsweise zu lan-
gen Wartezeiten bei den Objekten. Man mufs also in der Praxis einen Kompromiss
zwischen diesen beiden Zielen finden.

Um einen Aufzug so steuern zu konnen, dafs er bestimmte Ziele beziiglich sei-
ner Fahrzeiten erreicht, mufs man untersuchen, wieviel Zeit ein Aufzug benétigt,
um von einem Stockwerk zu einem anderen zu fahren. Diese Zeiten setzen sich
typischerweise aus verschiedenen Einzelzeiten zusammen:

e einer Zeit zum Beladen des Aufzugs, die von der Anzahl der einzuladenden
Objekte abhingig sein kann,
e einer Zeit in der der Aufzug beschleunigt,

e einer Zeit, in der sich der Aufzug mit gleichbleibender Geschwindigkeit be-
wegt,

e eine Zeit, die der Aufzug zum Abbremsen und Positionieren an seinem Ziel-
stockwerk benétigt, und

e einer Zeit zum Entladen der im Aufzug befindlichen Objekte, die wieder-
um von der Anzahl der Objekte und ihrer Position im Aufzug abhéngig sein
kann.
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Nun kann man bei Aufziigen noch Anforderungen an die Reihenfolge der Ab-
arbeitung der Auftrdge stellen. So konnen Aufziige iiber Warteschlangen an den
Stockwerken beladen werden. Dies heifit, dafs an jedem Stockwerk nur Auftrdge
eingeladen werden kénnen, die in der Warteschlange vorne stehen, die als erstes
an diesem Stockwerk angekommen sind.

Auch konnte es sein, daf$ die Auftrdge, die sich in dem Aufzug befinden, nur in
einer bestimmten Reihenfolge entladen werden konnen. Hat z.B. ein Aufzug nur
eine Tiir, durch die er be- und entladen wird, so konnte es sein, dafs nur das Objekt
entladen werden kann, welches zuletzt in den Aufzug eingeladen wurde.

1.1.2 Aufziige bei Herlitz

Bei den Aufziigen des Fordersystems bei Herlitz in Falkensee werden die Aufziige
tiber ein vollautomatisches Fordersystem beladen. Dieses Fordersystem wird de-
zentral gesteuert. Das fiihrt dazu, dafd der Aufzugssteuerung ein Auftrag erst be-
kannt wird, wenn dieser schon zum Beladen bereit steht. Dabei kann maximal ein
Auftrag je Stockwerk auf den Aufzug warten. Dies fiihrt dazu, dafs immer nur ei-
ne relativ geringe Anzahl von Objekten einem bestimmten Aufzug zugeodnet sind
und bei der Erstellung eines Transportplans fiir diesen Aufzug berticksichtigt wer-
den konnen. Auch steht wegen dieser kurzfristigen Zuordnung der Objekte zu den
Aufziigen beschriankte Rechenzeit (ca. 1 Sekunde) zur Erstellung eines Transport-
plans zur Verfiigung, denn die Rechenzeit muf3 in der Gesamtzeit, die der Aufzug
zur Erledigung der Auftrdge bendétigt, beriicksichtigt werden. Die Steuerung der
Aufziige ist also sowohl ein Echtzeit-Problem (der Algorithmus muf3 eine Antwort
innerhalb der Reaktionszeit seiner Umgebung geben) als auch ein Online-Problem
(einige Daten stehen erst zur Laufzeit des Algorithmus zur Verfiigung).

Die Entladung der Aufziige erfolgt auf der gegeniiberliegenden Seite der Bela-
dung. Es gibt daher keine Konflikte zwischen Objekten die auf einem Stockwerk
eingeladen werden und anderen Objekte die auf demselben Stockwerk entladen
werden.

Die Zeit, die der Aufzug benétigt, um von einem Stockwerk zu starten oder zu
halten ist ungefdhr viermal so grofs wie die Zeit, die der Aufzug benétigt, um die
Strecke zwischen zwei direkt {ibereinanderliegenden Stockwerken zu tiberwinden.

1.1.3 Varianten

Wir werden in dieser Arbeit nicht nur das Herlitz-System und seine Modifizierung
mit Aufziigen grofierer Kapazitit betrachten, sondern auch einige Vereinfachungen
und Verallgemeinerungen dieses Problems. Insbesondere betrachten wir folgende
Varianten:

e Im ersten Schritt betrachten wir nur die Fahrzeiten des Aufzugs zwischen
zwei Stockwerken und vernachlédssigen die Zeiten fiir das Be- und Entla-
den und das Starten und Stopen des Aufzugs. Auch nehmen wir an, dafs
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alle zu beférdernden Objekte bekannt sind und in beliebiger Reihenfolge ein-
und ausgeladen werden diirfen. Dies scheint eine sehr starke Vereinfachung
des Problems zu sein, wir werden aber sehen, dafd auch dieses Problem fiir
Aufziige mit einer Kapazitdt von zwei Objekten und unter Verbot von Zwi-
schenlagerung von Objekten schon N'P-schwer ist.

e Wir werden zu diesem Modell Einschrankungen bei den méglichen Reihen-
folgen der Objekte zur Beladung der Aufziige vornehmen.

e Dann wollen wir zusétzlich Zeiten zum Starten und Stoppen des Aufzugs an
einem Stockwerk berticksichtigen.

e Zuletzt testen wir in einer Simulation verschiedene Online-Algorithmen fiir
unsere Modelle.

Zur Losung der Online-Probleme sind die Offline-Algorithmen sehr niitzlich,
da sich aus den Offline-Algorithmen fiir das Aufzugsproblem Online-Algorithmen
ableiten lassen, die eine Kompetitivitit haben, die von der Giitegarantie des
Online-Algorithmus abhéngig ist. Dies wird in [5] dargelegt.

1.2 Das ,General Pickup and Delivery Problem”

Man kann die Steuerung von Aufziigen ganz allgemein als ein Problem betrach-
ten, ein Transportplan fiir ein Fahrzeug zu finden, welches eine Reihe von Orten
unter bestimmten Nebenbedingungen kostenminimal anzufahren hat. Diese Art
von Problemen ist in der Literatur als ,Vehicle Routing Problem” (VRP) bzw. als
Transportproblem bekannt. Wir stellen vor, welche Arten von Transportproblemen
in der Literatur bekannt und erforscht sind. Dazu stellen wir die Klassifikation von
Transportproblemen von Savelsbergh und Sol [30] vor.

Savelsbergh und Sol gehen von einem allgemeinen Problem aus und identifi-
zieren einige bekannte Probleme als Spezialfall dieses Problems. Diese allgemeine
Problem nennen sie ,General Pickup and Delivery Problem” (GPDP).

Im GPDP soll eine Menge von Routen konstruiert werden, die bestimmte Auf-
trage bearbeiten. Mehrere Fahrzeuge stehen dazu zur Verfligung. Jedes Fahrzeug
hat eine bestimmte Kapazitét, einen Anfangsort und einen Endort. Jeder Auftrag
benotigt eine bestimmte Kapazitit, hat eine Menge von Startknoten und eine Men-
ge von Zielknoten. Jeder Auftrag mufi von einem Fahrzeug von der Menge der
Startknoten zu der Menge der Zielknoten transportiert werden. Zwischenlagerung
(in der Literatur auch ,transshipment” oder Praemption genannt) ist hier nicht er-
laubt.

1.2.1 Definition des GPDP

Sei A die Menge der Auftrége, fiir jeden Auftrag i € A muf eine Ladung der Grofse
di € N von der Menge der Startorte V," zu der Menge der Zielorte V; gebracht
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werden. Jede Ladung ist wie folgt unterteilt:
4i = Z q;=— Z q;j-
jevy jevy

Man kann gj als Verdnderung der Kapazitidtsauslastung eines Fahrzeugs interpre-
tieren, wenn es den Ort j anfdhrt. Sei M die Menge der Fahrzeuge. Jedes Fahr-
zeug f € M hat eine Kapazitit k¢ € N einen Startort f* und einen Zielort f~. Sei
VT =iea Vi die Menge aller Startorte und V™~ = ;.o Vi~ die Menge aller Zielor-
te. Sei V = VT UV~ U{fT|f e MJU{f"|f € M} die Menge aller Orte. Fiir alle i,j € V
bezeichnet di; den Abstand von i und j, ti; die Fahrzeit zwischen 1 und j und cj;
die Kosten einer Fahrt von i nach j.

Definition 1.2.1. Eine giiltige Route R¢ fiir ein Fahrzeug f ist eine gerichtete Route
durch eine Menge von Orten V¢ C V, so dafs gilt:

1. R¢beginntin f,

2. (ViPuv)nVe=0oder (V/ UV )NVe=V/ UV, firallei€ A,

3. wenn V:r UV, C V¢, dann werden alle Orte V:r vor allen Orten V; besucht,
4. das Fahrzeug f besucht jeden Ort genau einmal,

5. Die Ladung des Fahrzeugs f iibersteigt nie k¢ und

6. Rfendetin f—.

Definition 1.2.2. Ein Plan ist eine Menge von Routen R = {R¢|f € M}, so daf3

1. Ryist eine giiltige Route fiir jedes Fahrzeug f € M und

2. {V¢lf € M} ist eine Partitionierung von V.

1.2.2 Spezialfille des GPDP

Die Problem, die wir in dieser Arbeit untersuchen, kann man als Spezialfélle des
GPDP auffassen. Folgende drei Spezialfdlle des GPDP sind gut untersucht:

e Das ,Pickup and Delivery Problem” (PDP) hat fiir jeden Transportauftrag ge-
nau einen Start- und Zielknoten und alle Fahrzeuge haben einen gemeinsa-
men Anfangs- und Endort (das Depot). Diese Problemstellung haben z.B. Sa-
velsbergh und Sol [29] untersucht. In dieser Arbeit wurde ein polyedrischer
Ansatz fiir ein praktisches Problem dieser Art untersucht.

Ein dhnliches Problem ist mit Losungsmethoden von Borndorfer, Grotschel
und Lobel in [10] beschrieben worden.
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e Das ,Dial-a-Ride Problem” (DARP) ist ein PDP mit Einheitskapazitidt der Fahr-
zeuge und Transportauftrige. Die genaue Beschreibung folgt in Abschnitt 1.3.
Ein Beispiel fiir ein DARP mit mehreren Fahrzeugen, welches ein Problem aus
der Praxis als Hintergrund hat, ist z.B. in [9] beschrieben worden.

e Das , Vehicle Routing Problem” (VRP) ist ein GPDP, in dem alle Fahrzeuge
ein gemeinsames Depot haben. Dies ist z.B. von Taillard und Laporte [32]
untersucht worden.

e Das k-delivery TSP, welches von Charikar, Khuller und Raghavachari be-
schrieben wurde [11] ist ein GPDP mit einem Fahrzeug mit einer Kapazitit
von k und einem Auftrag. Dieser Auftrag mufs von einer Menge von Knoten
U zu einer Menge von Knoten W transportiert werden. Dabei sind die g5 = 1
fir alle j € UU W. Das Fahrzeug muss also von jedem Knoten in U ein Ob-
jekt der Grofle Eins zu einem beliebigen Knoten in W transportieren. In [11]
wird ein 5-Approximationsalgorithmus fiir das Problem die Gesamtlédnge der
Route des Fahrzeugs zu minimieren angegeben.

In dieser Arbeit wird das ,Capacitated Dial-a-Ride Problem” (CDARP) betrach-
tet: Dies entspricht dem GPDP mit einem Fahrzeug mit Kapazitit k > 1. Alle Auf-
trage haben die Grofie 1 und genau einen Start- und Zielort. Start- und Zielort des
Fahrzeugs sind gleich. Zusétzlich schranken wir noch die Art des darunterliegen-
den Graphen ein. Wir untersuchen das Problem nur in bestimmten Arten von Gra-
phen, die fiir Aufziige typisch sind.

1.3 Aufziige mit Einheitskapazitit

In diesem Abschnitt stellen wir ein vereinfachtes Modell fiir einen Aufzug mit ei-
ner Kapazitidt von einem Objekt vor. In seiner Grundform berticksichtigt es nur die
Fahrzeiten zwischen verschieden Stockwerken und vernachladssigt Reihenfolgebe-
dingungen der Objekte.

Das hier vorgestellte Problem nennen wir, wie in der Literatur, DARP. DARP
steht fiir ,Dial-a-ride-Problem”. Dieser Ausdruck stammt daher, dafs dieses Mo-
dell ermdglicht, die Situation eines Fahrunternehmens abzubilden, bei dem man
telefonisch eine Fahrt von einem Start- zu einem Zielort buchen kann. Das Fahrun-
ternehmen hat das Ziel, mit seinen Fahrzeugen alle Auftrage mit moglichst wenig
Leerfahrten zu erledigen. Das DARP ist typischerweise nicht-praemptiv. Das heifst,
dafd ein Auftrag nur an seinem Zielort abgesetzt werden kann. Es ist also nicht
moglich, einen Auftrag zu unterbrechen, um einen anderen , dazwischenzuschie-
ben”.

Fiir das DARP gibt es polynomiale Algorithmen, die es auf dem Pfad und dem
Kreis optimal 16sen [6]. Auf Baumen ist das DARP N'P-schwer [15]. Auf speziellen
Baumen, den ,caterpillars”, ist das DARP auch N'P-schwer [25]. Dal das DARP
auf allgemeinen Graphen N'P-schwer ist, wurde schon vorher bewiesen [17]. Eine
Ubersicht iiber die Forschungsergebnisse findet man in Tabelle 1.1.
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Tabelle 1.1: Ergebnisse zum DARP

priemptiv | Graph Komplexitat Quelle
ja Pfade und Kreise O(m+mn) [6]
nein Pfade und Kreise O(m+mnlogn) [12]
ja Baume O(m +nlogn) [15]
nein Baume NP-schwer, [16]
approximierbar mit
Giitegarantie 5/3
nein caterpillar” NP-schwer [25]
nein allgemein NP-schwer, [17]
approximierbar mit
Giitegarantie 9/5

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Betrachtung von DARP, in denen
ein Fahrzeug mehr als ein Auftrag transportieren kann. Solch ein DARP nennen
wir CDARP fiir ,capacitated Dial-a-ride-Problem”. Zundchst einmal untersuchen
wir aber das DARP mit Einheitskapazitit.

1.3.1 Mathematisches Modell

Wir nennen im Folgenden die Fahrgéste Objekte, da mit Fahrgdsten in dieser Arbeit
in erster Linie Transportgut, wie z.B. Paletten, in einem innerbetrieblichen Logistik-
system gemeint sind.

Gegeben seien ein ungerichteter Graph G = (V,E) und ein Digraph mit glei-
cher Knotenmenge D = (V, A). Die Mengen der Knoten V in D und G entsprechen
den Orten, an denen Objekte abtransportiert und zu denen Objekte beférdert wer-
den miissen. Die Menge der Kanten E in G ist die Menge der moglichen Fahrver-
bindungen zwischen je zwei Knoten. Die Menge der Bogen A in D entspricht der
Menge der Objekte, die jeweils von einem Startknoten zu einem Zielknoten trans-
portiert werden miissen. Der Digraph D ist typischerweise nicht einfach. Es kann
also mehrere Bogen mit dem gleichen Start- und Zielknoten geben. Start- und Ziel-
knoten eines Bogens i € A bezeichnen wir mit i* bzw. i~. Man kann einem Bogen
i ein Tupel (i,i7) zuordnen und die Menge A mit einer Multimenge von Tupeln
(u,v) € V x V identifizieren. Ferner ist eine Kostenfunktion c : E — Q gegeben.
Sie gibt die Kosten fiir die Uberquerung der Kante E durch das Fahrzeug an. Diese
Kostenfunktion erweitern wir auf die Auftrége, indem wir die Kosten c(a),a € A
als die Kosten eines kiirzesten Weges von a™ nach a™~ im Graphen (V, E) definie-
ren. Wir schreiben auch c(v, w) fiir die Kosten eines kiirzesten Weges in (V, E) von
einem Knoten v € V zu einem Knotenw € V.

Wir suchen jetzt eine Tour im gemischten Graphen (V,E, A) mit minimalen
Fahrtkosten, die jeden Bogen aus A durchlduft, und sowohl im Knoten o startet
als auch endet.
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Das DARP ist folgendermaflen definiert:

Definition 1.3.1 (DARP). Eine Instanz eines DARP ist durch ein Tupel (V,E, A, ¢, 0)
gegeben. Dabei ist V eine Menge von Knoten, E eine Menge von Kanten tiber V und
A eine Menge von Bogen iiber V. Die Funktion c : EU A — Q ist eine Kostenfunk-
tion und der Knoten o der Start- und Stopknoten des Fahrzeugs. Wir gehen davon
aus, dafs G = (V,E) zusammenhidngend ist und alle Endpunkte von Bogen aus
A enthilt. Die Kosten eines Bogens aus A sind gleich den Kosten eines kiirzesten
Weges in G von einem Endpunkt des Bogens zu dem anderen.

Aufgabenstellung ist es, eine Folge T = (by,b>,...,bt) von Kanten und Bogen
aus E U A mit minimalen Kosten }_;_; c(b;) zu finden, so daf

1. T alle Bogen aus A enthilt,
2. T eine Tour ist und

3. Tim Knoten o beginnt und endet.

Wir betrachten hier nur nicht-prdemptive Instanzen des DARP. Zwischenlage-
rung von Objekten ist also nicht erlaubt.

1.3.2 DARP als Graph-Augmentations-Problem

Das DARP kann dquivalent als Graph-Augmentationsproblem formuliert werden.

Sei W eine giiltige Losung einer Instanz des DARP. Dann induziert W eine Mul-
timenge S von Bogen auf folgende Art: Jedes Mal, wenn ein Kante (u,v) € E in der
Tour W von u nach v iiberquert wird, fiigenwir zu der Multimenge S einen Bogen
(u,v) hinzu. Der Graph G[A U §], der durch die Bégen in A U S induziert wird, ist
dann eulersch. Wenn wir ndmlich parallel zu den Kanten in W die dazugehérigen
Bogen im Graphen G[A U S] durchlaufen, erhalten wir eine Euler-Tour.

Sei S eine Multimenge von Bogen aus A(E), so dafs G[AUS] eulersch ist und den
Knoten o enthilt. Dann erhalten wir eine zulédssige Losung W fiir unsere Instanz
des DARP wie folgt: Wihle eine Euler-Tour C in G[A U §], die im Knoten o startet
und endet. Die Tour W beginnt dann im Knoten o und folgt C. Wenn der aktuel-
le Bogen a aus C in A enthalten ist, dann tiberquert W diesen Bogen, ansonsten
traversiert W die Kante aus E, die zu dem Bogen a gehort.

Also haben wir zu jeder giiltigen Losung eines DARP eine zugehdrige augmen-
tierende Multimenge S von Bogen, so dafi G[A U S] eulersch ist und den Knoten o
enthdlt und umgekehrt.

Definition 1.3.2 (DARP als Graph-Augmentations-Problem). Sei eine Instanz ei-
nes DARP gegeben, die aus dem Tupel (V,E, A, c,0) wie in der Definition 1.3.1 be-
steht. Dabei sollen die Kosten jedes Bogens (u,v) € V x V gleich den Kosten eines
kiirzesten Pfades von unach vin G = (V, E) sein.

Finde nun eine Multimenge S von Bogen in V x V mit minimalen Kosten c(AUS),
so dafl G[A U S] eulersch ist und den Knoten o enthalt.
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Tabelle 1.2: Ergebnisse zum CDARP

priemptiv | Graph Komplexitat Quelle

egal allgemein NP-schwer auch [22], Beweis in [17]
mitk =1

ja allgemein approximierbar mit | [22]
Giitegarantie in
O(lognloglogn)

egal Baume NP-vollstindig [22]

ja Baume approximierbar mit | [12]
Giitegarantie 2

nein hohenbalancierte 8vk- [12]

Baume Approximations-

Algorithmus

nein Kreise approximierbar mit | im Abschnitt 2.8
Giitegarantie 6

ja Pfade O(m+n) [22]

nein Pfade NP-vollstindig [22]
approximierbar mit | [12] ohne Beweis,
Giitegarantie 2
approximierbar mit | im Abschnitt 2.7
Giitegarantie 3

1.4 Mehrplatz-Aufziige

Das ,capacitated Dial-a-ride-problem”, kurz CDARP, ist ein verallgemeinertes
DARP. Im CDARP darf das Fahrzeug nicht nur ein Objekt auf einmal transportie-
ren sondern auch mehrere. Der praktische Hintergrund sind z.B. Sammeltaxis oder
Fordersysteme, die mehrere Objekte auf einmal transportieren kénnen. Dieses Pro-
blem ist z.B. in [22] und [11] untersucht worden. Eine Ubersicht iiber Forschungs-
ergebnisse zum CDARP findet man in Tabelle 1.2.

Die Anzahl der Objekte, die auf einmal transportiert werden kénnen, bezeich-
nen wir mit k € N. Wollen wir diese Zahl hervorheben, so bezeichnen wir ein
CDARP mit Kapazitit k auch als k-CDARP. Seien V, D, ¢ und o wie im Abschnitt
1.3 definiert.

1.4.1 Definition des CDARP

Definition 1.4.1 (Bewegung). Wir bezeichnen ein Tripel (v,w,M) € V x V x P(A)
als Bewegung des Aufzugs von Knoten v zu Knoten w, bei der die Menge von Objek-
ten M transportiert wird. Jede Bewegung mit [M| = k bezeichnet wir als vollbeladene
oder auch vollausgelastete Bewegung. Eine Bewegung mit M = () bezeichnen wir als
leere Bewegung.
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Wir sagen, dafd ein Objekt i von einem Knoten v zu einem Knoten w mit einer
Folge von Bewegungen T transportiert wird, wenn fiir

T = ((V,V], M])» (v])VZ> MZ)) ceey (VT‘—1>W) MT))
gilt, dafs i in allen Mengen M;,j = 1,...r enthalten ist.

Definition 1.4.2 (Transport). Ein Transport Q ist eine Folge von Bewegungen,

(vo,v1,M1), (vi,v2, M2), ..., (Vr—1,vr, M)
Ein Transport ist giiltig, wenn zusétzlich gilt:

e vo = v, d.h. der erste und der letzte Knoten des Transports sind derselbe
Knotenin V.

e Jedes Objekt wird von einer Teilfolge des Transports von seinem Startknoten
zu seinem Zielknoten transportiert und

o [Mij| < kflirallei=1,...,r, d.h. mit jeder Bewegung werden nie mehr als k
Objekte auf einmal transportiert.

Mit Q(i) bezeichnen wir die Teilfolge von Bewegungen eines Transports Q, in
der jede Bewegung das Objekt i transportiert. Wir bezeichnen einen Transport als
nicht-priemptiv, wenn die Teilfolge Q(i), mit der ein Objekt 1 von seinem Start- zu
seinem Zielort transportiert wird, aus direkt hintereinanderliegenden Bewegungen
des Transports besteht. In einem nicht-prdemptiven Transport diirfen also Objekte
nur an ihrem Zielknoten aus der Menge M entfernt werden.

Die Kosten des Transports c(Q) ergeben sich aus der Summe der Kosten der
zuriickgelegten Strecke, also schreiben wir

r—1

c(Q) =) clvi,vin).

i=1

Definition 1.4.3 (CDARP). Ein CDARP ist durch ein Tupel (V,E, A, c, 0, k) gegeben.
Aufgabe ist es, einen giiltigen nicht-prdemptiven Transport mit minimalen Kosten
zu finden.

In einem prdemptiven CDARP ist es die Aufgabe einen giiltigen Transport zu
finden, der auch praemptiv sein darf. Wir werden im Abschnitt 2.4 sehen, daf$ das
praemptive CDARP polynomial 1sbar ist. Ansonsten betrachten wir in dieser Ar-
beit aber nur das nicht-praemptive CDARP.
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1.4.2 CDARP auf Pfaden

Im folgenden betrachten wir den Fall, daf G ein Pfad ist. Denn das CDARP auf
Pfaden ist ein vereinfachtes Modell eines Aufzugs mit Kapazitdt k > 1. Daher be-
zeichnen wir das Fahrzeug des CDARP auch als Aufzug.

Wir numerieren zur Vereinfachung der Notation die Knoten V von 1 bis n so
durch, dafs fiir alle Kanten (u,v) € E gilt, dafs [u —v| = 1 ist. Wir sagen, daf3 ein
Knoten u unter einem Knoten v liegt, wenn u < v ist. Analog liegt ein Knoten u
iiber einem Knoten v, wenn u > v ist. Wir nennen einen Bogen i € A Aufwirtsbogen,
wenn i < i ist, und wir nennen in Abwirtsbogen, wenn it > 1~ ist.

Ist ein Digraph D = (V,A) gegeben und wollen wir nur die Aufwiértsbogen
in diesem Graphen betrachten, so nennen wir diesen verkleinerten Graphen D ™.
Analog nennen wir den Digraphen, der nur die Abwaértsbdogen von D enthélt D™
Es gilt also

DT:=(V{acA:a"<a PJundD :=(V,{facA:a">a})

Ein Bogen i aus A iiberdeckt eine Kante (v,v+1) € e, wennit <v<v+1<i™
oderi~ <v<v+1<1i" gilt. Analog sagen wir, da8 ein gerichteter Pfad oder eine
Menge von Bogen eine Menge von Kanten F iiberdeckt, wenn jede Kante in F von
einem Bogen des Pfades oder einem Bogen aus der Menge von Bogen tiberdeckt
wird.

Sei A eine Menge von Bogen. Diese Bogen tiberdecken eine Menge von Kanten
E. Den durch diese Menge induzierten Graphen G[E] nennen wir den A unterlie-
genden Graphen.

1.5 Erweiterungen des CDARP

Die bisher vorgestellten Modelle reichen nicht aus, um in der Praxis auftretende
reale Systeme umfassend abzubilden. Wichtige Einschrankungen wie bestimmte
einzuhaltende Reihenfolgen der Objekte oder bisher nicht beriicksichtigte Lauf-
zeiten des Aufzugs oder anderer Komponenten des Fordersystems, konnen die
Verwendbarkeit eines Modells fiir das tatsdchliche Problem erheblich beeinflussen.
Wir untersuchen nun, wie solche Nebenbedingungen in das CDARP integriert wer-
den konnen.

1.5.1 Fi1ro-Priazedenzen

Das FIFO-CDARP ist eine Verallgemeinerung des CDARP bzw. des FIFO-DARP aus
[25]. Im FIFO-CDARP werden die moglichen Abarbeitungsreihenfolgen der Objekte
eingeschrankt. Dadurch kann man Warteschlangen vor den Aufziigen modellieren.
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Im FIFO-CDARP wie auch im FIFO-DARP haben wir zusitzlich zu dem Tupel
(V,E,A c,0,k) aus der Definition 1.4.3 fiir jeden Knoten v € V eine partielle Ord-
nung =, auf den an diesem Knoten liegenden Objekten. Die Objekte auf diesem
Knoten diirfen nur in einer Reihenfolge dieser Ordnung abgearbeitet werden.

Es gilt also: Ein giiltiger Transport
T = ((V,V], M1)> (v])\)Z) MZ)) ccey (val)W) MT))

respektiert die partielle Ordnung <., wenn je zwei Auftrdge a und a’, die an einem
Knoten v starten und fiir die a <, a’ gilt, entweder in der gleichen Bewegung
aufgeladen werden, oder der Auftrag a’ in einer Bewegung aufgeladen wird, die
hinter der Bewegung liegt, in der der Auftrag a aufgeladen worden ist. In Formeln
heift das:

a<yva,aeMyad eMy =ig<i.

Definition 1.5.1 (FIFO-Ordnung). Wir nennen eine partielle Ordnung < auf der
Menge von Bogen A auf einem Graphen D = (V,A) FIFO-Ordnung, wenn aus
a<a’,aa’ € Afolgt, daBl daBl a und a’ an demselben Knoten starten.

Eine FIFO-Ordnung ist die Vereinigung einer Menge von partiellen Ordnungen
<y, VEV.

Der Hintergrund fiir die Einfithrung von FIFO-Ordnungen ist, daff man damit
Warteschlangen, an Beladestationen von einem Vertikalférderer modellieren kann,
die nur nach dem FIFO-Prinzip abgearbeitet werden kénnen, d.h. Objekte konnen
nur von der Spitze der Warteschlange in den Aufzug befordert werden. Das Auf-
zugssystem bei Herlitz hat nur Warteschlangen der Lange Eins, aber fiir den allge-
meinen Fall ist dies eine sinnvolle Erweiterung des CDARP.

Wir definieren das FIFO-CDARP wie folgt:

Definition 1.5.2 (FIFO-CDARP). Eine Instanz des FIFO-CDARP ist gegeben durch
ein Tupel (V,E, A, c,0,k,<). Dabei sind V,E,A,c,0 und k wie in 1.4.3 definiert.
Zusétzlich ist <= J, .y, <y eine FIFO-Ordnung auf der Menge der Knoten V. Ge-
sucht wird ein giiltiger Transport mit minimalen Kosten, der alle partiellen Ord-
nungen <., v € V respektiert.

Das Hinzufiigen von FIFO-Bedingungen fiir das Aufnehmen der Auftrdage kann
die Abarbeitungszeit verldngern, da wir dadurch die Menge der giiltigen Transpor-
te einschranken.

1.5.2 Start- und Stopzeiten

Bisher haben wir nur die Zeiten betrachtet, die der Aufzug benétigt, um von einem
Stockwerk zu einem anderen zu fahren. Dabei haben wir die Zeiten vernachléssigt,
die der Aufzug benétigt um an einem Stockwerk zu halten und Objekte einzula-
den und wieder abzufahren. Diese zuséatzlich benétigte Zeit wird durch Beschleu-
nigung und Abbremsen des Aufzugs, Positionierzeit und dhnliches verursacht.
Wir stellen nun ein Modell vor, welches diese Start- und Stopzeiten des Aufzugs
berticksichtigt.
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Definition 1.5.3 (CDARP mit Start- und Stopzeiten). Eine Instanz des CDARP mit
Start- und Stopzeiten besteht aus denselben Eingangsdaten wie eine Instanz des
CDARP ergdnzt um Funktionen p*,p~ : V — Ryo auf der Menge der Knoten V.
Dabei gibt p*(v) die Zeit an, die der Aufzug benétigt, um vom Knoten v zu starten,
und p~(v) gibt die Zeit an, die der Aufzug benétigt, um am Knoten v zu halten. Ziel
ist es einen giiltigen Transport T = {(v1,v2, M1), (v2,v3, M2}, ..., (Vs,Vsi1, Ms)} zu
finden, der minimale Kosten

s s+1

(M=) cvyvip) + D pHv)+ ) p ()
j=1 j=2

=1

verursacht.

Das CDARP mit Start- und Stopzeiten ist eine Verallgemeinerung des PENALTY-
DARP aus [25].

Da in einem giiltigen Transport Start- und Endknoten des Transports T gleich
sind, gilt vi = v¢41. Also gilt auch p~(v1) = p~(vsy1) und damit auch

s+1

Y p )= p (v (1.1)
j=2 j=1

Dieses Problem ist dquivalent zum CDARP auf einem etwas grofleren Graphen.
Und zwar fiihren wir folgende Transformation durch: Sei eine Instanz des CDARP
mit Start- und Stopzeiten (V,E, A, c,0,p™, p~) gegeben. Dann konstruieren wir eine
Instanz des CDARP (V',E’/, A’ ¢/, 0) wie folgt: Wir konstruieren einen neuen Gra-
phen (V' E’) aus (V,E), indem wir fiir jeden Knoten v € V diesen Knoten v und
einen Knoten v’ zu V' hinzufiigen. Die Kantenmenge E’ besteht aus allen Kanten
in E und je einer Kante (v,Vv’) fiir jeden Knoten v € V. Die Kosten dieser neuen
Kanten betrage c¢’(v,v’) := %(p*(v) + p~(v)). Ansonsten sei c’(e) := c(e) fiir alle
Kanten e € E. Die Menge der Objekte A’ des neuen Problems konstruieren wir
aus A, indem wir fiir jedes Objekt i € A ein Objekt j € A’ hinzufiigen, wobei wir
GF,37) = ((iM)’, (i7)’) setzen. Start- und Endknoten der neuen Objekte sind jetzt
die Knoten in V’, die nicht in V enthalten sind.

Lemma 1.5.4. Fiir eine Instanz des CDARP mit Start- und Stopzeiten P =

(V,E,A,c,o0,p",p ) und eine Instanz des CDARP P’ = (V' E/ A’ ¢’ o), die wie
oben aus P konstruiert wurde, und jeden fiir diese Instanz P giiltigen Transport T =
{(V],Vz, M])) (VZ)V3) MZ)) sy (VS,VS+], MS)}gllt

S

S S
ZC/(VJ"VH‘) +ZZC/(\)]',V]-/) = Zc’(vj’,vj’+1).
j=1 j=1

j=1

Beweis. Wir kénnen einen kiirzesten Weg von einem Knoten v{ zu einem Knoten v;,

vi,vi € V/\ 'V zerlegen in die Kante (v{, i), den kiirzesten Weg von v; nach v; und
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die Kante (v]-’ ,Vj), da die Knoten in V/\ V nur zu jeweils genau einer Kante adjazent
sind. Daher betragen dann auch die Kosten

¢/ (vi,v5) = ¢’ (vi,vi) + ¢/ (vi, v5) + ¢’ (v], v5).

Da nun v; = v ist, folgt die Behauptung. O

Es gilt fiir einen minimalen giiltigen Transport
T= {(V],Vz, M])) (VZ,V3, MZ)) ERE! (VS>VS+] ) MS)}

fiir die Instanz des CDARP mit Start-/Stopzeiten P := (V,E,A,c,0,p",p~) und
einen minimalen giiltigen Transport

T/ — {(vgavév M])a (Vé)\)é) MZ)) ey (Vg>V;+1» M—S)}
fiir die aus P wie oben konstruierte Instanz des CDARP P’ := (V/,E/ A’ ¢/, 0):

s+1
Zc Vi, Vi) +Zp (vj) + 3 p~(vj),nach Def. 1.5.3
j=1 j=1 j=2

—Zc V3, Vig1) —I—Z (vi) +p (v5)), wegen (1.1)

_Z c(vj, vj41) +ZZ ) er (v;)

= Z ¢’ (vy,vi41) + 2 Z c'(vj,v5), nach Konstruktion von ¢’
= Z ¢ Vi), wegen Lemma 1.5.4
=c (T/)

Da nun die oben beschriebene Transformation offensichtlich in polynomialer
Zeit durchfiihrbar ist, gilt folgender Satz:

Satz 1.5.5. Ist P := (V,E,A,c,0,p™,p~) eine Instanz des CDARP mit Start- und Stop-
zeiten und P’ := (V',E’',A’,c’, 0) eine wie oben aus P konstruierte Instanz des CDARP,
so kann man einen giiltigen Transport T fiir P in polynomialer Zeit in einen giiltigen Trans-
port T’ fiir P’ mit gleichen Kosten transformieren und umgekehrt.

Das CDARP mit Start- und Stopzeiten ist also kein neues Problem, sondern
auch ein CDARP. Probleme ergeben sich nur dadurch, daf z.B. zu einem CDARP
auf einem Pfad das zugehorige CDARP mit Start- und Stopzeiten als unterliegen-
den Graph einen Baum hat. Fiir dieses (N P-vollstindige) Problem aber haben wir
keinen Approximationsalgorithmus mit konstanter Giitegarantie gefunden. Das
Einfithren von Start- und Stopzeiten erschwert uns das Losen der Probleminstan-
zen.
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1.6 Rundreisen und CDARP

Man kann das CDARP auch als ein Rundreiseproblem, besser bekannt als , Travel-
ling Salesman Problem” mit zusétzlichen Nebenbedingungen auffassen. Dazu kon-
struieren wir einen Graphen G = (V, E), indem wir fiir jeden Auftrag zwei Knoten
hinzuftigen, jeweils einen Knoten fiir den Startort und einen Knoten fiir den Zielort.
Dieser Graph sei vollstindig. Das Gewicht einer Kante (i,j) € E, sei die Zeit, die
das Fahrzeug benottigt, um vom Knoten i zum Knoten j zu fahren. Wir wollen nun
eine minimale Tour finden, die in einem gegebenen Knoten beginnt und endet und
alle Knoten des Graphen G besucht und dabei einen Endknoten i~ eines Auftrags
inicht vor seinem Startknoten i* anfihrt.

Wir betrachten zuerst den Fall, daf3 das Fahrzeug eine beliebig grofie Kapazitat
hat.

Dieses Problem ist als ,sequential ordering problem” (SOP) oder als , Traveling
Salesman Problem” mit Prazedenzbedingungen bekannt. Es ist sowohl mit sym-
metrischer als auch mit asymmetrischer Kostenfunktion untersucht worden. Eine
Implementation eines Branch&Cut-Algorithmus fiir das asymmetrische Problem
ist in [3] beschrieben. Das symmetrische SOP ist als ,,pickup-and-delivery problem”
(PDP) in [28] beschrieben worden.

Man kann das SOP leicht erweitern, so dafs es das CDARP auf allgemeinen Gra-
phen beschreibt, indem man Nebenbedingungen fiir die Kapazititsbeschrankung
des Fahrzeugs einfiihrt. Im Abschnitt 3.2 stellen wir vor, wie man solche Neben-
bedingungen formuliert und auch im Rahmen eines Branch&Cut-Algorithmus se-
parieren kann. Auch FIFO-Prdzedenzen fiir die Auftrdge stellen kein Problem dar.
Diese vergroflern nur den ohnehin benétigten Prazedenzgraphen des SOP.

1.7 Das Herlitzproblem

Wir kénnen einen Aufzug im Materialfordersystem der Lagers von Herlitz in Fal-
kensee, welches wir im Abschnitt 1.1.2 vorgestellt haben als ein FIFO-CDARP auf
einem Baum modellieren, wobei wir die Anzahl der Auftrige, die in einem Stock-
werk beginnen diirfen auf einen begrenzen. Die Fahrzeiten des Aufzugs haben
wir aus [21] entnommen. Sie betragen vier Sekunden fiir das Fahren von einem
Stockwerk zum néchstgelegenen. Das Starten und Stoppen des Aufzugs dauert
finf Sekunden. Diese Zeiten sind also im Verhiltnis zu den Fahrzeiten nicht zu
vernachlassigen.
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Kapitel 2

Komplexitit und Algorithmen

Aufbauend auf den in Kapitel 1 vorgestellten Modellen untersuchen wir die
Losbarkeit des CDARP. Dabei zeigen wir, dafs das DARP und das prdemptive
CDARP auf Pfaden polynomial 16sbar sind. Das nicht-prdemptive CDARP hinge-
gen ist schon mit einer Kapazitit von zwei Objekten auf Pfaden N'P-schwer.

Anschlieffend sehen wir uns fiir das CDARP einige Heuristiken und Approxi-
mationsalgorithmen an. Unser wichtigstes Ergebnis ist der Algorithmus COVER-
PATH fiir das CDARP auf Pfaden. Er hat eine polynomiale Laufzeit und eine kon-
stante Giitegarantie. Aus diesem leiten wir einen 6-Approximationsalgorithmus
fiir das CDARP auf Kreisen ab.

Mit der Giitegarantie fiir den Algorithmus COVERPATH werden wir zeigen, dafd
auch der Algorithmus INTERVALLGRAPH eine Giitegarantie von 3 besitzt. Dieser
Algorithmus laf3t sich zu einer Heuristik fiir das FIFO-CDARP erweitern.

2.1 CDARP auf Pfaden ist N P-schwer

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl das CDARP N'P-schwer ist, da8 also, aufler
falls N'P = P gilt, kein Algorithmus existiert, der das CDARP in polynomialer Zeit
optimal lost.

Wir werden das 3-Erfiillbarkeitsproblem auf das 2/3-Erfiillbarkeitspro-
blem zuriickfithren. Dieses 1dfit sich in polynomialer Zeit auf ein 2-CDARP-
Entscheidungsproblem reduzieren. Das 3-Erfiillbarkeitsproblem ist aber nach [19]
(3-SAT) N'P-vollstandig. Daher ist auch das CDARP N'P-schwer.

Im wesentlichen vollziehen wir den Beweis von Guan [22] nach. Ein wenig ha-
ben wir die Konstruktion der Instanz des CDARP abgewandelt. Dadurch fallt der
Beweis leichter, dafs man aus einer Losung unserer Instanz des CDARP auch eine
Losung des 2/3-Erfiillbarkeitsproblems konstruieren kann.

21
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211 2/3-SAT ist N'P-vollstindig

Im folgenden nennen wir das Erfiillbarkeitsproblem wie in der englischsprachigen
Literatur SAT.

Definition 2.1.1 (SAT). Sei eine Menge von Variablen U und eine Menge von Klau-
seln C tiber U gegeben. Jede Variable kann den Wert ,,wahr” oder ,falsch” anneh-
men. Eine Literal ist eine Variable oder eine negierte Variable. Eine Klausel ist eine
Disjunktion von Literalen. Innerhalb einer Klausel sind die Literale also mit einem
logischen ,Oder” verkniipft, die einzelnen Klauseln sind mit logischem ,,Und” ver-
kntipft.

Nun soll entschieden werden, ob eine Belegung der Variablen mit Wahrheits-
werten existiert, so dafs jede Klausel erfiillt ist.

Eine Losung einer Instanz des SAT ist eine Zuordnung von Wahrheitswerten zu
den Variablen, so daf$ jede Klausel mindestens ein Literal mit dem Wahrheitswert
,wahr” enthilt.

Satz 2.1.2. SAT ist N'P-vollstindig.
Beweis. Siehe etwa [19]. O

Als Symbol fiir die Oder-Verkniipfung in diesem Zusammenhang beniitzen wir
das ,+”. Die Und-Verkniipfung wird durch Multiplikation ausgedriickt. Eine ne-
gierte Variable kennzeichnen wir durch einen Querstrich iiber der Variable. Ein
Instanz von SAT sieht beispielsweise folgendermafsen aus:

(x1+%2) (%1 +x3+x4) (x2+ %3+ x4 +x5)
—_——

Vv
=C1 =C2 =C3

Wir gehen vom 3-SAT aus: In dieser Variante enthilt jede Klausel genau drei
Literale. Auch das 3-SAT ist N'P-schwer [19]. Zunichst fithren wir 3-SAT auf eine
andere Variante des SAT zuriick, diese nennen wir 2/3-SAT. Diese schliefdlich redu-
zieren wir auf das 2-CDARP-Entscheidungsproblem. Wir werden zeigen, dafs diese
beiden Transformationen Polynomialzeitreduktionen sind. Daraus folgt, daf} das 2-
CDARP-Entscheidungsproblem AN P-vollstindig ist. Damit ist auch das allgemeine
CDARP N'P-schwer.

Das Problem 2/3-SAT ist eine eingeschrankte Version des SAT. Es besteht aus
den Instanzen, in denen jede Klausel entweder genau zwei oder drei Literale
enthélt. Ferner darf kein Paar von verschiedenen Literalen in mehr als einer Klausel
auftreten.

Lemma 2.1.3. 2/3-SAT ist N'P-vollstindig.
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Beweis. Esistklar, da8 2/3-SAT in NP ist. Das Zertifikat ist eine giiltige Zuweisung
von Wahrheitswerten an die Variablen. Nun reduzieren wir das 3-SAT in polyno-
mialer Zeit auf das 2/3-SAT, um zu zeigen, dal das 2/3-SAT N'P-schwer ist. Sei
eine Instanz des 3-SAT gegeben. Jetzt fithren wir folgende Schritte zur Transforma-
tion durch:

1. Wir eliminieren alle doppelten Klauseln.

2. Wir ersetzen jedes Paar von Klauseln (u + v +w) und (u + v + W) durch die
Klausel (u +v).

3. Fiir jedes Paar von unterschiedlichen Literalen u und v betrachten wir die
Menge der Klauseln {(u +v +wq), (u+v +w2),..., (u+v+wy)}, dieu
und v enthalten. Ist t > 1 ersetzen wir diese Menge durch die Menge von
Klauseln {(uw + v 4+ yi), (Gi + w1), (Ti + wa), ..., (Gi + wy)}. Dabei ist y; eine
neue Variable. So kann kein Paar von verschiedenen Literalen in mehr als
einer Klausel auftreten.

Diese Transformation ist offenbar in polynomialer Zeit durchfiihrbar. Nun ist noch
zu zeigen, daf3 es eine giiltige Zuweisung fiir die urspriinglichen Terme genau dann
gibt, wenn es auch eine fiir die neuen Terme gibt.

Angenommen wir haben eine giiltige Zuweisung von Wahrheitswerten fiir
die Variablen des 3-SAT. Betrachten wir nun die Klausel (u + v) mit den Lite-
ralen aus Schritt 3. Hat diese Klausel mit der giiltigen Zuweisung den Wahr-
heitswert ,,wahr”, dann wahlen wir fiir die Variable y; die Zuweisung ,falsch”.
Ist andererseits (u + v) mit der giiltigen Zuweisung ,falsch”, wahlen wir fiir y;
den Wahrheitswert ,wahr”. Mit dieser Zuweisung folgt dann, dafs die Klauseln
{(u+v+wi), (u+v+wy),..., (u+v+wy)} genau dann wahr sind, wenn auch die
Klauseln {(u+v+vyi), (Gi + w1), (i + wa), ..., (§i + w¢)} wahr sind. O

2.1.2 Reduktion von 2/3-SAT auf das CDARP

Wir betrachten nun das CDARP-Entscheidungsproblem P mit einer Kapazitidt von
2 auf dem gewichteten Pfad P = (V,E), mit einer Menge von Objekten A, einem
Startknoten i* und einem Zielknoten i~ fiir jedes Objekt i € A, einem Startknoten
vo € V fiir den Aufzug, der an einem Ende es Pfades P liegt, und Kosten cp :=
3 Y icac(i). Die Frage ist, ob ein Transport mit Kosten von hochstens co existiert.
Wir konnen dieses Entscheidungs-Problem P also als ein Tupel (V,E, A vo,c,co)
auffassen.

Idee der Reduktion

Die Kosten ¢ unter denen die Kosten eines Transports der hier konstruierten In-
stanz des CDARP liegen sollen, sind so gewdhlt, daf$ jede Losung dieser Instanz
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des CDARP, die Kosten nicht hoher als ¢ hat, nur aus vollbeladenen Bewegungen
bestehen kann.

Der Auftragsgraph des CDARP ist nun so konstruiert, daf’ fiir jede Klausel des
2/3-SAT ein Transport generiert werden mufs, der einen zusammenhéangenden Teil-
graphen des Graphen P zweimal von oben nach unten und zweimal von unten
nach oben durchfahren mufs. Der Beginn jedes dieser Transporte kann nur an ei-
nem Knoten liegen, der einer Belegung einer Variable des 2/3-SAT zugeordnet ist.
Beginnt ein solcher Transport zum Beispiel an dem Knoten x?, so heifit das, daf
die Variable x; den Wahrheitswert ,falsch” zugewiesen bekommt. Da jede Klausel
mit einer giiltigen Belegung ,wahr” sein mufs, mufs in jeder Klausel mindestens ein
Literal ,,wahr” sein. Dieses ,,wahre” Literal entspricht genau dem Startknoten des
Transports fiir die Klausel. Kann man also im Knoten x{ einen Transport fiir eine
Klausel beginnen, so enthilt diese Klausel das Literal ;.

Die einzelnen Transporte fiir die Klauseln, werden in einen Transport eingefiigt,
der zweimal vom Startknoten so zum Knoten s,, und zuriick geht.

Aufbau des CDARP-Entscheidungsproblems

Nun erzeugen wir die Instanz des CDARP-Entscheidungsproblems wie folgt: Der
Pfad P habe 2mn+3n+1 Knoten. Zuerst gibt es n+1 Knoten s¢, s1, . . ., Sn. Zwischen
je zwei dieser Knoten s;_7 und s;, i = 1,...,n liegen alle Knoten die einen Bezug
zur Variablen x; haben.

Dies sind einerseits die Knoten, die direkt einer Belegung einer Variablen x; mit
einem Wahrheitswert entsprechen. Fiir jede Variable xi,i = 1,...,n gibt es zwei
Knoten x? und xl. Der Knoten x? steht fiir die Belegung der Variable x; mit ,wahr”,
der Knoten xg tiir die Belegung mit ,falsch”.

Andererseits gibt es zwischen je zwei Knoten s;_7 und s;, i = 1,..., 1 insge-
samt 2m Knoten, die sowohl einer Variablen x;, i = 1,...,n, als auch einer der
m Klauseln ¢j, j = 1,...,m, zugeordnet sind. Diese 2Zm Knoten entsprechen dem
unteren und dem oberen Ende eines Teiltransports fiir eine Klausel. Die Variablen
ll, liz, ..., U™ stehen fiir das untere Ende, die Variablen Tg, T‘iz, ..., " fiir das obere.
Tatséchlich beginnen und enden nur an einem Teil der Knoten 1!, 12,... 1™ und
rg, r%, ..., 1" Auftrdge. Die anderen Knoten sind iiberfliissig, vereinfachen aber die
Notation. Am Knoten 1{ beginnt ein Auftrag fiir die Klausel j, wenn deren Variable

mit grofftem Index x; ist. An den Knoten 11 endet ein Auftrag fiir eine Klausel j,
wenn deren Variable mit kleinstem Index x; ist.

Es gibt also insgesamt 2m + 2 Knoten zwischen jedem Paar von Knoten s;_1

und s;, i = 1,2,...,n. Diese sind von unten nach oben in folgender Reihenfolge
angeordnet:
142 m 0 1 1 2 m
Si—])]'i)li)' .. >l'i ,Xi,xi,Ti,Ti, “ e )Ti ,Si_.

Die Entfernung zwischen zwei benachbarten Knoten betrage Eins. Nun haben
wir V und E festgelegt, wir miissen also nur noch die Menge der Bogen bzw. Objek-
te A konstruieren. Die Objekte p1,p2,...,P3n, f1,f2,...,f2n, t1,t2,. .., t2n, entspre-
chen einer Belegung der Variablen in U. Und zwar stehen die Objekte f;,i =1...2n
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Objekte fiir eine Variable x;

tiir die Belegung einer Variable mit dem Wahrheitswert ,falsch” und die Objekte
ti,1 = 1...2n fir die Belegung einer Variable mit dem Wahrheitswert ,wahr”.
Immer, wenn zwei aufeinanderfolgende Objekte t;;_7 und ty; bzw. fz;_7 und fy;
zusammen mit den Objekten p3i_, p3i—1, P3i in aufeinanderfolgenden Bewegun-
gen in einem optimalen Transport beférdert werden, entspricht dies einer Belegung

einer Variablen xi, fiiri = 1,...,n mit ,wahr” bzw. ,falsch”.
Die Objekte q71, q2, ..., qn und die Objekte 11,12, 13 und r4 balancieren das Pro-
blem.

Jetzt benotigen wir noch Objekte, die in einer Losung mit Kosten von c¢ einen
Teiltransport fiir eine Klausel bilden. Fiir j = 1,2,..., m entsprechen Objekte den
Klauseln c;. Die Menge der Objekte fiir eine Klausel ¢, j = 1,2,..., m bezeichnen
wir mit C;j. Fiir eine Klausel c; mit zwei Literalen gilt:

Cj ={oq, o3, BY, B2 ¥, V2 07, 85,11, M2y M3 - 2.1)
Fiir eine Klausel c; mit drei Literalen gilt
Cj = (o}, oy, B}, By, V3, v), 8, 8%, €], €, 8, Ko,y i, i (22)

Diese Objekte sind so konstruiert, daff immer genau zwei von ihnen gemeinsam
an einem der Knoten x(f oder xg ,i=1,... nstarten, der einer Belegung einer Varia-
blen x; mit einem Wahrheitswert derart entspricht, daff das entsprechende Literal
in ¢5 ,wahr” ist. Die Objekte n%, njz, T]js, nj‘ balancieren das Problem. Im Folgenden
schreiben wir etwas verkiirzt a := (u,v) statt (a™, a™) := (u,v). Wir wollen aber zu
einem Objekt Start- und Endknoten festlegen.

Jedem Objekt weisen wir einen Startknoten und einen Endknoten zu. Und zwar
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n, ny o [nk |

Su—1

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der Objekte fiir die Klausel ¢; := (x,+%,)

Sw

2 ) n) )| n

Su—1

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung der Objekte fiir die Klausel ¢; := (x, +
Xy + Xw)

folgendermafien wie in Abbildung 2.1.2: Firi=1,2,... n gilt

Paizi=(sio1,x0),  Ppair=(x),  paii=(x{,sy),
f2i1 f<51 1,x9), for = (x{, 1),
toi g = (si1,x)), tor = (x{, s1),

= (si-1,81)

und auflerdem gilt

T] = <STL) SO>) TZ = <STL) SO>) T3 - <STL) SO>
T4 := (Sn, So)

Sei z ein Literal, sei i, der Index der Variable, die zum Literal z gehort. Sei v,
gleich Eins, wenn z nicht negiert ist. Ist z die Negation einer Variable, sei v, gleich
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Null. Enthélt also eine Klausel das Literal z = X4, so ist i, = i und v, = 0. Fiir jede
Klausel ¢; € C mit zwei Literalen u und v bestimmen wir Start- und Endknoten der
zugehorigen Objekte wie in Abbildung 2.1.2 und wie folgt: Sei 0.B.d.A. i, < i,.

o = (T xY), = (g, 1Y),
Bh = (LX), Bhi= (k1)
Yi= 0L, vy =g ),
8= (rl ), 8= ),
m= k) =),
ny= (U, mp=(U,Th)

Fiir jede Klausel mit drei Literalen u, v und w bestimmen wir Start- und End-
knoten der zugehorigen Objekte wie in Abbildung 2.1.2 und wie folgt: Sei 0.B.d.A.
Ty < by < i

o 1= (r] ), e = (),
By = (), By O, 1),
Y=L, vh= i),
&= <riw,x‘i’:>, 8 = <x‘{:,l§u>,
= (o), = ),
Oo= (), =),
np=lrl), =),

= (U ,7), nj = (U,,m)

Nun sei noch der Knoten s der Startknoten und c sei die Halfte der Abstinde
vom Startknoten zum Zielknoten jedes Objektes in A, also ist, wie oben erwéahnt,

¢:=3 Y eacli):

Beispiel

Wir wollen die Konstruktion eines CDARP aus einem 2/3-SAT an einem Beispiel
durchfiihren. Folgende Probleminstanz haben wir: Die Menge der Variablen sei
U := {x1,x2,x3}. Die Menge der Klauseln ist C := {(x7 4+ x2), (x1 + X2 + x3)}. Damit
ergibt sich folgendes CDARP:
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Abbildung 2.4: Beispiel fiir eine Transformation des Problems U := {x1,x2,x3}, C :=
{c1:= (x1 +x2),c2 = (x1 + X2 + x3)} in ein CDARP mit Kapazitat 2.

Beweis der Korrektheit der Reduktion

Wir wollen in diesem Abschnitt folgenden Satz beweisen:

Satz 2.1.4. Das CDARP-Entscheidungsproblem auf Pfaden ist N'P-schwer, selbst fiir eine
Kapazitit des Fahrzeugs von zwei und ein Fahrzeug, das an einem Endknoten des Pfades
startet.

Das Problem ist in NP, da ein Transport ein Zertifikat darstellt und jeder Trans-
port, der nicht mehrere leere Bewegungen hintereinander ausfiihrt, hdchstens 2m
Bewegungen enthilt. Man kann also in polynomialer Zeit die Kosten dieses Trans-
ports ausrechnen.

Um zu beweisen, dafd das Problem NP-schwer ist, fithren wir das 2/3-SAT auf
das CDARP auf Pfaden zuriick. Sei eine Instanz des 2/3-SAT gegeben. Dabei sei
U = {x1,x2,...,%xn} die Menge der Variablen und C = {c1,c2,...,cm} die Menge
der Klauseln tiber U.

Die oben beschriebene Transformation ist polynomial, da fiir jede Zuweisung
eines Wahrheitswerts zu einer Variablen 8n + 4 Objekte existieren. Fiir jede Klau-
sel mit zwei Literalen gibt es zwolf Objekte, fiir jede Klausel mit drei Literalen 16
Objekte. Also ist die Anzahl der Objekte in O(n +m). Damit ist klar, daf8 die Trans-
formation in polynomialer Zeit durchfiihrbar ist.

Um den Satz 2.1.4 zu beweisen, miissen wir zeigen, daff das oben konstruier-
te CDARP-Entscheidungsproblem genau dann mit ,Ja” entschieden werden kann,
wenn das entsprechende 2/3-SAT eine Losung hat. Dazu beweisen wir erst einmal
folgendes technische Lemma:
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Lemma 2.1.5. Das CDARP P = (V, E, A vy, ¢) hat genau dann einen Transport mit Ko-
sten co, wenn es eine Losung gibt, die nur aus vollbeladenen Bewegungen besteht, die alle
Objekte in Richtung ihrer Zielknoten transportieren.

Beweis. Die Summe der Kosten aller Objekte ist 2co. Die Kapazitat des Fahrzeugs
betrdgt 2. Gesamtkosten von 2co/2 = co konnen also nur erreicht werden, wenn
in jeder Bewegung tatsédchlich zwei Objekte in die richtige Richtung transportiert
werden. Transportiert andererseits jede Bewegung genau zwei Objekte in die rich-
tige Richtung, betragen die Gesamtkosten des giiltigen Transports die Halfte der
Gesamtkosten aller Objekte, und das ist co. O

Satz 2.1.6. Wenn ein giiltiger Transport L der konstruierten Instanz des CDARP, die nur
aus vollbeladenen Bewegungen besteht und die alle Objekte in Richtung ihrer Zielknoten
transportiert, existiert, dann gibt es fiir jede Klausel c;, j = 1,..., m einen Transport T;,
fiir den gilt:

1. Mit T; werden nur Objekte aus der Menge C; transportiert. Dabei ist C; wie in den
Gleichungen (2.1) und (2.2) definiert.

2. alle Bewegungen aus T; sind in der Losung L enthalten,

3. die erste Bewegung in T; beginnt an einem Knoten x;*, wobei z ein Literal in c; ist
und

4. und die letzte Bewegung in T endet an demselben Knoten, an dem die erste Bewe-
gung beginnt.

Diesen Satz wollen wir in mehreren Schritten beweisen:

Lemma 2.1.7. Eine Bewegung in einem giiltigen Transport L mit Kosten c kann nicht
gleichzeitig ein Objekt aus C;j enthalten und ein Objekt, welches nicht einer anderen Klausel
zugeordnet ist, d.h. ein Objekt der Menge

.
A '_{p1)"')p3nvf1)"')fzn)t1)"')tzn)q])'"vqu)T])"')T4}'

Beweis. Wir miissen wegen Lemma 2.1.5 nur Bewegungen betrachten, die zwei Ob-
jekte enthalten, die beide in die gleiche Richtung transportiert werden miissen.

Angenommen es existiert eine Bewegung in L, die sowohl ein Objekt aus A’ als
auch ein Objekt aus Cj transportiert. Wir betrachten dann die erste dieser Bewe-
gungen. Diese Bewegung B muf3 eine Vorgangerbewegung haben, die nur Objekte
aus A’ oder nur Objekte aus J;Z; Cj transportiert, da die erste Bewegung in L,
welche im Knoten s, startet, zwei Objekte aus A’ transportieren muf3, damit sie
vollbeladen ist.

Es existiert kein Knoten, an dem sowohl Aufwdrtstransporte aus A’ enden
als auch Aufwértstransporte aus [J;"; C; beginnen. Es existiert auch kein Kno-
ten, an dem sowohl Abwartstransporte aus A’ enden als auch Abwértstranspor-
te aus Ji; Cj beginnen. Also mufl die Bewegung B in die ihrer Vorgéngerbe-
wegung entgegengesetzte Richtung fahren. Also miissen in der Vorgdngerbewe-
gung von B beide Objekte abgesetzt werden. Daraus folgt aber, daff B entweder
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am Knoten sp oder s, beginnen muf3, da nur dort gleichzeitig Objekte aus A’
mit verschiedenen Richtungen enden und beginnen, oder an einem der Knoten

l]i,ri,i =1,...,n,j = 1,...,m, da nur dort gleichzeitig Objekte aus U)";] C; mit
verschiedenen Richtungen enden und beginnen. An allen diesen Knoten starten
aber entweder nur Objekte aus [J™'; Cj oder nur Objekte aus A’. Also kann auch
an diesen Knoten keine Bewegung mit einem Objekt aus (J; Cj und einem aus A’

beginnen. Also folgt die Behauptung. O

Lemma 2.1.8. Eine Aufwirtsbewegung in einem giiltigen Transport L mit Kosten c, der
nur aus vollbeladenen Bewegungen besteht, die alle Objekte in die richtige Richtung trans-
portieren, kann nicht gleichzeitig ein Objekt aus Cj und ein Objekt aus Cjr mit j # j’
enthalten.

Beweis. Angenommen es existiert eine erste Aufwartsbewegung, die ein Objekt aus
der Menge C; und ein Objekt aus der Menge Cj/,j’ # j transportiert. Wegen Lem-
ma 2.1.5 miissen beide Objekte in die richtige Richtung transportiert werden. Also

konnen nur die Objekte n];, . ,nl,n%/, . ,ni{ transportiert werden. Diese Objek-
te haben aber nur einen gemeinsamen Startknoten, wenn sie auch aus derselben
Menge C; oder Cj stammen. Also kann jede Aufwérts-Bewegung nur Objekte aus
hochstens einer der Mengen Cj,j = 1, ..., m transportieren. O

Lemma 2.1.9. Eine Abwiirts-Bewegung in einem giiltigen Transport L mit Kosten c, der
nur aus vollbeladenen Bewegungen besteht, die alle Objekte in die richtige Richtung trans-
portieren, kann nicht gleichzeitig ein Objekt aus Cj und ein Objekt aus Cjr mit j # j’
enthalten.

Beweis. Angenommen es existiert eine Abwérts-Bewegung B := (u,v,{o1,02}) in
L, wobei 07 € Cj und 0, € Cj mit j # j ist. Der Knoten u muf$ ein Knoten sein,
an dem mindestens eines der beiden Objekte 07 und o, beginnt. Und der Knoten v
muf$ ein Knoten sein, an dem mindestens eines der beiden Objekte 07 und o0, endet.
Diese Bewegung kann dann entweder an einem Knoten x%, i=1,....,,1=0,1,an
einem Knoten Ti,i =1,...,noder ri/,i =1,...,nbeginnen.

Angenommen die Bewegung B beginnt am Knoten T‘Jl An diesem Knoten en-
den aber nur Aufwértsbogen aus Cj. Also mufs der Aufzug am Knoten r{ seine
Richtung d@ndern und daher auch zwei Objekte aufnehmen, damit die Bewegung
vollbeladen ist. Am Knoten ri liegen aber nur Objekte aus der Menge Cj. Also kann
B nur Objekte aus C; enthalten, dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme. Mit
der gleichen Argumentation kann die Bewegung B auch nicht an einem Knoten

T)

!
i,1=1,...,nbeginnen.

Angenommen die Bewegung B endet am Knoten 11 An diesem Knoten kann
nur das Objekt o7 abgelegt werden. Das Objekt 0, mufi weiter abwdrts transpor-
tiert werden. Am Knoten 12 konnen aber keine Objekte liegen, die abwarts trans-
portiert werden miissen. Also kann die Folgebewegung von B keine vollbeladene
Bewegung sein. Dies darf aber nicht auftreten, also kann B nicht an einem Knoten
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11, i=1,...,nenden. Mit der gleichen Argumentation kann die Bewegung B auch
nicht an einem Knoten lil, i=1,...,nenden.
Die Knoten u und v sind also vom Typ x{, i=1,...,,1=0,1.

Die beiden Objekte 07 und o, konnen nicht sowohl gleiche Start- als auch glei-
che Endknoten haben, da ansonsten die Klauseln c; und cj» zwei gemeinsame Li-
terale haben miifSten, denn an den Knoten x{, i=1,...,n,1 = 0,1 beginnen und
enden nur Objekte aus Cj, wenn i ein Index einer Variable ist, deren Literal in c; ent-
halten ist. Im 2/3-SAT kénnen aber nicht zwei gleiche Literale gleichzeitig in zwei
verschiedenen Klauseln enthalten sein. Also miissen die beide Objekte entweder
unterschiedliche Startknoten oder unterschiedliche Endknoten haben.

. . . A%
e Wir nehmen an, o7 und o, haben zwei verschiedene Startknoten Xij und xfzz

Es enden in jedem Knoten x}, i=1,...,n,1 = 0,1, nur Abwértsbogen, die
in einem Knoten rfl,j = 1,...,m beginnen. Bégen, die im Knoten x:j enden,

)

beginnen also im Knoten = und Bogen die im Knoten x;* enden, beginnen

im Knoten r’iz. In diesen beiden Knoten enden aber keine abwaértsfithrenden

Bogen. Am Knoten T]iy oder am Knoten rL muf’ also eine Bewegung begin-

nen, die nur ein Objekt transportiert. Diese Bewegung ist daher nicht vollbe-
laden.

. . . A%
e Wir nehmen an o7 und o, haben zwei verschiedene Endknoten xi: und xfzz

Es enden in jedem Knoten x%, i=1,...,n,1=0,1nur Abwirtsbogen, die
in einem Knoten l’i,j = 1,...,m enden. Bogen, die im Knoten xf;’ beginnen,

enden also im Knoten liy , und Bogen die im Knoten xfzz beginnen, enden im
Knoten l{z. In diesen beiden Knoten beginnen aber keine abwartsfithrenden

Bogen. Am Knoten liy oder am Knoten l{z muf’ also eine Bewegung enden,
die nur ein Objekt transportiert. Diese Bewegung ist daher nicht vollbeladen.

Also mufs eine Abwirtsbewegung, die mindestens ein Objekt aus C; transportiert,
genau zwei Objekte aus C; transportieren. O

Mit den Lemmata 2.1.7, 2.1.8 und 2.1.9 folgen die ersten beiden Aussagen aus

dem Satz 2.1.6. Die dritte Aussage gilt, da zu den Knoten 11,@, i=1,...,n,j =
1,..., mnur Bégen aus C; inzident sind. Und die vierte Aussage folgt, da die durch

Cj induzierten Teilgraphen balanciert sind.

Nun konnen wir zeigen, dafl das 2/3-SAT auf ein spezielles 2-CDARP reduzier-
bar ist.

Satz 2.1.10. Es existiert genau dann eine giiltige Zuweisung von Wahrheitswerten an die
Variablen U fiir die Klauseln C, wenn das CDARP, das durch V, E, A, vo und c definiert
ist, einen Transport mit Kosten cg hat.
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Beweis. 1. Angenommen es existiert eine Zuweisung, so dafs alle Klauseln in C
wabhr sind. Dann erzeugen wir einen Transport mit Kosten ¢y wie folgt:

Das Fahrzeug wird zweimal vom Knoten sp zum Knoten s,, und zurtick fah-
ren. Beim ersten Mal, werden aber noch zusétzliche Transporte fiir die Objek-
te generiert, die fiir die Klauseln erzeugt wurden. Mit dem ersten Transport
von sp nach s,, werden die Objekte t;_1 und ty; transportiert, wenn die Va-
riable x; ,wahr” ist. Die Objekte f,;_1 und f; werden mit diesem Transport
transportiert, wenn x; ,falsch” ist. Dabei isti = 1,...,n. Zusammen mit die-
sen Objekten, werden die Objekte pi,i =1,...,3n transportiert.

Ist x; ,wahr”, dann werden beim ersten Besuch von xg tiir alle Klauseln c; in
denen das Literal x; enthalten ist, Transporte fiir die Objekte C; erzeugt. C;
ist wie in den Gleichungen (2.1) und (2.2) definiert.

Beim ersten Besuch des Knotens xz werden beide Objekte entladen, daher
konnen die entsprechenden Transporte fiir die Klauseln eingefiigt werden,
die das Literal x; enthalten. Analog wird, wenn x; = ,falsch” ist, beim er-
sten Besuch des Knotens xg fiir alle Klauseln die das Literal X; enthalten, die
entsprechenden Transporte konstruiert und eingefiigt.

Da jede Klausel ein ,wahres” Literal enthilt, werden beim ersten Erreichen
des Knotens s, alle Objekte, die fiir die Klauseln erzeugt wurden, abge-
arbeitet sein. Also werden nun zwei der Objekte 1,712, 73, 14 transportiert,
und dann die restlichen Objekte t, und f, zusammen mit den Objekten
di,1=1,...,n transportiert. Nun miissen nur noch die letzten beide Objekte
aus der Menge {11, 12, 13, T4} nach so gebracht werden, dann sind alle Objekte
transportiert worden, und der Transport enthilt nur vollbeladene Bewegun-
gen.

2. Existiere ein Transport mit Kosten c. Dieser Transport enthélt nur vollbela-
dene Bewegungen wegen Lemma 2.1.5. Also muf jedes Objekt zusammen
mit einem anderen Objekt transportiert werden. Wegen Lemma 2.1.6 miissen,
wenn der Transport fiir Klausel c; am Knoten x?z startet, p3i,—> und f;, 7 in

einer gemeinsamen Bewegung transportiert werden. Startet der Transport am

Knoten xgz dann miissen einerseits p3i,_» und ty;, 1, andererseits pzi, 1 und

t21,—1 in einer gemeinsamen Bewegung transportiert werden. Deshalb be-

kommt eine Variable x; den Wahrheitwert ,falsch”, genau dann, wenn p3;_»
und f,;_1 in einer gemeinsamen Bewegung transportiert werden. Andernfalls
bekommt eine Variable x; den Wahrheitwert ,wahr” zugewiesen. Da nun das

CDARP so konstruiert ist, dafy ein Transport fiir eine Klausel nur an Knoten

beginnt, die einem Literal entsprechen, welches mit der entsprechenden Be-

legung den Wahrheitswert ,wahr” hat, ist diese Zuweisung giiltig fiir das
2/3-SAT.

O

Damit und mit der Polynomialitdt der Transformation ist auch der Satz 2.1.4
bewiesen.
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2.2 Balancieren

Das Balancieren eines Graphen ist ein wichtiges Konzept zum Ermitteln unterer
Schranken fiir das DARP aber auch das CDARP auf Baiumen und Pfaden. Es beruht
auf der Tatsache, dafd jede Kante in Baumen kritisch ist. Deshalb muf3 jede Kante
in einer Tour gleich oft in die eine Richtung wie in die andere Richtung tiberquert
werden. Fiir das DARP auf Biumen wurden balancierende Mengen in [6, 16] unter-
sucht und fiir das CDARP auf Pfaden in [22].

Wir betrachten hier wiederum nur Graphen, die Pfade sind.

Mit L(1, r) bezeichnen wir den induzierten Teilgraphen von G, der die Knoten 1
und r und alle in dem Weg von dem Knoten 1 zu dem Knoten r in G enthalt. Ist S
eine Menge von Objekten, und sind L(1y,71), L(12,12) zwei disjunkte Teilgraphen,
dann ist fg ([l1,11], [l2,72]) die Anzahl der Objekte in S, die von einem Knoten in
L(11,71) zu einem Knoten in L(1,,72) transportiert werden miissen. Ist S = A, so
schreiben wir auch nur f statt fs. Besteht der Graph L(1y, r1) nur aus einem Knoten,
gilt also 11 = 1y, so schreiben wir auch statt fs ([l1, 11], [l2, 12]) einfach fs (11, [12, r2]),
bzw. statt fs ([lo, 12, [11, 11]) einfach fs ({12, 2], 14).

Seifiirve V\{n}
Ay = max{[f([1,v], v+ 1,n])/k], [f(lv+ 1,n],[1,v]) /k], 1}

Das ist die minimale Anzahl der Uberquerungen der Kante (v,v + 1) durch den
Aufzug mit Kapazitit k in einem giiltigen Transport. Eine untere Schranke fiir das
CDARP ist die Fluf$-Schranke. Es gilt, dafs

n—1
Cflow = 2 Z 7\i
i=1

eine untere Schranke fiir das CDARP ist. Darauf gehen wir im Abschnitt 2.5 genauer
ein.

Definition 2.2.1. Wir nennen eine Instanz des CDARP auf einem Pfad, die durch
das Tupel (V,E, A, c, 0, k) gegeben ist, balanciert, wenn fiir jede Kante (v,v+1) € E
gilt, daf3
f(0,v,v+1,nl)  f(lv+1,n],[1,v])
k N k

= A

ist.

Jede Kante wird also von einem Vielfachen von k Bogen iiberdeckt. Die An-
zahl der Aufwértsbogen, die eine Kante iiberdecken, ist gleich der Anzahl der
Abwdértsbogen, die diese Kante iiberdecken. Und jede Kante wird von mindestens
einem Bogen tiberdeckt.

Man findet leicht zu einer nicht balancierten Instanz eines CDARP auf einem
Pfad eine Menge von Bogen S, so daf8 (V,E,A U S, c, 0, k) balanciert ist. Man mufs
nur fiir jede Kante (v,v + 1),v € V \ {n} soviele Elementarbogen (v,v + 1) oder
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(v + 1,v) hinzuftigen, bis fiir diese Kante f([1,v],[v+ 1,n]) = f([v+ 1,n],[1,v]) =
nik,ny € No gilt. Bei einer geeigneten Speicherung der Daten kénnen wir also in
O(n) die A,,v € V\ {n} bestimmen und dann in O(m), wobei m die Anzahl der
Kanten der balancierten Instanz des CDARP ist, die fehlenden Kanten hinzuftigen
(siehe [22]).

Das Balancieren eines CDARP auf dem Pfad hat also eine Zeitkomplexitidt von
O(m+mn).Dabeiistm =|AU S|und n =|V/|.

Wir konnen die Balanciertheit einer Instanz eines CDARP auch noch anders cha-
rakterisieren:

Lemma 2.2.2. Folgendes ist dquivalent:

1. 3T (v) =8 (v) fiirallev e V
2. f(,vl,v+1,n]) =f(lv+1,n],[1,v]) fiiralleve V\{n}

Beweis. Gelte die 1. Aussage der Behauptung. Wir definieren x(v,w) =
{ie A:(if,i7) = (v,w)}|. Dann gilt

f([1,v],[v+1,n]) Zé+ ZZX(V»W) (2.3)

i=1 j=I

= Z 5 (1) —) ) x(v,w) (2.4)
i=1

i=1 j=1
= f(v+1,n],[1,v]) (2.5)

Fiir die Riickrichtung definieren wir: Sei A" C A die Menge der Aufwirtsbogen
und A, C A die Menge der Abwirtsbogen, die nicht zum Knoten v inzident sind
und die Kanten (v — 1,v) und (v,v + 1) tiberdecken. Sei B, die Menge der zum
Knoten v inzidenten Bogen. Dann gilt fiir alle Knotenv € V \ {1,n}:

fp, ([1,v —1,v]) = fa(ll,v = 1], [v,n]) — | (2.6)

g, (v, [1,v—1]) = fa(lv,n], [1 v—1]) - (2.7)

fg, (v, v+ 1,n]) =fa(l1,v], v+ 1,n]) — |AJ| und (2.8)

fg, (v +1,n,v) =fa(lv+1,n],[1,v]) — |A] ]| (2.9)

Daraus folgt fiir alle Knoten v € V\ {1,n}:
§T(v) =fg, (v, v+ 1,n]) + g, (v,[1,v—1]) (2.10)
=fA([1,V], v+ 1,n]) — |AS]| +fallv,n], 1,v = 1]) — |A, | (2.11)
und

6 (v) =fg, (1,v—=1,v]) + g, ([v+ 1,n],v) (2.12)

=falv+1,n],0,v]) —

AS|+falll,v =11 v,n]) —|A7] (2.13)
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und fiir die Knoten 1 und n gilt

57 (1) =1fa(1,[2,n]), (2.14)
3T(1) =fa(l2,m], 1), (2.15)
0 (m) =fa(n,[1,n—1]) und (2.16)
St(m) =fa([l,n—1],1) (2.17)

Gelte nun die 2. Aussage, also fiir allev € V\ {n}
falll,vl,v+1,n]) =fallv+1,n],[1,v]). (2.18)

Dann folgt fiir allev € V\ {1,n}:

(2.11)

5 (v) = AL v+ 1) — AL+ fa(e,nd, [Ty —1) = |A;] (219)
I (v 1m0, [0 — [AS ]+ Fall,v = 10, vynl) — Ay ] (2.20)
@2 5—(v) 2.21)

Fir v € {1,n} folgt die 1. Aussage aus den Gleichungen (2.14) bis (2.17) und der
Annahme (2.18). OJ

Aus dem Lemma 2.2.2 folgt auch, daB fiir balancierte Probleme 61 (v) = 8~ (v)
fiir alle v € V gilt.

Korollar 2.2.3. Fiir ein DARP (V, E, A, ¢, s) sind folgende zwei Aussagen dquivalent:

1. 8t(v) =87 (v) fiirallev € V und f([1,v],[v+ 1,nl) > 0 fiirallev € V\ {n},

2. (V,E, A, c,s) ist balanciert.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Lemma 2.2.2. O

2.3 DARP auf Pfaden ist polynomial 16sbar

In diesem Abschnitt vollziehen wir ein Resultat von Atallah und Kosaraju [6]
nach. Wir betrachten das (nicht-prdemptive) DARP, dessen unterliegender Graph
G = (V,E) ein Pfad ist. Auf solchen Instanzen des DARP gibt es den polynomialen
Algorithmus OPTPATH, der das Problem 16st. Genauer gesagt, 16sen wir mit diesem
Algorithmus das zu einem DARP gehdrige Graph-Augmentations-Problem, wie es
in der Definition 1.3.2 gegeben ist.

Das DARP interessiert uns, da es einerseits als ein Spezialfall des CDARP gese-
hen werden kann. Andererseits werden wir spéter (in Abschnitt 2.7) einen Algo-
rithmus vorstellen, der das CDARP auf Pfaden auf ein DARP auf Pfaden reduziert.
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Wir wollen annehmen, dafl V nur Knoten enthilt, zu denen mindestens ein
Bogen aus A adjazent ist. Ist dies nicht der Fall, entfernen wir alle Knoten v aus
V, zu denen kein Bogen aus A adajzent ist und ergdnzen dann fiir Bogen (v, uy)
und (v,uz), uy # u, einen Bogen (uq,u;). Die Kosten setzen wir auf c(uy,uy) =
c(v,uq) + c(v,uy).

Eine Instanz des DARP ist balanciert (siehe auch Korollar 2.2.3), wenn jede Kan-
te aus E von mindestens einem Bogen und gleich vielen Bégen aus D und D™
tiberdeckt wird. Wir kénnen jede Instanz eines DARP zu einer balancierten Instanz
ergidnzen, indem wir eine Menge von Elementarbogen S zu A hinzufiigen. Das
Balancieren erhoht die Kosten der optimalen Losung nicht. Ist G ein Pfad so ist
das Balancieren trivial, man muf$ nur fiir jede Kante (v,v + 1),v € V \ {n} so-
viele Elementarbogen (v,v + 1) oder (v + 1,v) hinzuftigen, bis fiir diese Kante
f([1,v], v+ 1,n]) =f([v+1,n],[1,v]) > 0 gilt.

Der Algorithmus OPTPATH benutzt den Komponentengraphen G[A U S] =
(V, ﬁ). Dieser Graph wird wie folgt konstruiert: Sei V die Menge der stark zusam-
menhédngenden Komponenten G; in G[A]. Fiir jeden Knoten v € V, der nicht in
einer der Zusammenhangskomponenten enthalten ist, fiigen wir einen Knoten G;
zu V hinzu. Eine Kante zwischen zwei Knoten G; und G; aus V fiigen wir zu £
hinzu, wenn im Graphen G[A] eine Kante existiert, die einen Knoten aus G; mit
einem Knoten aus Gj verbindet. Die Kosten dieser Kanten werden auf die Kosten
der kiirzesten Kante, die G; und Gj verbindet, gesetzt.

Die Zusammenhangskomponenten eines Graphen und damit auch den Kom-
ponentengraphen G kann man mit Tiefensuche in linearer Zeit ermitteln [13].

Die Anzahl der Kanten in G[A] ist hochstens [E|, also die Anzahl der Kanten
im urspriinglichen Graphen G. Ist G ein Baum (oder auch ein Pfad), gibt es also
hochstens n — 1 Kanten in G[A].

Vorbedingung: Gegeben seien eine Menge von Knoten V, eine Menge von Kanten
E und eine Menge von Bégen A {iber V, so dafs G = (E, V) ein Pfad ist und zu
jedem Knoten in V mindestens ein Bogen aus A adjazent ist. Aufserdem haben
wir eine Kostenfunktion c auf E U A.

Berechne eine Menge von balancierenden Elementarbdgen S.

Konstruiere den Graphen der Zusammenhangskomponenten G[AUS] = (V, ).
Berechnen einen minimalen aufspannenden Baum T von G.

Sei N = (). Fiige fiir jede Kante in T ein Paar von antiparallelen Bogen zwischen
den Endpunkten der zugehorigen Kante in E zu N hinzu.

5: Gib die Menge S U N aus.

Algorithmus 1: OPTPATH

Im folgenden beweisen wir analog zu [6], dafs OPTPATH eine minimale Menge
S U N berechnet, die den Digraphen D = (V, A) eulersch macht.

Definition 2.3.1 (Einbettung). Sei G = (V,E) ein Graph und D = (V,A) ein Di-
graph. Eine Multimenge B von Bogen ist eine Einbettung von B in E, wenn
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1. fiir jeden Bogen a € A mit (a™,a”) = (u,v) ein Pfad P, in B von u nach v
existiert und

2. die Menge von Bogen B die disjunkte Vereinigung aller dieser Pfade ist, also
B =Jgea Pa-
Lemma 2.3.2. Ein Digraph ist eulersch, wenn er balanciert und zusammenhiingend ist.

Beweis. Aus Lemma 2.2.2 folgt, dafl 5" (v) = & (v) fiir alle v € V gilt, wenn der
Graph balanciert ist. Wenn er nun noch zusammenhéngend ist, ist er nach dem
Satz von Euler [13] eulersch. O

Satz 2.3.3. Der Algorithmus OPTPATH findet eine kostenminimale Multimenge S* von
Bogen, so daf$ (V, A U S*) eulersch ist.

Beweis. Die Menge SUN UA ist eulersch, da sie zusammenhéngend und balanciert
ist. Da sie balanciert ist, gilt namlich fiir alle Knoten v € V, dal 6*(v) = 6~ (v) ist.
Deshalb erzeugt OPTPATH eine zuldssige Losung.

Es bleibt noch die Optimalitdt der Losung zu zeigen. Sei S* eine beziiglich c
minimale Menge von Bogen, so daf$ A U S* eulersch ist und S C S* gilt. Dann ist
N* = §*\ S eine Menge von Bogen, die die Komponenten von G[A U S] zu einem
stark zusammenhédngenden Graphen ergdnzt. Da A U S balanciert ist und G[A U S*]
eulersch und damit auch balanciert ist, konnen wir daraus schliefSen, dafs auch N*
balanciert ist. Da G = (V,E) ein Pfad ist, ist jede Kante in E eine kritische Kan-
te. D.h. durch Entfernen einer beliebigen Kante zerféllt G in mehrere Zusammen-
hangskomponenten. Daraus folgt, dafd die Einbettung von S* \ S in E aus Paaren
von antiparallelen Bgen besteht. Die Kanten in G[A US| traversiert von den Bogen
in der Einbettung von $* \ S in E verbinden alle Knoten in G und sind damit eine
Obermenge eines aufspannenden Baums. Die Kosten von N* sind deshalb min-
destens doppelt so grof3, wie die Kosten eines minimalen aufspannenden Baumes
von G[A U S]. Da die Multimenge N, die von dem Algorithmus OPTPATH konstru-
iert wird, genau die doppelten Kosten eine MST haben, ist S U N eine optimale
Losung. O

Eine balancierende Menge fiir G = (V,E),D = (V, A) kann in O(n + m) berech-
net werden (Abschnitt 2.2). Ebenso kann der Graph der Zusammenhangskompo-
nenten in O(n+m) Zeit berechnet werden. Das Berechnen eines MST eines Baumes
mit q Knoten kann in O(mlog(n, q)) Zeit durchgefiihrt werden [18]. Dabei ist
B(n, g) = min{i : log; n < n/q} eine sehr langsam wachsende Funktion. Insgesamt
ist die Zeitkomplexitdt von OPTPATH also in O(n 4+ mlog 3(n, q)).

2.4 Prdaemptives CDARP auf Pfaden

In diesem Abschnitt stellen wir einen Algorithmus von Guan [22] fiir das praempti-
ve CDARP auf Pfaden vor, der dieses Problem in polynomialer Zeit optimal 16st. Da-
bei sind die Kosten einer optimalen Lésung einer Instanz des praemptiven CDARP
auf Pfaden gleich seiner Flufi-Schranke.
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2.4.1 Beschreibung des Algorithmus

Man kann fiir das CDARP einen optimalen praemptiven Transport in polynomialer
Zeit berechnen. Dies geschieht fiir balancierte Instanzen des CDARP durch den in
diesem Abschnitt beschrieben Greedy-Algorithmus FIRSTMOVE. Man kann aber
auch fiir nicht-balancierte Instanzen eines CDARP optimale Losungen ermitteln,
indem man zuerst das CDARP balanciert, auf der neuen Instanz mit FIRSTMOVE
einen optimalen Transport ermittelt und dann aus diesem Transport die zum Ba-
lancieren eingefiigten Bogen wieder entfernt. Da das Balancieren die Kosten der op-
timalen Losung nicht erhoht, bleibt die so erhaltenen Losung fiir nicht-balancierte
Instanzen optimal.

Der Algorithmus FIRSTMOVE wéhlt am aktuellen Knoten eine beliebige Teil-
menge der Auftrdge, die in die aktuelle Richtung transportiert werden sollen und
transportiert diese an ihr Ziel. Gibt es nicht gentigend Objekte, die in die aktuel-
le Richtung transportiert werden sollen, werden alle Objekte abgeladen und die
Richtung gedndert. Guan [22] zeigt, daf’ dieser Algorithmus eine Folge von vollbe-
ladenen Bewegungen erzeugt, die alle Objekte nur in die richtige Richtung trans-
portieren, und die im gleichen Knoten anfangt und endet. Diesen Beweis geben wir
in leicht modifizierter Form wieder.

Dieser Algorithmus ist, wie wir spéter erldutern, nicht auf Herlitz tibertragbar,
sein Verstandnis tragt aber zum Verstandnis der Strukturen des nicht-praemptiven
CDARP bei.

Vorbedingung: Das Problem ist balanciert, v ist der Knoten, an dem der Aufzug
startet.
Liefert: x = v, das Problem ist balanciert.

1: x :==v;M = ();d := ,aufwirts”; Dabei ist x der Knoten an dem sich der Aufzug
befindet, M die Menge der Objekte im Aufzug und d die aktuelle Richtung des
Aufzugs.

2: Solange es Objekte am Knoten v gibt :

3:  Sei T eine Menge von Objekten am Knoten x, die in Richtung d transportiert

werden sollen;
Wenn |T U M| > k Dann
Wahle k — [M| Objekte aus T und fiige sie zu M hinzu;
6: Sei W die Teilmenge von Objekten aus M, deren gemeinsamer Zielknoten
y am nédhesten bei x liegt;
: Erzeuge eine Bewegung (x,y, M);
8: Lege die Objekte aus W beiy ab; M := M\ W;x :=y;

9:  Sonst
10: Lege alle Objekte aus M bei x ab; M = ();
11: Andere die Richtung d;

122 Ende Wenn
13: Ende Solange

Algorithmus 2: FIRSTMOVE (v)

Dieser Algorithmus kann nun benutzt werden, um einen optimalen Transport,




2.4 PRAEMPTIVES CDARP AUF PFADEN 39

also eine Folge von Bewegungen mit minimalen Kosten, zu erzeugen, die alle Ob-
jekten von ihren Start- zu ihren Zielknoten bringt.

Dies erfolgt durch den Algorithmus STARTATENDS. Er ruft FIRSTMOVE fiir die
Knotenv = 1,2,...,n — 1 auf, wenn Objekte am Knoten v transportiert werden
miissen. Die nacheinander erzeugten Bewegungen W werden in den Transport Q
eingefiigt.

1: Q:= 0;

22 Vonv=1bisn—1:

3:  Wenn Objekte am Knoten v existieren Dann

4 rufe FIRSTMOVE (v) auf;

5: Sei W die Folge von Bewegungen, die von FIRSTMOVE (v) erzeugt wurde;
6 Fiige W zu Q hinzu;

7. Ende Wenn

8: Ende Von

Algorithmus 3: STARTATENDS

Das Einftigen der Folge von Bewegungen W in den Transport Q im Schritt 6 des
Algorithmus STARTATENDS muf noch genauer erldutert werden. W wird wie folgt
in Q eingefiigt: Ist Q = (), dann sei Q := W, ansonsten sei (xi, xi+1, M) die letz-
te Bewegung welche am Knoten v vorbeifiihrt. Ersetze dann (x4, xi+1, M) durch
(x1,v, M) und (v, xi+1, My), wenn xi41 # v. Flige den Transport W nach der Bewe-
gung (xi,v, Mj) ein.

2.4.2 Korrektheit

Wir zeigen zunéchst, dafs FIRSTMOVE Folgen von vollbeladenen Bewegungen kon-
struiert, mit denen alle Objekte in die richtige Richtung transportiert werden.

Sei
wlh = f([1,v],[v+1,n]) und

py = f(v+ 1,01, [1,v])).

Dies sind Zahler, wieviele Bogen aus A eine Kante (v,v + 1) € E {iberdecken.
Dabei ist i die Anzahl der Aufwirtsbogen, die (v,v + 1) iiberdecken und p;, die
Anzahl der Abwartsbogen.

Lemma 2.4.1. Wenn das Problem balanciert ist, dann gilt fiir jeden Knotenv € V

1. f(,v—=1,,v) > f(v,iv+1,n]) = f(v,[1,v—1]) > k und

2. f(lv+1,nl,v) >f(v,[1,v—=1]) = f(v,[v+1,n]) > k
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Beweis. Seien e; = (v—1,v) und e; = (v,v + 1) die beiden zu v inzidenten Kanten.
Dann folgt nach Definition

o =f(00,v=1,v)+f([1,v=1,,[v+1,n]) (2.22)
=T, [L,v—=1)+f([v+1,n],[1,v—-1]) (2.23)
wh =fv,v+1,n)+f([1,v—1,[v+1,n]) (2.24)
u, =f(v+1,nlv)+f(v+1,nl[1,v—1]). (2.25)

Da wir nur balancierte Instanzen des Problems betrachten gilt u;) = p, = kA, fiir
jede Kante (v,v + 1) € E. Deshalb gilt

f(1,v—=1,v)+1f([1,v—=1], v+ 1,n]) =f(v,[1,v—1])

(2.26)
+f(v+1,nl,[1,v—1]) = kA1
fv, v+ T1,n]) +f([1,v=1, v+ 1,n]) = f([v+1,n],v) (2.27)
+f(v+1,n],[1,v—1] =kA, )
Nun ziehen wir die Gleichung (2.27) von der Gleichung (2.26) ab:
f([]yv_ ]]v\)) —f(\}, [\)+ ])n]) = f(v) [])V_ ]]) —f([\)—}— ],Tl],V)
=k(Av—1 —Ay) (2.28)
Ist f(v,[1,v —1]) > f(v, [v+ 1,n]), dann folgt aus (2.28):
f(\)) [1,\) - 1]) - f([\) + 1,11],\)) - k()\vf‘l - )\V)
=1([1,v—=1],v) — f(v,[v+1,1])
>0 (2.29)

Ist f(v,[1,v —1]) > f(v, [v+ 1,n]), dann folgt aus (2.28) multipliziert mit (—1):

—f(v, [1l,v =11 + f([v+1,n],v) = k(=A,_1 +A,)
=—f([1,v—=1,,v) + f(v,[v+1,n])
>0 (2.30)

Da nun nach Definition f([v + 1,n],v) > 0 und f([1,v — 1],v) > 0, folgt aus den
Ungleichungen (2.29) und (2.30) das Lemma. OJ

Lemma 2.4.2. Ist die Instanz des Problems balanciert, dann erzeugt der Algorithmus
FIRSTMOVE (v) fiir Knoten v mit f(v, [1,v — 1]) > k oder f(v,[v + 1,n]) > k eine nicht
leere Folge von vollbeladenen Bewegungen, die am Knoten v startet und endet. AufSerdem
wird kein Objekt in die falsche Richtung transportiert.

Beweis. Die Folge von Bewegungen ist nicht leer, da nach Voraussetzung entweder
f(v,[1,v —1]) oder f(v, [v+ 1,n]) beim Aufruf des Algorithmus nicht kleiner als k
ist.
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Wir nehmen nun an, dafs im Verlaufe des Algorithmus die Richtung d gleich
,abwiérts” sei und der aktuelle Knoten x # v. Der Algorithmus FIRSTMOVE erzeugt
nur vollbeladene Bewegungen. In jeder Bewegung (x,y, M), die der Algorithmus
erzeugt, gibt es eine Teilmenge () # W C M von Objekten, deren Zielknoten vy ist.

Angenommen es tritt der Fall ein, daf in Schritt 4 des Algorithmus FIRSTMOVE
bei der ,Wenn”-Abfrage [T U M| < k ist. Das bedeutet, dafs am Knoten x und im
Aufzug zusammen nicht gentigend Objekte vorhanden sind, um den Aufzug mit
Objekten, die in die aktuelle Richtung d transportiert werden miissen, voll zu be-
laden. Dieser Fall tritt auf, wenn [W| > [T] ist (W ist die Menge aus Schritt 6 des
Algorithmus FIRSTMOVE), wenn also mehr Objekte aus dem Aufzug am Knoten
x abgeladen werden miissen, als dort zum Weitertransport zur Verfiigung stehen.
Dies bedeutet also, dafd zu diesem Zeitpunkt f([x + 1,n],x) > f(x, [1,x — 1]) gilt.

Wire nun das Problem zu diesem Zeitpunkt balanciert, wiirde mit dem Lem-
ma 2.4.1 folgen, daf$ f(x, [x + 1,1n]) > kn; fiir ein n1 € N- gilt. Das heifit, wenn
ITUM| < k gilt, miissen mindestens k Objekte am Knoten x liegen und aufwaérts
transportiert werden.

Am Anfang ist das Problem balanciert. Nach einigen Bewegungen muf$ das Pro-
blem jedoch nicht mehr balanciert sein. Angenommen wir befinden uns nach eini-
gen Bewegungen am Knoten x. Dann gilt fiir alle Kanten im Teilgraphen L(v,x),
dafl u = pi — kist, da der Aufzug die Kante (v, v + 1) einmal mehr aufwarts als
abwarts tiberquert hat und jede Bewegung des Aufzugs vollbeladen ist. Wenn wir
also eine Menge S von k Objekten mit Startknoten v und Zielknoten x zum Problem
hinzufiigen wiirden, dann wére das Problem wieder balanciert.

Nun kann aber keines der k Objekte, die wegen Lemma 2.4.1 am Knoten x liegen
miissen, eines der Objekte in S sein, da alle Objekte in S am Knoten v liegen. Also
konnen wir das Lemma 2.4.2 tatsdchlich anwenden.

Analog konnen wir zeigen, daf$ mindestens k Objekte am Knoten x liegen, die
abwdrts transportiert werden miissen, wenn x # v und d gleich ,aufwarts” ist.
Deshalb muf3 auch am Ende von FIRSTMOVE x gleich v sein.

Da der Aufzug nur vollbeladene Bewegungen durchgefiihrt hat, die kein Ob-
jekt in die falsche Richtung transportiert haben, und am Ende wieder an sei-
nem Startknoten angekommen ist, muf$ fiir (V,E, A) nach Abarbeiten des Algo-
rithmus wieder gelten, dal ein n € N existiert, so da8 [f([1,v],[v+1,n])] =
[f([v+1,n],[1,v])] =nkfur allev € V\ {n} gilt. O

Nun sehen wir uns den in Abbildung 3 definierten Algorithmus STARTATENDS
an.

Satz 2.4.3. Angenommen, der Startknoten o ist einer der Endpunkte des Pfades G. Eine
Instanz eines priemptiven CDARP auf einem Pfad hat genau dann als optimale Losung
einen Transport, der nur aus vollbeladenen Bewegungen besteht und der jedes Objekt von
seinem Startknoten in Richtung seines Zielknoten transportiert, wenn die Instanz balan-
ciert ist.
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Beweis. Wenn das Problem einen Transport als Losung hat, der nur aus vollbela-
denen Bewegungen besteht und der jedes Objekt von seinem Startknoten in Rich-
tung seines Zielknoten transportiert, dann gilt fiir jede Kante (v,v 4+ 1) € E, daf3
ud = u, = kA, ist. Also ist das Problem balanciert.

Angenommen das Problem sei balanciert. Dann erzeugt der Algorithmus
FIRSTMOVE wegen Lemma 2.4.2 nur Bewegungen mit den geforderten Eigenschaf-
ten. Also ist es klar, dafy auch der Algorithmus STARTATENDS nur solche Bewegun-
gen erzeugt.

Da jeder giiltige Transport jedes Objekt von seinem Start- zu seinem Zielknoten

transportieren muf ist
c(A)
k

eine untere Schranke fiir die Kosten jeder Losung. Da dies aber auch genau die
Kosten eines Transportes sind, der nur aus vollbeladenen Bewegungen besteht, die
kein Objekt in die falsche Richtung transportieren, ist die Losung, die der Algorith-
mus STARTATENDS findet, optimal. O

Den Beweis fiir die Polynomialitét (eigentlich sogar Linearitadt) des Algorithmus
fiihren wir ein wenig anders als in [22].

Lemma 2.4.4. Nach Ausfiihrung des Algorithmus FIRSTMOVE in Schritt 4 des Algorith-
mus STARTATENDS ist A, = O fiir alle Knoten v/ < v.

Beweis (mit vollstindiger Induktion). Ist v = 1, dann liegen nach Aufiihrung des Al-
gorithmus FIRSTMOVE (v) keine Objekte mehr am Knoten 1, da der Algorithmus
nach Lemma 2.4.2 am Knoten v endet, und der Algorithmus nur terminiert, wenn
keine Objekte mehr am aktuellen Knoten liegen. Da das Problem auch nach der
Ausfithrung des Algorithmus FIRSTMOVE balanciert ist, diirfen auch keine Objek-
te mehr zum Knoten 1 transportiert werden. Also ist A1 = 0.

Induktionsschritt (v — v + 1): Nach Induktionsvorraussetzung ist A, = 0 fiir
alle v/ < v. Es werden also keine Objekte zu Knoten transportiert oder von Knoten
abgeholt, die unterhalb des Knotens v liegen. Da nach Beenden des Algorithmus
FIRSTMOVE (v) keine Objekte mehr am Knoten v liegen und wegen der Balanciert-
heit des Problems auch keine Objekte mehr zum Knoten v transportiert werden, ist
auch A, = 0. O

Satz 2.4.5. Wir finden eine optimale Losung des priemptiven CDARP auf einem Pfad in
O(n + m) Zeit, wenn der Startknoten einer der beiden Endknoten des Pfades ist.

Beweis. Ein Problem kann in O(n + m) Zeit balanciert werden. Fiir die balancierte
Version finden wir mit dem Algorithmus STARTATENDS eine optimale Losung. Ei-
ne optimale Losung des urspriinglichen Problems finden wir dann aus der Losung
des balancierten Problems durch Loschen der Objekte, die nicht im urspriinglichen
Problem enthalten sind. Die Anzahl der erzeugten Bewegungen des Algorithmus
STARTATENDS ist hochstens m +n — 1, da in jeder Bewegung entweder minde-
stens ein Objekt zu seinem Zielknoten gebracht wird, oder die Bewegung durch
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das Einfiigen einer Folge von Bewegungen entstanden ist, was hochstens (n — 1)-
mal geschieht. Das Ermitteln einer Bewegung kann in konstanter Zeit durchgefiihrt
werden, wenn wir zu Beginn des Algorithmus die Auftrdge an jedem Knoten mit
Bucket-Sort (also in O(m) Zeit) nach Zielknoten sortieren. Also ist die Laufzeit des
Algorithmus in O(n 4+ m). OJ

2.4.3 Anwendbarkeit auf das Herlitzproblem

Dieser Algorithmus ist auf das Herlitzproblem nicht unmittelbar anwendbar. Ei-
nerseits kann er nur innerhalb der Auftrdge, die in eine Richtung transportiert wer-
den miissen, im Schritt 5 des Algorithmus FIRSTMOVE auswéhlen, welche Objekte
transportiert werden sollen. Durch die FIFO-Prdzedenzen konnte es aber passieren,
daf3 der vorderste Auftrag an einem Stockwerk in die falsche Richtung transportiert
werden mufS. Dann scheitert der Algorithmus.

Ein anderes Problem ist die Prademption. Wird ein Objekt ausgeladen, so kann es
im Herlitz-System nur auf einer Seite abgeladen werden und kann erst wieder ein-
geladen werden, wenn es auf die andere Seite des Aufzuges transportiert worden
ist.

Auflerdem mufs in einem praemptiven Transportplan der Aufzug hédufig anhal-
ten und Objekte ein- und ausladen. Bei den Aufziigen des Herlitz-Systems dau-
ert aber das Anhalten und Anfahren des Aufzugs deutlich linger als das Uber-
winden der Entfernung zwischen zwei Stockwerken. Die Losung des praempti-
ven Problems ist also fiir das eigentliche Problem ohne Praemption und mit Start-
/Stopzeiten ziemlich schlecht.

2.5 Untere Schranken

Wir haben im Abschnitt 2.1 gesehen, daf8 das 2-CDARP auf einem Pfad bereits N/P-
schwer ist. Da deshalb kein polynomialer Algorithmus zu erwarten ist, der das
CDARP optimal 16st, wollen wir zunéchst untersuchen, welche Kosten ein giilti-
ger Transport eines CDARP auf einem Pfad mindestens verursacht. Wir werden in
diesem Abschnitt eine untere Schranke fiir das CDARP auf einem Pfad, die Fluf3-
Schranke, vorstellen.

Jede Kante (v,v+1) von G muf$ in einem giiltigen Transport mindestens 2A,-mal
tiberquert werden. Dies liegt daran, daf$ A, die Mindestanzahl der Uberquerungen
der Kante (v,v + 1) in eine bestimmte Richtung ist und der Aufzug jede Kante
genauso oft aufwérts wie abwarts iiberqueren muf3, da Start- und Zielknoten eines
giiltigen Transports gleich sind.

Dadurch ergibt sich eine untere Schranke fiir das praemptive wie auch das
nicht-praemptive CDARP. Diese Schranke nennen wir Fluf$-Schranke. Sie ist defi-

niert durch
n—1

Cllow ‘= ZZ?\VC(V,V—I— 1).

v=1
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Abbildung 2.5: Beispiel fiir eine Instanz und ihre Losung des nicht-praemptiven
3-CDARP, deren minimale Kosten durch Balancieren steigen.
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Abbildung 2.6: Instanz des 3-CDARP, die aus derjenigen in Abbildung 2.5 durch
Balancieren entsteht.

In einem balancierten Problem wird diese Fluf3-Schranke durch einen Transport,
der nur aus vollbeladenen Bewegungen besteht, die Objekte nur in die richtige
Richtung transportieren, genau erreicht. Da aber ein solcher Transport fiir das
praemptive CDARP auf einem Pfad immer konstruiert werden kann, wie wir in
Abschnitt 2.4 gsehen haben, ist die Fluf3-Schranke auch immer gleich den Kosten
einer optimalen Losung. Das Balancieren erhoht also die Kosten eines optimalen
prdemptiven Transports nicht.

Dies gilt aber nicht fiir den nicht-praemptiven Fall. Dies liegt im wesentlichen
an zwei Griinden. Einerseits gibt es Instanzen des nicht-praemptiven CDARP, deren
minimale Kosten sich durch Balancieren erhéhen. In der Abbildung 2.5 sieht man
ein Beispiel fiir diesen Fall. Dies liegt daran, dafy im optimalen Transport Bewe-
gungen enthalten sind, die Objekte, deren Zielknoten {iber dem Startknoten liegen,
abwirts transportieren. Objekte werden also sozusagen in die ,falsche” Richtung
transportiert. Dadurch werden diese Objekte mehrmals iiber dieselbe Kante trans-
portiert. Will man aber in einer balancierten Instanz des CDARP einen Transport mit
Kosten finden, die nicht hoher als die Fluf3-Schranke sind, so darf dieser Transport
nur Bewegungen enthalten, die Objekte in die richtige Richtung transportieren.

Andererseits gibt es Instanzen mit mehreren Zusammenhangskomponenten im
Digraphen D. In diesen kommen fiir einen nicht-prdemptiven Transport zu den

/// //% W

Abbildung 2.7: mogliche optimale Losungen fiir Abbildung 2.6
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Abbildung 2.8: 3-CDARP mit zwei Zusammenhangskomponenten.

Kosten der Flufi-Schranke noch die Kosten fiir die Fahrten zwischen den Zusam-
menhangskomponenten hinzu. Im praemptiven balancierten Instanzen des CDARP
bendtigt man solche Fahrten nicht, da man Objekte an jedem beliebigen Knoten ab-
laden kann, also Bewegungen an jedem beliebigen Knoten beenden kann. Und in
balancierten Instanzen ist der unterliegende Graph immer zusammenhéngend. Im
nicht-praemptiven CDARP hingegen, kann man aber Objekte nur an ihrem End-
knoten ablegen. Ein Beispiel fiir diesen Fall ist in der Abbildung 2.8 dargestellt.

Nun betrachten wir nur stark zusammenhangende balancierte Teilgraphen des
Auftragsgraphen. Angenommen eine Bewegung eines Transports endet an dem
Knoten v. Ist nun A,_7 > A,, so enden am Knoten v mehr Auftrdge, als dort begin-
nen. Tritt nun der Fall auf, dafl wéahrend eines nicht-prdemptiven Transports am
Knoten v weniger als k Objekte abgeladen werden, aber nicht geniigend Objekte
tiir eine vollbeladene Bewegung in die aktuelle Richtung zur Verfiigung stehen, so
tiberschreiten die Kosten dieses Transports die Fluf3-Schranke. Es gibt aber Instan-
zen des nicht-prademptiven CDARP, wo sich diese Situation nicht vermeiden 1df3t. In
der Abbildung 2.8 ist dieser Fall dargestellt. Startet der Aufzug am Knoten 1 mit ei-
ner vollbeladenen Bewegung, so ladt er am Knoten 3 zwei Auftrdge ab, kann aber
keine neuen in Aufwirtsrichtung aufladen. Also ist hier die Flu3-Schranke nicht
scharf. Entweder muf3 die Kante (1, 2) mit einer nicht voll-ausgelasteten Bewegung
tiberquert werden oder die Kante (3,4). Die Objekte in die Riickrichtung kénnen
dabei beliebig verteilt sein.

2.6 Heuristiken fiir CDARP

Die in den vorigen Abschnitten untersuchten optimale Algorithmen fiir das DARP
und das praemptive CDARP auf Pfaden reichen, wie wir gesehen haben, nicht aus,
um gute Transportpldne fiir Mehrplatz-Aufziige zu ermitteln. Daher untersuchen
wir nun Heuristiken, die einen giiltigen Transport fiir das CDARP auf Pfaden er-
mitteln.

Eine Moglichkeit einen Transport zu erzeugen besteht darin, die Kapazitit auf
Eins zu setzen, und das Problem als DARP zu 16sen. Denn jeder giiltige Transport
fiir das DARP ist automatisch ein giiltiger Transport fiir das CDARP.

Das DARP auf Pfaden konnen wir mit dem Algorithmus OPTPATH opti-
mal losen (siehe Abschnitt 2.3. Ein giiltiger Transport mit minimalen Kosten
fiir eine Instanz des CDARP ist aber hochstens k-mal so grofs, wie ein giilti-
ger Transport mit minimalen Kosten fiir das k-CDARP mit ansonsten den glei-
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chen Eingabe-Daten wie das DARP. Deshalb ist der Algorithmus OPTPATH ein k-
Approximationsalgorithmus fiir das CDARP.

2.6.1 Abstimm-Heuristik

Ein Problem, welches bei nicht-prdemptiven im Gegensatz zu praemptiven Pro-
blemen auftaucht, ist, dafs am Ende einer Bewegung am aktuellen Knoten nicht
geniigend Auftrdage in die aktuelle Richtung liegen, um den Aufzug voll auszula-
sten. Das Andern der Richtung fiihrt aber auch nicht zu einer voll ausgelasteten
Bewegung, da im Aufzug noch Auftrage sein konnen, die in die aktuelle Richtung
weitertransportiert werden miissen. Die Idee dieses Algorithmus ist es in solch ei-
nem Fall in die Richtung weiterzufahren, die die beste Auslastung des Aufzuges
mit Auftrdgen in die richtige Richtung gewihrleistet. Die Objekte, die sich im Auf-
zug befinden und diejenigen, welche im aktuellen Stockwerk starten, stimmen also
quasi ab, in welche Richtung sie fahren wollen. Dieser Algorithmus ist in Abbil-
dung 4 formal beschrieben.

Dieser Algorithmus besitzt keine Giitegarantie besser als k.

A

Abbildung 2.9: Instanz eines CDARP fiir das Gegenbeispiel zur Abstimm-Heuristik
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Abbildung 2.10: Ein Transport mit kc(OP7T) Kosten

In der Abbildung 2.9 ist eine Instanz des CDARP dargestellt, fiir die die
Abstimm-Heuristik mindestens kc(OP7) Kosten verursacht, wobei ¢c(OP7) die
Kosten einer Optimallosung sind. In der Abbildung 2.10 ist der Transport dar-
gestellt, den die Abstimm-Heuristik berechnet hat. Der Aufzug pendelt hier zwi-
schen den Stockwerken 3 und 5 und transportiert dabei nur jeweils ein Objekt an
sein Ziel. Dies liegt daran, dafs der Aufzug eine Kapazitidt von 3 hat und ein Ob-
jekt enthélt, welches aufwiérts transportiert werden mufs und ein Objejkt enthilt,
welches abwirts transportiert werden mufs. An den Knoten, an denen er dann ein
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1: x:=1,d := aufwirts, M := 0

2: Solange noch Objekte existieren, die transportiert werden miissen :

3:  Sei T eine Menge von Objekten am Knoten x, die in Richtung d transpor-
tiert werden sollen und T’ die Menge von Objekte am Knoten x, die in die d
entgegengesetzte Richtung transportiert werden sollen;

4. Sei M die Menge der Objekte in M die in Richtung d transportiert werden
sollen, sei M~ := M\ M™T;

5. Wenn [TUT UM|=0Dann
6: Sei y der ndchstgelegene Knoten, an dem ein Auftrag liegt;
7 Erzeuge eine Bewegung (x,y, 0);
8: X:=y;
9:  Ende Wenn
10  Wenn 0 < |T UM| < k Dann
11: Wenn [T"UM™| > [TUM™'| Dann
12: Andere die Richtung d;
13: M:=MUT’
14: Sonst
15: M:=MUT
16: Ende Wenn
17:  Sonst
18: M =MUT

19: Ende Wenn

20:  Sei W eine Teilmenge von Objekten aus M, deren Ziel y am ndhesten bei x
liegt. Ist M = 0 sei y der nédchste Knoten, an dem ein zu transportierendes
Objekt liegt;

21:  Erzeuge eine Bewegung (x,y, M);

22:  Lege die Objekte aus W beiy ab; M := M\ W;x :=y;

23: Ende Solange

24: Wenn x # 1 Dann

25 Erzeuge eine Bewegung (x, 1,0);

26: Ende Wenn

Algorithmus 4: Abstimm-Heuristik

Objekt ablegt, findet er nur Objekte in die der aktuellen Fahrtrichtung entgegenge-
setzten Richtung.

Dies konnte man beliebig lange fortsetzen, also ndhern sich fiir langere Sequen-
zen von Auftragen (3,5), (5, 3) die Kosten des durch den Abstimm-Algorithmus er-
zeugten Transportes kc(OP7T). An diesem Beispiel kann man auch sehen, dafs mit
einer besseren Auswahl der Menge T in diesem Algorithmus dieses Beispiel nicht
zu verbessern ist, da an den entscheidenden Knoten nur gleichartige Auftrage oder
genau k Auftrage starten.
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2.6.2 Auf-Ab-Heuristik

In dieser Heuristik @ndert der Aufzug seine Richtung nur, wenn er die Richtung
nicht mehr beibehalten kann, weil er am Ende des Schachtes angelangt ist, oder
weil in der aktuellen Richtung nichts mehr zu tun ist, also keine Objekte abgeholt
oder abgeliefert werden miissen. Ansonsten ladt der Aufzug an jedem Knoten, an
dem er vorbeikommt, soviele Auftrage wie moglich auf, nachdem er alle dort zu
beendenden Auftridge abgeladen hat.

Diese Strategie fiihrt zu einem Auf- und Abpendeln des Aufzuges.

Abbildung 2.11: Ein Transport, der von der Auf-Ab-Heuristik gefunden wurde
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Abbildung 2.12: Optimale Losung des Problems aus Abbildung 2.11
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In der Abbildung 2.11 sieht man ein Beispiel fiir eine Instanz des CDARP,in
der die Auf-Ab-Heuristik beliebig schlechte Transport erzeugt. In der optimalen
Losung in Abbildung 2.12 wird ndmlich nur einmal vom 2. zum 4. Stockwerk ge-
fahren, in der Losung die von der Auf-Ab-Heuristik erzeugt wird, wird hingegen
abhéngig von der Anzahl der Auftrdge oft diese Entfernung tiberwunden. Dieser
Algorithmus hat aber als triviale obere Grenze max,c\n () Avc(1,1n), da der Aufzug
uber die Kante (v,v + 1) mit maximalen A, immer vollbeladen (aufser eventuell
beim letzten Mal) fahren wird.

Dieser Algorithmus ist einfach fiir das FIFO-CDARP zu erweitern, indem man
bei der Erzeugung einer Bewegung immer nur die Objekte aufladt, welche die FI-
FO-Ordnung respektieren.

2.6.3 First-Fit-Heuristik

Diese Heuristik funktioniert wie die Auf-Ab-Heuristik. Nur wird, wenn der Auf-
zug leer ist, nicht einfach weiter in die aktuelle Richtung gefahren, sondern zum
ndchsten Knoten, an dem ein Objekt liegt.

Die Kante zwischen den Stockwerken 4 und 7 wird von der Losung der First-
Fit-Heuristik in Abbildung 2.13 k-mal tiberquert, von der optimalen Losung in Ab-



2.7 EIN APPROXIMATIONSALGORITHMUS FUR CDARP AUF PFADEN

49

Abbildung 2.14: Optimale Losung des Problems in Abbildung 2.13

bildung 2.14 hingegen nur einmal. Setzt man die Kantengewichte fiir diese Stock-
werke im Verhiltnis zu den anderen Kantengewichten sehr grof, ndhert sich der
Faktor mit dem sich die Kosten der optimalen Losung von den Kosten der Losung
des First-Fit-Algorithmus unterscheiden, dem Wert k.

Aber auch fiir First-Fit gelten die Beobachtungen fiir die Auf-Ab-Heuristik: Und
zwar ist max,c\a [y Avc(1, n) eine obere Schranke fiir die Kosten eines mit der First-
Fit-Heuristik ermittelten Transports und die First-Fit-Heuristik 14fst sich ebenfalls
einfach fiir das FIFO-CDARP erweitern.

2.7 Ein Approximationsalgorithmus fiir CDARP auf Pfaden

Charikar und Raghavachari behaupten in [12] ohne Beweis, dafs ein Algorith-
mus fiir das CDARP auf Pfaden mit Giitegarantie 2 existiert. Wir haben einen 3-
Approximationsalgorithmus gefunden und werden diese Giitegarantie hier bewei-
sen.

Wir haben in Abschnitt 2.5 gesehen, das ein praemptiver Transport mindestens
Clow = ZL‘;; Ay Kosten verursacht. Diese Kosten entstehen, wenn in jeder Bewe-
gung des Vertikalforderers seine Kapazitdt vollstindig ausgelastet wird und nie
ein Objekt in die falsche Richtung transportiert wird. Diese Schranke ist gleichzei-
tig eine untere Schranke fiir die Losung des nicht-prademptiven CDARP. Sie reicht
aus, um einen 3-Approximationsalgorithmus fiir den nicht-praemptiven CDARP zu
finden. Der hier vorgestellte Algorithmus lduft im wesentlichen zweistufig ab.

1. Finde jeweils zwei Folgen von Bewegungen, die iiber jede Kante, iiber die
noch Objekte transportiert werden miissen, zusammen mindestens k Ob-
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jekte transportieren, also die Kapazitdt des Aufzugs im Schnitt mindestens
zur Halfte ausniitzen. Der Aufzug dndert wahrend dieser Bewegungen seine
Richtung nicht. Alle diese Objekte werden also in dieselbe Richtung transpor-
tiert. Dabei wird kein Objekt in die falsche Richtung transportiert. Diese Fol-
gen von Bewegungen verursachen zusammen also hochstens die doppelten
Kosten der Flufischranke. Diesen Teilalgorithmus nennen wir PATHFINDER.

2. Fige die Teiltransporte zu einem giiltigen Transport zusammen.

Wir sehen spiter, daff das Ergebnis des ersten Teil des Algorithmus als nicht-
prdemptives DARP interpretiert werden kann. Der Algorithmus PATHFINDER re-
duziert das Problem also auf den Fall mit Kapazitdt 1, welches bekanntermafSen in
polynomialer Zeit optimal zu l9sen ist, wie wir in Abschnitt 2.4 bewiesen haben.

2.7.1 Idee des Algorithmus PATHFINDER

Zuerst wollen wir uns mit dem ersten Teil des Algorithmus, also mit dem Algorith-
mus PATHFINDER beschiftigen. Wir geben hier nur eine informelle Beschreibung
des Algorithmus. Den Beweis der Korrektheit und der Giitegarantie wollen wir
spéter fiithren.

Da immer nur Objekte, die in dieselbe Richtung transportiert werden miissen,
in einem Durchgang von dem Algorithmus PATHFINDER bearbeitet werden, teilen
wir den Auftragsgraphen D in zwei Teilgraphen auf, die nur Auftrdge enthalten,
die alle in dieselbe Richtung transportiert werden miissen. Der eine Teilgraph, D,
enthilt alle Objekte, die nach oben transportiert werden miissen, also

DY:=(Vie A:i" <i7))
und der andere,
D = (ViecA:it >i}),
enthélt nur die Objekte, die nach unten transportiert werden miissen.

Wir wollen zundchst nur den Algorithmus PATHFINDER fiir den Teilgraphen
D beschreiben, der die Auftrige enthilt, die von unten nach oben, also aufwirts,
transportiert werden miissen.

Wir benutzen folgende Notation: Den Startknoten, also den untersten Knoten
eines Pfades P, bezeichnen wir mit «(P), den Endknoten, also den obersten Knoten
mit w(P). Ebenso bezeichnen wir fiir eine Multimenge () # My C V x V von Bogen
mit «(My) den kleinsten Startknoten eines Bogens aus My und mit w(My) den
grofiten Endknoten eines Bogens aus My. Also ist

a(My) =min{u € V|3v € V: (u,v) € My}

und
w(My) =max{v € V|[Ju e V: (u,v) € My}

Fiir My = 0 definieren wir a(My/) := min{v € V}und w(My/) := max{v € V}.
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Der Algorithmus PATHFINDER konstruiert in der i-ten Iteration fiiri =1,...,k
zwei disjunkte Mengen P! und P# von Bégen aus D, die zusammen jede Kante ei-
nes Teilgraphen L(wp, w1) von G tiberdecken. Dieser Teilgraph hat die Eigenschaft,
dafl wy der kleinste Knoten ist, fiir den A,,, > 0 ist, und wy > wo der kleinste Kno-
ten ist, fiir den A,,, = 0 ist, oder falls ein solcher nicht existiert, gilt w; = n. Der
Algorithmus PATHFINDER betrachtet also nur eine Teilmenge von Bogen aus D .
Der darunterliegende Graph dieser Teilmenge enthilt keine Kante, die nicht von
einem Bogen aus D iiberdeckt wird.

Jede der beiden Mengen P] und P? 18t sich durch das Hinzufiigen von Bogen
zu einem Pfad von dem Knoten wy zu dem Knoten w1 ergidnzen. Es diirfen also in
keiner der beiden Mengen zwei Bogen enthalten sein, die die gleiche Kante (v,v +
1),v € G tiberdecken. Anschaulich bedeutet daf}, dafs sich keine zwei Bogen in
einer Menge ,iiberlappen”.

Dies wird dadurch erreicht, daf die Mengen P!, P# folgendermafen konstruiert
werden:

1. Sind beide Mengen leer, wihle Pg, ansonsten wihle die Menge, welche nicht

den Bogen mit maximalen Endknoten enthilt, d.h. wihle be, so dafs w (Picb ) <

w(PH), (b, ) €1(1,2),(2,1)) gilt.

2. fiige zu dieser Menge P{b die Bogenmenge eines Pfades Q aus D' hinzu. Die-
ser Pfad Q hat folgende Eigenschaften:

(@ «(Q) > w(Pf) ), d.h. der Pfad Q beginnt hinter dem Knoten, an dem der
Bogen mit hochstem Endknoten aus P?’ endet.

(b) x(Q) < w(P{p ), d.h. der Pfad Q beginnt vor dem Knoten, an dem der
Bogen mit hochstem Endknoten aus der anderen der beiden Mengen
endet.

(c) Q ist der Pfad mit maximalen Endknoten fiir den die Eigenschaften 2a

und 2b gelten.

3. Entferne die Bogen aus Q aus dem Digraphen D*.

Spéter werden wir zeigen, dafd stets ein Pfad mit diesen Eigenschaften existiert.
Dies wird solange durchgefiihrt, bis eine der beiden Mengen einen Bogen enthiilt,
der an dem Knoten wj endet.
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Pil

Pi2

Abbildung 2.15: Die Pfeile in dieser Abbildung entsprechen den Pfaden Q, die zu
den Bogenmengen P{b und P;p hinzugefiigt werden.

Nach k Iterationen haben wir also 2k Mengen P; , Piz, i = 1,...,k konstruiert,

die sich zu Pfaden vom Knoten wy zum Knoten w ergdnzen lassen. Wir konnen
jeweils k dieser Mengen zu einem Transport zusammenfassen, der nur Bewegun-
gen enthilt, die maximal k Objekte auf einmal transportieren.

Diese Transporte konstruieren wir, indem wir die Mengen von Auftragen Pi],
i=1,...,kund Piz, i=1,...,kzuzwei Transporten zusammenfiigen. Dies machen
wir mit dem Algorithmus , Transporte konstruieren(aufwarts)”.

Dazu generieren wir die Bewegungen (v,v + 1,M), v = wy,...,w; — 1. Die
Menge der transportierten Objekte M ist am Anfang leer. Dann nehmen wir fiir
jeden Bogen (v,w) aus DY, der in einem der Pfade Pg ,1=1,..., kenthalten ist, das

entsprechende Objekt, welches nach w transportiert werden muf3, zu der Menge M
hinzu. Ist ein Objekt in M, welches am Knoten v abgelegt werden muf3, wird es aus
M entfernt.

Da immer die Bogen aus den beiden Mengen P} und P? zusammen alle Kanten
aus L(wp, wy) tiberdecken, miissen die Bewegungen in beide Teiltransporte zusam-
men im Durchschnitt mindestens zur Hélfte ausgelastet sein.

Den Algorithmus PATHFINDER konnen wir jetzt so oft durchfiihren, bis der Di-
graph D7 keine Bogen mehr enthélt. Dadurch erhalten wir eine Menge von Trans-
porten, die wir als Auftrdge in einem DARP interpretieren kénnen, welches wir
optimal mit dem Algorithmus OPTPATH aus Abschnitt 2.3 16sen konnen.
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1: Wéhle eine Menge P von k Mengen aus den Mengen Pg ,i=1,..., kund Pf, i=
1,...,k.

2: Sei v € V der unterste Knoten zu dem ein Bogen aus einer der Mengen in P
inzident ist. Sei M := ().

3: Solange v nicht der oberste Knoten in V ist, zu dem ein Bogen aus einer der
Mengen P inzident ist :

4:  Fiige zu M die Bogen aus A hinzu, die zu v inzident sind und in einer der
Mengen in P enthalten sind.
Sei w der kleinste Knoten zu dem ein Bogen aus M inzident ist.
Erzeuge eine Bewegung (v, w, M)
v :=w, Entferne aus M alle Bégen, die zu w inzident sind.

Ende Solange

Fiihre die ,Solange”-Schleife nocheinmal fiir die restlichen k Mengen von

Bbgen aus.

o P N>

Algorithmus 5: Transporte konstruieren(aufwérts)

2.7.2 Die Algorithmen PATHFINDER und COVERPATH
Wir betrachten hier wiederum zunéchst nur den Teilgraphen D*. Die Ergebnisse
tiir diesen Teilgraphen lassen sich aber direkt auf den Digraphen D~ {ibertragen.

Da die Knoten V von 1 bis n in der Reihenfolge, in der sie im Pfad auftreten,
durchnumeriert sind, ist v < w fiir v,w € V dquivalent zu ,v liegt unterhalb von

e

w.

Der Algorithmus PATHFINDER konstruiert noch keine giiltigen Transporte, son-
dern Mengen von Bogen, aus denen sich mit dem Algorithmus in Abbildung 7
Transporte konstruieren lassen.

Diese Transporte, wir nennen sie Auf- und Abwarts-Teiltransporte, erfiillen be-
stimmte Eigenschaften.

Definition 2.7.1 (Aufwarts-Teiltransport). Wir bezeichnen eine Folge von Bewe-
gungen als (nicht-praemptiven) Aufwirts-Teiltransport, wenn sie

1. im untersten Knoten wy des Graphen D beginnt, fiir den A,,, > 0 ist,

2. am untersten Knoten wi > wy endet, fiir den A,,, = 0 ist oder, falls fiir alle
w=1,...,ngilt, da8 Ay, > 0ist, am obersten Knoten n in D" endet,

3. injeder Bewegung maximal k Objekte beférdert, und

4. wenn jedes Objekt nur an seinem Zielknoten abgelegt wird.

Einen Abwirts-Teiltransport definieren wir analog, nur daff er von oben nach
unten verladuft.

Definition 2.7.2. Wir nennen einen Pfad P aus einem Digraphen D maximal, wenn
in D kein Pfad Q # P existiert, der P vollstindig enthalt.
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Der Algorithmus PATHFINDER findet nun solche Mengen von Bogen, die jede
Kante mindestens k-fach iiberdecken. Dazu fiigen wir zu einer Menge von Bogen
jeweils einen maximalen Pfad mit den Eigenschaften wie in Abbildung 2.15 hinzu.
Aus diesen Mengen von Bogen konstruieren wir dann mit dem Algorithmus 5 Teil-
transporte.

Vorbedingung: D ist ein Digraph, der nur nach oben gerichtete Bogen enthlt.
Liefert: Pg , Piz, i=1,...,ksind paarweise disjunkte Teilmengen von A(D™).
1: Sei wy der unterste Knoten im Graphen D, an dem Objekte liegen;
2: Sei wi > wy der unterste Knoten im Graphen DT mit A,,, = 0 oder, falls fiir
allew =1,...n gilt, daB A, > 0 ist, sei w; der oberste Knoten in D;

3: Voni=1bisk:

4  Seien P! = (; PZ =;

5 Seip =Tundp =2;

6:  Solange P}Lb vor dem Knoten w; endet oder leer ist :

7: Existieren Kanten (w,w + 1),w € {wy,...,w; — 1}, iber die keine Bogen
aus D7 laufen, dann fiige jeweils einen entsprechenden Bogen (w,w + 1)
zu DT hinzu;

8: Suche den maximalen Pfad Q in D' mit hochstem Endknoten, der
(w(P;b), w(P{l’) + 1) tiberdeckt oder, falls P{l’ = (ist, (wg, wo+ 1) iiberdeckt;

9: Fiige Q zu P;b hinzu;

10: Entferne die Bogen in Q aus DT

11: Vertausche ¢ und ;
12:  Ende Solange
13: Ende Von

Algorithmus 6: PATHFINDER (aufwdrts)

Auf die gleiche Art, wie die Aufwarts-Teiltransporte, werden auch die Abwarts-
Teiltransporte konstruiert, nur dafd hier der Digraph D~ betrachtet wird und ent-
sprechend die Pfade von oben nach unten konstruiert werden.

Zweite Phase

Nachdem wir eine Menge von Teiltransporten mit dem Algorithmus PATHFIN-
DER gefunden haben, miissen wir diese noch zu einem giiltigen Transport zusam-
menfiigen.

Die Kosten eines Aufwarts-Teiltransportes T sind genau die Kosten fiir das
Durchfahren des Graphen G vom Knoten x(T) zum Knoten w(T), da ein Teil-
transport nur Bewegungen in eine Richtung enthilt. Also definieren wir c¢(T) =
c(x(T),w(T)). Analoges gilt fiir die Abwarts-Teiltransporte. Betrachten wir nun
den gemischten Graphen G’ = (V,E,7), wobei 7 die Menge der Bogen ist, die
durch die Teiltransporte induziert werden, also

7T :={(«(T),w(T)) : T ist ein Teiltransport},
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dann ist durch (G’, c, 1) ein DARP auf einem Pfad gegeben, welches wir in polyno-
mialer Zeit optimal 16sen konnen.

Der komplette 3-Approximationsalgorithmus sieht also folgendermafsen aus:

1:i=1

2: Solange D Bogen enthilt :

3:  PATHFINDER (aufwérts);

4. Erzeuge Aufwirts-Teiltransporte Tff . und Tsz . aus den Pfaden P].],sz,j =
1,...,k.
PATHFINDER (abwirts);

6: Erzeuge Abwairts-Teiltransporte Tfy ; und TZ ; aus den Pfaden P]],sz,j =
1,...,k.

7. i:=1i41.

8: Ende Solange

9: Fiige die Aufwirts- und Abwaértsteiltransporte zu einem Transport zusammen.

Algorithmus 7: COVERPATH

2.7.3 Beispiel

Nun fithren wir den Algorithmus PATHFINDER am Beispiel des Problems in Abbil-
dung 2.16 vor. Ein Pfeil in der Abbildung entspricht dabei einem zu transportieren-
den Objekt. Der Aufzug hat eine Kapazitdt von Drei. Dieses Problem ist balanciert.

HT W

H i W

— N W k= U O 3 o O
-
-
-

Abbildung 2.16: Ein CDARP mit k = 3, 9 Stockwerken und 36 Auftragen

Im ersten Aufruf der Algorithmen PATHFINDER (aufwérts) und PATHFINDER
(abwirts) werden aus dem Graphen D, der oben in der Abbildung 2.17 dargestellt
ist, die unten links in der Abbildung dargestellten Mengen P! und PZ, i =1,...,k
erzeugt. Jeweils iibereinanderliegende Objekte gehoren zu einer Menge. Von links
nach rechts gehoren die Objekte zu den Mengen Pl P]z, P;, P%, P; und P%. Die
gepunkteten Auftrdge auf der linken Seite der Abbildung sind die, welche aus
dem Digraphen D entfernt werden. Es gibt auch sechs Mengen fiir die Auftrdge
abwarts. Die Mengen Piz, i =1,2,3, die durch PATHFINDER (abwarts) konstruiert
werden, sind aber jeweils leer, da die Mengen Pg,i = 1,2,3, jeweils schon den
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. MT {11
; W
4o jiR i

Abbildung 2.17: Der erste Durchlauf von COVERPATH. — Die gepunkteten Pfeile
werden aus dem Auftragsgraphen geloscht, und zu Mengen von Bogen zusam-
mengefafit, aus denen Teiltransporte konstruiert werden, diese Mengen sind in der
Abbildung 2.18 dargestellt.

—_—
—_—
O

N W bk 0 & 0 o O
N W & O & 9 @

—_

2 2 2
P PP
Pl PPl

Abbildung 2.18: Die Mengen Pz, i=1,2,3,j = 1,2 nach dem ersten Durchlauf und
die daraus resultierenden Teiltransporte

gesamten Graphen L(1,9) tiberdecken. Auf der rechten Seite der Abbildung sind
die Teiltransporte dargestellt. Jeder Kasten enthélt einen Teiltransport. Das Zusam-
menfiigen der Teiltransporte zum engiiltigen Transport fithren wir erst am Schlufi
durch.

Die gestrichelten Auftrdge in der Abbildung 2.19 sind diejenigen, welche im
Schritt 7 von PATHFINDER deshalb hinzugefiigt werden, weil iiber die entsprechen-
de Kante kein Auftrag mehr fiihrte. Die gepunkteten Auftrage sind wiederum die-
jenigen, welche entfernt werden. Hier wird nur noch der Graph L(2, 8) betrachtet,
da tiber die Kanten (1,2) und (8, 9) keine Auftrdge mehr laufen.

In Abbildung 2.21 sieht man die Situation nach dem 2. Durchlauf. Aus jeweils
drei Auftragen mit gleichen Start- und Zielknoten werden Teiltransporte erzeugt.
Der zweite Teiltransport ist jeweils leer, daher werden wir ihn bei der Konstruktion
des Transports aus den Teiltransporten weglassen.

Nun miissen die erzeugten Teiltransporte noch zu einem Transport zusammen-
gefalit werden. Wie der vollstandige Transport dann aussieht, sieht man in Ab-
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e

N Wk O I O

Abbildung 2.19: Die gepunkteten Pfeile sind wiederum diejenigen, die zu Teiltrans-
porten werden. Zusatzlich werden die gestrichelten Auftriage ergidnzt, da ansonsten
keine Uberdeckung des Graphen moglich wire. Die resultierenden Teiltransporte
sind in Abbildung 2.20 abgebildet.

\e]

>
(o]
—

1
1
PZ PZ PZ
1 2 3
1 1 1
Pl P17 Pl

N

— N W ks Ol o o
W = U1 N N

—_

Abbildung 2.20: Die Mengen P{, i=1,2,3,5 = 1,2 nach dem zweiten Durchlauf
und die daraus resultierenden Teiltransporte

-
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Abbildung 2.21: letzter Durchlauf — die letzten Auftrage werden eingesammelt
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bildung 2.23. Die Auftrdge, die wegen der Kanten ohne hintiberfiihrende Auftrage
hinzugekommen sind, wurden in dieser Abbildung wieder entfernt. Angenommen
die Kosten fiir eine Fahrt von einem Knoten zu seinem Nachbarn betragen 1, dann
verursacht dieser Transport Kosten von 50. Die Fluf3-Schranke ist 36, der Wert der
optimalen Losung dagegen 42.

= N W k= Ul O3 o o
-
<

Abbildung 2.22: Erzeugen eines Transports aus den Teiltransporten. Jeder durch-
gezogene Pfeil entspricht einem Teiltransport, die gepunkteten Pfeile entsprechen
leeren Bewegungen, die zum Balancieren des Problems eingefiigt wurden.

N W ks 0N o o

Abbildung 2.23: Der Transport, der dem in Abbildung 2.22 gefundenen entspricht.

2.7.4 Korrektheit des Algorithmus PATHFINDER

Die Korrektheit des Algorithmus PATHFINDER folgt im wesentlichen aus der Tat-
sache, dafs die Konstruktion der Mengen Pg , Piz,i = 1,..., k immer so erfolgt, dafs
die beiden Mengen P! und P# zusammen den von den iibrigen Objekten induzier-
ten Graphen tiberdecken, und dafs sich jede dieser beiden Mengen zu einem Pfad

ergdnzen lafst.

Der Algorithmus terminiert, weil in jedem Durchlauf der inneren Schleife des
Algorithmus PATHFINDER der hochste Endknoten eines Bogens beider Mengen
grofer wird. Genauer gesagt, wird der Menge von P] und P? mit dem kleineren
hochsten Endknoten eines Bogens eine Menge von Bogen hinzugefiigt, die den
néchsten Engpaf$ tiberdecken.
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A

Abbildung 2.24: optimale Losung des Problems mit einem ganzzahligen linearen
Programm und CPLEX gefunden (siehe Abschnitt 3.1).

— N W ks U O 3 o O

Um zu definieren, was ein Engpaf3 ist, benotigen wir Zahler fiir die Anzahl der
Objekte, die tiber eine Kante fithren. Sei w, := f([1,v],[v + 1,n]) die Anzahl der
Objekte, die tiber die Kante (v,v + 1) von unten nach oben transportiert werden
missen.

Definition 2.7.3 (Engpaf8). Ein Engpaf ist eine Kante (v,v 4 1) fiir die ein Knoten
w > v existiert, so dafs gilt:

1. vist nicht der unterste Knoten und w ist nicht der oberste Knoten und u,_7 >

Hy = Kyl = - = Hp2 = U1 < Ky oder
2. vist der unterste Knoten und p, = pty11 =+ = 2 = w1 < Ky Oder
3. wist der oberste Knoten und p, 1 >ty = tyy1 =+ = U2 = 1.

Ein Engpaf ist also, bezogen auf die Anzahl von Objekten, die iiber die Kanten
des Graphen transportiert werden miissen, ein lokales Minimum.

Egpijj —

1 2 3 4 5 6 7
Abbildung 2.25: Engpiésse. Die Lange eines Balkens entspricht der Anzahl von Ob-
jekten, die tiber die entsprechende Kante transportiert werden miissen.
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Aus dieser Definition folgt auch:

Beobachtung 2.7.4. Ist w,_1 > W, so existiert ein Engpafl (w,w + 1) mit w > v.

Beweis. Ist namlich w, 1 > W, so tritt entweder der 1. oder der 3. Fall der Definition
2.7.3 ein. O

Beobachtung 2.7.5. 1. Ist p,_1 < W, dann folgt, dafs man fiir jeden Auftrag, der am
Knoten v beginnt, einen (Vorginger-)Auftrag finden kann, der im Knoten v endet.

2. Nur wenn w,_1 > W, gilt, kann am Knoten v ein maximaler Pfad P enden.

3. Ist uy—1 > Wy, dann folgt, dafl man fiir jeden Auftrag, der am Knoten v endet, einen
(Folge-)Auftrag finden kann, der im Knoten v beginnt.

4. Nur wenn w,_1 < Wy, gilt, kann am Knoten v ein maximaler Pfad beginnen.

Beweis. 1. Die Bogen, die sowohl die Kante (v,v—1) als auch die Kante (v,v+1)
tiberdecken, werden mit w7 und mit p, gezdhlt. Hingegen werden Bogen,
die am Knoten v enden, nur mit p,_1 gezdhlt und Bogen, die am Knoten v be-
ginnen, nur mit p,. Also folgt aus pu,—1 > u,, daff am Knoten v mehr Auftrige
enden als beginnen. Daraus folgt die Behauptung.

2. Wiirde p,—1 > u, nicht gelten, konnte man wegen 1. einen Bogen finden,
der am Knoten v beginnt. Dies wire ein Widerspruch dazu, dafd der Pfad P
maximal ist.

3. und 4. folgen analog.
O

Lemma 2.7.6. Gegeben sei ein Digraph D™ = (V, A). Sei (w,w + 1) ein Engpaf3 in D
und sei x der kleinste Knoten in 'V fiir den x > w und px > W, gilt, falls dieser existiert.
(Der Knoten x ist also quasi das ,obere Ende” des Engpasses.) Ansonsten sei x der oberste
Knoten in V. Falls nun ., > 0 gilt, dann existiert immer ein gerichteter Pfad in D, der
die Kanten (w — 1, w) und (x — 1, x) iiberdeckt.

Beweis. Wegen p,, > 0 mufs mindestens ein Bogen den Engpafl (w,w + 1) {iber-
decken. Da fiir alle Knoten x’ fiir die w < x’ < x gilt, v = p,, sein muf}, nach De-
finition 2.7.3, folgt aus der Beobachtung 2.7.4, daf3 jede Kante des Graphen L(w, x)
mit einem Pfad P tiberdeckt werden kann.

Da nun wegen der Engpafleigenschaften u,, > p,,1 gilt, folgt aus der Beob-
achtung 2.7.5, 3., dafy man, falls der Pfad P am Knoten v beginnt, auch einen Bogen
tindet, der am Knoten v endet. Der Pfad P zusammen mit diesem Bogen tiberdeckt
dann die Kanten (w — 1,w) und (x — 1, x). O

Wir wollen nun folgende Invariante fiir den Algorithmus PATHFINDER bewei-
sen:
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Lemma 2.7.7. Sei w(P? ) < w(P{b ). Dann hat im Schritt 8 der Pfad Q folgende Eigen-
schaften:

1. Der Pfad Q iiberdeckt mindestens einen Engpaf$ (w, w+1), der iiber w( Pf’) beginnt.

2. Der Startknoten des Pfades x(Q) liegt unter dem hochsten Endknoten eines Bogens
in PY, also «(Q) < w(PY).

3. Der Startknoten o(Q) liegt hinter dem hochsten Endknoten eines Bogens in Pf’ ,also
a(Q) = w(PP).

Insgesamt mufs also w(Pf’ )< Q) < w(Pﬂ)) < v < w(Q) gelten. Diese Situati-
on ist in der Abbildung 2.26 dargestellt.

(w,w—i—]){
Q

Abbildung 2.26: Darstellung der Situation: w(P¢) <a(Q) < w(Pll’) <v<w(Q).

i i

Beweis. e Am Knoten w(Pill’) beginnen keine Bégen, da ansonsten in der letzten
Iteration zu der Menge P?’ nicht der maximale Pfad mit hochstem Endknoten
hinzugefiigt worden wire. Also mufs aufgrund der Beobachtung 2.7.5 gelten,
dafs PPt )—1 > Hapt) ist. Aus der Beobachtung 2.7.4 folgt, daf} ein Engpaf3

(w,w+1)mitw > w(P{p) existieren mufs. Sei nun (w,w + 1) der Engpafs mit
niedrigstem Knoten w fiir den w > w(P?’) gilt.

Nun finden wir einen Knoten x, mit den Eigenschaften des Knotens x aus
Lemma 2.7.6. Insbesondere ist x > w. Da nun wegen Schritt 7 des Algorith-
mus jede Kante aus L(wp, w1) von mindestens einem Bogen tiberdeckt wird,
ist uy > 0 und wir konnen das Lemma 2.7.6 anwenden. Wir finden also einen
Pfad, der die Kanten (w — 1T,w) und (x — 1,x) und damit auch den Engpafs
(w,w + 1) tiberdeckt. Wir finden einen maximalen Pfad Q, der diesen Pfad
enthélt. Dieser beginne am Knoten v. Ist v < w (P?’), so haben wir schon den
gesuchten Pfad gefunden.

Nun nehmen wir an, dafs v > w (Py’) sei. Da der Pfad maximal ist, enden am
Knoten v keine Bogen, also gilt nach Beobachtung 2.7.5, dafs p, 1 < p, ist.
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Aufierdem beginnen am Knoten w(Pg’) keine Bogen, also gilt
Rwpd)—1 = Har)

Also liegt im Widerspruch zur Annahme zwischen den Knoten v und w (P{p )
ein weiterer Engpafs. Also mufs v < w(P{p) gelten.

e Jetzt miissen wir noch zeigen, dafs der Pfad Q iiber dem Knoten w(Pf’ ) be-
ginnt. Dazu zeigen wir, daf3, in der letzten Iteration des Algorithmus PATH-
FINDER in Schritt 8 ein Fehler begangen worden wire, falls x(Q) < w(P?)
gilt.

Wir nehmen an, daf$ der Pfad Q unter dem Knoten w( Pf’ ) beginnt. Der Pfad Q
uberdeckt die Kante (w(P{b), w( Py’) +1), da er mindestens einen Engpaf? {iber
dem Knoten w(P}b) tuberdeckt. Also ist w(Q) > w( P;b). Der Pfad Q hitte also
einen Endknoten, der tiber dem Knoten w(P?) liegt. Dann hétte aber der Pfad
Q einen hoheren Endknoten als der Pfad Q’, der in der letzten Iteration zur

Menge Pi‘p hinzugefiigt worden ist. Dies steht im Widerspruch zum Schritt
8 des Algorithmus PATHFINDER. Also mufs der Pfad Q hinter dem Knoten

w(P{I> ) beginnen.
Es gilt also
w(P?) < a(Q) < w(P¥) <w < w(Q).

i i

Lemma 2.7.8. In Schritt 6 des Algorithmus PATHFINDER gilt entweder
o PP =P =0 oder

o w(P?) > w(PY)

Beweis. Beim ersten Durchlaufen von Schritt 6 sind beide Mengen leer. Ansonsten
gilt: Durch Hinzufiigen zur Menge PSJ des Pfades Q im Schritt 8 des Algorithmus
gilt, dafs w(P?’) < w(PE’) ist, da wegen Lemma 2.7.7 gilt, dafs w(Q) > w(P?’) ist.
Da im Schritt 11 die Werte der Variablen ¢ und 1 vertauscht werden, folgt die
Behauptung. O

Auflerdem gilt in Schritt 6 des Algorithmus PATHFINDER:

Korollar 2.7.9. Im Schritt 6 des Algorithmus PATHFINDER iiberdecken die Bigen in P{ U
Pi2 jede Kante im Graphen L(wy, w( Pf) )) mindestens einmal und hochstens zweimal.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus dem Lemma 2.7.7: Denn dort zeigen wir,
dafd der Pfad Q, der in jeder Iteration hinzugefiigt wird, hinter dem Ende der Men-
ge beginnt, zu der er hinzugeftigt wird. Also tiberdeckt jede der beiden Mengen
Pi] , Pi2 alleine fiir sich genommen jede Kante hochstens einmal. Da aber der Pfad
Q immer an einem Knoten unter dem Endknoten der anderen Menge beginnt,
mufs von beiden Mengen zusammen jede Kante mindestens einmal {iberdeckt wer-

den. 0



2.7 EIN APPROXIMATIONSALGORITHMUS FUR CDARP AUF PFADEN

63

1])2

Nun gilt also fiir alle k Mengen P.,P,i = 1,..., k zusammen folgender Satz:

Satz 2.7.10. Bei einem Aufruf findet der Algorithmus PATHFINDER 2k Mengen von

Bagen Pl, P2, i =1,..., k mit folgenden Eigenschaften:

1. Sie enthalten nur Bogen, deren Anfangsknoten grofer oder gleich wy ist und

2. deren Endknoten kleiner oder gleich w ist.

3. Zusammen enthalten diese 2k Mengen Bogen, die jede Kante aus dem Teilgraphen
L(wg, w1) mindestens k-mal iiberdecken

4. und die Mengen P}, P2, i = 1,... k enthalten keine sich gegenseitig ,iiberlap-
penden” Bogen, das heifst fiir je zwei Bogen ai,ay aus der gleichen Menge gilt
o(ar) > wlaz) oder x(az) > w(ay).

Beweis. Da in jeder Iteration Bogen zu den Mengen hinzugefiigt werden, endet
irgendwann eine der beiden Mengen am Knoten wj. Auch in diesem Fall gilt

das Lemma 2.7.7. Da es fiir jeweils die Mengen P! P2 i = 1,... k gilt, folgt der

1

Satz. O

Man beachte aber, dafs die Bogen in den Mengen Pg , Piz, i=1,...,k nicht nur
aus DT stammen, sondern daf8 auch, falls im Laufe des Algorithmus PATHFINDER
eine Kante nicht mehr durch Bégen tiberdeckt wird, neue Bogen erzeugt werden.
Diese neu erzeugten Bogen erhohen aber, wie wir im ndchsten Abschnitt sehen

werden, die Kosten nicht.

Der Algorithmus PATHFINDER terminiert, weil in jedem Durchlauf der Schlei-
fe mindestens ein Bogen zu einer der beiden Mengen hinzugefiigt wird und jede
Menge maximal n Bogen enthalten kann.

2.7.5 Giitegarantie und Polynomialitat

Um die Laufzeit des gesamten Algorithmus zu untersuchen, miissen wir genauer
erkldren, wie wir die Pfade im Digraphen D™ suchen. Man kann den Digraphen
D" mit Tiefensuche durchsuchen und sich dabei die lingsten Pfade merken. Da-
bei wird jeder Bogen genau einmal durchlaufen. Mit Tiefensuche kann man fiir
jeden Knoten ermitteln, welche Knoten von ihm aus iiber welche Bogen erreich-
bar sind. Die gesamten Suchoperationen benétigen daher O(m) Laufzeit. Die ,So-
lange”-Schleife durchlduft der Algorithmus maximal n/2 mal, da in jedem Durch-
lauf an einem der beiden Pfade Bogen angefiigt werden, die den nidchsten Engpaf3
tiberdecken und Engpésse immer mindestens zwei Knoten Abstand voneinander
haben. Der Algorithmus PATHFINDER hat also eine Laufzeit von O(knm).

Nun miissen wir noch zeigen, dafi der Algorithmus COVERPATH ein 3-
Approximationsalgorithmus ist. Dazu zeigen wir zundchst, dafd der Algorithmus
PATHFINDER fiir jede Kante (v,v + 1) hochstens 2\, Aufwarts-Teiltransporte er-
zeugt, die diese Kante tiberqueren. Damit sind die Kosten fiir die Teiltransporte
hochstens doppelt so hoch wie cqqy, da das Argument fiir Abwérts-Teiltransporte
analog gilt.
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Lemma 2.7.11. Uber jede Kante (v,v + 1) gehen hichstens 2\, Aufwirts-Teiltransporte
und hochstens 2\, Abwiirts-Teiltransporte.

Beweis. Nach Satz 2.7.10 findet der Algorithmus PATHFINDER in jedem Aufruf k
Bogen, die die Kante (v, v + 1) tiberdecken. Ist vor Beginn des Algorithmus PATH-
FINDER W, > 2k, dann werden nur Bogen aus D, welche die Kante (v,v + 1)
tiberdecken, ausgewdhlt und keine Bogen im Schritt 7 ergénzt. Also reduziert sich
A, um mindestens Eins bei der Erzeugung der zwei Teiltransporte.

Ist aber vor Beginn des Algorithmus PATHFINDER u, < 2k, dann kann es
geschehen, dafi alle Bogen, die die Kante (v,v + 1) {iberdecken, in die Menge
Pg ,i=1,...,kund Pf, i=1,...,k aufgenommen werden. Nur in diesem Fall wer-
den neue Bogen erzeugt. Diese werden aber gleich wieder entfernt. Also reduziert
sich A,, von Eins auf Null. Ist aber A, = 0, so fiithren iiber die Kante (v,v + 1) keine
Bogen mehr, also ist wi < v oder wy > v+1, es werden also nur noch Teiltransporte
erzeugt, die nicht mehr tiber die Kante (v, v + 1) fithren. Fiir Abwartsteiltransporte
gilt die Aussage analog. O

Nun miissen wir nur noch die Kosten fiir die Leerfahrten berticksichtigen,
die durch das Zusammenfiigen der Teiltransporte zu einem giiltigen Transport
entstehen. Wie in Kapitel 2.7.1 beschrieben, 16sen wir dazu das DARP auf Pfa-
den und zwar das auf dem durch die Menge der Bogen 7 := {(x(T),w(T)) :
T ist ein Teiltransport} induzierten Digraphen. Betrachten wir den Algorithmus
OPTPATH von Atallah und Kosaraju [6] aus Abschnitt 2.3, der dieses Problem
optimal 16st, dann sehen wir, dafs dieser Algorithmus den Digraphen balanciert
und dann zu einem stark zusammenhéngenden Graphen erweitert. Das Balancie-
ren verschlechtert die Giitegarantie nicht, da wir nach Lemma 2.7.11 wissen, daf3
tiber jede Kante (v,v + 1) hochsten 2A, Aufwaérts- und hochstens 2\, Abwarts-
Teiltransporte fithren. Nach dem Balancieren fiithren zwar gleichviele Aufwirts-
und Abwarts-Teiltransporte tiber (v,v 4 1), das Maximum aber bleibt gleich. Das
Balancieren fiihrt auch dazu, da8 fiir alle Knoten v € V gilt, dal 67 (v) = 6 (v) ist.
Das Erweitern zu einem stark zusammenhidngenden Graphen aber kostet hoch-
stens 2c¢(1,n) zusitzlich, da das Hinzuftigen der Elementarbogen {(v,w) : v =
w+1,w e V\{n}oderv=w—1w € V\{1}}jeden Graph stark zusammenhédngend
macht. Also gilt folgender Satz:

Satz 2.7.12. Fiir die Kosten eines Transports T, der durch den Algorithmus COVERPATH
erzeugt wird gilt:
C(T) < 2Cﬂow + ZC“ ,TL) < 3Cﬂow < 3CO73T-

Damit ergibt sich insgesamt eine Giitegarantie von 3.

Der Algorithmus OPTPATH zum Losen des DARP auf Pfaden ist in O(|7|n?)
(siehe Abschnitt 2.3). Die Laufzeit des Algorithmus PATHFINDER ist, wie wir oben
gesehen haben, in O(knm). Da die Anzahl aller Teiltransporte, also |7, kleiner
oder gleich der Anzahl der Bogen in D ist, ist die Laufzeit der Einfligeoperation
in O(mn?). Das Balancieren der Digraphen D" und D™ istin O(m +n), also ist die
Laufzeit des gesamten Algorithmus COVERPATH in O(knm?) und damit polyno-
mial.



2.8 EIN ALGORITHMUS FUR CDARP AUF KREISEN

65

2.8 Ein Algorithmus fiir CDARP auf Kreisen

Aus dem im vorherigen Abschnitt 2.7 vorgestellten Algorithmus COVERPATH
1463t sich ein 6-Approximationsalgorithmus fiir das CDARP, dessen unterliegender
Graph ein Kreis ist, ableiten. Dazu verwenden wir eine Idee von Karp und Bartal
zur Abschitzung einer komplizierten Metrik durch eine einfachere Metrik [7], [8].

Das DARP auf Kreisen ist zuerst von Atallah und Kosaraju [6] betrachtet wor-
den. Hintergrund fiir dieses Problem ist ein Roboter, der seinen Arm um eine fest-
stehende Achse kreisformig bewegen kann und mit diesem Arm Objekte von ei-
nem Ort in Reichweite des Arms zu einem anderen Ort beférdern soll. Konnte die-
ser Roboter mehrere Objekte zur selben Zeit transportieren, wiirde dieses Problem
dem CDARP auf Kreisen entsprechen.

Sei eine Instanz eines CDARP durch das Tupel P = (V,E, A, c,0,k) gegeben.
Dabei sei G = (V, E) ein Kreis.
Wir definieren C := ) __¢ c(e). Wir wéahlen nun mit einer Wahrscheinlichkeit

von pe = Lce) die Kante e € E und konstruieren eine Menge E. = E\ {e}. Die Menge
E. induziert einen Graphen G := (V, E¢). Wir definieren die Kosten ce(v, w),v,w €
V als die Kosten des kiirzesten Weges vom Knoten v zum Knoten w im Graphen
Ge. Dann ist also P. = (V,E¢, A, ce, 0, k) eine Instanz des CDARP auf einem Pfad
und auf Pfaden existiert ein 3-Approximationsalgorithmus fiir das CDARP (siehe
voriger Abschnitt).

Jetzt gilt folgendes Lemma:

Lemma 2.8.1. Sei das CDARP P, die Familie von CDARP P.,e € E und p. wie oben
definiert. Dann gilt:

D Pecelv,w) < 2¢(v, W)
eckE

Dabei kann man die linke Seite dieser Gleichung als Erwartungswert der Zu-
fallsvariablen ce(v, w) interpretieren.

Beweis. Sei vi = v,vi := w und (v1,v2), (v2,v3),..., (Vk_1,Vk) der (eindeutige)
Pfad von v nach w in G. Dann gilt:

K—1
Zpece(\))W) < Zpe Z Ce(Vj,Vj+])
=1

eckE eckE

k-1
= Z Z PeCe(Vy, Vit1)

j=1 ecE
Also gentigt es zu zeigen, dafs fiir benachbarte Knoten vj, v; 7 gilt:

D pecelvi,vir1) < 2¢(vj,vip).
eck
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Wir wissen, dafé fiir e = (vj,vj41),j =1,...,n—1gilt:ce(v,v+1) = C—c(v,v+1)
und pe = Lce).Und fur e # (vj,vi1),i =1,...,n—1gilt: ce(vj, vit1) = c(vj, Vi1).

Also gilt fiirallej =1,...,n—1

Zpece(\"j»vi+1) =Py vi.1) (C—clvy,vipa)) + Z Pec(Vj, vis1)

ecE e€BE\{(vj,vj+1)}
C(V]aVJ—H)(C (V),V]+1))
= +
C
V ,V
c(vj,vip1) [ 1— —22— AL )
c?(vj, v 1) c?(vj, vj1)
= c(vj,vj41) — ]C I + c(vj, V1) — %
262(v;,v341)
= 2¢(vj, Vj+1) — %

< 2¢(vj, Vig1)

O

Seinun T = ((vo,v1,M1), (v1,v2,M2), ..., (vi_1,w, M,)) der giiltige Transport
mit minimalen Kosten der Probleminstanz P und c¢(T) = Z{;& c(vi, viy1) die Ko-
sten dieses optimalen Transports. Seien c(T.) die Kosten des giiltigen Transports

mit minimalen Kosten der Probleminstanz P. fiir alle e € E. Dann gilt:

1
c(T) =) clvi,vis1)

7

T
Ld

WV

PeCel(Vi, Vit) wegen Lemma 2.8.1
ecE
T

I
o
N|_a

—_

Pe ) Celvi,viy1)

WV
NI = N =
M &M

ecE  i=0
pec(Te) *)
eckE
1
> = > <mmc Te) ) (Zpe>
eckE
= 1mm c(Te)
2 ecE €

Die Ungleichung (*) gilt, da jeder giiltige Transport fiir ein Problem P auch ein
gliltiger Transport fiir Pe, e € Eist und da ce, (e2) > c(ey) fiir alle eq, e, € E gilt.

Losen wir also alle Probleminstanzen P. mit dem Algorithmus COVERPATH
und wéhlen dann die Losung mit minimalen Kosten ccoygrparn, dann gilt:

ccoverPary < min3c(Te) < 6¢(T).
eck
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Dies ist in polynomialer Zeit durchfiihrbar, da der Algorithmus COVERPATH
n-mal durchgefiihrt wird und COVERPATH polynomial in der Ausfithrungszeit ist.

Es gilt also:

Satz 2.8.2. Es existiert ein 6-Approximationsalgorithmus fiir das CDARP auf Kreisen.

2.9 Der Algorithmus INTERVALLGRAPH

Wir stellen in diesem Abschnitt einen Algorithmus vor, der eine mindestens so gute
Giitegarantie wie der Algorithmus COVERPATH besitzt, der aber leichter erweiter-
bar ist als der Algorithmus COVERPATH.

Auch dieser Algorithmus, wir nennen ihn INTERVALLGRAPH, arbeitet in zwei
Phasen. In der ersten werden wie beim Algorithmus COVERPATH Teiltransporte
gefunden, die in der zweiten Phase zu einem Transport zusammengefiigt werden.
Die Art und Weise, wie diese Teiltransporte gefunden werden unterscheidet sich
aber von der beim Algorithmus COVERPATH.

Diesmal suchen wir ndmlich in jeder Iteration eine Menge von Bogen mit ma-
ximalen Kosten aus D" bzw. D, so daf8 jede Kante des darunterliegenden Pfades
maximal k-fach tiberdeckt wird. Diese Mengen kann man, wie wir zeigen werden,
in polynomialer Zeit finden.

2.9.1 Beschreibung des Algorithmus INTERVALLGRAPH

Zunichst betrachten wir nur die Auftrdge, die von unten nach oben transportiert
werden miissen. Das heif3t also, wir betrachten nur den Digraphen D . Der Algo-
rithmus fiir den Digraphen D~ funktioniert analog.

Wir wollen das Problem MAXTEILTRANSPORT (A, c¢) l6sen:

Definition 2.9.1 (MAXTEILTRANSPORT). Folgendes Problem bezeichnen wir mit
MAXTEILTRANSPORT (A, c): Gegeben seien

e ein Digraph DT = (V,A), wobei fiir A gilt: i € A = it < i (DT ist also
azyklisch) und

e ecine Kostenfunktionc: A — R.

Nun suchen wir eine Menge A’ von Bogen aus A, so da8 die Kosten c¢(A’) maxi-
mal sind, und die Menge der Bogen in A’, die eine Kante e € E tiberdecken, eine
Kardinalitdt nicht grofser als k haben. Es soll also

\{ieA’:i+<v<if}}<k furallev=1,..., n—1 (2.31)

gelten.
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Dieses Problem entspricht dem Problem, eine Menge A’ von Kanten mit maxi-
malen Kosten in einem Intervallgraphen D = (V,A) zu finden, so dafs die grofite
Clique im Graphen D’ = (V, A’) nicht groer als k ist.

Wir kénnen dieses Problem als ein ganzzahliges lineares Programm formulie-
ren. Die Menge A enthalte m Bogen, also sei m := |A|. Diese Bogen numerieren wir
von 1 bis m.

Seien x; € {0,1},1 = 1,..., m die Entscheidungsvariablen, ob der Bogen i in A’
ist oder nicht. Also x; nimmt den Wert Eins an, wenn der Auftrag iin der Menge A’
enthalten ist, ansonsten sei x; = 0. Dann ergibt sich folgendes ganzzahlige lineare
Programm (ILP):

m
max Z c(i)xy, (2.32)

i=1

so daf3
> x<k firallev e V\ {n} (2.33)
e At Qv<i—

0<% <1 furallei=1,...,m (2.34)
xi €N furallei=1,...,m (2.35)

Dieses ganzzahlige lineare Programm laf3t sich, wie wir spéter zeigen werden,
in polynomialer Zeit 16sen, da die Matrix der Koeffizienten der Nebenbedingungen
total unimodular ist.

Bemerkung. Man kann dieses Problem auch als ein Min-Cost-Flow-Problem mo-
dellieren. Dazu konstruieren wir ein Netzwerk, das fiir jeden Auftrag in A einen
Bogen mit Kapazitit Eins und Kosten Null enthélt. Zusétzlich fiigen wir fiir jede
Kante (v,v + 1) € V einen Bogen (v,v + 1) mit Kapazitdt k und Kosten von Eins
hinzu. Die Quelle s dieses Netzwerks ist adjazent zum Knoten 1 und der Bogen
(s, 1) hat eine Kapazitdt von k. Der Knoten n ist die Senke. Ein maximaler Flufs mit
minimalen Kosten entspricht dann einem maximalen Teiltransport. Jeder Bogen,
der einem Auftrag aus A entspricht und der im Fluf§ enthalten ist entspricht einem
Auftrag in A’, der Losung des Problems MAXTEILTRANSPORT.

Unser Algorithmus INTERVALLGRAPH 16st jetzt das Problem MAXTEILTRANS-
PORT, entfernt alle Bogen aus A, die in A’ enthalten sind und konstruiert aus den
Bogen aus A’ einen Teiltransport, wie im Abschnitt 2.7.1 beschrieben. AnschliefSend
beginnt er wieder von vorne, bis die Menge A keine Bogen mehr enthalt.

Wir haben zwar das Problem MAXTEILTRANSPORT (A, ¢) bisher nur fiir eine
Menge A definiert, welche nur Aufwértsbogen enthilt. Wir konnen aber analog
das Problem MAXTEILTRANSPORT (A, ¢), A enthdlt nur Abwirtsbogen definieren.
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Vorbedingung: A ist eine Menge von Auftragen mit Kardinalitdt m. Die Kapazitat
des Aufzugs betrage k

1: Solange A nicht leer ist :
2. Wenn A einen Auftrag i miti* < i~ enthdlt Dann
3 seiB=A(D")
4:  Sonst

5: seiB=A(D")

6: Ende Wenn

7. Sei A’ die Losung des Problems MAXTEILTRANSPORT (B, c);

8:  entferne alle Bogen aus A, die in A’ enthalten sind;

9:  konstruiere aus A’ Teiltransporte und fiige sie zu der Menge der Teiltrans-

porte 7 hinzu;
10: Ende Solange
11: konstruiere aus der Menge der Teiltransporte 7 einen Transport.

Algorithmus 8: INTERVALLGRAPH

2.9.2 Giitegarantie

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dafs die Giitegarantie des Algorithmus INTER-
VALLGRAPH mindestens so gut ist, wie die Giitegarantie des Algorithmus CoO-
VERPATH. Das heifst, wir zeigen, daff der Algorithmus INTERVALLGRAPH ein 3-
Approximationsalgorithmus ist. Dazu werden wir die Kosten der Losungsmenge
A’ des Problems MAXTEILTRANSPORT aus Schritt 7 des Algorithmus INTERVALL-
GRAPH mit den Kosten der Mengen, die der Algorithmus COVERPATH aus Ab-
schnitt 2.7 findet, vergleichen.

Wir konnten im Schritt 7 des Algorithmus INTERVALLGRAPH, anstatt das Pro-
blem MAXTEILTRANSPORT zu losen, durch mehrfache Anwendung des Algorith-
mus COVERPATH 2k Mengen von Bégen finden und daraus k Mengen auswéhlen.
Die Vereinigung dieser k Mengen erfiillt dann die Gleichung (2.31).

Wir betrachten jetzt, wie wir den Algorithmus COVERPATH anwenden miissen,
damit wir ihn als Ersatz fiir das Losen des Problems MAXTEILTRANSPORT verwen-
den konnen. Der Algorithmus COVERPATH operiert namlich nur auf Teilgraphen
L(wo,wi) € DT = (V,A), wobei wy € V der unterste Knoten ist, an dem Bogen
aus DT starten, also Ay, > 0 ist und wy; > wy der unterste Knoten in V ist, fiir
den Ay, = 0 gilt. Aber wir kénnen D in Teilgraphen D§,D7,...,D{ zerlegen,
so dafs fiir jede Bogenmenge eines dieser Teilgraphen der unterliegende Graph zu-
sammenhdngend ist (siehe Abbildung 2.9.2).

Dazu betrachten wir die Menge der Kanten (v,v + 1) fiir die p7 = 0 gilt. Sei
M :{(V»V+ 1) e E . L‘L\_)._ :O}:{(V],V] + ]),(VZ,V2+ ])»"'»(VS)VS+ ])}

diese Menge. O.B.d.A. gelte vi < vy < -+ < vs. Auflerdem sei vop = 1 und vei1 =
n. Dann betrachten wir die Teilgraphen D" ,i = 0,...,s von D. Ein Digraph D}
enthalt die Aufwartsbogen, die einen Startknoten u mit vi < u < vi41 haben.
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Vo = Vg ﬂ\Da’

Abbildung 2.27: Aufteilung der Menge A in Mengen D{, D7, ..., D{.

S

Es kann keine Bogen in D" geben, die ihren Startknoten in einem Digraphen
D;" und ihren Zielknoten in einem Digraphen D).*, i # j haben. Dies liegt daran,
daB zwischen je zwei Digraphen D7, D;r, i # j mindestens eine Kante aus M liegt,

iiber die keine Bogen aus D laufen. Es gilt weiterhin U]S:(; D =D™".

Nun kénnen wir den Algorithmus COVERPATH auf jeden dieser Teilgraphen

Dy,D7,...D{, Dy, anwenden.

Wenn wir aus den Mengen P!,Pf,i = 1,...,k, die der Algorithmus Co-
VERPATH aus dem Digraphen D]?L,j € {0,...,s + 1} konstruiert hat, k Mengen
auswéahlen und diese vereinigen, so ist die Gleichung (2.31) erfiillt. Dies folgt di-

rekt aus dem Satz 2.7.10.

Sei E; die Menge der Kanten, die von Bogen in D;r tiberdeckt wird, also gilt
Ej:={(v,zv+1)ek:ie A(Dj*) mitit <v<ih

Lemma 2.9.2. Fiir die Mengen A’, die Losungen des Problems MAXTEILTRANSPORT
(A, c) im Schritt 7 des Algorithmus INTERVALLGRAPH sind, gilt:

c(A)> ) ;c(Ej).
j=0

Beweis. Wir unterteilen den Digraphen Dt = (V, A) wie oben beschrieben in Teil-
graphen D, 1 = 0,...,s. Auf jeden dieser Teilgraphen wenden wir den Algorith-
mus COVERPATH an. Wir wissen aus Lemma 2.7.10, dafs die 2k Mengen von Bogen,
die der Algorithmus COVERPATH findet, jede Kante (v,v + 1) des D} unterliegen-
den Graphen L(vi,vit1) fiir die p, > 0 gilt, mindestens k-fach tiberdeckt. Daraus
folgt, daf3 die Bogen in diesen 2k Mengen zusammen mindestens Kosten von kc(E;)
verursachen. Wahlen wir nun die Hélfte der Mengen mit grofseren Kosten, so sind
die Kosten der Bogen in dieser Hilfte der Mengen mindestens halb so grofs, wie die
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Kosten aller Mengen. Da nun A(D ™) disjunkte Vereinigung der A(D;“), 1=0,...,s
ist, folgt das Lemma. O

Das Lemma 2.9.2 bedeutet also, daf$ in jeder Iteration Teiltransporte erzeugt
werden, deren Kosten c(E;) betragen und in denen das Fahrzeug mindestens zur
Halfte ausgelastet ist. Daraus folgt aber sofort, dafs die Kosten der Teiltransporte
¢(T) < “%« sind. Dann folgt mit der gleichen Argumentation, wie fiir den Satz
2.7.12, der folgende Satz:

Satz 2.9.3. Der Algorithmus COVERPATH hat eine Giitegarantie von 3.

2.9.3 Die Koeffizientenmatrix ist unimodular

Wir zeigen jetzt, dafs der Algorithmus COVERPATH polynomial in seiner Zeitkom-
plexitat ist. Dazu miissen wir zeigen, dafs das Problem MAXTEILTRANSPORT poly-
nomial 16sbar ist.

Betrachten wir die Matrix der Koeffizienten, so entspricht jede Spalte einem
Auftrag und jede Zeile einer gerichteten Kante (v,v + 1) firv = 1,...,n — 1.
Sortieren wir die Zeilen der Matrix nach den Startknoten der gerichteten Kanten,
so hat die sich ergebende Koeffizientenmatrix die sogenannte ,,consecutive ones”-
Eigenschaft. Das heifst, dafs in jeder Spalte genau ein Block mit ,1”-Eintrdgen ent-
halten ist und ansonsten nur Nullen.

Lemma 2.9.4. Die Matrix der Koeffizienten A im ganzzahligen linearen Programm (ILP)
hat mit einer geeigneten Permutation der Zeilen die Eigenschaft, da A € {0, 1}m*2(=1)
in jeder Spalte genau einen Block mit Einsen enthdlt. Das heifit, gilt Ai; = 1 und Ay 5 =
1,i" > 1, dann miissen auch alle Elemente zwischen diesen beiden Eins sein, also gilt
dann: Ay; = 1 fiir allei < 1 < i’. Diese Eigenschaft nennen wir ,consecutive ones”-
Eigenschaft.

Beweis. Ordnen wir die Zeilen wie oben beschrieben, so befinden sich die Zeilen fiir
tibereinanderliegende Stockwerke auch in der Koeffizientenmatrix A {ibereinander.
jede Spalte entspricht genau einem Auftrag. Ein Auftrag i mufS aber aller Kanten
(§,j + 1) mit it < j < i~ iiberqueren. Also hat er genau in den Zeilen fiir diese
Knoten j einen Eintrag 1 und in den Anderen den Eintrag 0. O

Lemma 2.9.5. Matrizen mit der ,consecutive ones”-Eigenschaft sind total unimodular.

Beweis. Wir fiigen eine Zeile, die nur Nullen enthélt oben an die Matrix an. An-
schlieflend ziehen wir von jeder Zeile die dariiberliegende Zeile ab. Nun sind in
jeder Spalte genau ein Eintrag 1 und ein Eintrag —1. Daraus folgt mit [31], Example
2, S. 274, daf$ die so erzeugte Matrix total unimodular ist. Da aber unsere Trans-
formation die Eigenschaft der totalen Unimodularitét nicht stort, folgt die Behaup-
tung. 0

Lemma 2.9.6 (Lemma aus [27], [31]). Eine {—1,0,+1}-Matrix M, die in jeder Spalte
genau eine +1 und eine —1 enthiilt, ist total unimodular.
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Beweis aus [33], [31] (vollstindige Induktion). Fiir 1 x 1-Matrizen gilt das Lemma tri-
vialerweise. Nun schliefSen wir von einer n x n-Matrix auf eine (n + 1) x (n 4 1)-
Matrix. Jede quadratische Teilmatrix N von M enthélt entweder eine Spalte mit
hochstens einem Eintrag, der nicht Null ist, oder jede Spalte von N enthélt sowohl
eine +1 als auch eine —1. Im ersten Fall entwickelt man die Determinante nach der
Spalte, die nur einen Eintrag ungleich Null enthalt. Induktiv folgt dann, daf8 die
Determinante von N —1,0 oder +1 ist. Im zweiten Fall ist die Determinante von N
Null. O

Daraus folgt, dafs das Polyeder, welches durch conv(x : Ax < k) definiert
ist, nur ganzzahlige Eckpunkte hat. Dieses Polyeder ist wegen der Ungleichungen
(2.34) beschrankt. Man kann also mit der Ellipsoid-Methode oder Innere-Punkte-
Methoden in polynomialer Zeit eine optimale Losung des MAXTEILTRANSPORT-
Problems finden, indem man eine optimale Losung des IP’s findet.

Der Vorteil dieses Algorithmus ist es, dafl man relativ leicht Erweiterungen,
wie z.B. Start-/Stopzeiten oder Ordnungen auf den Auftrdgen, des Algorithmus
implementieren kann, indem man zusatzliche Nebenbedingungen zu dem ILP hin-
zufiigt. Dabei geht aber in die Regel die polynomiale Losbarkeit verloren.

294 FIrFo

Man kann auf der Basis des Algorithmus INTERVALLGRAPH nun einen erweiterten
Algorithmus angeben, der FIFO-Prdzedenzen fiir Auftrdage auf den gleichen Stock-
werken berticksichtigt.

Dazu schriankt man die Menge der Bogen A, auf der man das Problem MAX-
TEILTRANSPORT (A,c) lost, auf Bogen ein, die minimal beziiglich der FIFO-
Ordnung sind. Aufierdem setzt man die Kapazitit auf 1 und 16st das Problem k-mal
hintereinander.

Man kann dann aber im allgemeinen anschlieffend nicht mehr einen optima-
len Transport aus den Teiltransporten bestimmen, da Andern der Reihenfolge der
Teiltransporte die FIFO-Prdzedenzbedingung verletzen kdnnte.

Welche Giitegarantie dieser Algorithmus hat ist nicht klar, er liefert aber in prak-
tischen Versuchen Transporte deren Kosten nicht weit von der Flufigrenze entfernt
sind.

2.9.5 Start-/ Stopzeiten

Wir leiten jetzt aus dem Algorithmus INTERVALLGRAPH einen Algorithmus ab, der
auch Start-/Stopzeiten berticksichtigt.

Aquivalent zu obigem (ILP) kénnen wir auch alle Teiltransporte auf einmal be-
rechnen. Dazu fiihren wir einen Zeitindex fiir die Variablen x; ein. Wir benutzen
also jetzt Variablen x;. Diese werden 1, wenn der Auftrag i im t. Teiltransport
transportiert wird, ansonsten 0.
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Damit ergibt sich folgendes neues IP:

T m
min Z Z te(i)x,

t=1 i=1
so dafs

Z Xy <k

ieAAT v<i™

Z Xy <k

iEAAT Zv>i—

T
D xu=1
t=1

0<% <1
xi €N

firalleve V\{n} firallet=1,...

furalleve V\{n} firallet=1,...

firallei=1,...,m
furallei=1,...,m
furallei=1,...,m

, T

, T

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
(2.41)

Die neue Nebenbedingung 2.39 zerstort die totale Unimodularitét nicht, da sie
nur tber jede Intervallgraphenmatrix eine Einheitsmatrix setzt. Die Koeffizienten
Matrix A sieht also folgendermafsen aus:

Dabei ist S die Koeffizienten-Matrix von (ILP) aus Abschnitt 2.9.1.

En En ... En
—E, —En ... —En
S 0

S
0 S

In dieses ganzzahlige lineare Programm konnen wir nun Nebenbedingungen

fur Start-/Stop-Zeiten einftigen.

Dazu miissen wir die Anzahl der Variablen erhohen. Dabei geht aber die totale
Unimodularitit verloren. Das entstehende lineare ganzzahlige Programm 143t sich
aber dennoch in relativ geringer Zeit 16sen.

Dazu fithren wir folgende Variablen ein:
zt 1<t<T1<j<n Der Vertikalforderer startet im t. Durchlauf im
Stockwerk j mit Auftrdgen nach oben.
Der Vertikalforderer stoppt im t. Durchlauf im
Stockwerk j mit Auftrdgen nach oben.
Der Vertikalforderer startet im t. Durchlauf im
Stockwerk j mit Auftrdgen nach unten.
Der Vertikalférderer stoppt im t. Durchlauf im
Stockwerk j mit Auftrdgen nach unten.

start,t,j

Zgopy T SESTISj<n
Zgartpy 1 SESTTIS<jisn
Zgopty 1 SESTI<jsn
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Nun kénnen wir folgende Ungleichungen zu (ILP) hinzuftigen:

Zartpr — Xt = 0 ffiralle'tzh---,T, L (2.42)
furallei=1,..., mmiti™ <1i
+ s 5 _
Zgtop t,i- xti =0 fiurallet=1,...,T, (2.43)
furallei=1,..., mmiti" <i~
Zoart tir — Xti = 0 fj'jralle‘tzh...,—l—, o (2.44)
furallei=1,..., mmiti" >1
zs_topyt)i,—xﬁ20 furallet=1,...,T, (2.45)
firallei=1,..., mmitit >1i" '

Setzen wir in der Zielfunktion die Koeffizienten fiir die x;; auf 0 und fiir die
Z:;;; /stop auf 1, so minimieren wir die Anzahl der Starts und der Stops. Das IP
liefert aber auch nur eine Ndherungslosung, da die Starts und Stops fiir die Verbin-
dungsfahrten nicht berticksichtigt werden. Da sich aber durch Verbindungfahrten
die Anzahl der Starts- und Stops hochstens verdoppelt haben wir hier eine Giite-
garantie von 2. Da wir aber auch das Auf und Abwartsfahren trennen, ergibt sich
nur noch eine Giitegarantie von 4. Eine konstante Giitegarantie fiir die Fahrzeiten
ergeben sich aber nicht mehr.

In dieses (ILP) kann man auch die FIFO-Prazedenzbedingungen integrieren:

xtitxp; <1 fiurallet<t',j<i (2.46)

Wir haben also einen Algorithmus gefunden, der nicht mehr polynomial be-
schrankte Rechenzeit hat, aber dessen Losung hochstens 4-mal so hdufig an Stock-
werken hilt, wie die Losung mit minimaler Anzahl von Starts und Stops. Fiir die
gesamte Fahrtzeit konnten wir keine Giitegarantie angeben. Dieser Algorithmus
ist also nur fiir Probleme geeignet, in der der Anteil der Zeiten fiir Anfahren und
Anhalten im Vergleich zu den Fahrzeiten relativ grofs sind.



Kapitel 3

Polyedrische Ansitze

Da wir gesehen haben, dafl, wenn NP # P gilt, keine polynomialen Algorith-
men existieren, die das CDARP selbst auf Pfaden optimal 16sen, untersuchen wir
nun ganzzahlige lineare Programme, die das CDARP beschreiben. Wir stellen zwei
verschiedene Ansitze vor. Der erste Ansatz ist nur fiir CDARP auf Pfaden oder
einfachen Baumen zu gebrauchen. Dafiir enthélt er verhéltnismaflig wenig Neben-
bedingungen und ist daher, wenn man ein Programm zum Losen von ganzahligen
linearen Programmen, wie z.B. CPLEX hat, einfach zu implementieren.

Wir stellen noch ein zweites ganzzahligeslineares Programm (ILP) vor, welches
auf der polyedrischen Formulierung des , Travelling Salesman Problem” von Dant-
zig, Fulkerson und Johnson [14] basiert, und demzufolge exponentiell viele Neben-
bedingungen in der Anzahl der Auftrdge benétigt. Um solch ein ILP zu l6sen mufs
man Techniken wie Schnittebenenverfahren (siehe z.B. [31]) anwenden. Das macht
die Implementation komplizierter. Dieses ILP beschreibt dafiir das CDARP bzw.
sogar das FIFO-CDARP auf allgemeinen Graphen.

3.1 ILP fiir das CDARP auf Pfaden

In diesem Abschnitt stellen wir ein ganzzahliges lineares Programm (ILP) vor, wel-
ches das CDARP auf Pfaden vollstindig beschreibt. Eine optimale Losung dieses
(ILP) entspricht also einer optimalen Losung eines CDARP.

Die Idee dieses ganzzahligen linearen Programms ist es, mehrere Netzwerke
zu koppeln. Wir betrachten die Bewegung des Aufzugs als einen Fluf3. Jede mogli-
che Folge von Bewegungen entspricht dann einem giiltigen Fluf fiir den Aufzug.
Zusétzlich haben wir fiir jeden Auftrag ein Netzwerk.

Probleme mit ca. 20 Auftrdgen und 9 Stockwerken werden in ungefdhr einer
Minute mit CPLEX gelost. Probleme mit 36 Auftragen und 5 Stockwerken werden
in ein bis zwei Stunden gerechnet.

Wir wollen nun das ILP fiir eine Instanz des CDARP P = (V,E,A,c,1,k) auf
einem Pfad modellieren. Dabei ist die Menge der Knoten V wie im Abschnitt 2.7 so

75
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von 1 bis n numeriert, dafs fiir je zwei Knoten u,v € V mit [u — v| = 1 eine Kante

(u,v)

3.1.1

€ E existiert.

Die Konstanten

Folgende Konstanten verwenden wir in diesem ganzzahligen linearen Programm:

n

m
k
T

3.1.2

Anzahl der Stockwerke,

Anzahl der Objekte,

die Kapazitat des Vertikalforderers in Objekten,
die maximale Anzahl von Durchldufen, wobei gilt: T < 3 [m/k] (s.u.).

Die Variablen

Wir haben eine Menge von Variablen fiir den Aufzug. Jede Variable entspricht einer
Uberquerung einer Kante im Graphen G durch den Aufzug zum t-ten Mal, oder
einem t-ten Richtungswechsel. Aufierdem haben wir eine Menge von Variablen fiir
die Auftrage analog zu den Aufzugsvariablen. Im einzelnen haben wir folgende

Variablen:

Xy 1<t<T1<i<
m1<j<n—1
Xii] 1T <t<<T1T <1<
m2<j<n
xj;]. 1<t<T1<ig
m2<j<n
Xei; 1<t<T—1,1<

i<ml<jis<n—1
uf; 1<t< T <)<
n—1
yy; 1<t<T2<i<n
y; T<t<T2<i<n
y;]?L 1<t<T-11K

j<n—1

Das Objekt i wird im t-ten Durchlauf vom j-ten in
das (j + 1)-te Stockwerk transportiert.

Das Objekt i wird im t-ten Durchlauf vom j-ten in
das (j — 1)-te Stockwerk transportiert.

Das Objekt i dandert im t-ten Durchlauf im j-ten
Stockwerk seine Richtung von aufwirts in
abwirts.

Das Objekt i dndert im t-ten Durchlauf im j-ten
Stockwerk seine Richtung von abwirts in
aufwirts.

Der Aufzug tiberquert im t-ten Durchlauf die
Kante vom j-ten zum (j — 1)-ten Stockwerk
aufwarts.

Der Aufzug tiberquert im t-ten Durchlauf die
Kante vom j-ten zum (j — 1)-ten Stockwerk
abwirts.

Der Aufzug dndert im t-ten Durchlauf im j-ten
Stockwerk seine Richtung von aufwirts in
abwarts.

Der Aufzug dndert im t-ten Durchlauf im j-ten
Stockwerk seine Richtung von abwirts in
aufwarts.

Alle Variablen sind (0, 1)-Variablen.
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3.1.3 Zielfunktion

Wir wollen die Kosten der Bewegung des Aufzugs minimieren.

T n

minimiere Y Y (c(3,j + Ny + ¢ +1,3)ug;) 3.1)
t=1 i=1

3.1.4 Bedingungen
Netzwerkflubedingungen fiir den Aufzug

Die folgenden Nebenbedingungen modellieren die Bewegungsmoglichkeiten
des Aufzugs. Fiir jeden Knoten vy, der einem Knoten im Graphen G = (V,E)
zum Zeitpunkt t entspricht benotigen wir eine Nebenbedingung, die angibt, zu
welchem Knoten der Aufzug von v aus gelangen kann und von welchem Knoten
er kommen kann. Dies ist in der Abbildung 3.1 dargestellt.

U5 T Y1y~ Yy — Vi =0 firalle2 <t <T, (3.3)
1<j<n—1 '
y{j—y{jﬂ —y{jjr] =0 firallel <j<n—1 (3.4)
Ui —Uin =0 firallel <t<T (3.5)
Vg T YL — Vg —Ygpy; =0 firalle] <t<T—1, (36)
2<j<n '
Y YT~y =0 firalle2<j<n (3.7)
Y —Yq <1 furalle1 <t<T—1 (3.8)
4 X4 G4 a4
A o A o A o
X3 X9 4 X5 3 2.4 X33 3.4
3 X3 -y x93 | X3 Y X3 | X33 R
A o A o A o
XT,z X713 er,z 2.3 X3+‘2 3.3
2 x5 y x5 | x5 -y x5 | X35 R
A A o iy o
X1+,1 X712 X?,] 2.2 X3+,1 .2
1 Y R Y 0 Y

Abbildung 3.1: Netzwerk fiir den Aufzug mit Kanten- und Knotenkapazitit von 1
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Netzwerkflufbedingungen fiir die Auftrage

Es fehlen noch die Nebenbedingungen fiir die Auftrdge. Ein Auftrag kann sich ge-
nau so bewegen, wie der Aufzug. Es ist aber nicht sinnvoll, einen Auftragi € A, mit
it < i~ unter seinen Startknoten i* oder tiber seinen Endknoten i~ zu transpor-
tieren, wenn wir keine Kosten fiir das Auf- und Abladen beriicksichtigen. Diese
Nebenbedingungen sind analog wie die Netzwerkfluffbedingungen fiir den Auf-
zug aufgebaut und in Abbildung 3.2 dargestellt.

Firalle 1 <i<mgilt

+ - .
t” +x 1 i Xt — Xty =0 flralle2 <t <T, 39)
it+1 <<
+ + +— _
X145~ X141 — X4, =0 flralle2<t<T, (310)
iTH1<i<i
Xiin 1 X{in=0 firallel <t<T (3.11)
- +— — —t ..
Xt,:t,). "'I_ Xt,i,,]. - Xt,i,]‘*‘l - Xt—f—i,],j — O ful‘ a].le 1 g t < T — 1’ (3 12)
P11 <<
— +— — . .
X7ijt X7 — X150 =0 flralle2<j<n (3.13)
Xea1 —Xean S 1 firalle 1 <t<T—1 (3.14)
5 A A A
XT‘1,4 X2+,i,4 X3+‘i,4
XT,;4 X314
4 i 1
P X .
XT,i,3+7 1,i,4 ., erlj . 2,i,4 . X;l 3
*1,43 ¥ X143 | *243 ¥ X243
3 A . “A o >
X7 s X7 .
XTi,Z 1,1,3 . er,i,Z 2,1,3 . Xt
7 | \ Xyi2 >A | X212 -
XTI 1 X2+‘i 1 X3+1 ]
1

Abbildung 3.2: Netzwerk fiir den Auftrag i vom Knoten 1 zum Knoten 5

Kopplung von Auftrigen mit dem Aufzug

Nun miissen wir noch modellieren, dafs der Aufzug nicht mehr als k Auftrage auf
einmal abarbeiten kann, und dafs ein Auftrag nur bewegt werden kann, wenn sich
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gleichzeitig der Aufzug bewegt.

m
D Xy <kyf; firalle T<t<TI<j<n (3.15)
i=1
m
Y xpiy <kyp firalle1<t<TI<ji<n (3.16)
i=1
m
fo;jéky:; firalle1 <t<T1<j<n—1 (3.17)
i=1
m
D xiiy<kuyf furallel<t<T2<j<n (3.18)
i=1

Diese Ungleichungen sorgen dafiir, dafs die Kapazitit des Aufzugs nicht tiber-
schritten wird, und daf$ ein Auftrag nur dann zu einem bestimmten Zeitpunkt tiber
eine bestimmte Kante beférdert wird, wenn auch der Fahrstuhl zu diesem Zeit-
punkt diese Kante tiberquert.

FIFO-Prizedenzbedingungen

In dieses (ILP) kann man auch FIFO-Prdazedenzbedingungen integrieren, wenn man
das FIFO-CDARP l6sen will:

xtij+xevy <1 furallet <t/,i’ <i,j=1i" (3.19)

3.1.5 Beobachtungen

Dieses Modell 1a68t dich durch leichte Modifikationen in ein Modell fiir praemptive
CDARP dndern. Dazu entfernt man einfach die Ungleichungen (3.17) und (3.18).
Auflerdem kann man dann auch die Moglichkeit fiir den Abwdrtstransport der
Aufwirtsauftrage entfernen und vice versa.

3.1.6 Wie grofs muf3 T sein?

Nun stellt sich noch die Frage wie viele Richtungsanderungen macht der Aufzug
insgesamt. Eine einfache obere Grenze fiir die Anzahl der Richtungsdnderungen
ist die Anzahl der Auftrdge, da eine Richtungsdnderung immer nur dann sinnvoll
ist, wenn gerade ein Auftrag beendet worden ist.

Eine andere Abschidtzung der Richtungsdnderungen ergibt sich aus den Werten
Av,v € VA {n} Uberquert der Aufzug die Kante (v,v 4 1) ndmlich A,-mal, so muf3
er mindestens so oft die Richtung wechseln. Also gilt:

T < max A,.
ve V\{n}

Eine andere Abschitzung fiir T, die in der Praxis am besten funktioniert ergibt
sich aus folgendem Lemma.
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Lemma 3.1.1. Die Anzahl der Richtungsinderungen des Aufzugs in einer optimalen
Losung einer Instanz des priiemptiven CDARP ist nicht grofier als 3 [ 3]

Beweis durch Widerspruch. Angenommen wir haben eine Losung mit mehr als
3 [*] Richtungsidnderungen des Aufzugs. Daraus folgt, daf8 die Bewegungen zwi-
schen je zwei Richtungsidnderungen im Durchschnitt weniger als § Auftrige ent-
halten. Damit verursacht dieser Transport aber grofiere Kosten als 3cg, und kann
also nicht optimal sein, da der Algorithmus PATHFINDER immer eine Losung mit
Kosten nicht grofer als 3¢y, findet. O

Praktische Versuche haben gezeigt, dafd die Rechenzeit fiir das hier vorgestellte
ganzzahlige Programm wesentlich von T abhdngt. Dies liegt daran, daf fiir grofie
T die Losung der LP-Relaxierung des ILPs nur noch sehr wenige ganzzahlige Ein-
trage hat. Wahlt man hingegen T recht klein, so miissen schon in der Losung der
LP-Relaxierung viele Variablen ganzzahlige Werte annehmen. Die Gefahr besteht
aber darin, dafs durch die Wahl eines zu kleinen Wertes fiir T die optimale Losung
des CDARP fiir das ILP nicht mehr giiltig ist.

In praktischen Versuchen hat sich gezeigt, dafs fiir T = 3 ungefdhr 99% alle
Instanzen optimal 16sbar waren und die Rechenzeit noch verhiltnisméfiig gering
war.

3.2 ILP fiir das CDARP auf allgemeinen Graphen

Hier stellen wir ein ganzzahliges lineares Programm (ILP) vor, welches das CDARP
auf allgemeinen Graphen vollstindig beschreibt. Dieses ILP ist eine Erweiterung
des ILPs fiir das , Traveling Salesman Problems” von Dantzig, Fulkerson und John-
son [14].

Die hier vorgestellte Formulierung stammt im wesentlichen von K. S. Ruland
[28]. Dort ist das Problem mit unbeschrankter Kapazitdt untersucht worden. Wir
haben noch eine Klasse von Ungleichungen hinzugefiigt, die die Kapazitit be-
schranken. Eine Untersuchung der Losbarkeit des IPs wurde nicht durchgefiihrt.
Sie wire aber interessant, da in dieser Formulierung FIFO-Prazedenzen zwischen
Auftragen und Start-/Stopzeiten eines Aufzuges ohne Hinzuftigen neuer Klassen
von Ungleichungen modelliert werden konnte. Die Verwandtschaft mit gut unter-
suchten Problemen wie dem , Traveling Salesman Problem”oder dem ,Sequential
Ordering Problem” [3], einem asymmetrischen TSP mit Prdzedenz-Bedingungen
fir die Knoten, von denen viele facettendefinierende Ungleichungen und Se-
parationsalgorithmen bekannt sind, sollte es ermdglichen einen Branch&Cut-
Algorithmus zu entwickeln, der auch das CDARP in verniinftiger Zeit 16st.

3.2.1 Graphentheoretische Formulierung des Problems

Sei A die Menge der Auftrige, ein Auftrag i € A hat dann einen Startort i* und
einem Zielort i~. Die Menge der Startorte | J;c 5 i bezeichnen wir mit A* und die
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Menge der Zielorte | J;c5 i~ mit A~. Der Startort des Fahrzeugs sei 0" und der
Zielort 0~. Sei V die Menge aller Start- und Zielorte von Auftrdgen vereinigt mit
dem Start- und Zielort des Fahrzeugs. Diese Menge V betrachten wir als die Kno-
tenmenge eines vollstindigen Graphen G = (V, E).

Definition 3.2.1. Eine Kantenmenge R C E nennen wir giiltige Route, wenn gilt:

1. (07,07) € R (Orientierung der Route Vervollstindigung zum Hamilton-
Kreis).

2. [8(v)NR| =2 fiir alle v € V, wobei 5(v) die Menge der zu v inzidenten Kanten
ist (jeder Knoten wird genau einmal besucht).

3. G(R), der von R induzierte Untergraph von G ist 2-zusammenhé&ngend (dies
verhindert die Bildung von mehreren Kreisen).

4. it liegt auf dem Pfad von 0" nach i~ in R\ (0F,07) fiir alle Auftrdge i € A.
(Préazedenzbedingung)

Wollen wir noch zusditzlich fordern, dafd das Fahrzeug hochstens k Auftrage auf
einmal transportieren darf, fligen wir folgende Bedingung dazu:

5. 10(Q) =4 furalleQ e{U el : UM — U] >k}

Dies bedeutet, dafi eine Teilmenge von U/, in der die Differenz zwischen aufgelade-
nen und abgeladenen Objekte grofser als k ist, kein Pfad sein darf.

3.2.2 Formulierung als ILP

In der Formulierung als IP sieht das folgendermafien aus:

Variablen

0 ist nicht in der Route.
Xe:{, eistnichtin der Route. ..~ ¢

1, eistin der Route.
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Bedingungen

Seid ={UCV|0"elU}

x(07,07) =1 (3.20)
x(8(v)) =2 furalleveV (3.21)
x(6(U)) >2 fiuralleU elUd (3.22)
x(6(U)) >4 furalle U € U fiir die 0~ ¢ U und ein i existiert (3.23)
miti- € Uundi™ ¢ U

x(e) >0 fuaralleecE (3.24)

x(e) <1 faralleecE (3.25)

x(e) e N fuarallee € E (3.26)

Die ersten drei Bedingungen sichern, dafs die x. einen Hamiltonkreis bilden,
die Bedingung (3.23) sichert, da8 fiir alle i € A i* auf der Route vor i~ liegt. Die
Kapazititsbeschrankung wird durch folgende Ungleichungen modelliert:

x(5(Q)) >4 firalleQe{Uel:[ATNU—|A NnU >k

3.27
undFi e A,it ¢ Ui~ e U} 327

Die Ungleichungen (3.27) sind &dquivalent zur 5. Eigenschaft aus Abschnitt
3.2.1. Sie sorgen dafiir, dafs Mengen, die zwar den Prdzedenzbedingungen (3.23)
geniigen, die aber mehr als k Objekte in das Fahrzeug laden, keinen Pfad bilden
konnen.

Dieses ILP ist eine Verallgemeinerung des ,Traveling Salesman Problems”
(TSP). Betrachten wir nur die Bedingungen (3.21) (3.22) und (3.24) bis (3.26), so
haben wir die Formulierung des TSP von Dantzig, Fulkerson und Johnson [14].

3.2.3 Elimination redundanter Ungleichungen

Diese Formulierung ist nicht irredundant, d.h. einige der Ungleichungen sind Line-
arkombination anderer Ungleichungen. Wir wollen ein irredundantes System von
Ungleichungen aufstellen.

Dazu definieren wir zwei Mengen von Knotenmengen, die giiltige ,subtour
elimination constraints” und Prazendenzungleichungen, also Ungleichungen vom
Typ (3.22) und (3.23), definieren.

Wir ersetzen (3.22) und (3.23) durch
x(6(U)) > 2 firalle U e U (3.22%)

und

x(8(U)) >4 firalleU € U, (3.23")
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Dabei sind U5 und Uy, wie folgt definiert:

Us:={Uello,elU,3
Up ={U U3

U <VI-2VieA(iTeUsi e U) (3.28)

|
U< |vl—-3,3ieAit¢ Ui Ul (3.29)

NN

Dann ist das neue System von Ungleichungen nach [28] Satz 3.11 irredundant
und beschreibt das PDP vollstandig.

3.2.4 Kapazititsbeschrinkung

Betrachten wir nun das Problem mit einer endlichen Kapazitit k. Wir fiigen also
Ungleichungen vom Typ (3.27) hinzu. Diese enthalten keine Ungleichungen vom
Typ (3.23") nach Konstruktion und sind auch keine Linearkombination von Un-
gleichungen vom Typ (3.22"), da fiir die definierenden Mengen U € U; gilt, dafs
[U*|—[U~| = 01ist. Also bleibt das ILP auch bei Hinzufiigen der Ungleichung (3.27)
irredundant.

3.2.5 Separation der Ungleichungen

Die Ungleichungen (3.20) bis (3.26) und ihre Separation sind bereits von Ruland
in [28] untersucht wirden. Wir betrachten daher in erster Linie die Unlgeichungen
(3.27) zur Beschrankung der Kapazitit.

Wir interpretieren die gefundene gebrochene Losung als Kantengewichte. Da-
mit haben wir einen gewichteten Graphen. Nun betrachten wir je zwei Knoten als
Quelle und Senke und berechnen den minimalen Schnitt zwischen diesen beiden
Knoten. Diese Klasse von Ungleichungen 1df3t sich in polynomialer Zeit separieren.
Man kann entweder mit dem Gomory-Hu Algorithmus [20] einen Baum finden,
der jeweils einen minimalen Schnitt zwischen je zwei Knoten beschreibt. Dieser
Algorithmus benétigt [V| — 1 Berechnungen minimaler Schnitte. Mit diesem Algo-
rithmus findet man jedoch nicht alle verletzten Ungleichungen, da immer nur ein
minimaler Schnitt zwischen je zwei Knoten berechnet wird, obwohl mehrere mi-
nimale existieren konnen. Ein dhnlicher Algorithmus von Gusfield [23] findet alle
Schnitte und damit auch alle verletzten Ungleichungen. Haben wir einen Schnitt
zwischen zwei Knoten u und v gefunden, (wir interpretieren u als Quelle und v
als Senke), der kleiner ist als 2, so ist eine der Ungleichungen (3.22") verletzt. Der
Schnitt gibt dabei die Menge U an. Ist der Schnitt kleiner als 4, und u > v, so ist
eine der Ungleichungen (3.23") verletzt.

Beschreibung des Separationsalgorithmus

Fiir jeweils ein Paar von Knoten u, v suchen wir den maximalen (u,v)-Fluf in V.
Dann wéhlen wir die Knotenmenge Q aus V, deren Knoten adjazente Kanten mit
FluBwert grofer als Null haben. Ist dann x(5(Q)) < 4, und [Q*] — Q7| > k, so
haben wir eine durch Q definierte verletzte Ungleichung vom Typ (3.27) gefunden.
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Nun stellt sich die Frage, ob wir alle verletzten Nebenbedingungen finden, wenn
wir alle maximalen (u, v)-Fliisse tiberpriifen

Wir stellen also fest fiir welche Knotenmengen Q verletzte Ungleichungen vom
Typ (3.27) auftreten konnen.

Lemma 3.2.2. Ist x(8(Q)) < 4, dann gilt fiir jeden Schnitt [U : W], UUW = Q, dafs
x([U: W]) > 0 ist.

Beweis. Es gilt
x(8(U)) +x(8(W)) — x(8(Q))
5 .
Zur Verdeutlichung siehe auch Abbildung 3.3. Da nach Bedingung (3.22) sowohl
x(8(U)) > 2 als auch x(6(W)) > 2 ist, folgt

x([U:W]) =

242-4
=

x([U:W]) > 0.

Abbildung 3.3: Die Mengen U, W und Q aus dem Lemma 3.2.2.

Wir brauchen also tatsdchlich nur zusammenhéngende Mengen von Knoten Q
zu untersuchen.

Wir finden also z.B. verletzte Ungleichungen, indem wir von jedem Knoten star-
tend den Graphen mit Tiefensuche oder Breitensuche durchgehen. Dies ist in po-
lynomialer Zeit durchfiihrbar. Nach jedem neu entdeckten Knoten wird tiberpriift,
ob [UT| —|U~| > kist. Ist dies der Fall, haben wir eine verletzte Ungleichung ge-
funden.

Leider findet man mit dieser Methode nicht alle verletzten Ungleichungen, weil
man sich dazu alle zusammenhédngenden Teilmengen der Knoten des Graphen an-
sehen miisste. Ein Graph kann aber exponentiell in der Anzahl der Knoten viele
solcher Teilmengen enthalten. In einem vollstandigen Graph ist z.B. jede Teilmen-
ge zusammenhédngend.
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Die so separierten Nebenbedingungen reichen aber in einem Branch&Cut-
Algorithmus aus, eine optimale Losung zu finden. Ist ndmlich bereits eine ganzzah-
lige Losung gefunden worden, so entspricht diese Losung, wegen der Nebenbedin-
gungen (3.22) (,,subtour elimination constraints”) einem Hamilton-Kreis. Durch-
sucht man diesen mit Tiefensuche, so geht man einfach die Knoten in der Reihen-
folge, in der sie im Hamilton-Kreis enthalten sind, durch. Gilt [U|—|U~| > k, dann
ist die Kapazitdt des Fahrzeugs iiberschritten, also hat man eine verletzte Unglei-
chung gefunden.

Will man Start-/Stopzeiten eines Aufzuges in diesem Problem modellieren, so
miissen die Koeffizienten der Zielfunktion nur entsprechend angepafst werden. FI-
FO-Prdzedenzen zwischen Auftragen kann man modellieren, indem man die Ne-
benbedingungen (3.23’) auf einer anderen Menge definiert. Und zwar miifite man
die Menge U wie folgt definieren:

Us:={Ueld:00 elU,3<|U<|V|I-2,
VieA(iteU & i eU)oderVi<ijiteUs it el
Die Ungleichungen (3.23) fiir diese Mengen haben zur Folge, daf3 fiir je zwei Auf-

trage i,j € A fir die i < j gilt, die Losung keinen Pfad (0,...,j%,...,i") enthalten
kann, der einem Aufladen des Auftrags j vor dem Auftrag i entsprechen wiirde.
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Kapitel 4

Simulation und numerische
Ergebnisse

4.1 Numerische Ergebnisse

Wir wollen nun die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen auf Pfaden verglei-
chen. Unsere Testprobleme bestehen aus Pfaden G = (V,E) mit n = 5,9 bzw. 20
Knoten. Die Kosten fiir eine Kante zwischen zwei benachbarten Knoten in G haben
wir auf 1 gesetzt. Alsoistc(v,v+ 1) =1flirallev e V\ {n}.

Dazu haben wir zufdllige Mengen A von n = 20 Auftrdge erzeugt. Dabei sind
die Start- und Zielknoten der Auftriage gleichverteilt. Dann haben wir die verschie-
denen Algorithmen die entsprechenden CDARP (V,E, A, c,1,k) mit k = 2,3,5 oder
10 16sen lassen. Wir haben jeweils 1000 Instanzen des CDARP gel6st.

Wir haben folgende Algorithmen getestet:

ABSTIMM Eine modifizierte Abstimm-Heuristik aus Abschnitt 2.6.1 fiir CDARP
auf Pfaden. Dabei wird aber nur die Richtung geédndert, wenn zusatzlich zu
der Bedingung fiir Richtungsdanderung aus dem Abschnitt 2.6.1 sich entwe-
der keine Auftrdge im Aufzug befinden, oder sich durch die Richtungsdnde-
rung ein A, verringert.

AUFAB Die Auf-Ab-Heuristik aus Abschnitt 2.6.2 fiir CDARP und FIFO-CDARP
auf Pfaden.

COVERPATH aus Abschnitt 2.7 fiir das CDARP auf Pfaden.

INTERVALL Den Algorithmus INTERVALLGRAPH aus Abschnitt 2.9 fiir CDARP
und FIFO-CDARP auf Pfaden.

IP Das ganzzahlige lineare Programm aus Abschnitt 3.1 fiir das CDARP auf Pfa-
den.

87
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OPTPATH Wir haben den Algorithmus OPTPATH aus Abschnitt 2.3, der das DARP
auf Pfaden optimal 16st, zum Vergleich laufen lassen, um herauszufinden, um
welchen Faktor sich die Kosten im Vergleich zur Kapazitit 1 verringern.

Auflerdem haben wir jeweils die FlufSschranke berechnet.

Nun haben wir zufillig Auftrdge mit gleichverteilten Start- und Zielknoten ge-
neriert. Die Spalte ,gap” gibt den groften auftretenden Quotienten Fluf-Schranke 5
wobei t die Anzahl der Stockwerke ist, die der Aufzug tiberquert bis er alle Objek-
te an ihr Zielstockwerk gebracht hat. Dieser Quotient unterscheidet sich in unseren
Versuchen in den meisten Fillen nicht von dem maximalen Quotienten @, Wo-
bei OPT eine optimale Losung der jeweiligen Instanz ist. Wir haben die Qualitét
der Losungen aber mit der Flufi-Schranke verglichen, weil diese im Gegensatz zu

der optimalen Losung auch fiir grofie Instanzen schnell berechenbar ist.

Tabelle 4.1: 20 Auftrdge, 5 Stockwerke

Algorithmus k=2 k=3 k=5 k=10
t Jgap|| t [gap | t [gap| t [gap
Fluf-Schranke 27,02 19,01 13,18 8,086
OPTPATH 50,01 | 2 4881 | 3 50,18 | 5 49,37 | 8,75
ABSTIMM 3295|193 | 2353|188 | 16,70 | 2 8,34 | 1,75
AUFAB 3143 | 1,64 || 21,90 | 1,67 || 1545 | 1,6 8,18 14
COVERPATH 27,72 | 1,27 || 19,61 | 1,29 || 1413 | 14 8,16 1,2
INTERVALLGRAPH || 27,84 | 1,27 || 19,67 | 1,29 || 1412 | 1,4 || 8,16 | 1,4
P 27,13 | 1,18 || 19,03 | 1,14 || 13,21 | 1,2 || 8,09 1
Tabelle 4.2: 20 Auftrdge, 9 Stockwerke
Algorithmus k=2 k=3 k=5 k=10
t | gap t | gap t | gap t | gap
Fluf3-Schranke 45,95 33,12 23,44 16,07
OPTPATH 83,77 | 2 83,72 |1 2,94 || 84,57 | 4,5 || 84,39 | 7,38
ABSTIMM 62,89 | 2,19 || 45,82 | 2,47 || 32,76 | 2,54 || 17,94 | 2,63
AUFAB 56,78 | 1,73 || 41,07 | 1,71 || 29,19 | 1,78 || 16,24 | 1,78
COVERPATH 4912 | 1,35 || 36,28 | 1,47 || 26,90 | 1,56 || 16,18 | 1,44
INTERVALLGRAPH || 49,01 | 1,39 || 36,07 | 1,38 || 26,75 | 1,5 || 16,18 | 1,44
P 46,25 | 1,36 || 3347 | 1,44 | 23,70 | 1,5 || 1607 | 1
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Tabelle 4.3: 20 Auftrdge, 20 Stockwerke

Algorithmus k=2 k=3 k=5 k=10

t [gapl] t [gap| t Jgap|| t [gap
Fluf3-Schranke 99,18 72,3 51,96 37,73
OPTPATH 179,08 | 1,94 || 177,44 | 2,76 || 180,57 | 4,14 || 177,95 | 7,95
ABSTIMM 152,37 | 2,8 || 113,49 | 2,83 || 81,16 | 2,93 || 47,74 | 4,32
AUFAB 126,12 | 1,81 || 92,21 | 1,75 || 66,58 | 1,79 || 38,07 | 1,9
COVERPATH 110,07 | 1,30 82,0 15 61,76 | 1,55 || 3795 | 1,5
INTERVALLGRAPH || 108,75 | 1,35 || 80,64 | 1,33 || 61,08 | 1,64 || 3795 | 1,45

ErwartungsgemafSs waren die Losungen der beiden Algorithmen COVERPATH
und INTERVALLGRAPH etwa gleich gut, wihrend die einfacheren Heuristiken
schlechter abschnitten.

Wenn man nun vergleicht welche Verbesserung sich bei hoherer Kapazitit ge-
geniiber einer Kapazitdt von einem Objekt ergibt, zeigt sich, dafs eine Verdopplung
der Kapazitit keine Halbierung der Transportzeiten nach sich zieht und daf$ die
Verbesserung der Transportzeiten immer geringer ausféllt, wenn sich die Kapazitit
weiter erhoht.

In der Tabelle 4.4 ist aufgefiihrt, wie das Verhiltnis der Kosten des optimalen
Transports fiir Kapazitdten von k = 2,3,5 zum Verhiltnis eines optimalen Trans-
ports mit Kapazitdt 1 verhalten. Fiir k = 10 haben wir zum Vergleich die Kosten
eines mit dem Algorithmus INTERVALLGRAPH ermittelten Transports herangezo-
gen, da die Berechnung eines optimalen Transports mit dem im Abschnitt 3.1 vor-
gestellten ILP zu viel Zeit in Anspruch nahm.

Tabelle 4.4: Quotienten der Kosten fiir optimale Losungen fiir k = 1 und k > 1

‘Stockwerke‘ 5 ‘ 9 ‘ 20 ‘

k=2 1,84 | 1,81 | 1,65
k=3 2,56 | 2,50 | 2,20
k=5 3,80 | 3,57 | 2,96
k=10 6,10 | 5,25 | 4,69

Die Verbesserung der Fertigstellungszeit eines Aufzug mit Kapazitat k im Ver-
gleich zu einem Aufzug mit Einheitskapazitat ist aber auch von der Anzahl der
Auftrdage abhidngig. Stehen viele Auftrage zur Verfiigung, so Verringern sich die
Kosten eines k-CDARP im Vergleich zum DARP um nahezu k. Stehen hingegen re-
lativ wenig Auftrdge zur Verfiigung, so fallt die Verbesserung geringer aus.

Zuletzt haben wir noch den Einflufs des Einfiihrens einer FIFO-Ordnung fiir die
Abarbeitung der Auftrage untersucht. Hier sieht man, dafd bei hoherer Kapazitit
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Tabelle 4.5: 20 Auftrdge, 9 Stockwerke, FIFO

Algorithmus k=2 k=3 k=5 k=10
t Jgap|| t [gap| t [gap|[ t [gap
Fluf3-Schranke 46,29 33,23 23,21 16,03
AUFAB 63,74 | 2,11 || 47,13 | 2,5 35,11 | 2,91 || 29,74 | 3,63
INTERVALLGRAPH || 57,19 | 1,68 || 43,08 | 2,07 || 32,52 | 2,75 || 29,57 | 3,38

der Aufziige die Liicke der Losung des Algorithmus INTERVALLGRAPH zur Fluf-
Schranke immer grofier wird. Einen optimalen giiltigen Transport haben wir nicht
berechnet, da die Rechenzeit des IPs fiir das FIFO-CDARP zu lang war.

Die Algorithmen wurden auf einer Sun Ultra-1 m140 mit 128 MB Speicher unter
Solaris 5.4 getestet. Die Rechenzeiten betrugen fiir die verschiedenen Algorithmen
mit polynomialer Laufzeit nur Sekundenbruchteile. Das ILP fiir ein CDARP auf ei-
nem Pfad mit fiinf Knoten und zwanzig Auftragen wurde im Durchschnitt in zwei
Sekunden gelost. Erthoht man die Knotenanzahl auf neun, dauerte es durchschnitt-
lich 15 Sekunden, bei einigen Instanzen aber bis zu drei Minuten. Mit 20 Knoten
dauerte das Losen einer Instanz im Durchschnitt schon deutlich tiber einer Minute.
Ein CDARP mit 40 Auftrdgen und acht Stockwerken wurde in ca. 4 Stunden gelst.

4.2 Online Probleme

Bisher haben wir nur die Situation untersucht, dafs alle Daten einer Probleminstanz
vollstindig gegeben sind. In der Realitédt aber sind nicht alle Auftrdge schon von
Anfang an bekannt. Es konnen dem Aufzug Auftrdge erst zu einem spéateren Zeit-
punkt bekannt gemacht werden. Solche Probleme nennen wir Online-Probleme. Ei-
ne Einfithrung {iber verschiedene Online-Algorithmen findet man z.B. in [1]. Eine
Ubersicht iiber Online-Algorithmen in der Praxis ist [4].

Wir benutzen nun ein Zeitstempel-Modell, um unser Problem zu modellieren.

Definition 4.2.1 (Online-CDARP). Sei eine Instanz eines CDARP durch das Tupel
P =(V,E A c,o0,k) gegeben. Das Online-CDARP ist nun ein CDARP, wobei zusétz-
lich eine Funktion t : A — Q existiert, die jedem Auftrag i € A einen Zeitpunkt t(i)
zuweist zu dem der Auftrag i dem Algorithmus bekannt wird.

Man kann nun eine kiirzeste Fertigstellungzeit fiir alle Auftrdge in A suchen.
In der Praxis ist diese aber nicht relevant, da ein Aufzugssytem ununterbrochen
arbeitet. Das heifst, die Zahl der Auftrdge kann beliebig grofs werden. Uns interes-
siert daher die maximale bzw. durchschnittliche Bearbeitungszeit der Auftrage, das
heifst, die maximale bzw. durchschnittliche Zeitspanne eines Auftrags zwischen Be-
kanntwerden des Auftrags und seiner Ablieferung an seinem Zielknoten.
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Zum Testen der Algorithmen haben wir die ereignisgesteuerte diskrete Simu-
lation eines Aufzugs benutzt, welche auf der Bibiliothek von C/C++-Funktionen
AMSEL [2] basiert. Diese Simulation ist genauer in [21] beschrieben.

Man kann drei verschiedene Herangehensweisen unterscheiden:

1. Man plant nach jedem neu bekanntwerdenden Auftrag neu. Angenommen
zum Zeitpunkt t wird ein neuer Auftrag bekannt. Dann 16st man das ent-
sprechende Offline-Problem mit allen zum Zeitpunnkt t bekannten aber noch
nicht abgearbeiteten Auftrdgen und verwendet dessen Losung als neuen
Transportplan. Diese Methode nennen wir REPLAN.

Bei dieser Herangehensweise miissen viele Probleminstanzen geldst werden,
da bei jedem neu auftauchenden Auftrag der Losungsalgorithmus neu abge-
arbeitet werden muss. AufSerdem ist das hier zu 16sende Problem ein anderes
als das FIFO-CDARP, da zum Zeitpunkt t eines neu bekanntwerdenden Auf-
trags der Aufzug nicht an einem Endpunkt des unterliegenden Graphen ste-
hen mufi. Auch kann der Aufzug zum Zeitpunkt t noch Auftrage enthalten.
Erledigt man aber die Auftrdge im Aufzug und fihrt an einen Endpunkt des
Graphen verschenkt man Fahrzeit.

2. Man plant immer dann neu, wenn ein vorhandener Transportplan komplett
abgearbeitet ist und unbearbeitete Auftrdge bekannt sind. Diese Methode
nennen wir IGNORE.

3. Jeder neue Auftrag wird in den vorhandenen Transportplan so eigefiigt, dafs
er moglichst wenig Kosten verursacht. Diese Methode nennen wir GREEDY.

Wir haben folgende Online-Algorithmen in einer Simulation eines Aufzugs ver-
wendet:

GREEDY Dieser Algorithmus fiigt jeden neu ankommenden Auftrag moglichst
frith in seinen Transportplan ein, wenn dies ohne Erhohung der Kosten
moglich ist. Ansonsten wird der Auftrag an das Ende des Transportplans an-
gehangt.

GREXP Dieser Algorithmus fiigt jeden neu ankommenden Auftrag moglichst friih
in seinen Transportplan ein, auch wenn dies die Kosten erhoht.

IGNIV Dieser Algorithmus ist vom Typ IGNORE. Er berechnet immer dann einen
neuen Transportplan, wenn keiner vorhanden ist, aber Auftrdge im System
existieren. Dieser Transportplan wird mit dem Algorithmus INTERVALL-
GRAPH aus Abschnitt 2.9 berechnet. Dieser Transportplan wird dann abge-
arbeitet.

IGNGRIV Dieser Algorithmus arbeitet wie der Algorithmus IGNIV, nur daf er
Auftrdge, die dem System bekannt aber nicht im aktuellen Transportplan ein-
geplant sind, beférdert, wenn dies ohne zuséatzliche Kosten moglich ist.
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REPLANIV Dieser Algorithmus berechnet fiir jeden neu ankommenden Auftrag
einen neuen Transportplan mit dem Algorithmus INTERVALLGRAPH.

REPLAN Ein Replan-Algorithmus fiir k = 1, der mit einem Branch&Bound-
Algorithmus einen meist optimalen Transportplan fiir das entsprechende
DARP berechnet. Fiir Details siehe [21].

Die in Kapitel 3 vorgestellten ganzzahligen linearen Programme sind in der Pra-
xis bisher nicht einsetzbar, da ihre Rechenzeit auch fiir verhaltnismafSig kleine Pro-
bleminstanzen noch zu grof$ sind. Die Rechenzeit muf3 ja wegen der Echtzeitsitua-
tion zu den Fahrzeiten der Aufziige addiert werden.

Zur theoretischen Beurteilung von Online-Algorithmen benutzt man die Kom-
petitivitit eines Online-Algorithmus.

Definition 4.2.2 (Kompetitivitit). Gegeben sei ein Online-Algorithmus A fiir das
(Minimierungs-)Problem TT. Seien cqpjine (y) die Kosten der Losung einer Instanz y
des Problems IT, die der Algorithmus A ermittelt hat. Und seien cop7(y) die Kosten
einer optimalen Losung des dazugehorigen Offline-Problems.

Der Online-Algorithmus A ist k-kompetitiv, wenn fiir jede Instanz y eine Kon-
stante c existiert, so daf$ gilt:

Conline(y) < kCOPT(U) +c.

Satz 4.2.3 (Ascheuer, Krumke und Rambau). Der Algorithmus IGNORE ist 5/2-
kompetitiv fiir das Online-CDARP mit beliebiger Kapazitit, wenn der Algorithmus IGNO-
RE das entsprechende Offline-Problem optimal l0st.

Beweis. Fiir den Beweis siehe [5], Satz 4.4. O

Da wir nur einen Approximationsalgorithmus mit Giitegarantie 3 in IGNIV
benutzen ist IGNIV 15/2-kompetitiv beziiglich der Fertigstellungszeit. Damit
ist auch IGNGRIV 15/2-kompetitiv, da die Fertigstellungszeit des Algorithmus
IGNGRIV nicht grofler sein kann, als die des Algorithmus IGNIV. Fiir die restli-
chen Algorithmen sind keine theoretischen Resultate bekannt.

Zundchst haben wir die Fahrzeiten zwischen den Stockwerken auf 1 Sekunde
und die Start- und Stopzeiten auf 0 Sekunden gesetzt. Wir haben nun die Auftriage
poissonverteilt erzeugt. Der Parameter t. gibt dabei den Erwartungswert des Ab-
standes zwischen zwei Auftrdgen in Sekunden an.

An den Ergebnissen sehen wir, dafs die Greedy-Algorithmen am Besten ab-
schneiden, sowohl was die durchschnittliche als auch die maximale Fluf3-Zeit be-
trifft. Der Algorithmus REPLIV ist dhnlich gut wie die Greedy-Algorithmen. In
einigen Instanzen ist er zwar in den durschnittlichen Flufi-Zeiten etwas besser als
der GREEDYEXPAND-Algorithmus, dafiir ist er aber in der maximalen Flufizeit oft
schlechter. Dieser Effekt liegt nahe, da der GREEDYEXPAND-Algorithmus jeden
Auftrag so frith wie moglich abarbeitet, die Auftrdge dabei aber in der Reihenfol-
ge ihrer Ankunft einplant. Der Algorithmus REPLIV dagegen berticksichtigt die



4.2 ONLINE PROBLEME

93

o-Fluf3 Maximal-Flufs Fertigstellungszeit
Algorithmus o | max ‘ min o | max | min o | max | min
GREEDY 30 33 27 89 928 76 || 4028 | 4052 | 4015
GREXP 26 30 24 920 104 73 || 4016 | 4031 | 4003
IGNIV || 265 | 349 | 203 712 921 | 538 || 4492 | 4606 | 4331
IGNGRIV || 262 | 349 | 209 690 921 | 466 || 4470 | 4606 | 4275
REPLIV 29 34 24 175 245 | 127 || 4017 | 4029 | 4003
REPLAN || 247 | 285 | 186 || 1131 | 1777 | 609 || 4552 | 4734 | 4357

Tabelle 4.6: Ergebnisse der Simulation mit 8 Stockwerken, te = 10 und k = 2

o-Fluf3 Maximal-Fluf3 Fertigstellungszeit
Algorithmus o | max | min o | max | min o | max | min
GREEDY || 12 13 11| 40 49 35 || 4012 | 4022 | 3998
GRExp || 11 13 11 || 43 56 33 || 4009 | 4017 | 3998
IGNIV || 13 15 12 || 46 51 40 || 4011 | 4026 | 3997
IGNGRIV || 13 15 12 || 49 62 40 || 4011 | 4026 | 3997
REPLIV || 12 13 11 || 47 58 43 || 4008 | 4021 | 3998
REPLAN || 12 14 12 || 65 78 50 || 4010 | 4021 | 3998

Tabelle 4.7: Ergebnisse der Simulation mit 8 Stockwerken, te =20 und k = 2

o-Fluf3 Maximal-Fluf3 Fertigstellungszeit
Algorithmus o | max | min o | max | min o ] max | min
GREEDY 22 23 20 73 82 61 || 4024 | 4045 | 4008
GREXxP 19 20 18 69 83 60 || 4021 | 4033 | 4012
IGNIV 36 42 31 95 115 71 || 4048 | 4081 | 4029
IGNGRIV 35 43 29 || 110 152 76 || 4043 | 4075 | 4020
REPLIV 19 20 19 21 145 61 || 4022 | 4033 | 4011
REPLAN || 217 | 249 | 171 || 887 | 1180 | 737 || 4404 | 4575 | 4257

Tabelle 4.8: Ergebnisse der Simulation mit 8 Stockwerken, te = 10 und k = 3

o-Fluf3 Maximal-Fluf3 Fertigstellungszeit

Algorithmus o | max | min o | max | min o | max | min
GREEDY || 12 13 11| 37 43 30 || 4009 | 4014 | 4007
GRExp || 11 12 11| 32 34 30 || 4009 | 4010 | 4007
IGNIV || 13 14 12 || 36 42 29 || 4013 | 4019 | 4007
IGNGRIV || 13 14 12 || 36 42 29 || 4013 | 4019 | 4007
REPLIV || 11 12 11 || 42 48 33 || 4009 | 4010 | 4007
REPLAN || 13 14 12 || 68 | 101 46 || 4010 | 4016 | 4004

Tabelle 4.9: Ergebnisse der Simulation mit 8 Stockwerken, te = 20 und k = 3;
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o-Fluf3 Maximal-Fluf3 Fertigstellungszeit

Algorithmus I} | max | min 1%} | max ‘ min 1%} | max ‘ min

GREEDY || 237 322 | 182 562 681 435 || 4394 | 4521 | 4325

GREXP || 192 269 | 163 492 622 | 400 || 4310 | 4383 | 4205

IGNIV || 984 | 1233 | 743 || 2495 | 2955 | 2134 || 5854 | 6167 | 5577

IGNGRIV || 916 | 1233 | 549 || 2391 | 2896 | 2004 || 5730 | 6067 | 5247

RErLIV || 191 258 | 159 || 1554 | 2638 | 1028 || 4308 | 4372 | 4207

REPLAN || 797 950 | 643 || 3205 | 3535 | 2899 || 5665 | 5823 | 5490

Tabelle 4.10: Ergebnisse der Simulation mit 30 Stockwerken, te =20 und k = 3

o-Flufd Maximal-Flufs Fertigstellungszeit
Algorithmus o | max | min o | max | min o | max | min

GREEDY 71 79 61 225 270 | 180 || 4104 | 4119 | 4089

GREXP 57 65 47 183 201 | 163 || 4085 | 4123 | 4066

IGNIV || 138 | 270 81 387 735 | 197 || 4211 | 4445 | 4106

IGNGRIV || 145 | 270 88 430 735 | 308 || 4243 | 4445 | 4106

REPLIV 57 69 46 305 388 | 189 || 4061 | 4079 | 4051

REPLAN || 179 | 257 98 || 1293 | 2239 | 456 || 4348 | 4505 | 4245

Tabelle 4.11: Ergebnisse der Simulation mit 30 Stockwerken, te = 30 und k =3

o-Fluf3 Maximal-Flufs Fertigstellungszeit
Algorithmus o ‘ max | min o ‘ max | min o | max | min
GREEDY || 37 40 340 114 | 142 90 || 4018 | 4038 | 3991
GREXp || 34 36 32| 105 | 139 83 || 4015 | 4035 | 3987
IGNIV || 40 47 350 120 | 136 | 102 || 4018 | 4038 | 3987
IGNGRIV || 38 43 34 111 | 136 97 || 4018 | 4038 | 3987
REPLIV || 32 34 31 120 | 169 95 || 4013 | 4024 | 3987
REPLAN || 38 46 35 || 201 | 237 | 174 || 4012 | 4019 | 3987

Tabelle 4.12: Ergebnisse der Simulation mit 30 Stockwerken, te = 50 und k = 3
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Reihenfolge der Ankunft der Auftrage tiberhaupt nicht und versucht nur die Aus-
lastung des Aufzugs zu maximieren.

Erstaunlicherweise sind die beiden IGNORE-Varianten deutlich schlechter als
die anderen getesteten Algorithmen. Offensichtlich verlieren sie zu viel Zeit durch
nicht-vollausgelastete Bewegungen, die durch Ignorieren von Auftragen entstehen,
wihrend die Vergleichsalgorithmen die Aufziige besser auslasten.

Man sieht an den Ergebnissen auch, wie deutlich eine Erhéhung der Kapazitit
des Aufzugs von einem auf zwei Objekte die maximalen Flufs-Zeiten unter hoher
Last reduziert. (von ca. 250s auf 25s im Durchschnitt siehe Tabelle 4.6). Aber auch
die durchschnittlichen Fluf3-Zeiten verkiirzen sich um den Faktor 10. Dabei war
der REPLAN-Algorithmus, wie in [21] gezeigt, schon recht gut fiir k = 1.

Die weitere Erhohung der Kapazitdt von 2 auf 3 zeigt dagegen nur eine gerin-
gere Verkiirzung der Flufizeiten. Auch bei einer grofieren Anzahl von Stockwerken
dndern sich die Ergebnisse im Prinzip nicht.

Zum Abschluf$ haben wir Aufziige mit Fahrzeiten wie denjenigen bei Herlitz si-
muliert. Der Aufzug benétigt fiir die Fahrt von einem Stockwerk zu einem néchst-
gelegenen 4 Sekunden. Zum Starten und Stoppen benétigt er jeweils 5 Sekunden.

o-Flufs Maximal-Flufs Fertigstellungszeit

Algorithmus o | max | min o | max | min 0| max| min

GREEDY || 133 151 | 115 449 535 356 || 25271 | 25324 | 25237

GREXr || 115 130 98 431 503 349 || 25279 | 25373 | 25217

REPLIV || 133 157 | 105 || 1010 | 1339 536 || 25303 | 25408 | 25217

IGNIV || 820 | 1400 | 411 || 2372 | 3875 | 1281 || 26534 | 27781 | 25560

IGNGRIV || 798 | 1400 | 411 || 2286 | 3875 | 1281 || 26472 | 27781 | 25560

REPLAN || 883 | 1249 | 617 || 4808 | 7628 | 3365 || 26700 | 28109 | 25830

Tabelle 4.13: Ergebnisse der Simulation mit 9 Stockwerken, te = 50 und k = 2

o-Flufd Maximal-Fluf3 Fertigstellungszeit
Algorithmus || o | max | min o | max | min 0| max| min
GREEDY || 56 57 56 || 199 | 242 | 165 || 25235 | 25279 | 25196
GREXP || 54 56 54 || 184 | 195 | 167 || 25231 | 25279 | 25186
REPLIV || 55 58 53 || 236 | 287 | 188 || 25237 | 25293 | 25196
IGNIV || 63 65 62 || 245 | 313 | 215 || 25245 | 25293 | 25196
IGNGRIV || 63 65 62 || 245 | 313 | 215 || 25245 | 25293 | 25196
REPLAN || 64 65 62 || 348 | 431 | 303 || 25251 | 25331 | 25196

Tabelle 4.14: Ergebnisse der Simulation mit 9 Stockwerken, te = 80 und k = 2

Im Prinzip dndert sich nichts an den Ergebnissen der Algorithmen, nur fallen
die Unterschiede geringer aus, da die Algorithmen alle dhnliche Zeiten zum Starten
und Stoppen benoétigen und sich nur in den Fahrzeiten des Aufzugs unterscheiden.



96

SIMULATION UND NUMERISCHE ERGEBNISSE

Interessant wére es zu untersuchen, wie sich die Zeiten dndern, wenn man einen
Algorithmus verwendet, der auch die Start- und Stopzeiten minimiert.



Kapitel 5

Zusammenfassung

Wir haben gezeigt, die Steuerung von Aufziigen ein keineswegs triviales Problem
ist und haben fiir ein recht einfaches Modell eines Mehrplatz-Aufzugs, nimlich das
CDARP auf Pfaden ein neues theoretisches Ergebnis gefunden. Im Abschnitt 2.7
haben wir ndmlich einen 3-Approximationsalgorithmus fiir dieses Problem vorge-
stellt, der auch in numerischen Versuchen in Kapitel 4 gute Ergebnisse erzielte. Er
lag im Durchschnitt nur 5% tiber der optimalen Losung. Fiir das FIFO-CDARP ha-
ben wir eine Heuristik im Abschnitt 2.9 vorgestellt, fiir die wir keine Giitegarantie
zeigen konnten, die aber dennoch in numerischen Versuchen recht gut abschnitt.

Ferner haben wir fiir das CDARP auf Pfaden ein ganzzahliges lineares Pro-
gramm in Abschnitt 3.1 entwickelt. Mit dessen Hilfe kann man optimale Lésungen
des CDARP auf Pfaden fiir Instanzen mit ca. 10 Stockwerken und 20 Auftrdagen in
10 Sekunden bis 3 Minuten berechnen.

Im Abschnitt 3.2 haben wir ein ganzzahliges lineares Program fiir das
CDARP auf allgemeinen Graphen vorgestellt, welches auch fiir das FIFO-CDARP
auf allgemeinen Graphen geeignet ist. Eine Implementation eines Branché&Cut-
Alogrithmus zum Losen dieses ganzzahligen linearen Programms wurde nicht vor-
genommen.

Eine weitere Untersuchung des Online-CDARP wiére von Interesse, da einfa-
che Ansidtze zum Einsatz der Offline-Algorithmen fiir das Online-CDARP nicht die
gewiinschten Ergebnisse erbrachten. Dabei stellt sich aber wieder die Frage, wie
man die Giite von Online-Algorithmen misst.

Auch ist die Frage, ob fiir das FIFO-CDARP oder das CDARP mit Start- und
Stopzeiten ein Approximationsalgorithmus mit konstanter Giitegarantie existiert,
weiterhin offen.

Die praktischen Versuche mit der Simualtion im Abschnitt 4.2 haben gezeigt,
dafd unter Vernachldssigung der Start- und Stopzeiten eines Aufzugs eine hohere
Kapazitiat unter hoher Last eine deutliche Verbesserungen bei den Flufi-Zeiten der
Auftrage bringt. Bei geringerer Last fillt diese Verbesserung naturgemafs geringer
aus.
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Berticksichtigt man die Start- und Stopzeiten der Aufziige, so ist eine Verbesse-
rung der Flu3-Zeiten weiterhin nachweisbar, sie féllt aber geringer aus. Hier stellt
sich die Frage nach Offline- und Online-Algorithmen, die diese Zeiten berticksich-
tigen und auch die Anzahl der Starts und Stops an den Stockwerken minimieren.



Anhang A

Notation und Begritfe

A.1 Graphen

Ein Graph G = (V,E) ist ein Tupel einer Menge von Knoten V und einer Menge
von Kanten E. In dieser Arbeit sind alle Graphen einfach. Das heifst, daff zwischen
je zwei Knoten u,v € V,u # v maximal eine Kante existiert. Eine Kante zwischen
den Knoten u,v € V bezeichnen wir mit (u,v). Die Kante (u,v) ist gleich der Kante
(v,u).

Eine Kante e ¢ E ist inzident zu einem Knoten v € V, wenn einer der beiden
Endpunkte der Kante gleich v ist.

Ein Graph ist vollstindig, wenn zwischen je zwei Knoten aus V eine Kante exi-
stiert.

Ein Weg in einem Graphen ist eine Folge (v1,e1,v2,€2,...,es_1,Vs) von Knoten
und Kanten, so daf’ jede Kante e;, 1 < i < s in diesem Weg inzident zu den Knoten
vi und vy ist. Ein Kreis ist ein Weg, in dem Startknoten v; und Endknoten v, gleich
sind, und der keine Kante doppelt enthélt. Eine Tour in einem Graphen G = (V, E)
ist ein Kreis, der jeden Knoten aus V genau einmal enthdlt.

Ein Graph ist zusammenhiingend, wenn zwischen je zwei Knoten ein Weg exi-
stiert.

Eine Kante in einem zusammenhidngenden Graphen ist kritisch, wenn durch ihr
Entfernen der Graph nicht mehr zusammenhéngend ist.

Ein Digraph D = (V, A) ist ein gerichteter Graph. Ein gerichteter Graph besteht
einer Menge von Knoten V und einer Menge von Bégen A. Jedem Bogen i € A ord-
nen wir einen Startknoten i* und einen Zielknoten i~ zu. Das Tupel von Start- und
Zielknoten eines Bogens i bezeichnen wir auch mit (i*,17). Dieses Tupel von Start-
und Zielknoten ist ein anderes Objekt als der eigentliche Bogen. Es konnen ndmlich
in Digraphen mehrere unterschiedliche Bogen mit gleichem Start- und Zielknoten
existieren. Wenn wir also von einem Bogen (u,v),u,v € V reden, ist damit ein
Bogen i gemeint, fiir den (it,17) = (u,v) gilt.
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Mit G[E] bezeichnen wir den durch die Kantenmenge E induzierten Graphen.
G[E] = (V, E) ist der Graph, dessen Knotenmenge V genau die Knoten enthilt, die
Endknoten von Kanten in E sind und dessen Kantenmenge E ist. Einen durch eine
Bogenmenge A induzierten Digraphen G[A] definieren wir analog.

Ein Pfad ist ein zusammenhdngender Graph, fiir den eine Sortierung
V1,V2,V3, ...,V seiner Knotenmenge V existiert, so dafs fiir alle Kanten e € E gilt,
daSeini=1,...,n existiert, so dafs e = (vi, vy 1) ist.

Der Grad 5(v) eines Knotens v € V in einem Graphen, ist die Anzahl der zu
diesem Knoten inzidenten Kanten. In einem gerichteten Graphen unterscheiden
wir zusétzlich den Grad eines Knotens beziiglich der in diesen herausgehenden
und hereingehenden Bogen. Wir schreiben 5 (v) fiir die Anzahl der Kanten i € A
miti~ =vund 6 (v) fiir die Anzahl der Bogen i € A miti* =v.

Ein Schnitt [U : W] eines Graphen G = (V, E) fiir zwei disjunkte Knotenmengen
U, W C Vist die Menge der Kanten, die sowohl zu einem Knoten aus U als auch
zu einem Knoten aus W inzident sind.

A.2 Komplexititstheorie

Wir wollen hier, teilweise etwas informell, die wichtigsten Grundbegriffe der Kom-
plexitdtstheorie einfiihren, soweit wir sie in dieser Arbeit benétigen. Fiir eine
ausfiihrlichere Darstellung siehe [19].

Um die Laufzeit oder den Speicherbedarf von Algorithmen zu vergleichen
fithren wir Klassen von Funktionen ein. Wir sagen eine Funktion f ist in der Klasse
O(g), wobei g eine Funktion ist, bzw. f € O(g), wenn gilt: Es existiert eine Konstan-
te ¢ > 0 und eine Konstante ny, so daf8 f(n) < cg(n) fiir alle n > ny gilt.

Sei X eine endliche Menge von Symbolen, also ein Alphabet. Ein Wort z aus dem
Alphabet X ist eine endliche Folge von Symbolen aus X. Mit L* bezeichnen wir die
Menge aller moglichen Worter aus dem Alphabet L.

Ein (mathematisches) Problem ist gegeben durch eine Teilmenge IT von L* x L*,
wobei X ein Alphabet ist. Sei nun ein Wort z € £* und folgende Aufgabe gegeben:
Finde ein Worty € ¥, so daf’ (z,y) € TTliegt, oder stelle fest, daf3 kein solches Wort
Yy existiert.

Ist y = 0 fiir jedes Tupel (z,y) € TI, so nennen wir das Problem Entschei-
dungs-Problem. Das Wort z bezeichnen wir als Probleminstanz. Ein Entscheidungs-
Problem ist also ein Problen, in dem wir nur die Zuléssigkeit von z feststellen
miissen.

Wir sagen ein Algorithmus lost das Problem IT, wenn er fiir jede Probleminstanz
z eine giiltige Losung y findet oder entscheidet, dafs das Problem nicht l1sbar ist.

Die Laufzeit eines Algorithmus zur Losung eines Problems ist im allgemeinen
tiber die Bewegung eines Schreib-/Lesekopfes einer universellen Turing-Maschine
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bei gegebene Eingangsdaten definiert. Wir wollen aber ein etwas einfacheres Rech-
nermodell verwenden. Wir kodieren alle Zahlen binar. Ein Zahl n € Z hat also
eine Kodierungsliange von [log, n|+ 1] + 1 und eine Zahl x = % € Qp,qe’z
eine Kodierungslange von ﬂog2 Ip| + 1] + [log2 lq| + 1] . Wir bezeichnen die Kodie-
rungsldnge von x mit size(x).

Im Allgemeinen gehen wir davon aus, dafs die Kodierungsldnge size(x) einer
Zahl x = g € Q,p,q € Z in O(log Ip| + log|q|) ist.

Unser Algorithmus A soll nun eine Instanz y des Problems IT 16sen. Die An-
zahl der Speicherplétze die der Algorithmus benutzt, nennen wir den Speicherbe-
darf von A zur Losung von y. Die Laufzeit von A zur Losung von y ist die Anzahl
der elementaren Operationen von A multipliziert mit der Kodierungsldange der be-
arbeiteten Daten. Die elementaren Operationen sind: Lesen, Schreiben, Addieren,
Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren und Vergleichen von rationalen und gan-
zen Zahlen. Wir definieren die Laufzeit des Algorithmus A fiir die Probleminstanz
y als die Funktion f : N — N mit

f(o) = ma>(< )(Laufzeit des Algorithmus A fiir die Instanz y).
y,size(y

Da Lesen und Schreiben des Speichers zu den elementaren Operationen gehort,
ist der Speicherbedarf von A in O(Laufzeit). Wir werden also nur die Zeitkomple-
xitdt von Algorithmen betrachten.

Wir sagen ein Algorithmus A hat eine polynomiale Zeitkomplexitdt oder kurz:
ist polynomial, wenn ein k € N existiert, so daf f(0) € O(0*) liegt.

Ein Problem ist polynomial losbar, wenn fiir dieses Problem ein polynomialer
Algorithmus existiert.

Die Klasse der Probleme, die polynomial 16sbar ist, bezeichnen wir mit P. Ei-
ne andere, wahrscheinlich groere Klasse von Problemen ist die Klasse N'P. Dies
steht fiir ,nicht-deterministisch polynomial”. Ein Entscheidungsroblem gehort zur
Klasse NP, wenn fiir jede Instanz dieses Problems fiir die eine giiltige Losung exi-
stiert, ein Objekt Q existiert, mit dessen Hilfe die Existenz dieser Losung mit einem
polynomialen Algorithmus tiberpriift werden kann.

Offensichtlich gilt P ¢ N'P. Allgemein wird aber angenommen, da8 P # NP
ist.
Ein Entscheindungsproblem TT heifit N'P-vollstindig, wenn jedes andere Pro-

blem aus NP in polynomialer Zeit in IT transformiert werden kann.

Es existieren N'P-vollstindige Probleme nach einem grundlegenden Satz von
Cook (1971).

Satz A.2.1 (Cook’s theorem). Das Erfiillbarkeitsproblem und das 3-Etfiillbarkeitspro-
blem sind N'P-vollstindig.

Fiir die Definition von , Erfiillbarkeitsproblem” und ,3-Erfiillbarkeitsproblem”
siehe Abschnitt 2.1. Fiir einen Beweis des Satzes siehe [19] oder [26].
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Wir nennen ein Problem N P-schwer, wenn das dazugehorige Enscheidungspro-
blem N'P-vollstandig ist.

Aufler wenn P = NP ist, existieren keine polynomialen Algorithmen fiir N'P-
vollstdndige Probleme. Man muf also fiir diese Klasse von Problemen auf Néhe-
rungslosungen ausweichen oder Algorithmen finden, die zwar im Allgemeinen
eine Laufzeit haben, die exponentiell zu der Eingabegrosse sind, aber fiir die zu
l6senden Instanzen des Problems eine vertretbare Laufzeit haben.

A.3 Approximationsalgorithmen

Wie wir gesehen haben gibt es fiir manche Probleme (aufler wenn P = NP gilt)
keine Algorithmen, die in polynomialer Zeit eine Losung berechnen kénnen. Wir
betrachten nun Optimierungs-Probleme.

Sei L C X* die Menge der giiltigen Losungen eines Problems. Das heift, ist ein
Problem IT und eine Probleminstanz y dieses Problems gegegen, so gilt fiir alle
z € L, daf (y,z) in IT liegt.

Ein Optimierungs-Problem TI ist ein Problem zusammen mit einer reell-wertigen
Funktion f auf der Menge der giiltigen Losungen L beziiglich der Instanz y. Gefragt
ist eine giiltige Losung z mit maximalem oder minimalem Wert f(z). Diese Losung
z nennen wir eine Optimallosung. Sei f(OPT ) der Wert f(z) einer Optimallosung
der Instanz y.

Ein k-Approximationsalgorithmus fiir ein Optimierungs-Problem TT ist ein Algo-
rithmus, der fiir jede Instanz y dieses Problems eine zulédssige Losung z,, liefert, fiir
deren Losungswert f (z;) gilt (bei Minimierung): Es existiert eine Konstante c, so
dafs f (zg) < kf(OPT ) + c fiir alle Instanzen y. Bei Maximierung dreht sich das
Ungleichungszeichen um.



Anhang B

Symbole

Clow

Bogenmenge eines Digraphen, bzw. Menge der Auftrage
eines DARP oder CDARP

Kostenfunktion

Flufischranke fiir das CDARP

Der Teilgraph von D der nur die Aufwirtsbdgen enthalt
Der Teilgraph von D der nur die Abwértsbogen enthalt
Kantenmenge eines Graphen

Anzahl der Objekte in A die von einem Teilgraphen zu
einem anderen Teilgraphen transportiert werden miissen
Kapazitit des Aufzugs

der durch die Kanten, die in einem Weg von u nach v
enthalten sind, induzierte Teilgraph eines Pfades P
Anzahl der Auftrage

Die Menge der ganzen Zahlen inklusive der Null
Anzahl der Knoten in einem Graphen, bzw. Anzahl der
Stockwerke

Startknoten eines DARP oder CDARP

Menge der rationalen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Bewegung eines Aufzugs vom Knoten u zum Knoten v mit
den Objekten M

Knotenmengen eines Graphen oder Digraphen

Menge der ganzen Zahlen
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in2.5
in27.1
in27.1

in2.2

in2.2

inl4.1
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[a] die kleinste ganze Zahl, die grosser als a ist
la] die grofite ganze Zahl, die kleiner als a ist
lal Ist a eine Menge so bezeichnet |a| die Anzahl der Elemente in
dieser Menge, ansonsten ist |a| = a fiir a > 0 und |a| = —a fiir
a<o0.
d(v)  Grad des Knoten v inA.l
5*(v) Anzahl der v verlassenden Bogen inA.l
d7(v) Anzahl der in v miindenden Bogen in Al
Av minimale Anzahl der Uberquerungen der Kante (v,v+1) in2.2
durch den Aufzug in einem giiltigen Transport
[Ty Anzahl der Aufwirtsbogen, die die Kante (v,v 4 1) in2.4.2
uiberdecken

Vi Anzahl der Abwiértsbogen, die die Kante (v,v + 1) tiberdecken in 2.4.2
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