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Vorwort

Die Vorlesung ,,Okonomische Modelle aus mathematischer Sicht“ ist eine Wahlveranstaltung,
die sich insbesondere an Studenten der Wirtschaftsmathematik (etwa im 2. oder 3. Semester),
aber auch an mathematisch interessierte Studenten der Wirtschaftswissenschaften wendet. Ks
werden so gut wie keine mathematischen Grundkenntnisse vorausgesetzt, lediglich eine gewisse

Vertrautheit mit der Vektor- und Matrizenrechnung im IR"™ wird erwartet.

Das vorliegende Manuskript ist die Ausarbeitung einer zweistiindigen Vorlesung, die der Verfasser
im Wintersemester 2002/2003 am Fachbereich Mathematik der TU Berlin gehalten hat.

Die Vorlesung hatte mehrere Ziele. Die Studenten sollten mit einigen Basistechniken der 6ko-
nomischen Modellbildung vertraut gemacht werden. Sie sollten sehen, dass bereits in sehr simplen
(linearen) 6konomischen Modellen relativ einfache ckonomische Fragen zu durchaus nichttrivia-
len mathematischen Problemen fithren kénnen. FEinige Problemstellungen dieser Art wurden

vollsténdig diskutiert und (hauptséchlich mit Methoden der linearen Algebra) gelost.

Dariiber hinaus sollte gezeigt werden, dass mathematische Operationen wie Multiplikation oder
Inversion von Matrizen, dass Eigenwerte und Eigenvektoren okonomisch interpretiert werden
konnen und dass hier Mathematik und Okonomie zusammen zu einem besseren Versténdnis der
Zustinde und Funktionsweisen von Okonomien beitragen kénnen. Manchmal verhelfen sogar

okonomische Einsichten zur Formulierung und zum Beweis von mathematischen Sétzen.

Die Input-Output-Rechnung, die eine der wirkungsvollsten Methoden zur Analyse von Volkswirt-
schaften ist, wurde ausfiihrlich diskutiert. Hierbei wurde auch gezeigt, wie wichtig es ist, sich
mit so ,trivialen“ Fragen wie der Datenbeschaffung zur Aufstellung von Input-Output-Tabellen
zu befassen, wie schwierig es ist, Input-Output-Matrizen konsistent zu erstellen, und wie unent-

behrlich eine solide Kenntnis der Datenbasis selbst fiir den Theoretiker ist.

November 2002 M. Grotschel
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Kapitel 1
Einige Beispiele

Das wirtschaftliche Gefiige einer Region, eines Landes oder gar der ganzen Welt ist ein au-
Berordentlich kompliziertes Gebilde, um dessen Verstindnis sich die Wirtschaftswissenschaften
bemiihen. Wir sind heute noch weit von einer hinldnglichen Beschreibung aller Zusammenhénge
entfernt. Hinzu kommt, dass die Wirtschaftsbeziehungen immer globaler werden und lokale Ak-
tivitdten weltweite Auswirkungen haben kénnen. Wir kénnen nur selten begriinden, warum und
wie gewisse Entwicklungen verlaufen. Daher sind wir kaum in der Lage, einigermaflen genaue
Prognosen — selbst sehr kurzfristige — tiber die zukiinftige wirtschaftliche Entwicklung abzugeben.
Denken Sie nur daran, mit welchen Fehlern selbst so ,einfache“ Vorhersagen wie die Schétzung
des Steueraufkommens in Deutschland behaftet sind. Die Verldufe von Aktienkursen entziehen

sich manchmal jeder rationalen Erklarung.

Obwohl in den letzten Jahren erhebliche Fortschritte erzielt worden sind, scheint es nicht so, dass
in Kiirze eine allgemein akzeptable Theorie des gesamten wirtschaftlichen Verhaltens aufgestellt
werden kénnte. Unser gegenwirtiger Kenntnisstand ist einfach noch zu gering. Dagegen haben
sich mittlerweile eine Reihe von annehmbaren , Teiltheorien“ gebildet, die versuchen, spezielle
Fragestellungen zu kliren und fiir begrenzte Bereiche brauchbare Analyse- und Prognosekonzepte
zu entwerfen. Vielleicht wird es moglich sein, diese Teiltheorien zu verbessern, zu verfeinern und

zu verallgemeinern, um so ein besseres Versténdnis fiir wirtschaftliche Abldufe zu gewinnen.

Die Vorgehensweise bei der Entwicklung derartiger Spezialtheorien ist die folgende. Zuné&chst
wird ein Fragenkatalog abgegrenzt, der behandelt werden soll. Dies kann nach regionalen, markt-
technischen, statistischen oder methodischen Kriterien erfolgen. Dann beginnt man, die Wirk-
lichkeit dadurch zu vereinfachen, dass gewisse Einflussfaktoren als unwichtig fiir die Fragestellung
angesehen und nicht weiter beriicksichtigt werden und manche Zusammenhénge als ,;in bestimm-
ter Form geklart“ betrachtet werden. Fiir die iibrig bleibende ,, Teilwelt“ wird dann ein ,,Modell

gebaut“, von dem man hofft, dass es zur Klarung der offenen Fragen beitragen kann.

Waren diese Modelle friither meistens verbaler Natur, so bedient sich heute die 6konomische Theo-
rie in immer stirkerem Mafle mathematischer Methoden. Die mathematische Formulierung sol-

cher Modelle hat den Vorzug, dass klar und eindeutig gesagt werden kann, welche 6konomischen
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GroBen in dem Modell (meistens als Variable) betrachtet werden, welche Beziehungen zwischen
diesen Groflen in welcher Form postuliert werden und welche Konsequenzen sich aus den Hypothe-
sen ableiten lassen. Viele dieser Modelle sind so konstruiert, dass ihre Parameter mit statistisch
erhobenen Daten berechnet werden koénnen. Ist dies geschehen, so hat man ein konkretes ma-
thematisches Abbild einer wirtschaftswissenschaftlichen Problemstellung gewonnen und kann es

mit Hilfe von Computern durchrechnen.

Dadurch ergeben sich zwei wiinschenswerte Moglichkeiten. Zum einen kdonnen aus allgemeinen,
zunéchst qualitativ postulierten Beziehungen ganz konkrete Teilmodelle entwickelt werden, die
auch quantitative Aussagen erlauben und nicht nur Phrasen wie ,,es wird besser®, ,positive
Anzeichen“ etc. Zum anderen kann die Theorie anhand des Modells dadurch iiberpriift werden,
dass Daten der Vergangenheit benutzt werden, um mit Modellrechnungen Entwicklungen fiir
spétere, aber bereits vergangene Jahre (nachtréglich) zu ,,prognostizieren®. Ist die Theorie nicht
in der Lage, den Verlauf der Vergangenheit zu erkléren, so sind natiirlich Zweifel an ihrer Qualitéit
angebracht, und man sollte sie tunlichst auch nicht fiir (wirkliche) Zukunftsprognosen benutzen.
Dadurch wird die Theorie im Popper’schen Sinne falsifizierbar und steht wissenschaftstheoretisch

(fiir die, die diese Wissenschaftstheorie befiirworten) auf einem anderen Niveau.

Die Wirtschaftswissenschaften haben sich nicht nur der Mathematik bedient, sondern sie auch
in vielen Teilbereichen befruchtet. Angeregt durch wirtschaftswissenschaftliche Fragestellungen
sind zum Beispiel Gebiete wie die lineare, nichtlineare und ganzzahlige Optimierung, Wahrschein-
lichkeitstheorie und hier insbesondere die Risikomodellierung, Gleichgewichtstheorie, Operations
Research oder verschiedene Teilgebiete der Statistik in den Blickpunkt mathematischer Forschung
geraten und gehoren heute zu den anwendungsreichsten Disziplinen der Mathematik. Manchmal
konnten auch fiir bekannte Methoden der Mathematik 6konomische Interpretationen gefunden
werden, die sehr schén Beziehungen zwischen abstrakten Definitionen und Begriffen der realen

Welt beleuchten und sowohl fiir Mathematiker als auch Wirtschaftswissenschaftler hilfreich sind.

In dieser Vorlesung soll keineswegs bis in die oben angedeuteten Tiefen der gegenwértigen For-
schung eingedrungen werden. Es werden sehr simple und in héchstem Mafle vereinfachte 6kono-
mische Fragestellungen behandelt. Es soll gezeigt werden, wie diese Fragestellungen mit elemen-
taren Methoden der linearen Algebra behandelt werden kénnen und dabei bereits zu keineswegs
trivialen mathematischen Problemen fithren. Diese mathematischen Probleme kénnen jedoch
in unseren Beispielen vielfach geldst und fiir dkonomische Anwendungen in Theorie und Praxis

nutzbar gemacht werden.

Gleichzeitig wird auch auf die 6konomische Interpretation mathematischer Sachverhalte Wert
gelegt. Speziell werden die Konzepte der Input-Output-Analyse besprochen, die zwar mathe-
matisch relativ trivial, deren 6konomische Interpretationen aber nicht ganz so einfach sind und
in der wirtschaftswissenschaftlichen Praxis in den vergangenen Jahren mit Erfolg angewendet

wurden.

Wir beginnen mit der Betrachtung einzelner Beispiele aus dem téglichen Leben und wollen dabei

einige 6konomische Fragen — jedoch nicht im Detail — beleuchten.



Beispiel 1.1. Anderung des Verbraucherverhaltens

Der Wissenschaftliche Mitarbeiter A hat die Gewohnheit, in den Sommerferien zum Windsurfen
an die Ostsee zu fahren. In diesem Jahr hat er sich jedoch entschlossen, stattdessen einen neuen
PC zu kaufen. Welche Auswirkungen hat diese Entscheidung auf die Volkswirtschaft?

Zunichst gibt es natiirlich einige offensichtliche direkte Auswirkungen. Der Umsatz des Elek-
trohandels erhoht sich, wihrend der des Touristikgewerbes sinkt. Dadurch werden jedoch einige
weitere (indirekte) Reaktionen ausgelost: z. B. Erhohung des Umsatzes bei den Computerherstel-
lern, bei der Chemieindustrie (das Gehéuse ist teilweise aus Plastik), bei der Metallindustrie (ein
Computer hat Metallteile), bei der Feinmechanik (Drucker etc.), und es wird mehr Personal in
Herstellung und Verkauf beschéftigt. Dagegen sinken z. B. die Umsétze der Busunternehmen (A
hat immer Busreisen gebucht), im Hotel- und Gaststéttengewerbe, in der Sportartikelindustrie,
in der Chemie- und Feinmechanikindustrie (Herstellung von Surfboards) und daher auch in der

Metallindustrie, und in all diesen Industriezweigen wird weniger Personal beschéftigt.

Diese (sehr beschrinkte) qualitative Analyse kénnen wir z. B. wie in Abbildung 1.1 graphisch
darstellen. Dabei bedeutet ein Pfeil mit einem ,,+“ Zeichen eine umsatzerhhende und ein Pfeil

mit einem ,,-“ Zeichen eine umsatzerniedrigende Auswirkung.
2

Offensichtlich miissen in Abbildung 1.1 zu einer ganz genauen Beschreibung der Wirkung der
Entscheidung von A viel mehr Kreise und Pfeile gezeichnet werden: man miisste die Effekte
auch quantitativ wiedergeben, um wichtige von unwichtigen Beziehungen unterscheiden, und
insbesondere, um diese berechnen zu konnen. Es wére z. B. wichtig zu wissen, ob der Verzicht
auf den Urlaub und der Kauf des Rechners das Beschéftigungsniveau erhoht oder erniedrigt haben
(es gab sowohl positive wie auch negative Auswirkungen). Gerade eine Frage wie die letzte ist bei
der heutigen Arbeitslosenzahl von besonderer Bedeutung und sollte moglichst genau beantwortet

werden konnen. Wir werden spéter sehen, dass dies recht gut moglich ist.
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Abbildung 1.1: Das Bild kénnte etwas iibersichtlicher sein. Dahinter steckt eine gewisse Absicht!
Wie kénnte man es ,schoner machen? Eine Moglichkeit besteht darin, die Uberkreuzungen von Pfei-
len zu verringern. Hausaufgabe: Kann man das Diagramm so zeichnen, dass keine Uberkreuzungen
von Pfeilen vorkommen? Diese Frage fiihrt in die Graphentheorie (Satz von Kuratowski) und ein
Gebiet ,, Automatic Graph Drawing“, das im Durchschnitt von Mathematik und Informatik liegt und
das derzeit sehr aktiv ist. Die interessantesten Anwendungen kommen aus dem VLSI-Design, dem
automatischen Zeichnen von Karten, die neben Straflen auch Wasser-, Strom-, Gasleitungen, etc. ent-
halten und dem automatischen Erstellen von Konstruktionszeichnungen wie sie z. B. bei chemischen

Anlagen vorkommen.

Beispiel 1.2. Auswirkungen von Lohnerhdéhungen

Arbeitgeber und Gewerkschaften der Stahlindustrie haben sich auf eine Lohnerhéhung von 4 %
geeinigt. Das Management glaubt, durch Rationalisierung 2 % Produktivititsfortschritt erzielen zu
konnen, und will die Preise um 2 % anheben, um keine Verluste zu machen. Um wieviel Prozent
muss die Autoindustrie die Preise anheben, um die Stahlpreiserhohung ohne Gewinneinbufen

(gleiche Verkaufszahlen vorausgesetzt) verkraften zu kénnen?

Nehmen wir an, dass 10 % der Produktionskosten eines Autos fiir Erzeugnisse der Stahlindu-
strie aufgewendet werden miissen. Daraus folgt, dass die direkten Mehrkosten fiir Stahl eine
Preiserh6hung um 0,2 % nach sich ziehen wiirden. Jedoch hat die Stahlpreiserh6hung auch Aus-
wirkungen auf die Elektroindustrie, Chemieindustrie etc., die deswegen u. U. auch ihre Preise

erhohen. Diese Preiserh6hungen miissen ebenfalls bei der Kalkulation beriicksichtigt werden.
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Die Bedeutung des Beispiels 1.2 wurde den Verbrauchern Anfang der 70er Jahre besonders ein-
drucksvoll von der Olindustrie vor Augen gefiithrt. Die drastischen Olpreiserhéhungen durch
die OPEC-Lander wurden von fast allen Industriezweigen als Argument zu auflerordentlichen
und nicht (zumindest nicht durch die Preisverschiebung beim Ol) gerechtfertigten Preiserhéhun-
gen genutzt. Supermérkte gaben z. B. seinerzeit Plastiktiiten kostenlos an K&ufer ab. Die
Olpreiserhshung wurde als Argument benutzt, und das wurde auch 6ffentlich verkiindet, diesen

Service abzuschaffen und Einkaufstiiten nur gegen ein Entgelt abzugeben.

Hier und in anderen Fillen konnten bessere Informationen {iber Preisiiberwilzungseffekte zu
wesentlich wirksameren Mafinahmen von Kunden und Verbraucherverbidnden gegen falsch eti-
kettierte Preiserh6hungen fithren. Andererseits sollte man sich auch immer dessen bewusst sein,
dass es keine ,richtigen Preise“ gibt. Preise sind nur zum Teil durch Kosten bestimmt. Viel
stéarker sind sie von starker oder mangelnder Konkurrenz (also dem Markt) und staatlichen Ein-
griffen bestimmt. Keine Firma kann allerdings iiberleben, wenn ihre Erlose langfristig unter den

Produktionskosten liegen.

Beispiel 1.3. Beschdftigungsrate

Angenommen ein Geriicht wiirde verbreitet, dass bestimmte Produkte der kosmetischen Industrie
krebserzeugende Substanzen enthalten. (Dinge dieser Art passieren immer wieder, und es ist sehr
schwer fiir die Industrie falsche Behauptungen dffentlich zu widerlegen.) Daraufhin werden viele
Personen unsicher und kaufen diese Artikel nicht mehr. Der Verkauf der Kosmetikindustrie sinkt

um 25 %. Wie wirkt sich dies auf die allgemeine Beschiftigungslage aus?

Auch hier haben wir zunéchst eine direkte Auswirkung auf den Kosmetikhandel und die Pharma-
industrie. Der Produktionsriickgang wirkt jedoch indirekt auf das Transportgewerbe, die Maschinen-
bauindustrie, die Elektrizitdtswirtschaft etc. Wir werden spéter sehen, wie diese direkten und

indirekten Wirkungen eines solchen Geriichts auf die Arbeitslosenzahl erfasst werden kénnen.

Bei einer solchen Analyse gibt es wiederum zwei Moglichkeiten. Man kann unterstellen, dass
das durch Konsumverzicht ersparte Geld nicht fiir andere Dinge ausgegeben wird. Diesen Fall
werden wir spéter hauptsichlich untersuchen. Schwieriger wird es, wenn man annimmt, dass
eine Konsumverlagerung stattfindet. Hier muss man sich iiberlegen (und weiss i. a. nicht, wie
man das anstellen soll), welche Produkte statt der Kosmetikartikel konsumiert werden. Meistens

behilft man sich in diesem Fall mit der Durchrechnung (Simulation) mehrerer Alternativen.

Ein in seinen Auswirkungen besonders krasses Beispiel der obigen Art haben wir in den letzten
Jahren in Europa erlebt. Publikationen iiber moégliche Folgen des Verzehrs von Fleisch von
BSE-kranken Rindern haben zu erheblichen Verdnderungen des Verbraucherverhaltens gefiihrt.
Wissenschaftler in England hielten die von der EU geforderten Rinderschlachtungsmafinahmen
fiir vollig tiberzogen, andere warnten nachdriicklich vor verheerenden Gesundheitsschidden durch
die Verarbeitung von BSE-Rindern. Wer hatte recht? Obwohl sie zunéchst mit dem BSE-Problem
in England nichts zu tun hatten, erlitten die Rinderziichter auf dem europiischen Festland grofie

finanzielle Einbuflen. Wir alle wurden durch Ausgleichszahlungen der EU zur Kasse gebeten.
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Was waren (bzw. sind noch immer) die gesamtwirtschaftlichen Auswirkungen des BSE-Skandals

in Deutschland, England bzw. Gesamt-Europa?



Kapitel 2

Lineare Tauschmodelle und damit
zusammenhingende mathematische

Probleme

Wir beginnen mit zwei sehr einfachen und recht unrealistischen Modellen einer Volkswirtschaft.
Die Betrachtung solcher Modelle tragt nicht unbedingt zur Erkldrung realer Phénomene bei.
Anhand solcher Modelle kann man jedoch sehr gut mit dem Studium 6konomischer Sachverhalte
beginnen. Man kann all die (sinnvollen) Fragen stellen, die man gern in der Realitéit beantwortet
wiisste, und versuchen, sie im Rahmen des einfachen Modells zu untersuchen. Es ist hier hiufig
nicht schwierig, die 6konomischen Implikationen starker Annahmen zu entdecken und allgemeine

Existenzfragen (z. B. von Gleichgewichtspreisen etc.) zu beantworten.

Beispiel 2.1. Ein einfaches Tauschmodell Wir nehmen an, dass eine Volkswirtschaft auf

folgende Weise beschrieben werden kann.

(a) Es gibt n verschiedene Produzenten (Unternehmer) Py, ..., Py,.
(b) Es gibt n verschiedene Giiter G1,...,Gn.

(¢) Das Gut G; wird nur vom Produzenten P;,i =1,...,n hergestellt.
(d) Wir betrachten eine festgelegte Zeitperiode, etwa ein Kalenderjahr.

(e) Wir wdhlen (durch geeignete Skalierung) die Einheiten der Giter so, dass jeder Produzent
P; genau eine Einheit des Gutes G; pro Jahr produziert.

(£) Zur Produktion des Gutes G; bendtigt der Produzent P; gewisse Mengen anderer Giiter. Wir
bezeichnen die Menge des Gutes Gj, das zur Herstellung des Gutes G; pro Jahr bendtigt

wird, mit a;;, 1,5 = 1,...,n, und nehmen an, dass gilt

CLijZO, i,jzl,...,n
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(g) Wir nehmen an, dass unser Modell abgeschlossen ist, das heifit, dass es keinen Giiteraus-
tausch mit der Welt aufSerhalb des Modells gibt (z. B. keinen Import und Export).

(h) Wir nehmen auferdem an, dass alle wihrend eines Jahres produzierten Giiter auch ver-

braucht werden.

Wir diskutieren kurz einige der Annahmen.

Die letzte Annahme 2.1 (h) ist technisch dadurch einfach zu erfiillen, dass wir den nicht an
andere Produzenten verkauften Anteil des Gutes G; dem Eigenverbrauch a;; zuschlagen, wobei

P; iiberlassen bleibt, was er damit macht, z. B. lagern oder verschrotten.

Die Annahme in 2.1 (g), dass das Modell abgeschlossen ist, erscheint zunichst ein wenig un-
natiirlich, denn erstens hat jedes Land einen gewissen Auflienhandel, d. h. Importe und Exporte
miissen irgendwie beriicksichtigt werden, und zweitens scheint es so, dass Privatpersonen (Haus-
halte), fiir die ja die gesamte Produktion erstellt wird, nicht im Modell behandelt werden, da sie
ja keine Produzenten sind. Die Haushalte sind jedoch die Produzenten von Arbeit und verkau-
fen diese an andere Produzenten, so dass der private Sektor sehr wohl in einem abgeschlossenen

Modell beriicksichtigt werden kann.

Modelle, bei denen (im Modell nicht erklidrte) Kontakte zur Auflenwelt bestehen, nennt man
offen. Mit einem einfachen ,Trick“ kann man solche Modelle , abschlieen“. Man fiihrt einen
,kiinstlichen Produzenten“ namens ,restliche Welt* ein, dessen Gut die ,,Jmporte* sind und der
von den iibrigen Produzenten deren , Exporte® kauft. Auf diese Weise kann man also auch in

einem abgeschlossenen Modell Importe und Exporte behandeln.

Die Annahme in 2.1 (h), dass fiir jedes Gut j Verbrauch (das ist der Eigenverbrauch a;; plus
die Summe der Lieferungen a;; an die iibrigen Produzenten i) und Produktion (diese ist nach

Annahme 2.1 (e) eine Einheit) gleich sind, impliziert natiirlich, dass folgende Gleichungen gelten:

n

ag=1,  j=1...,n

=1

Fassen wir die in 2.1 (f) definierten Verbrauchskoeffizienten a;; in Form einer Matrix A =
(@j)ij=1,.n zusammen, so besitzt A zwei sehr interessante Eigenschaften: Alle Elemente sind
nichtnegativ und die Spaltensummen sind 1. Fiir Matrizen mit solchen Eigenschaften wollen wir

eine Bezeichnung einfiihren.

Definition 2.2. Eine (n,n)-Matriz A = (a;;) mit den Eigenschaften

aijZO i,j:1,...,n

n
aj=1  j=1...n
=1

heifft Tauschmatrix.
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(Tauschmatrizen tauchen auch in verschiedenen anderen Teilgebieten der Mathematik auf, zum
Beispiel in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Dort heiflen sie stochastische Matrizen. Wir ver-
wenden hier allerdings den Namen Tauschmatrix, weil er fiir unsere Anwendungen suggestiver
ist.)

Die nachfolgende (3, 3)-Matrix ist ein Beispiel fiir eine Tauschmatrix:

0,3 0,5 0
0,5 0 0,4
0,2 0,5 0,6

Wie man an diesem Beispiel sieht, sind die Zeilensummen nicht notwendig auch gleich 1. (Ma-

trizen, bei denen alle Spalten- und Zeilensummen 1 sind, heiflen doppelt-stochastisch.)

Bisher haben wir uns nur mit ,Mengen“ von Giitern befaf3t. Zwar kauft und tauscht man im
realen Leben auch Giitermengen, jedoch werden diese normalerweise mit Preisen bewertet, und
man verhandelt i. a. iiber den Preis eines Gutes. Wir werden uns also auch mit Fragen befassen

miissen wie

o Was ist der Wert (Preis) eines Gutes?

e (bt es Preise fiir die produzierten Giiter, so dass die Volkswirtschaft ,stabil® ist?

In der Okonomie ist die ,, Wertfrage“ eindeutig und klar gelost. Es gibt keinen psychologischen
oder emotionalen Wert eines Gutes. Der Wert wird durch den Preis ausgedriickt. ,,Stabilitéat® ist

ein schwierigeres Konzept. Hierauf werden wir noch genauer eingehen.

Wir machen fiir unser Modell aus Beispiel 2.1 eine zusétzliche Annahme.

(i) Der Preis der Einheit des Gutes G; (im betrachteten Kalenderjahr) ist m; (Geldeinheiten, die

wir jedoch im weiteren nicht erwihnen werden), i = 1,...,n.

Wir kénnen nunmehr Einnahme- und Ausgaberechnungen durchfithren. Da jeder Produzent
genau eine Einheit des Gutes G; produziert, erzielt er Einnahmen in Hohe von m;. Ebenso
einfach sind seine Ausgaben zu berechnen. Da er a;; Einheiten des Gutes j bezieht, belaufen sich

seine Ausgaben auf

n
E aiﬂrj.
Jj=1

Nachdem wir nun einige 6konomische Grundbegriffe innerhalb unseres Modells erklért haben,
konnen wir damit beginnen, allgemein interessierende O0konomische Fragen beziiglich unseres
Modells zu stellen und im Rahmen unseres Modells zu beantworten. (Die Bedeutung derartiger

Antworten fiir die reale Welt muss natiirlich kritisch hinterfragt werden!)
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Wir wollen uns zunéchst mit ,,Stabiliit“ befassen. Wir erinnern ausdriicklich daran, dass unser
Tauschmodell statisch ist. Das heif3t, wir betrachten eine Zeitperiode einer Volkswirtschaft und
nichts anderes. Wir untersuchen (zunéchst) nicht die Entwicklung der Volkswirtschaft aus der
Vergangenheit in die Zukunft, sondern machen nur eine Momentaufnahme. Was kann man in
einem solchen System als ,stabil“ bezeichnen? Offenbar ist es sinnvoll, eine derartige Volks-
wirtschaft stabil zu nennen, wenn in dem betrachteten Zeitraum keiner der Produzenten seinen
Bankrott erkldren muss. In anderen Worten, wir sehen eine solche Volkswirtschaft dann als stabil
an, wenn kein Produzent mehr ausgibt als er einnimmt. Diese Stabilitdtsdefinition stellt also eine
Bedingung an die Budgets der Produzenten. Offensichtlich ist eine Volkswirtschaft des im Modell
(2.1) betrachteten Typs nicht automatisch stabil. Um diese Stabilitét zu erreichen, miissen Preise

gefunden werden, die die Okonomie ,,ins Gleichgewicht bringen®.

Definition 2.3. (Stabilititsbedingung)
Ein Preissystem p = (71,...,7)" € IR" heifit Gleichgewichtssystem, falls fiir alle i €
{1,...,n} gilt

n
E Qi T4 S TG
j=1

In der realen Welt ist die Preisgestaltung eine wichtige Aufgabe. Wie oft horen wir Aussagen wie
,die Olpreise sind zu hoch, , die Lebensmittelpreise sind zu niedrig® verbunden mit der Klage,
dass dadurch einige (oder gar alle) Wirtschaftszweige in den Ruin gefiihrt werden. Implizit ent-
halten diese Aussagen die Behauptung, dass es ,gute“ oder ,richtige* oder gar , gerechte“ Preise
fiir alle Giiter giibe. Ob es solche Preise in der realen Okonomie tatsiichlich gibt, sei als offene
Frage dahingestellt. Im Rahmen eines Modells kénnen wir die Wahrheit dieser Behauptungen

allerdings untersuchen.

Problem 2.4. Gegeben sei eine Tauschmatriz A, gibt es ein zugehiriges Gleichgewichtspreissy-

stem pT = (m1,...,mn)?

Der Vektor p = 0 ist offenbar eine mathematische Losung dieses Problems. An solch einer trivialen
Losung sind Okonomen (und nicht nur diese) natiirlich nicht interessiert. Unsere (6konomische)
Frage 2.4 konnen wir aufgrund der oben gemachten Annahmen beziiglich unseres Tauschmodells

2.1 umformulieren in ein Problem der linearen Algebra.

Problem 2.5. Gegeben sei eine (n,n)-Matriz A mit

(a) a;; >0 d,j=1,...,n (kurz A >0),

(b) Yaj=1 j=1,...,n (kurz  1TA =17 mit 17 = (1,...,1)).
i=1
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Gibt es einen nichtnegativen Vektor p € IR™\{0} mit der Figenschaft Ap < p?

(Einen Vektor p € R™ mit p > 0 und p # 0 nennen wir semipositiv.)

Zunichst kann man sich sehr einfach iiberlegen, dass jedes Gleichgewichtspreissystem nicht nur

die Ungleichung aus Definition 2.3 erfiillen, sondern folgende Eigenschaft haben muss:

Lemma 2.6. Ist A eine Tauschmatriz und p € IR" ein Vektor mit p > 0 dann gilt

Ap <p<& Ap=p.

Beweis. Wir brauchen nur die Implikation von links nach rechts zu beweisen. Es gilt 17 = 17 A,
und daraus folgt 17p = 17Ap. Aus A > 0,p > 0 und Ap < p folgt 0 < Ap < p. Also ist
17(Ap) eine Summe von nicht-negativen Summanden A, ,, die jeweils nicht gréfler sind als die
entsprechenden (nicht-negativen) Summanden p; von 17p. Da 17p = 17 Ap miissen bereits die

einzelnen Summanden iibereinstimmen. O

Okonomische Interpretation von 2.6. Bei einem gegebenen Preissystem p erzielt ein Produ-
zent genau dann Gewinne (im Rahmen von Modell 2.1), wenn mindestens ein anderer Produzent

Verluste macht.

Lemma 2.6 hat nun die 6konomische Frage nach einem Gleichgewichtspreissystem zu einer klassi-
schen Aufgabe der linearen Algebra reduziert, wobei dieses Problem auf (mindestens) drei Arten

formuliert werden kann.

Problem 2.7. Gegeben eine Tauschmatriz A, finde einen semipositiven Fizpunkt von A, d. h.

einen Vektor p #£ 0 mit p > 0 und Ap = p.

Problem 2.8. Gegeben eine Tauschmatriz A, finde einen semipositiven Vektor im Kern von

(I —A), d. h. einen Vektorp > 0,p# 0 mit (I — A)p=0.

Problem 2.9. Gegeben eine Tauschmatriz A, zeige, dass 1 ein Figenwert von A ist, und finde

einen semipositiven Figenvektor von A zum FEigenwert 1.

Es ist eine Frage des Geschmacks oder der eigenen Vorbildung, welche der drei Problemformu-
lierungen als addquat angesehen wird und welche man mathematisch untersuchen méchte, um
die dahinter stehende tkonomische Frage zu losen. Es ist selten a priori klar, welcher Ansatz
zum Erfolg fiihrt. Hier miissen die Mathematiker , probieren®, sie laufen dabei gelegentlich in
Sackgassen. Wir werden in unserem Fall Problem 2.7 in voller Allgemeinheit im néchsten Kapitel
studieren. Es zeigt sich aber bereits hier, dass so simple Modelle wie das Tauschmodell 2.1 zu

nichttrivialen mathematischen Problemstellungen fiithren kénnen.
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Beispiel 2.10. FEin einfaches lineares Modell des internationalen Handels

(a) Wir betrachten n Linder Ly, ..., Ly , die miteinander Handel treiben.

(b) Wir nehmen an, dass die Linder eine gemeinsame internationale Wihrung haben, sagen

wir EURO.

(c) Alle Giiterpreise seien fest vorgegeben und seien wdihrend der betrachteten Zeitperiode kon-

stant. (Wir wollen hier also keine Gleichgewichtspreise berechnen.)

(d) Wir nehmen an, dass in jedem Land L; das Staatseinkommen y; allein durch den Verkauf

der im eigenen Land produzierten Giter (im Lande selber oder im Ausland) erzielt wird.

(e) Linearititsannahme: Die Kiufe eines Landes L; in einem anderen Land Li,i = 1,...,n
betragen einen fest vorgegebenen Anteil a;; des jeweiligen Staatseinkommens y; und hingen
nicht von der Hohe des Staatseinkommens ab, d. h. das Land L; gibt a;;y; EURO im Land

L; zum Kauf von Giitern aus.

Die Linearitdsannahme 2.10 (e) ist natiirlich sehr restriktiv und unrealistisch. Betrachten wir ei-
ne Person die a;, EURO fiir Lebensmittel, ax EURO fiir Kleidung, aj; EURO fiir Miete und ay
EURO fiir Unterhaltung verwendet, so wird sie bei einer Einkommensreduzierung nicht alle Aus-
gaben gleichmiflig senken, sondern sicherlich zunéchst die Ausgaben fiir Kino-, Kneipenbesuche
etc. verringern. Insbesondere die Ausgaben fiir Miete sind sehr schwer zu veréindern. Das heifit,
die Proportionen zwischen den Ausgabeblocken verschieben sich bei Einkommensschwankungen
normalerweise. Andererseits ist die Annahme 2.10 (e) nicht ganz so unrealistisch, wenn wir sehr

kleine Anderungen bei sehr grofen Aggregaten wie Lindern betrachten.

Nach Definition sind die Zahlen a;; Anteile des Staatseinkommens, das heiflt, wir wissen, dass

aijZO i,j:1,...,n

n
ay=1 j=1,...,n
=1

gilt. Also ist A eine Tauschmatrix. Wir wollen folgende Aufgabe studieren:

Problem 2.11. Wie groff ist das Staatseinkommen der Lander Ly, ..., L,?

Nach unserer Definition ist das Staatseinkommen des Landes L; der Wert der Verkidufe von L;
an sich und alle anderen Lénder. Der Wert der Verkédufe von L; an L; ist nach 2.10 (e) a;;y;.

Daraus folgt, dass das Staatseinkommen y; von L; die folgende Gleichung erfiillt
n
Yi = Zaijyj = 1,...,n,
j=1

oder vektoriell geschrieben:

Ay =y,



19

wobei A die durch 2.10 (e) gegebene Tauschmatrix ist. Aus 6konomischen Griinden ist es natiirlich
sinnlos, sich mit dem Einkommensvektor y = 0 zu beschéftigen. Auflerdem macht es in diesem
Modell keinen Sinn, negative Staatseinkiinfte in Betracht zu ziehen. Das heifft, Problem 2.11
158t sich wie folgt formulieren: Gegeben sei eine Tauschmatrix A, gesucht ist ein semipositiver
Vektor y mit Ay = y.

Diese Aufgabe ist genau dieselbe wie die, die wir aus der Betrachtung des Gleichgewichtspreis-
problems beim einfachen Tauschmodell 2.1 erhalten haben. Daraus folgt, dass das Einkommens-

problem 2.11 ebenfalls durch Untersuchung der Probleme 2.7, 2.8 oder 2.9 gelést werden kann.

Auf den ersten Blick unterschiedlich erscheinende ckonomische Probleme haben in diesem Fall

also zum gleichen mathematischen Modell gefiihrt.
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Kapitel 3

Gleichgewichtspreise, Alternativsitze

und Eigenvektoren

Ziel dieses Kapitels ist eine vollstdndige Losung des Problems 2.8 (und damit natiirlich auch von
2.7,2.9, 2.4 und 2.11). Wir werden zeigen, dass es zu jeder Tauschmatrix A einen semipositiven
Vektor p gibt mit Ap = p. Dazu benétigen wir einige Alternativsitze fiir lineare Gleichungs-
und Ungleichungssysteme. Speziell wollen wir die Losung auf das sogenannte Farkas-Lemma

zuriickfiihren.

Zunéchst beschreiben wir eine Methode, das so genannte Fourier-Motzkin- Eliminationsverfahren,
das die Losbarkeit eines Ungleichungssystems Ax < b auf die Losbarkeit eines Ungleichungssy-

stems DT < d reduziert, welches eine Variable weniger besitzt.

Seien also eine (m,n)-Matrix A und b € R™ gegeben. Wir wollen wissen, ob Az < b eine Losung
hat. Wir betrachten die erste Spalte A.; von A und ordnen die Zeilen des Systems Az < b so
um, daf die ersten m’ Elemente der ersten Spalte positiv sind, die niichsten m” — m/ Elemente
negativ und die restlichen m—m/—m” Null sind. Dann multiplizieren wir die ersten m” Zeilen des

/

umgeordneten Systems jeweils mit dem Wert 1/]a;;],i = 1,...,m”. Das sich daraus ergebende

System nennen wir A’z < V/. Es hat die Form

n

1+ Y apx <bp o i=1,...,m
i=2
n

—r1 4 Y agry <b i=m/+1,...,m"
i=2
n
SNaa; <b, i=m'"+1 m
2, Gty =0 = sy
‘7:

Die beiden ersten Ungleichungssysteme kénnen wir in der Form
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n

/ / : /

r1 < b — Y aj;w; t=1,...,m
—

J
n

/ / . / "
> ary — b < i=m'+1,...,m
Jj=2
schreiben. Daraus sieht man sofort, dass diese beiden Ungleichungssysteme genau dann eine

Losung haben, wenn gilt:

n

n
max E ayx;—b | <x1 < min [0 — E ap;x; | - (3.1.1)
m/H1<s<m” | = 1<t<m’ — Y

j= j=

Damit haben wir die Variable 1 durch die iibrigen Variablen abgeschétzt, und wir konnen sie
eliminieren. Wir ersetzen max und min in (3.1.1) einfach dadurch, dass wir alle Kombinationen

von Ungleichungen betrachten. Daraus ergibt sich unmittelbar, dass die Losbarkeit des Systems

n
Z(a'sj—l—a;j)xj < Wi+, t=1,....munds=m'+1,...,m",
=2

IN

v, i=m"+1,...,m, (3.1.2)

n
/ .
> s
j=2

welches wir kurz mit DZ < d bezeichnen wollen, dquivalent zur Losbarkeit von Az < b ist. Das
System Dz < d hat, da die Variable z1 eliminiert wurde, nur noch n — 1 Variablen und besteht
aus m/(m” —m') +m —m” Zeilen. Jede Losung y von Az < b liefert, da wir ja nur umgeordnet,
skaliert und Zeilen addiert haben, auch eine Lésung von DZ < d, wenn wir die erste Komponente
weglassen. Ist 7 eine Losung von DT < d, so wihlen wir eine reelle Zahl yy, die (3.1.1) erfiillt,
und erweitern ¥ durch Hinzufiigung der ersten Komponente y; zu einem Vektor y € IR™. Dieser
ist dann nach Konstruktion eine Losung von Ax < b. Bezeichnen wir mit D die Matrix, die
aus D durch Hinzufiigen einer ersten Spalte, die nur Nullen enthilt, entsteht, so gilt aufgrund
der Verfahrensvorschriften D = UA,d = Ub, wobei U eine nichtnegative Matrix ist, durch die
das Umordnen, Skalieren und Addieren von Zeilen beschrieben wird, das zu dem System (3.1.2)
fithrt.

Mit Hilfe der Fourier-Motzkin-Elimination, die fiir verschiedene Probleme der Polyedertheorie

einen brauchbaren Algorithmus liefert, konnen wir auf elementare Weise folgenden Satz beweisen:

Satz 3.1. (Farkas-Lemma) Seien A eine (m,n)-Matriz und b € R™, dann gilt genau eine der

beiden folgenden Aussagen:

(i) Ix e R* mit Az <hb.

(ii) Jue R™ mit u >0, ul' A =0T und uTh < 0.
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Bevor wir mit dem Beweis beginnen, sei angemerkt, dass wir noch eine Reihe von Sétzen dhnlichen
Typs beweisen werden. In diesen Sitzen gilt jeweils eine von zwei (oder mehr) Alternativen.
Deshalb werden derartige Resultate hiufig Alternativsitze genannt. Das Farkas-Lemma ist ein
Prototyp dieser Art und ist ein Alternativsatz fiir die Ldosbarkeit von Ungleichungssystemen.
Typischerweise ist bei solchen Sétzen offensichtlich, dass nicht beide Alternativen gleichzeitig

wahr sein kénnen. Das folgt i. a. durch simple Rechnung.

Nehmen wir im Falle von Satz 3.1 also an, dass beide Alternativen gleichzeitig méglich sind, dann
gibt es ein x mit Az < b und ein u > 0 mit 7 A = 07 und u’b < 0. Daraus ergibt sich der
Widerspruch: 0 = 072 = (u” A)z = u” (Az) <uTb < 0.

Beweis. Wir zeigen nun noch, dass (i¢) gilt, wenn (i) nicht gilt. Wir fithren den Beweis durch
Induktion.

Ist n = 1, so besteht die Matrix D des zu Az < b dquivalenten Systems Dz < d aus einer Spalte
mit lauter Nullen. Das System 0z1 < d;,i = 1,...,m/ (m” —m’) +m —m” ist genau dann 15sbar,
wenn d; > 0 fiir alle 7 gilt. Ist es unlésbar, dann gibt es ein k& mit di < 0, und wegen D = UA
gilt uT A =0 und uT'b = dj, < 0 fiir die k-te Zeile u” := Uy, von U. Also gilt das Farkas-Lemma

fiir n = 1.

Nehmen wir daher an, dass Az < b ein System mit n > 2 Variablen ist, das keine Lésung hat.
Wir wissen, dass dann das durch (3.1.2) gegebene dquivalente System D% < d in n — 1 Variablen
auch keine Losung hat. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann einen Vektor v > 0 mit
vI'D =0, vTd < 0. Ist D die Matrix, die durch Hinzufiigen einer ersten Nullspalte zu D entsteht
und U die nichtnegative Matrix mit D = UA, d = Ub, so gilt natiirlich v" D = v (UA) = 0 und
vT'd = vT(Ub) < 0. Folglich ist u” := v U ein nichtnegativer Vektor, der (ii) erfiillt. O

Wir mochten an dieser Stelle auf eine wichtige Eigenschaft des Farkas-Lemmas (und anderer

Alternativsétze) aufmerksam machen, die z. B. in der Komplexitéitstheorie von Bedeutung ist.

Stellen Sie sich vor, Sie seien ein Mathematiker in der Industrie, der seinen Chef davon iiberzeugen
will, dass ein gegebenes System Az < b eine Losung hat, beziehungsweise dass es keine Losung
hat. Hat es eine Losung, dann konnte es sein, dass Sie eine solche, sagen wir y, durch geschicktes
Probieren oder ,,Eingebung® finden (wir werden spéter auch sehen, dass man eine Losung relativ
schnell berechnen kann). Dann kénnen Sie den Vektor y ihrem Chef prisentieren, und er kann
sich durch Einsetzen von y in das Ungleichungssystem davon iiberzeugen, dass Sie ihn nicht
belogen haben. Hat Ax < b jedoch keine Losung, dann kénnen Sie bis zu Threm Lebensende
herumprobieren und IThrem Chef lediglich berichten, dass Sie trotz aller Bemiithungen keine Lésung
gefunden haben. Sie kénnen ihn aber damit kaum von der Inkonsistenz des Ungleichungssystems
iiberzeugen. Mit dem Farkas-Lemma als Hilfsmittel diirfte Thnen das jedoch gelingen. Sie suchen

einfach nach einer Losung von u > 0,u” A = 07, u”b < 0 und prisentieren diese.

Wir werden nun durch formale Manipulationen einige Folgerungen aus dem Farkas-Lemma ziehen.



24 Gleichgewichtspreise, Alternativsitze und Eigenvektoren

Satz 3.2. (Alternativsatz fiir nichtnegative Lisbarkeit von Gleichungssystemen)
Seien A eine (m,n)-Matriz und b € IR™. Dann gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen

(i) Ixe R* mit Ax=0b, z>0.

(ii) Iye R™ mit y"A>0", yTb <.

A b
Beweis. Ax = b, © > 0 koénnen wir schreiben als —A T < —b | . Nach Satz 3.1 hat
—I 0
entweder dieses System eine Losung oder
A
(uT, vT,wT) —A | = OT,uTb —vTh < 0, u,v,w>0 .
I
Setzen wir y := u — v, so ist die Existenz einer Losung hiervon dquivalent zur Existenz einer

Losung von
y'A> 0", y"b <0,

womit der Beweis erledigt ist. O
Nun nehmen wir wieder Verbindung zu Kapitel 2 auf und charakterisieren die semipositive
Losbarkeit homogener Gleichungssysteme, vergleiche Problem 2.8.

Satz 3.3. (Alternativsatz fiir semipositive Lisbarkeit homogener Gleichungssysteme)

Sei A eine (m,n)-Matriz. Dann gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen:

(i) Ix e R", mit Az =0, x>0,z #0.

(ii) Iy e R™, mit yTA>0T.

Beweis. Die beiden Alternativen sind inkompatibel, denn andernfalls folgt aus 0 = 370 =
yT(Az) = (yT A)z > 0 ein Widerspruch.

Angenommen das homogene System Az = 0 hat keine semipositive Losung, dann hat das inho-
mogene Gleichungssystem Az = 0, 172 = 1 keine nichtnegative Losung. Folglich gibt es nach
Satz 3.2 einen Vektor y € IR und eine reelle Zahl y,,, 1 mit y” A+, 117 > 07, 4704941 < 0.
Daraus folgt, dass 9,11 < 0 und somit y” A > 07 gilt. Also gilt Alternative (ii). O

Wir kénnen nun unser Gleichgewichtspreisproblem in Form von Problem 2.8 16sen.
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Satz 3.4. Sei A eine (n,n)-Tauschmatriz, dann gibt es einen semipositiven Vektor p € IR"™ mit

(I—-Ap=0.

Beweis. Angenommen es gibt einen Vektor y € R" mit y” (I — A) > 07, d.h.

y' >yt A

n
O. B. d. A. kénnen wir annehmen, dass y; = min{y;|i = 1,...,n}. Da >  a;; = 1, folgt aus
i=1

n
y1> > yidit:
i=1

n n

(1= a1y > Y wiain > y1 Y an = (1 —an)y

i=2 i=2
und damit ein Widerspruch. Das aber bedeutet, dass kein Vektor y € IR"™ mit y* (I — A) > 07
existiert, und somit muss es nach Satz 3.3 einen semipositiven Vektor p € R"™ geben mit
(I—-Ap=0. O

Folgerung 3.5. Sei A eine (n,n)-Tauschmatrix, dann gilt:

(a) A hat den Figenwert 1, und es gibt einen semipositiven Eigenvektor zum Eigenwert 1.
(b) A hat einen semipositiven Fizpunkt.
(c) Es gibt ein Gleichgewichtspreissystem zur Tauschmatriz A, vergleicheProblem 2.4.

(d) Es gibt eine semipositive Lisung des Staatseinkommenproblems,siehe Problem 2.11.

Damit haben wir mit durchaus nicht trivialen mathematischen Uberlegungen eine Lésung un-
serer Fragen nach der Existenz von Gleichgewichtspreisen im Tauschmodell 2.1 oder nach den

Staatseinkommen im Handelsmodell 2.10 finden konnen.

Das Farkas-Lemma (Farkas (1894)) gilt heute als einer der fundamentalen Sétze der linearen
Optimierung und der Polyedertheorie und hat bedeutende praxisrelevante Konsequenzen. Der
Alternativsatz 3.3 geht auf Gordan (1873) zuriick. Die Tauschmodelle 2.1 und 2.10 wurden dage-
gen erst im zwanzigsten Jahrhundert betrachtet. Man kann also mit einigem Recht behaupten,
dass die Probleme 2.4 und 2.11 bereits mathematisch gelost waren, bevor sie 6konomisch formu-
liert wurden. Das wiére allerdings eine etwas verkiirzte Sicht der Dinge und wiirde die Arbeit
ignorieren, die notwendig ist, um ckonomische Begriffe zu prigen, Modelle zu formulieren und

Beziige zur Mathematik herzustellen.
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Gleichgewichtspreise, Alternativsitze und Eigenvektoren




Kapitel 4

Eindeutigkeit und Positivitit von
Gleichgewichtspreisen, Irreduzibilitit

von Matrizen

Wir haben in Kapitel 3, siehe Satz 3.4, gezeigt, dass es immer eine Losung des Gleichgewichtspreis-
problems 2.4 gibt, und auch, dass es immer ein Handelsgleichgewicht gibt. Ist A eine Tauschma-

trix, so wollen wir einen semipositiven Vektor y mit Ay = y Gleichgewichtsvektor nennen.

Wir wollen nun zwei Fragen behandeln, die bei der Beschéftigung mit Gleichgewichten kanonisch

auftreten.

Problem 4.1. Gibt es zu einer gegebenen Tauschmatrixz einen positiven Gleichgewichtsvektor?

Okonomisch anders formuliert stellen wir hier — bezogen auf Modell 2.1 — die Frage nach der
Existenz freier Giiter. Ein Gut wird iiblicherweise frei genannt, wenn es in groflen Mengen
erhéltlich ist, jedermann Zugang zu ihm hat und niemand einen Preis fiir seine Nutzung zu
zahlen braucht. Luft ist vielleicht ein solches Gut (obwohl etwa die Auflagen fiir Abgasreinigung
als Gebiihren fiir die Luftbenutzung von Kraftwerken und Autos angesehen werden koénnten); in
Gronland ist vielleicht Eis ein freies Gut, in der Sahara Sand, frither war in manchen Gegenden

Wasser ein freies Gut.

Bezogen auf das lineare Handelsmodell 2.10 fragen wir in 4.1, ob jedes Land ein positives Ein-

kommen realisieren kann. Das sollten wir eigentlich erwarten!

Die zweite Frage ist die folgende:
Problem 4.2. Gibt es zu einer gegebenen Tauschmatrix einen eindeutig bestimmten Gleichge-

wichitsvektor?

Eine kurze Uberlegung zeigt, dass Problem 4.2 etwas zu spontan formuliert ist. Ist ndmlich y ein
Gleichgewichtsvektor und A > 0, so gilt natiirlich A(Ay) = Ay.
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Also ist jeder Vektor, der ein positives Vielfaches eines Gleichgewichtsvektors ist, ebenfalls ein
Gleichgewichtsvektor. Diese Nichteindeutigkeit ist jedoch trivialer Natur und 6konomisch unmit-
telbar einleuchtend. Betrachten wir unser Gleichgewichtspreisproblem 2.4, so besagt die obige
Aussage nur, dass die Losung des Gleichgewichtsproblems skaliert werden kann. Das bedeutet
okonomisch nichts anderes als den Ubergang von einer Geldeinheit zu einer anderen. So et-
was kommt in der realen Welt hiufig bei starker Inflation vor. Wenn die Geldbetrége zu grofl
werden, werden einfach einige Nullen weggestrichen, um handlichere Gréflenordnungen zu er-
halten. Léander wie Bolivien, Brasilien oder Italien haben das in der Nachkriegszeit mehrfach
gemacht. Eine Losung des Gleichgewichtspreisproblems ist also nicht als absolute Preisfestset-
zung zu verstehen, sondern gibt lediglich die relativen Preisverhiltnisse an. Analoges gilt fiir
das Staatseinkommensproblem. Um die Frage 4.2 sinnvoll zu stellen, sollten wir sie wie folgt

formulieren.

Problem 4.3. Gibt es zu gegebener Tauschmatrixz einen bis auf Multiplikation mit positiven

reellen Zahlen eindeutig bestimmten Gleichgewichtsvektor ¢

Es ist 6konomisch durchaus nicht a priori klar, dass es nur ein Preissystem geben soll, das zu
stabilen Zusténden fiihrt, bzw. nur ein System von Staatseinkommen, das Handelsgleichgewichte

erbringt.

Eine triviale Mehrdeutigkeit haben wir bereits erkannt. Es kann aber offensichtlich noch eine
weitere geben. Betrachten wir unser Modell 2.10, so kénnen wir uns ohne weiteres vorstellen,
dass die Welt aus mehreren Teilen besteht, die nicht miteinander Handel betreiben. So hat
sich etwa Japan iiber mehrere Jahrhunderte bewusst von der Auflenwelt isoliert. Es koénnte
also Blocke von Landern geben, die nur untereinander aber nicht mit Lidndern anderer Blocke in
Handelsbeziehungen stehen. Wir haben dann mit vollstéindig voneinander unabhéngigen Blocken
zu tun, und es ist klar, dass etwa die Einkommen der Linder eines Blocks umskaliert werden

konnen, ohne auf die Einkommen der anderen Linder einzuwirken.

Es wird sich zeigen, dass diese (6konomisch einleuchtende) Nicht-Eindeutigkeit die (in diesem
speziellen Tauschmodell) einzig mégliche ist. Weil es sich in diesem Falle besonders anbietet,
werden wir von nun an unsere 6konomische Argumentation meistens beziiglich des Modells 2.10

ausfiithren.

Definition 4.4. Seien A eine (n,n)-Matriz und N = {1,...,n}. Ist S eine Teilmenge von N
mit a;; = 0 fir alle j € S und i € N\S, so nennen wir S unabhéngige Teilmenge von N,

und die Linder L;,i € S, werden unabhingig genannt.

Die Bedingung in Definition 4.4 besagt gerade, dass die Lander in S nur aus Léndern in S Waren
beziehen. Dies schliefit nicht aus, dass Lander aus S in Lénder aus N\S exportieren. Nehmen
wir der Ubersichtlichkeit halber an, dass S = {1,...,k} gilt, so hat die Tauschmatrix A nach
Definition das folgende Aussehen

Ay A

0 As

A=
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wobei A; eine (k, k)-Matrix, Ay eine (k,n — k)-Matrix und As eine (n — k,n — k, )-Matrix ist.
Die (n — k, k)-Matrix in der linken unteren Ecke besteht aus lauter Nullen. Offensichtlich sind ()

und N unabhé&ngige Teilmengen von N.

Definition 4.5. Eine (n,n)-Matriz heifst irreduzibel, falls es keine unabhingige Teilmenge der

Indexmenge N gibt, die verschieden von () und N ist.

Die Irreduzibilitét von Tauschmatrizen hat eine wichtige konomische Interpretation. Sie besagt,
dass jedes Land mit jedem anderen Land Handel treibt — zumindest indirekt. Das heif3t, dass es
fiir je zwei Lander L; und L; eine Kette von Léndern L;,, L;,, ..., L;, gibt mit L;) = L;, L;, = L;,
so dass L;, an L;,_, eine positive Menge liefert, r = 1,...,k — 1. (Der Beweis dieser Tatsache ist
eine Hausaufgabe.) Fiir irreduzible Tauschmatrizen zeigen wir nun, dass die Probleme 4.1 und

4.3 eine positive Antwort haben.

Satz 4.6. Sei A eine irreduzible Tauschmatriz, dann gibt es einen (bis auf Multiplikation mit

positiven Konstanten) eindeutig bestimmten Gleichgewichtsvektory beziiglich A, und y ist positiv.

Beweis. 1) Nach Satz 3.4 gibt es Gleichgewichtsvektoren beziiglich A. Wir zeigen zunéchst, dass
jeder Gleichgewichtsvektor y von A positiv ist. Angenommen y ist nicht positiv, dann setzen wir
S :={i € N|y; > 0}. Aufgrund unserer Annahmen gilt () # S # N. Wir behaupten, dass S eine
unabhéngige Teilmenge von N ist. Ist i € N\S, so gilt

n
0=y = Z aijy; = Zaijyj-
J=1

JjES
Wegen y; > 0 fiir alle j € S und a;; > 0 folgt daraus, a;; = 0 fiir alle s € N\S und j € S.

Also ist S nach Definition eine unabhéingige Teilmenge, die von () und N verschieden ist. Dies

widerspricht der Annahme, dass A irreduzibel ist; y muss also positiv sein.

2) Seien y und y’ zwei Gleichgewichtsvektoren von A, dann sind diese nach 1) positiv, und wir

konnen definieren:
A= min{y;/yili =1,...,n}.

Es gilt somit A > 0, und o. B. d. A. kénnen wir annehmen, dass A = y; /y;. Wir erhalten

Yy Y1
Vi Z = = My = 0.
Yj Y1

Setzen wir 3" := y — A/, so gilt ¢ > 0 und Ay” = Ay — A(\y') =y — Ay’ = ¢”. Andererseits gilt

vl =y — Z—}y{ = 0, das heifit, y” ist nicht positiv. Nach 1) sind aber alle Gleichgewichtsvektoren
1

von A positiv, woraus folgt, da§ der Vektor ¢ nur der Nullvektor sein kann. Mithin gilt y = \y/,

was zu zeigen war. ]

Den Fall irreduzibler Tauschmatrizen haben wir also vollstéandig geklart. Es gibt, bezogen auf
Modell 2.1, (bis auf Skalierung) nur ein Gleichgewichtspreissystem, und es gibt keine freien Giiter.
Bezogen auf Modell 2.10 sagt Satz 4.6 aus, dass die Staatseinkommen aller Lénder positiv sind

und die relativen Verhiltnisse zwischen den Staatseinkommen eindeutig bestimmt sind.
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Wir wollen nun den reduziblen Fall behandeln. Hier sind Strukturiiberlegungen notwendig.

Definition 4.7. Eine unabhingige Teilmenge ) # S C N heifit irreduzibel, falls S keine

andere nicht-leere, unabhdngige Teilmenge enthilt.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass fiir jede Tauschmatrix mindestens eine irreduzible
unabhéngige Teilmenge existiert. Offensichtlich besitzen irreduzible Tauschmatrizen nur eine
irreduzible unabhéngige Teilmenge, ndmlich N selbst. Wir werden nun zeigen, dass die Menge der

unabhéingigen Teilmengen abgeschlossen ist beziiglich Vereinigungs- und Durchschnittsbildung.

Lemma 4.8. Sind S und T unabhdingige Teilmengen von N, dann sind SUT und SNT ebenfalls

unabhdngige Teilmengen von N.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir SUT und miissen zeigen, dass a;; = 0 gilt fiir alle i € N\ (SUT)
und alle j € SUT. Seien also i € N\(SUT) und j € SUT; o. B. d. A. kénnen wir annehmen
j € S. Dann gilt ¢ € N\S und folglich a;; = 0, weil S nach Annahme irreduzibel ist. O

Folgerung 4.9. Sind S und T verschiedene irreduzible Teilmengen von N, dann gilt SNT = ().

Da N selbst eine unabhéngige Teilmenge ist, ist jedes Element ¢ € N in einer unabhéngigen
Teilmenge enthalten. Folgerung 4.9 impliziert, dass jedes ¢ € N in hochstens einer irreduziblen

Teilmenge enthalten ist. Die folgende (3, 3)-Tauschmatrix

0.5 03 04
0.5 0.7 0.2
0 0 04

besitzt die unabhiingigen Teilmengen (), {1,2,3} und {1,2}. Die einzige irreduzible Teilmenge

von N ist {1,2}. Also ist der Index 3 in keiner irreduziblen Teilmenge enthalten.

Ein interessantes und wichtiges Problem ist die Aufgabe, alle irreduziblen Teilmengen von N zu
bestimmen. Da N genau n Elemente enthélt, folgt aus Folgerung 4.9, dass N hochstens n irre-
duzible Teilmengen besitzt. Jede endliche Menge hat nur endlich viele Teilmengen, also kénnen
wir alle irreduziblen Teilmengen von N durch Enumeration aller Teilmengen bestimmen. Dies
geht jedoch viel schneller mit einem Algorithmus, der sich am einfachsten in graphentheoretischer

Notation beschreiben lasst.

Ein gerichteter Graph oder Digraph D = (V, B) besteht aus einer nicht-leeren Menge V' von
Knoten und einer Menge B C V x V, deren Elemente Bigen genannt werden. Ist (i,5) € B, so
sagen wir, dass der Bogen (i, j) die Knoten i und j verbindet, i heifit Anfangsknoten, j Endknoten

von (i, 7).

Jeder quadratischen Matrix A (und damit z. B. jeder Tauschmatrix des internationalen Handels

2.10) ordnen wir einen Digraphen wie folgt zu:
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e Jedem Spalten- bzw. Zeilenindex i (und damit jedem Land L;), i = 1,...,n ordnen wir

einen Knoten ¢ zu.

e Zwei Knoten i, j werden durch einen Bogen (i,j) verbunden, falls a;; # 0 (d. h. falls das

Land L; in das Land L; eine positive Menge von Giitern exportiert).

Wir erhalten somit zu jeder Tauschmatrix A einen Digraphen D = (N, B) mit N = {1,...,n}.
Der zur oben angegebenen (3, 3)-Tauschmatrix gehdrende Digraph ist in Abbildung 4.1 dargestellt

&

2

Abbildung 4.1: Der zur Tauschmatrix gehtrende Digraph

Hierbei wird die iibliche Konvention bei der zeichnerischen Darstellung von Digraphen verwendet,
einen Knoten durch einen kleinen Kreis (mit Nummer) oder dicken Punkt darzustellen und einen
Bogen (i, j) durch einen Pfeil, der vom Kreis, der zum Anfangsknoten ¢ gehort, zum Kreis, der

zum Endknoten j gehort, fithrt.

Ein gerichteter Weg in einem Digraphen D = (V, B) von einem Knoten i zu einem Knoten
j ist eine Folge von Bogen (i1, j1), (i2,j2), ..., (ig, jx) mit der Eigenschaft ¢ = 41,7 = ji und
Jt = ii41,t =1,...,k — 1. In unserem Beispieldigraphen ist die Bogenfolge (1,2), (2,3) ein Weg
von 1 nach 3. Aus technischen Griinden wollen wir aulerdem vereinbaren, dass es von jedem
Knoten zu sich selbst einen gerichteten Weg gibt (z. B. kénnten wir die leere Bogenfolge als einen

solchen Weg auffassen).

Zwei Knoten i,j € V)i # j heiflen stark zusammenhdngend, wenn es sowohl einen gerichteten
Weg von i nach j als auch einen gerichteten Weg von j nach ¢ gibt. Aufgrund unserer obi-
gen Vereinbarung ist jeder Knoten ¢ € V mit sich selbst stark zusammenhéngend. Der starke

Zusammenhang definiert eine Aquivalenzrelation ,,~* auf der Knotenmenge V', nimlich
1~ j:& ¢ und j sind stark zusammenh&ngend.

Die Aquivalenzklassen von V beziiglich ~ heifien starke Zusammenhangskomponenten oder kurz

starke Komponenten von D.

Fiir jede Knotenmenge W C V bezeichnen wir die Menge der Bogen, deren Anfangsknoten in



32 Eindeutigkeit und Positivitit von Gleichgewichtspreisen, Irreduzibilitit von Matrizen

VAW und deren Endknoten in W liegt, mit 6~ (W), d. h.
6~ (W) =A{(,j) € Bli e VAW, j € W}

Betrachten wir nun wieder unser internationales Handelsmodell 2.10, so kénnen wir ja (wie oben
angegeben) jeder Lindermenge L;,i € S, die zugehorige Knotenmenge S C {1,...,n} zuordnen.
Der Zusammenhang zwischen den Begriffen ,,unabhingig® und ,irreduzibel“ und den oben ein-

gefiithrten graphentheoretischen Begriffen wird durch folgenden Satz hergestellt.

Satz 4.10. Seien A eine (n,n)-Tauschmatriz, N = {1,...,n} und D = (N, B) der zugehirige
gerichtete Graph. Dann gilt:

(a) S C N ist eine unabhdingige Teilmenge von N genau dann, wenn 6~ (S) =0 gilt.

(b) 0 # S C N ist eine irreduzible Teilmenge von N genau dann, wenn S eine starke Kompo-
nente von D ist mit 6 (S) = 0.

Beweis. (a) Ist 6~ (5) = 0, so heifit dies a;; = 0 fur alle i € N\S und alle j € S, also ist S

unabhéngig, und umgekehrt.

(b) Sei S C N irreduzibel. Dann ist S unabhéngig und damit gilt nach (a) §(S) = 0. Ange-
nommen S ist keine starke Komponente von D. Dann gibt es in .S zwei Knoten ¢ # j, so dass es
in D keinen gerichteten Weg von 4 nach j gibt. Sei S’ C N die Menge aller Knoten v € N, so

dass es in D einen gerichteten Weg von v nach j gibt. Da es keinen Bogen von einem Knoten in
N\S zu einem Knoten in S gibt, gilt SN (N\S) = (), und somit S’ C S.

Wir zeigen nun, dass 6~ (5") = () gilt. Wéire dem nicht so, so giibe es einen Bogen (v, w) € B
mit v € S\\S’ und w € S’. Nach Definition gibt es in D einen Weg (w, j1), (i2, j2), - - -, (ig,j) von
w nach j, dann aber ist (v,w), (w,j1),..., (ix,j) ein Weg von v nach j, also ist v € S, und wir
haben einen Widerspruch erhalten. Also gilt: j € S # 0,7 € S\S" und 6~ (S’) = (. Das heiit S’
ist eine nicht-leere, echt in S enthaltene unabhéngige Teilmenge von S. Dies widerspricht unserer

Annahme, dass S irreduzibel ist.

Sei nun S eine starke Komponente mit 6~ (S) = (). Dann ist S nach (a) unabhingig. Angenommen
S ist nicht irreduzibel. Dann gibt es eine nicht-leere, echte, unabhéingige Teilmenge S’ von S.
Nach (a) gilt 67(S’) = 0. Seien j € S" und i € S\S’. Wir behaupten, dass es in D keinen
gerichteten Weg von 7 nach j gibt. Da ¢ nicht in S’ liegt, muss es auf jedem gerichteten Weg von
i nach j einen Bogen geben, dessen Anfangsknoten in N\S’ und dessen Endknoten in S’ liegt.
Wegen §~(S”) = ) gibt es keinen solchen Bogen und damit keinen gerichteten Weg von i nach j.
Also ist S nicht stark zusammenhéngend. Widerspruch. Ul

Satz 4.10 (b) zeigt, dass man das Problem, die irreduziblen Teilmengen der Indexmenge einer
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Tauschmatrix zu finden, als graphentheoretisches Problem formulieren kann:

, Bestimme alle starken Komponenten S eines Digraphen D mit §~(S) = 0.“

Wir beschreiben nun ein Verfahren, mit dem man alle starken Komponenten eines Digraphen

finden kann. Zunéchst betrachten wir folgenden Algorithmus:

Algorithmus 4.11. Erreichbare Knotenmenge.

Input. Digraph D = (V, B) und Knotenv € V.
Initialisierung. Alle Knoten in V\{v} seien unmarkiert, alle Knoten

mn V' unerledigt, v sei markiert.

Schritt 1. Gibt es keinen markierten und unerledigten Knoten in D,
so gehe zu Schritt 4.
Schritt 2. Wihle einen markierten und unerledigten Knoten w € V,

nenne w erledigt.

Schritt 3. Markiere alle diejenigen Knoten u € V- mit (w,u) € B
und gehe zu Schritt 1.
Schritt 4. Bezeichne die Menge der markierten Knoten mit E(v) und

gib E(v) aus.

Offensichtlich besteht die in Algorithmus 4.11 konstruierte Knotenmenge F(v) aus der Menge
derjenigen Knoten, die von v aus auf einem gerichteten Weg erreichbar sind. Jeder Knoten v ist
nach Definition in einer starken Komponente, sagen wir S(v), von D enthalten. Da jeder Knoten

in S(v) auf einem Weg von v aus erreichbar ist, gilt S(v) C E(v). Wir behaupten nun:

Lemma 4.12. Sei D = (V, B) ein Digraph, und fiir jeden Knoten v € V seien S(v) die starke
Komponente von D, die v enthdlt, und E(v) die (in 4.11 konstruierte) Menge der von v aus auf

etnem gerichteten Weg erreichbaren Knoten. Dann gilt fir allev € V

S(v) = E(w)\{w € E@w)lv ¢ E(w)}.

Beweis. Ein Knoten w € V ist in S(v) genau dann, wenn w € E(v) und v € E(w). Daraus folgt
die Behauptung. O

Damit haben wir die Méglichkeit, die starken Komponenten von D mit 6~ (S) = 0 wie folgt zu

bestimmen:
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Algorithmus 4.13. Irreduzible Teilmengen

Input. Digraph D = (V, B) mit Knotenmenge V = {1,...,n}.
Schritt 1. Bestimme mit Algorithmus 4.11 fiir jeden

Knoten v € V' die erreichbare Knotenmenge E(v)
Schritt 2. Firv=1,...,n fihre aus:

Fiir alle w € E(v) fiihre aus:
Ist v ¢ E(w), dann setze

E(v) := E(v)\{w}.

Ende.
Ende.
Schritt 3. (Elimination mehrfach vorkommender Mengen,)
Firv=1,...,n fihre aus:

Falls E(v) # 0, fiihre fiir jeden Knoten
w € E(v)\{v} aus:

E(w) :=0.
Ende.
Schritt 4. Firv=1,...,n fihre aus:
Ist E(v) # 0 und ist 6~ (E(v)) = 0, dann markiere E(v).
Schritt 5. Gib die markierten nicht-leeren Mengen E(v) aus.

Es ist aufgrund der vorherigen Uberlegungen offensichtlich, dass der obige Algorithmus das
Gewiinschte leistet und als Resultat genau die irreduziblen Teilmengen ausgibt. Das Verfahren
kann, so wie es hier dargestellt ist, ohne Schwierigkeiten implementiert werden. Der Rechen-
aufwand betrigt O(n?) Schritte. Wie man leicht sieht, kann das Verfahren durch Kombination
verschiedener Schritte rechentechnisch giinstiger gestaltet werden. Durch Benutzung geeigneter
Datenstrukturen kann man sogar eine Rechenzeit von O(|B|) erreichen. Dies geschieht dadurch,
dass die Algorithmen 4.13 und 4.11 zusammen im Rahmen einer so genannten Tiefensuche aus-
gefithrt werden. Dieses Verfahren ist natiirlich besonders interessant fiir diejenigen Leser, die sich
fiir geschicktes Programmieren und die Analyse von Algorithmen interessieren. Der Nachweis der
Korrektheit dieses Verfahrens ist (u. a. weil Rekursion benutzt wird) nicht ganz so trivial wie
bei den Verfahren 4.11 und 4.13, siehe z. B. AHO, HOPCROFT & ULLMAN (1974), [1].

Auf jeden Fall soll an dieser Stelle festgehalten werden, dass erst die graphentheoretische Be-
schreibung des vorliegenden Problems zu einem Verfahren gefiihrt hat, das in einem gewissen

Sinne das schnellstmogliche ist.

Mit Hilfe graphentheoretischer Uberlegungen ist es uns also gelungen, ein Verfahren zu ent-
wickeln, das die irreduziblen Teilmengen von N effizient bestimmt. Ist eine (n,n)-Tauschmatrix
A gegeben, so konnen wir (durch Anwendung des Algorithmus 4.13) die Matrix A durch simul-

tane Zeilen- und Spaltenvertauschungen so umordnen, dass A das folgende Aussehen hat:
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Ak

Abbildung 4.2:

wobei die Matrizen A; quadratische Matrizen sind, die zu den irreduziblen Teilmengen S;,i =
1,...,k,von N = {1,...,n} gehoren. Die Spalten von A, die zu den Indizes i € N gehoren, die

in keiner irreduziblen Teilmenge enthalten sind, bilden die Matrix B.

Nach Konstruktion ist jede der Matrizen A; eine irreduzible Tauschmatrix. Daher folgt aus Satz
4.6, dass es zu A; einen bis auf Multiplikation mit positiven Konstanten eindeutig bestimmten

Gleichgewichtsvektor y* gibt, der dariiber hinaus noch positiv ist, i = 1,..., k. Es gilt also
Ayt =y'und y' >0,i=1,... k.

Setzen wir nun fiir ¢ =1,...,k

» y;'- falls j € .S;
Y, =
’ 0  anderenfalls (%)
—i —i —i\T
Yy = (y17"'ayn)

dann ist 7* offensichtlich ein Gleichgewichtsvektor beziiglich A, d. h.
Ay =7, >0, ¥#0, i=1,...,k

Ferner folgt daraus unmittelbar, dass jeder Vektor
k .
Y= Z)\Z@Z (A >0, i=1,...,k und mindestens ein \; # 0)
i=1

ein Gleichgewichtsvektor von A ist. Wir wollen nun zeigen, dass jeder Gleichgewichtsvektor von
A diese Gestalt hat.

Satz 4.14. Sei A eine (n,n)-Tauschmatriz mit irreduziblen Teilmengen Si,...,Sk von N =

{1,...,n}, und seiy = (y1,...,yn)" ein Gleichgewichtsvektor von A. Dann gilt

k
y=>_7,
=1
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wobei die Vektoren ' zu den irreduziblen Teilmengen S; gehirende Gleichgewichtsvektoren der

Form (%) sind.

Beweis. Zum gegebenen Gleichgewichtsvektor y definieren wir Vektoren 7° € R" wie folgt

. . falls j € S;
7= Yi L
0 sonst

Es gilt damit 7* <y, und daher A; 5" < A;y fir j=1,...,nund i =1,...,k.
Insbesondere gilt:

falls j € S;, dann ist A; 7' < Ajy=vy; = yé.,

falls j € S;, dann ist Aj,gi = 0.

Daraus folgt

Ay <7
Lemma 2.6 impliziert nun Ay’ = 3. Das heifit, die Vektoren %’,i = 1,...,k, sind Gleichge-
wichtsvektoren von A und zwar Gleichgewichtsvektoren der Form (x), die zu den irreduziblen

Teilmengen S1,...,S; von N gehoren.

Wir miissen nun noch zeigen, dass

gilt. Wenn wir beweisen konnen, dass y; = 0 fiir alle j € T':= N\(S1 U... U Sj) gilt, dann sind
wir fertig. Wir betrachten dazu den Vektor

k
yi=y—y 7.
i=1
Offenbar gilt Ay’ =3/, und es ist y; > 0 hochstens dann, wenn j € T'. Sei

Q:={jeTly; >0}

und sei i € N\@Q, dann gilt

n
Ay =yi=0=> aijyy = ayy}.

J=1 JeQ

Daraus folgt a;; = 0 fiir alle i € N\Q und alle j € Q. Das aber bedeutet, dass () eine unabhéngige
Teilmenge von T' C N ist. Daraus konnen wir schliefen, dass T eine irreduzible Teilmenge von
N enthélt, was jedoch unserer Annahme 7'= N\(S7 U ... U Si) widerspricht. Also muss

y; = 0 gelten fiir alle j € T, und daraus folgt 3/ = 0, was zu zeigen war. O
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Damit ist uns nun eine vollstéindige Analyse unseres Gleichgewichtsproblems gelungen. Wir
konnen sowohl fiir unser Tauschmodell 2.1 alle Gleichgewichtspreise als auch fiir unser interna-
tionales Handelsmodell 2.10 alle Staatseinkommen bestimmen. Dies geschieht dadurch, dass wir
zundchst mit Hilfe des Verfahrens 4.13 alle irreduziblen Teilmengen beziiglich der Tauschmatrix
A bestimmen. Diese irreduziblen Teilmengen bestimmen irreduzible Teilmatrizen von A, die (bis
auf Skalierung) eindeutig bestimmte Gleichgewichtsvektoren haben. Daraus lassen sich durch

semipositive Linearkombination alle Gleichgewichtsvektoren von A berechnen.

Hier wird also die 6konomische Anschauung, durch die wir auf die Betrachtung dieser Félle
gekommen sind, durch mathematische Uberlegungen bestitigt. Das mathematische Modell ist
auBlerdem in dem Sinne ,gut“, dass in ihm keine zusitzlichen Pathologien (z. B. Gleichgewichts-
vektoren anderer Art) auftreten, die 6konomisch nicht erkldrbar sind. Beziiglich dieses Aspektes

stimmen also 6konomische Vorstellung und mathematisches Modell iiberein.

Dies ist bei komplizierteren Modellen — selbst in Naturwissenschaften wie der Physik — keines-
wegs immer so. Haufig werden (zunéchst verniinftig erscheinende) mathematische Modelle realer
Phéanomene konstruiert, die die betrachteten Sachverhalte gut beschreiben. Jedoch treten bei
solchen Modellen nicht selten zusétzliche Losungen auf, die nichts mit der Natur zu tun ha-
ben. Dann muss intensiv an diesen Modellen , gefeilt* werden, um die unerwiinschten Effekte

auszuschlieflen.

Gute Beispiele dafiir liefern die gegenwértig intensiv untersuchten Theorien zur Vereinigung der
grundlegenden physikalischen Kriifte (Stichwort: Stringtheorien). Es gibt einige Theorien, die —
im Prinzip — alle Kréfte vereinigen und die Wirkungen aller Kréfte gut beschreiben, jedoch haben
in diesen Theorien z. B. die Elementarteilchen keine Masse. ,Gute“ mathematische Modelle
realer Phéinomene entstehen selten ,,auf einen Schlag“, sondern sind der Endpunkt einer langen
Entwicklung von Spezial- und Teilmodellen mit vielen kleinen ,,Fehlern“. Die Okonomie ist in
Bezug auf die Qualitit der Modelle (leider) noch weit hinter der Physik zuriick. Die Beschreibung

Okonomischer Phénomene ist allerdings auch erheblich schwieriger als die physikalischer.
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Eindeutigkeit und Positivitit von Gleichgewichtspreisen, Irreduzibilitit von Matrizen




Kapitel 5

Dynamische Aspekte linearer

Okonomischer Modelle

In diesem Kapitel wollen wir unsere 6konomischen Fragen wiederum hauptséichlich beziiglich
unseres internationalen Handelsmodells 2.10 stellen und auch unsere Interpretationen im Rahmen
von 2.10 geben. Alle Ausfithrungen sind analog fiir das Tauschmodell 2.1 giiltig, und der Leser

sollte in der Lage sein, die angegebenen Fragen und Interpretationen auf 2.1 zu iibertragen.

Im letzten Kapitel konnten wir zeigen, dass es beziiglich einer Tauschmatrix A Gleichgewichts-
vektoren y = (y1,...,yn)" gibt. Das heifit, falls jedes Land mit einem Staatseinkommen 7;,i =
1,...,n, beginnt und sich dann wihrend der betrachteten Zeitperiode wie durch die Tauschmatrix
(und unsere Axiome in 2.10) angegeben verhélt, dann hat es am Ende der Zeitperiode wiederum

das gleiche Staatseinkommen y; erzielt.

Wir haben bereits mehrfach dariiber diskutiert, ob es sinnvoll ist anzunehmen, dass sich Linder
iiber mehrere Zeitperioden hin nach einem bestimmten ,, Konsummuster* verhalten und waren zu
der Meinung gekommen, dass speziell bei so grofien Aggregaten wie Landern unter der Annah-
me, dass keine auBerordentlichen technologischen oder politischen Anderungen eintreten, eine
solche Unterstellung zumindest kurz- bis mittelfristig (etwa 2 - 6 Jahre) durchaus gerechtfer-
tigt sein kann. Empirisch erhobene Daten (insbesondere Input-Output-Tabellen) haben gezeigt,
dass sich das Verhalten grofler Aggregate nur unter besonderen Umstinden kurzfristig drastisch
dndert. Es ist also nicht vollig unrealistisch, fiir unsere Untersuchungen anzunehmen, dass die
betrachteten Linder des Handelsmodells sich wahrend einer gewissen Zahl von Jahren — wie in

der Tauschmatrix A festgelegt — verhalten.

Reichlich unrealistisch wére jedoch die Annahme, dass sich die Staatseinkommen aller Linder
auf einem Gleichgewichtsniveau befinden. Wir wollen nun untersuchen, ob es — bei beliebigen
Anfangsbedingungen und einer gegebenen Tauschmatrix — einen ,, Trend zum Gleichgewicht* gibt,
das heifit, wir wollen die Entwicklung des Einkommensvektors y {iber mehrere Perioden hin
studieren und wollen versuchen herauszufinden, unter welchen Umstédnden sich langfristig ein

Gleichgewicht einstellen kann.



40 Dynamische Aspekte linearer 6konomischer Modelle

Fiir die Untersuchungen in diesem Paragraphen wollen wir daher die folgenden Annahmen ma-

chen:

Annahmen 5.0.

(a) Eine (n,n)-Tauschmatriz A ist gegeben, die die Handelsbeziehungen zwischen den betrachte-

ten n Ldndern beschreibt, n > 2.

edes Land L; hat eine ,,Erstausstattung ermaogen zu Beginn der betrachteten Zeitperiode
b) Jedes Land L; hat eine ,,Erst tattung® (Vermo Beginn der betrachteten Zeitperiod
y) >0, d. h. es ist ein ,Anfangsvektor® y° = (39, ... DT e R, 4 >0, gegeben.

Durch Betrachtung von k Perioden erhalten wir folgendes:

yt:= Ay®  Staatseinkommen nach einem Jahr

y? = Ay' = 4%°  Staatseinkommen nach zwei Jahren

yF = AyFl = ARy0 Staatseinkommen nach k& Jahren

Hausaufgabe 5.1. Sind A und B (n,n)-Tauschmatrizen, so ist auch ihr Produkt AB eine (n,n)-
Tauschmatriz. Daraus folgt insbesondere: Ist A eine Tauschmatriz, so ist fir jedes k > 0 die

k-te Potenz AF von A ebenfalls eine Tauschmatriz.

Den intuitiven Begriff ,, Trend zum Gleichgewicht® miissen wir natiirlich mathematisch prézi-
sieren. Wir wollen darunter verstehen: Konvergenz der Folge (y*)ren (der Staatseinkommens-
vektoren nach k = 0,1,2... Jahren) gegen einen Gleichgewichtsvektor von A. Konvergenz sei
hier koordinatenweise definiert, d. h. y* — 7 (lies: die Folge der Vektoren y* konvergiert gegen
den Vektor 7) genau dann, wenn yf — g, fiir j =1,...,n (d. h. wenn jede der n Folgen (yf)ke]N
der Komponenten der Vektoren y* gegen y; konvergiert). Wir werden nun die folgenden Fragen

untersuchen:
Problem 5.2. Unter welchen Bedingungen konvergiert die Folge (yv*)remnv = (A*y)pem?
Problem 5.3. Falls die Folge (y*)remv konvergiert, ist dann der Limes ein Gleichgewichtsvektor?

Problem 5.4. Hingen Konvergenz und Limes von (y*)remn vom Anfangsvektor y° ab?

Dies ist eine typische Sorte von Fragen, die man nicht nur im Rahmen von 6konomischen Modellen
sondern auch bei physikalischen, technischen etc. Systemen stellt. Wir werden sehen, dass die
Probleme 5.2, 5.3 und 5.4 vollstindig gelost werden kénnen. Bevor wir den entscheidenden Satz
formulieren und beweisen, wollen wir einige kleine Beobachtungen machen und einige Begriffe

einfithren.

Zunichst gehen wir der Frage nach, ob innerhalb unseres Modells durch fortwéhrendes Tauschen
eine allgemeine Einkommensvermehrung stattfinden kann, oder ob dies lediglich eine Einkom-

mensumverteilung bewirkt. Wie das nachfolgende Lemma zeigt, ist letzteres der Fall.
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Lemma 5.5.

(a) Es gilt 1Ty? = 1Ty* fiir alle k > 0.

O:]_Tf

(b) Hat die Folge (y*)rem einen Limesvektor 7, so gilt: 17y 7.

Beweis. (a) Sei k > 1, dann gilt:

1Ty/€ — 1TAky0 — 1TAAk—1yO — 1TAAk—2yO - = 1TAyO — 1Ty0'

Behauptung (b) folgt direkt aus (a). O

Nennen wir den Wert
n
170 = ")
i=1

das Gesamteinkommen aller Staaten im Zeitpunkt 0, so bleibt dieses also iiber alle Pe-
rioden hin das gleiche. In der Tat finden nur Umverteilungen und keine Wertschopfungen (im
Rahmen dieses Modells) statt.

Wir wollen zunéchst die Frage 5.3 angehen. Diese ist mit Hilfe des Folgenkriteriums fiir Stetigkeit
einfach zu beantworten. Aus der Analysisvorlesung ist bekannt, dass eine Abbildung f : R" —
R" in z € R" genau dann stetig ist, wenn x — x impliziert f(z;) — f(z). AuBerdem wissen

wir, dass alle linearen Abbildungen von IR" in den IR" {iberall stetig sind.

Betrachten wir also unsere Folge (y*)remw = (A%)°)rew und nehmen wir an, dass y* — 7 gilt.
Dann folgt aus der Stetigkeit der Abbildung f(z) := Az, dass die Folge (Ay*)rew gegen Ay
konvergiert. Die Folge (Ay*)ren ist jedoch dieselbe wie die Folge (y*)ren ohne das erste Glied
y°. Folglich konvergieren (Ay*) und (y*) gegen denselben Limes. Das heiBt, die Folge (Ay*)

konvergiert ebenfalls gegen 7, und somit gilt Ay = 7.

Ferner gilt ° > 0 und A > 0 nach den Annahmen 5.0, woraus folgt, dass y* > 0 fiir alle
k € IN. Natiirlich ist dann auch der Limes 7 nicht-negativ. Starten wir mit einem semipositiven
Anfangsvektor 4° , so folgt aus Lemma 5.5, dass 3 ebenfalls semipositiv sein muss. Fassen wir

diese Uberlegungen zusammen, so haben wir gezeigt:

Theorem 5.6. Seien A eine (n,n)-Tauschmatriz und y° € IR" ein semipositiver Erstausstat-
tungsvektor. Konvergiert die Folge (A*y®)emv gegen einen Vektory € IR™, dann istj ein Gleich-
gewichtsvektor beziiglich A.

Damit haben wir eine Antwort auf unsere Frage 5.3 gefunden. Bei der Untersuchung der Probleme

5.2 und 5.4 erweist sich die folgende Klasse von Tauschmatrizen als besonders wichtig.

Definition 5.7. Eine Tauschmatriz A heift stabil, wenn es zu jedem semipositiven Vektor y°

einen semipositiven Vektor 3 gibt mit (A*y%) — 7.
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Wir wollen uns zunéchst auf den Fall irreduzibler Tauschmatrizen beschrinken und spéter den
allgemeinen Fall auf diesen zuriickfithren. Irreduzible stabile Tauschmatrizen kénnen wie folgt

charakterisiert werden.

Theorem 5.8. Sei A eine irreduzible Tauschmatriz. A ist genau dann stabil, wenn es einen

positiven Vektor 3 gibt, so dass fiir jeden semipositiven Vektor y° gilt:

ARyd = Ay mit A =1Ty0177.
(Man beachte die Umkehrung der Quantoren in 5.7 und 5.8.)

Beweis. Gibt es einen positiven Vektor 7, so dass fiir jeden semipositiven Vektor ° die Folge

AFy0 gegen den positiven Vektor Ay konvergiert, so ist A nach Definition 5.7 stabil.

Sei nun A eine stabile irreduzible Tauschmatrix. Nach Satz 4.6 hat die irreduzible Matrix A einen
(bis auf Skalierung) eindeutig bestimmten, und zwar positiven, Gleichgewichtsvektor, sagen wir
7. Betrachten wir einen beliebigen semipositiven Vektor 3°, so gibt es nach Annahme einen
semipositiven Vektor 3/, gegen den die Folge (A*y%).cn konvergiert. Nach Satz 5.6 ist 3/ ein
Gleichgewichtsvektor von A. Folglich muss nach Satz 4.6 ' = Ay fiir ein A > 0 gelten. Aus
Lemma 5.5 folgt 17y% = 17y = A\177, und daraus folgt A = 174°/17%, was zu zeigen war. [

Natiirlich sind nicht alle Tauschmatrizen stabil. Betrachten wir das folgende Beispiel

so erzeugt der Anfangsvektor 30 = (é) die Folge

#-() () 7).

d. h. nach jeder Periode wechselt der Besitzstand, und dieser alterniert fortwahrend. Mit diesem
Anfangsvektor wird sich offenbar kein Gleichgewicht einstellen. (Hiitten wir stattdessen y° = G)
gewiihlt, so hitten wir uns sofort in einer stabilen Situation befunden.) Das obige Beispiel konnen

wir wie folgt verallgemeinern:

Wenn wir annehmen, dass die n Lénder in m nicht-leere Teilmengen 17, ..., T,, so zerlegt werden
konnen, dass die Lénder in 7; nur von Lindern in T;1q,2 = 1,...,m — 1 und die Lénder in 7T,
nur von Landern in 77 Waren beziehen, dann ist klar, dass wir periodische Umschichtungen der
folgenden Art haben kénnen: Haben anfangs nur Lénder in T} eine positive Erstausstattung,
dann haben nach einer Periode hochstens die Lander in 75 ein positives Einkommen, dann die
Lénder in T3, und nach m Perioden liegt das gesamte Einkommen wieder in den Hénden der ersten
Gruppe Ti. In einem solchen Falle wird die Folge (y*)remn nicht konvergieren, und Matrizen der

oben beschriebenen Art sind nicht stabil.
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Definition 5.9. Fine (n,n)-Tauschmatriz A heifst periodisch, falls die Menge N = {1,...,n}

so in m Teilmengen 11, ..., T,, zerlegt werden kann, dass gilt

falls ie€Tryr und €T, fir r=1,....,m—1

Qz7 —
! falls i€y  und j&Tp,.

Die Zahl m heifit Periode von A.

Offenbar kénnen periodische Matrizen durch Zusammenfassung der Gruppen 711, ...,7T,, so um-

geordnet werden, dass sie folgendes Aussehen haben:

T, T, T3 T

m-1

Z

:

m-1y

_

Abbildung 5.1:

wobei positive Koeffizienten hochstens in den gestrichelten Blocken vorkommen kénnen. Wir
werden nun das folgende wichtige Resultat beweisen, das iibrigens auch in anderen Teilbereichen
der Mathematik (natiirlich mit etwas anderen Bezeichnungen und Interpretationen) vorkommt.
In der Wahrscheinlichkeitstheorie z. B. heifit der folgende Satz ,, Fundamentaler Konvergenzsatz
fiir Markov-Ketten“. So wie wir dieses Resultat betrachten, hat es nichts mit Wahrscheinlichkei-
ten zu tun, jedoch - und hier zeigt sich eben die Stirke mathematischer Modellbildung, bei der
die Modelle mathematisch abstrakt, losgelost von der konkreten Anwendungssituation behandelt
werden - kann ein Zugang zu diesem Problem von einem anderen Anwendungshintergrund aus
eine vollig andere - aber gleichermafien korrekte - Interpretation eines mathematischen Satzes

liefern.

Theorem 5.10. Eine irreduzible Tauschmatriz ist entweder stabil oder periodisch.

Wir werden diesen Satz in mehreren Schritten beweisen und betrachten zunéchst einige Hilfsséitze
und Definitionen.

Definition 5.11. (a) Die Menge der semipositiven Vektoren y des IR™ mit 1Ty = 1 bezeichnen
wir mit Y.
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(b) Eine irreduzible Tauschmatriz A heiffit schrumpfend, falls es eine Zahl ¢ € IR, genannt
Schrumpfungsfaktor, gibt mit 0 < ¢ < 1 und

Ay — 7|1 < clly — 7l fir alley €Y.

n
(wobei ||z|[1 = Y |zi| die Li-Norm bezeichnet und y der nach Satz 4.6 eindeutig bestimmte
i=1
Gleichgewichtsvektor von A ist mit 175 =1).
Lemma 5.12. Sei A eine irreduzible Tauschmatriz, dann gilt: Ist A schrumpfend, dann ist A
stabil.

Beweis. Sei ¢ der Schrumpfungsfaktor von A, dann gilt nach Definition || A%y — 7|1 < ¢*|ly — 7|1
fir alle y € Y und k = 1. Wir wollen nun diese Ungleichung fiir alle £ € IN induktiv zeigen und
nehmen an, dass sie fiir alle ¢ € IN, 1 < ¢ < k gilt. Um zu beweisen, dass sie dann auch fiir k£ + 1
gilt, bemerken wir zuniichst, dass nach Lemma 5.5 y € Y impliziert A*y € Y. Daraus folgt nach

Definition:

|4y = gl = [ AA") ~ gl < el A"~ s,

und somit nach Induktionsannahme
[AM Yy =gl < cllA*y — gl < e(Flly —7lh) = FHly =7l

Aus 0 < ¢ < 1 folgt ¢* — 0. Das aber bedeutet, dass fiir alle y € Y die Folge (||A*y — 9|1)rem
gegen Null konvergiert, woraus folgt, dass (A*y) gegen 7 konvergiert. Dies impliziert, dass A
stabil ist. 0

Im néchsten Hilfssatz formulieren wir eine einfache hinreichende Bedingung fiir die Stabilitét von
A. Sie besagt, dass A bereits dann stabil ist, wenn mindestens ein Land in alle anderen Linder

exportiert.

Lemma 5.13. Sei A eine irreduzible Tauschmatriz. Hat A eine positive Zeile dann ist A

schrumpfend (und somit stabil).

Beweis. Wir zeigen, dass A schrumpfend ist, womit nach Lemma 5.12 A auch stabil ist. Wir

konnen o. B. d. A. annehmen, dass die erste Zeile A;. von A positiv ist. Wir setzen

¢:= min{aylj=1,...,n},

c:= 1-—c¢

Da A;. positiv ist, ist ¢ > 0. Da 174 = 17, hat jeder Koeffizient von A hochstens den Wert
1, also gilt € < 1 und somit 0 < ¢ < 1. Wenn wir zeigen kénnen, dass ||Ay — 7|1 < c|ly — 7yl
gilt fiir alle y € Y und fiir den Gleichgewichtsvektor 7 € Y von A, dann sind wir fertig. Zur

Beweisvereinfachung fithren wir einige Bezeichnungen ein.
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Firy €Y sei: z: =y —7, z;.r = max{0, z; }, z; 1= min{0, z; }.
Es gilt dann 172 =17y — 177 = 1 — 1 = 0 und somit

n

n n n n
S =3 e 3o -3 =Sl = el
j=1 j=1 7=1 i=1 =1

daraus folgt

1
=S a =5l

O. B. d. A. kénnen wir annehmen, dass Ay.z > 0 (falls dies nicht gilt, ersetzen wir z durch —z),

und wir kénnen wie folgt fortfahren

Ay =3yl = [Ay — Ayl = [[A(y —9)|1 = [|Az][1
=Y |4z + A2
=2

n n

<> Z a”\z]\ + A1z — Z a1J|ZJ|
j_

n n
= > |%] <Z aij) + A1z — Z aijzf + 3 aijz;
j 7=1 7=1

[y
k:
>—‘

=1

n
=zl +2 22 ayjz;
j=1
g— n — p—
< llelh+2e 32 27 = lllh = ellzlh = ell=lh
]:

= clly = ¥lh,

also ist A schrumpfend. O

Lemma 5.14. Ist A eine irreduzible Tauschmatriz, und gibt es ein m > 0, so dass A™ stabil ist,
dann ist A stabil.

Beweis. Fiir jeden beliebigen Vektor y € Y und den Gleichgewichtsvektor 7 € Y von A gilt

n

4y =3l =14 -l = 331 3% ety 7)) < 3 3 il -7

n n i .
=§%|—wh( mJ £ =5 = Iy =3l
]:

A™ ist fiir ein m > 0 genau dann stabil, wenn es zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl ng gibt, so

dass

[(A™ky — 7|1 < e fiir alle k> ng.

Setzen wir ny := m - ng, so gilt fiir alle £ > ny (also alle k € IN mit k =nom +r, r>0):
|A%y — 7l = [|A"(A™™y =)L < E| A"y — 3|1 <,

folglich gibt es zu jedem & > 0 eine natiirliche Zahl ny, so dass ||A*y — 7|1 < € fiir alle k > nq,
woraus folgt, dass A stabil ist. O
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Folgerung 5.15. Ist A eine irreduzible Tauschmatriz, und hat eine Potenz A™,m > 0, von A

eine positive Zeile, dann ist A stabil.

Unsere Strategie zum Beweis von Satz 5.10 diirfte nun klar werden. Wir werden versuchen zu
zeigen, dass fiir eine irreduzible Tauschmatrix A entweder immer eine Potenz A™ eine positive
Zeile hat (in diesem Fall ist A stabil) oder, falls niemals eine positive Zeile in den Potenzen A™

auftritt, auf Periodizitdt von A geschlossen werden kann.

Im weiteren wollen wir aus schreibtechnischen Griinden die Koeffizienten der Potenzen A™ von

A mit ag-n) bezeichnen, d. h.
)
i ij=1,.n
(m)

a;; st i a. nicht die m-te Potenz von a;;! Nach Voraussetzung gilt A > 0, d. h.

a§1:+8) = (A1) (AW, = az(;“)aﬁ) tp. p>0,

daraus folgt

Bemerkung 5.16. Falls ag) > 0 und agfz) > 0, dann gilt a§£+s) > 0.

Lemma 5.17. Ist A eine irreduzible (n,n)-Tauschmatriz, dann gibt es fir jedes Paari,j € N =
{1,...,n} eine natirliche Zahl r > 0 mit a,g;) > 0.

Beweis. Wir zeigen das Lemma fiir i = 1 und alle j € N. Sei S := {j € N!agg) =0Vr € IN}.
Ist k£ € N\S, dann gilt nach Definition a&? > 0 fiir ein 7 > 0. Ist j € § und wire ag; # 0,
dann erhielten wir aus 5.16 a%ﬂ) > 0, Widerspruch. Also konnen wir schlieen ay; = 0 fiir
alle £k € N\S und alle j € S. Das aber heifit gerade, dass S eine unabhingige Menge ist. Ist
S = N, dann gilt a;; = 0 fiir j = 2,...,n und folglich ist N\ {1} ebenfalls unabhéngig. Dies aber

widerspricht der Irreduzibilitit von A. Also muss S = ) gelten. O

Zum Beweis des Satzes 5.10 bendtigen wir noch ein wohlbekanntes zahlentheoretisches Hilfsmittel.

Lemma 5.18. Ist R eine Menge positiver ganzer Zahlen, deren gréfiter gemeinsamer Teiler 1
ist, dann gibt es eine ganze Zahl p, so dass folgendes gilt:

Jede ganze Zahl m > p laf§it sich in der Form
k
m=3 mp,
=1
darstellen mit m; € INundp; € R, i =1,... k.

Beweis. Hat R nur ein Element, so ist die Voraussetzung nur im Falle R = {1} erfiillt, und dann

ist die Behauptung trivial.
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Wir betrachten nun den Fall, dass R genau zwei Elemente enthilt, sagen wir p; und ps. Ist
eines der Elemente gleich 1, sind wir fertig. Also kénnen wir p; > 1 und py > 1 annehmen. Wir
setzen p = (p1 — 1)p2 und behaupten, dass sich jede ganze Zahl m > p in der gewiinschten Form

darstellen lasst. Dieser Sachverhalt ergibt sich direkt aus der folgenden Beobachtung.

Ist m > p, dann sind alle p; Reste, die beim Teilen der positiven Zahlen

m,m — p2, m_2p27---7m_(191—1)p2

durch p; auftreten, voneinander verschieden. Das kann man wie folgt einsehen.

Nehmen wir an, dass fiir 0 < s < t < p; — 1 die Reste von m — sps und m — tps beim Teilen
durch p; gleich sind, sagen wir m — spa = s1p1 + p und m — tpa = t1p1 + p, 0 < p < p1, dann
erhalten wir

(m — spa) — (m —tp2) = (t — s)pa = (s1 — t1)p1.
Daraus folgt, dass p; ein Teiler von (¢t — s)pg ist. Da (t — s) < pp ist, muss p; ein Teiler von po

sein. Dies aber widerspricht unserer Annahme, dass p; und po teilerfremd sind.

Wir schlieen nun weiter durch Induktion und nehmen an, dass wir unsere Behauptung fiir alle
Mengen mit r > 2 Elementen bewiesen haben und dass R = {p1,...,pr+1} eine Menge von r + 1
positiven ganzen Zahlen ist, deren grofiter gemeinsamer Teiler (ggT) 1 ist. Sei d der ggT von
P1,--.,Pp, dann ist R' = {& ... Er} eine Menge von positiven ganzen Zahlen, deren ggT 1 ist.
Folglich gibt es nach Induktionsannahme eine positive natiirliche Zahl ¢, so dass jede Zahl m > ¢

in der Form

dargestellt werden kann. Wir wéhlen nun eine Zahl k, so dass k und dk teilerfremd zu p,; sind
und k > ¢ gilt (dies ist offensichtlich moglich).

Nach Induktionsannahme gibt es eine Darstellung

T
k= Zml%a
=1
also gilt
.
i=1

Da dk und p,4; relativ prim sind, gibt es (aufgrund des bereits bewiesenen Falles |R| = 2) eine

Zahl p, so dass alle m > p in der Form
T
m = mppapri1 +m/ (dk) = mepapen + Y m'mip;
i=1

dargestellt werden kénnen, und der Beweis ist fertig. O

Damit kénnen wir nun den Hauptsatz dieses Kapitels beweisen.
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Beweis. wvon Satz 5.10. Sei also A eine irreduzible (n,n)-Tauschmatrix. Nach Lemma 5.17 gibt

es eine positive ganze Zahl r mit agq) > 0. Wir setzen
R:={re N\ > 0}
und bezeichnen mit d den gréfiten gemeinsamen Teiler der Elemente von R.

1. Fall: d = 1. Wir zeigen, dass es ein m’ > 0 gibt, so dass A™ eine positive Zeile hat. Folgerung

5.15 impliziert dann, dass A stabil ist.

Nach Lemma 5.18 gibt es eine positive ganze Zahl p, so dass jede ganze Zahl m > p in der Form

k
m:Zmipi mit m; >0 und p;eR,1=1,...,k

i=1
dargestellt werden kann. Da nach Definition ang) >0,¢=1,...,k, konnen wir aus Bemerkung
5.16 schlieflen, dass
k
/21 mipi)
agrln) =apy >0 firalle m>p

gilt.

Da A irreduzibel ist, gibt es nach Lemma 5.17 fiir jeden Index j € {1,...,n} eine positive ganze
(s5)

Zahl sj, so dass a;;” > 0. Sei s := max{s;[j = 1,...,n}.

Wir behaupten nun:

(m+s)

aj; >0 firalle je{l,...,n} undalle m>p.

m+s’)

Um dies zu zeigen, setzen wir 5;- :=s—sj. Da s;- > 0, wissen wir bereits, dass agl > 0 gilt; und
aufgrund der Wahl von s; gilt ag‘;j) > 0. Also folgt mit Bemerkung 5.16 a%?”rs) > aﬁnﬂj )ag’;j ) > 0.

Damit haben wir bewiesen, dass die erste Zeile von A™* positiv ist.

2. Fall: d > 1. Wir zeigen, dass A periodisch ist, insbesondere, dass d die Periode von A ist. D. h.,
wir konstruieren eine Partition Sy, ..., S; der Indexmenge N = {1,...,n} mit den in Definition

5.9 geforderten Eigenschaften.

Wir iiberlegen uns zunéchst folgendes. Falls agg-) > 0 und ag‘;) > 0, dann gilt » = s(mod d).
Néamlich, nach Lemma 5.17 gibt es ein k£ > 0 mit a§]f)

aYlJrk) > 0 und agsfrk)

> (0, und somit gilt nach Bemerkung 5.16
> 0. Nach Definition ist d ein Teiler von r + k£ und von s + k, also sind r

und s kongruent modulo d.

(s)
1j
modulo d gehéren. Dies impliziert, dass jeder Index j € {1,...,n} einer Kongruenzklasse modulo

Aus dieser Beobachtung folgt, dass alle Zahlen s > 0 mit a;; > 0 zu derselben Kongruenzklasse

d zugeordnet werden kann.
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(r+kd)
1j
mindestens ein k£ > 0. Jeder Index kommt nach Lemma 5.17 in mindestens einer Menge .S, vor,

Fir r = 1,2,...,d sei nun S, die Menge aller Indizes j € {1,...,n}, so dass gilt a > 0 fur

und aus der obigen Beobachtung folgt, dass S, NS, = 0, falls r # ¢, also kommt jeder Index

in genau einer Menge S, vor. Nehmen wir an, dass S, # () und dass i € S, d. h. es gibt ein
k > 0 mit ai’?kd) > 0. Die i-te Zeile von A enthélt mindestens ein positives Element, sagen
wir a;; (andernfalls hitten wir einen Widerspruch zu Satz 4.6). Daraus folgt mit Bemerkung

5.16 {1 S 0,d. h. j € Sy41)moa ¢- Aus dieser Uberlegung kénnen wir schlieBen, dass alle

15
Mengen r = 1,...,d nicht-leer sind, also eine Partition von N bilden, und dass A in der Tat
periodisch ist. O

Damit haben wir den Beweis von Satz 5.10 erledigt und unsere Fragen in Problem 5.2, Problem
5.3, Problem 5.4 fiir irreduzible Tauschmatrizen vollsténdig geklédrt. Wir wollen nun noch kurz

den Fall reduzibler Tauschmatrizen behandeln.

Sei nun A eine reduzible (n,n)-Tauschmatrix mit irreduziblen Teilmengen S;,i = 1,...,k, von

N ={1,...,n}. Sei
T = N\ (,le1> .

Wir haben uns in Abschnitt 4 {iberlegt, dass A das in Bild 4.2 angegebene Aussehen hat (u. U.
sind zur Erreichung dieses Aussehens Zeilen und Spalten zu vertauschen). Ist die Untermatrix B
von A leer, d. h. ist T'= (), dann besteht A nur aus irreduziblen Blécken A;,7 = 1,...,k, entlang
der Hauptdiagonalen. Jede dieser Matrizen A; ist eine irreduzible Tauschmatrix und somit nach
Satz 5.10 entweder stabil oder periodisch. Offensichtlich ist A genau dann stabil, wenn jede
der Matrizen A; stabil ist. Gibt es mindestens eine periodische Untermatrix A;, so ist A nicht
stabil. In diesem Fall hat A , periodische Bereiche* und unter Umsténden auch ,,stabile Bereiche*.
Jedenfalls lisst sich das Verhalten der Folge (3*)ren im Limes direkt aus den Eigenschaften der

irreduziblen Teilmatrizen A;,7 = 1,...,k ableiten.

Wir miissen nun noch den Fall T" # () diskutieren. O. B. d. A. koénnen wir annehmen, dass
T ={p,...,n} gilt. Die Erstausstattung der Lénder 1, ..., n sei gegeben durch den Anfangsvektor
v = (1?,...,4Y), und es sei 00 := (yg, <o, yd). Mit C bezeichnen wir die (n —p+1,n —p + 1)-

Untermatrix in der rechten unteren Ecke von A, d. h.

C = (4ij); j=p,..m

Nach einer Periode hat das Land ¢ € {1,...,p — 1} von den Léndern aus 7' Einnahmen in Hohe

von
n

1._ .00

by = E aijy;
Jj=p

erzielt aber nichts von den Léndern in 7" gekauft. Da die Lander aus 7" nicht in Lander aus N\T'
exportieren, gehen diese Betriige b} (fiir i = 1,...,p— 1) den Léndern aus 7T fiir immer verloren.
Das heifit nach jedem Jahr verschwindet ein gewisser Anteil des Gesamtvermogens der Linder

aus T' und wird von den Léndern aus N\T hinzuverdient.
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Das Einkommen der Lander aus T nach r Jahren lasst sich wie iiblich berechnen

nt = Cn,
772 — 0771 — C2 0
777“ — CT’OO.

Daraus folgt, dass nach r + 1 Jahren das Land ¢ € {1,...,p — 1} insgesamt den Betrag

r+1 r n
d =0 =)0 aimE = (aip, - ain) I +C .+ CT)
s=1 s=0 j=p

von den Landern aus T erhalten hat.

Wir nehmen nun an, dass I — C' invertierbar ist (dies ist in der Tat der Fall, wie wir spéter sehen

werden), dann gilt zunéchst
I-O)I+C+...+CY=T1-C""!

und daher
I+C+...+C") = (I—C)’l(I—C"’H).

Daraus folgt
d;H = (Qip, - - ., Gin) (I — )y — (Gipy -y ain)(L — c)ytor P,

Die Folge (C"+17%) = (n"*!) konvergiert — wie man leicht (aus 6konomischen Griinden) schliefen

kann — gegen den Nullvektor, und daher gilt firi € {1,...,p—1}
di := lim d} = (aip,...,a;)I —C)'n°

Bemerkung 5.19. Fir jedes Land i € N\T konvergiert die Summe der Betrige, die in den

Jahren r =1,2,... aus den Ldndern in T in das Land i flieffen, gegen
Yo
di = (aip, ey am)(I — C)_l
Yn

Das bedeutet also, dass die Lénder in T' pro Jahr einen Teil ihres Vermogens verlieren, dass ihr
Vermogen gegen Null strebt und sich die Vermogensverluste der Lander aus T wie in Bemerkung

5.19 angegeben auf die Liander in N\T verteilen.

Die Situation der Lénder in N\T ist nach Satz 5.10 klar. Jedes Land j € N\T gehort zu
einer irreduziblen Teilmenge S;, die eine irreduzible Untermatrix A; induziert. Sind alle Ma-

trizen A;,i = 1,...,k stabil, so ist auch A stabil. Im vorliegenden Fall erhoht sich jedoch das
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Gesamteinkommen der Landergruppen S;,i = 1,...,k, um den Betrag Zjesi d;. Fiir jeden be-
liebigen Anfangsvektor 4° konvergiert die Folge (A4*y°) gegen einen Gleichgewichtsvektor 7 von
A. Partitionieren wir i in (¥, ..., U, Ypy1) wobei die 7; Vektoren mit |.S;| Komponenten sind,
i=1,...,k, die zu den Landern aus S; gehoren, und 7, ein Vektor mit |T'| Komponenten ist,

dann gilt:

Vg1 = 0 und

T;, i=1,... kist ein Gleichgewichtsvektor von A; mit 177, = Z(y? +d;).
JES;
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Dynamische Aspekte linearer 6konomischer Modelle




Kapitel 6

Grundkonzepte der
Input-Output-Rechnung

In den dreifliger und vierziger Jahren dieses Jahrunderts hat Wassily Leontief, siehe z. B. LEON-
TIEF (1936), (1951), (1953) (siehe [14], [15], [16]) die Input-Output-Rechnung entwickelt. Hier-
bei handelt es sich um ein mathematisch recht einfaches 6konomisches Modell, das jedoch schéne
und zutreffende 6konomische Interpretationen mathematischer Operationen erlaubt und sich in
der Praxis gut als Prognose- und Analyseinstrument bewéhrt hat. Fiir die Entwicklung der Input-
Output-Rechnung (ab jetzt schreiben wir hiufig kurz I-O- statt Input-Output-) wurde Leontief

1973 mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften ausgezeichnet.

Im Internet findet man eine “Leontief memorial site” unter http://www.iioa.orqg/leontief mit In-

formationen iiber Leontief und sein Leben.

Die Input-Output-Wissenschaftler und -Praktiker der Welt sind in der International Input- Output
Association organisiert, die auf ihrer Webpage http://wwwiioa.org iiber ihre Ziele und Aktivitdten
informiert. Sie gibt u.a. eine Zeitschrift “Fconomic Systems Research” heraus, die sich ganz der

Input-Output-Forschung und -Praxis widmet.

Die I-O-Rechnung wird tiblicherweise in zwei Teilbereiche gegliedert, einen empirisch-praktischen
und einen theoretisch-analytischen. Der empirisch-praktische Teil befasst sich mit der Konzep-
tion von Input-Output-Tabellen sowie mit den Problemen der Erhebung empirischer Daten zur
Aufstellung solcher Tabellen. Im theoretisch-analytischen Teil, der so genannten Input-Output-
Analyse, werden Interpretationen der in der Tabelle gespeicherten Angaben gegeben. Die Inter-
pretationen bestehen aus deskriptiven Auswertungen, jedoch hauptséchlich aus Auswertungen

mit Hilfe mathematischer Verfahren.

Die Aufteilung der Input-Output-Rechnung in diese zwei Teilbereiche besagt natiirlich nicht, dass
diese unabhéingig voneinander sind. Im Gegenteil, einerseits werden I-O-Tabellen hiufig mit dem
Ziel erstellt, gewisse Analysen und Strukturuntersuchungen durchzufiihren, andererseits kénnen

aus einem vorgegebenen Datenmaterial nicht alle im Prinzip moéglichen Schlussfolgerungen ge-
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zogen werden, seien sie auch noch so wiinschenswert. Fiir die praktischen (z. B. wirtschafts-
politischen) Anwendungen der I-O-Rechnung sind daher Tabellenerstellung und -auswertung als

untrennbare Einheit anzusehen. Die Analyse kann nie mehr liefern als die Daten ermdéglichen.

In zunehmendem Mafle wird in der Bundesrepublik Deutschland und anderen Léndern die Input-
Output-Rechnung als ein wichtiges Instrument zur Strukturuntersuchung, als ein Hilfsmittel zur
Prognose wirtschaftlicher Daten und als ein Werkzeug zur Entscheidungsvorbereitung in der
Wirtschaftspolitik eingesetzt. Je nach Ziel und Zweck der Untersuchungen unterscheiden sich

jedoch die dabei benutzten Input-Output-Tabellen und die verwendeten Analysemethoden.

Von besonderer Bedeutung ist die Tatsache, dass in der Input-Output-Analyse sehr genaue An-
gaben iiber das Datenmaterial gemacht werden kénnen, das benttigt wird, um eine vorliegende
Frage beantworten zu kénnen. Dies bedeutet insbesondere, dass eine theoretische Analyse der
praktischen Erhebung von Daten vorausgehen muss, damit die gesteckten Ziele iiberhaupt er-
reicht werden kénnen. Erst nach einer Untersuchung der theoretisch moglichen Aussagen ist es

sinnvoll, die i. a. sehr kostentréchtigen statistischen Erhebungen voranzutreiben.

Andererseits sollte natiirlich auch versucht werden, vorhandene Daten soweit wie moglich zu be-
nutzen, um zum Beispiel Teilaspekte einer Fragestellung auszuleuchten bzw. zu untersuchen,
ob von der Input-Output-Analyse tatsichlich brauchbare Ergebnisse geliefert werden kénnen.
Ohne Zweifel hat die Input-Output-Analyse klare theoretische Grenzen beziiglich ihrer Aussa-
gemoglichkeiten, meistens jedoch miissen diese Grenzen sehr viel enger als theoretisch moglich
gezogen werden, weil die benétigten Daten in der Praxis (oder aus finanziellen) Griinden nicht
beschaffbar sind.

Wie bereits erwiahnt, werden in der Input-Output-Rechnung verschiedene Arten von Input-
Output-Tabellen betrachtet. Sie alle basieren jedoch auf einer Grundversion, die gemeinhin als
die Input-Output-Tabelle (im weiteren I-O-Tabelle) bezeichnet und in Abschnitt 6.1 eingefiihrt
wird. Alle anderen I-O-Tabellen kénnen als Abwandlungen oder Erweiterungen dieser Grundta-
belle betrachtet werden.

Der fiir die mathematische Behandlung eigentlich irrelevante Teil der Definition der I-O-Matrizen
und der Datenerhebung wird hier so ausfiihrlich behandelt, damit klar wird, dass die Aufstellung
derartiger Matrizen eine komplexe Aufgabe ist, die erheblichen 6konomischen Sachverstand er-

¢ sind. Wenn man

fordert. Mathematiker gehen typischerweise davon aus, dass Daten ,,gegeben’
allerdings keine Kenntnisse von der Art und Genauigkeit der Datenerfassung hat und von den
theoretischen Problemen, die dabei erwogen worden sind, dann kann man auch keine verniinftigen
Interpretationen von Analyserechnungen geben. Bei derartigen Anwendungen von Mathematik
ist die enge Zusammenarbeit mit Fachleuten (hier Okonomen und Personen, die Statistik in der

Praxis betreiben) unabdingbar.

Der restliche Text dieses Kapitels ist eine Zusammenfassung verschiedener Quellen zur I-O-
Analyse. Besonders erwidhnen mochte ich hier das Deutsche Institut fiir Wirtschaftsforschung
(DIW) in Berlin, das die wichtigsten I-O-Tabellen fiir Deutschland zusammenstellt und dessen

Mitarbeiter seit vielen Jahren zu diesem Bereich sehr kompetent vertffentlichen.
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6.1 Die Input-Output-Tabelle

Das Kernstiick der Input-Output-Rechnung ist die Input-Output-Tabelle. Sie bildet das formale
Geriist fiir die I-O-Analyse, setzt durch ihre Gliederungstiefe den Rahmen fiir alle Untersuchungen
und begrenzt durch die Exaktheit der in ihr enthaltenen Daten die Giite und die Genauigkeit

aller Analysen und Prognosen.

In diesem ersten Abschnitt soll zunéchst der formale Aufbau einer I-O-Tabelle dargestellt wer-
den. Eine inhaltliche Interpretation der Begriffe und eine Erlduterung des 6konomischen Gehalts
erfolgt in den néchsten Abschnitten; dort werden auch konzeptionelle und empirisch-statistische

Probleme bei der Aufstellung von [-O-Tabellen besprochen.

Unter einer Input-Output-Tabelle verstehen wir eine systematische Darstellung aller Lieferungen
und Beziige, die wihrend eines genau festgelegten Zeitraumes zwischen definitorisch abgegrenzten
Sektoren einer ckonomischen Einheit erfolgt sind. Die verschiedenen Systemen jeweils zugrun-
deliegenden 6konomischen Einheiten kénnen sehr unterschiedlicher Natur sein. So kann es sich
um eine Nationalokonomie, ein Groffunternehmen, den Landwirtschaftssektor einer Volkswirt-
schaft oder z. B. der Europédischen Gemeinschaft, den Kohlebergbau im Ruhrgebiet oder die
gesamte Wirtschaft des Landes Bayern handeln. Als Bezugszeitraum wird eine Einheit gewéhlt,
die in natiirlicher Beziehung zu dem betrachteten 6konomischen System steht: Kalenderjahr,
Geschéftsjahr, Landwirtschaftsjahr.

Die Definitionen der Wirtschaftssektoren werden im allgemeinen in Hinblick auf spezielle Analyse-
oder Prognoseziele getroffen, sind jedoch stark an die zur Verfiigung stehenden oder erhebbaren
statistischen Daten gebunden. Obwohl - wie oben angedeutet - sehr verschiedene Wirtschafts-
bereiche durch I-O-Tabellen beschrieben werden kénnen, werden wir im weiteren nur den (wichtig-
sten) Spezialfall einer gesamten (nationalen) Volkswirtschaft behandeln. Die weiteren Ausfithrun-
gen gelten jedoch mutatis mutandis ebenso fiir alle iibrigen Arten von I-O-Tabellen. Somit gelte

im weiteren:

Definition 6.1. FEine Input-Output-Tabelle ist eine systematische Darstellung der Waren-
und Dienstleistungsstrome, die zwischen den zu Sektoren zusammengefassten Wirtschaftsberei-

chen einer Volkswirtschaft innerhalb eines Kalenderjahres flieflen.

Die Sektoren einer Volkswirtschaft werden in drei verschiedene Kategorien aufgeteilt:

- Produktionssektoren
- Endnachfragesektoren

- Sektoren des primdren Inputs (Primdrsektoren)

Zweck allen wirtschaftlichen Handelns ist die Erzeugung von Giitern fiir die Endnachfrage (Kon-

sum). Im Mittelpunkt aller Betrachtungen steht daher die Produktion; wir verstehen darunter:
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Die Produktion ist eine Tdtigkeit, bei der verschiedene Giter (Inputs) kombiniert

werden, um andere Giter (Outputs) zu erzeugen.

Die Herstellung der Giiter geschieht in verschiedenen Produktionssektoren, die in Anlehnung an

die reale Wirklichkeit definiert werden. Wir nehmen zunéchst an (vergleiche Modell 2.1):

Annahme 6.2. Jeder Produktionssektor erzeugt genau ein Gut.

Annahme 6.3. Jedes Gut wird in genau einem Produktionssektor erzeugt.

Es ist natiirlich unsinnig anzunehmen, dass eine I-O-Tabelle aufgestellt werden kann, die so stark
disaggregiert ist, dass jeder Produktionssektor nur ein reales Produkt (etwa Farbfernsehgerit mit
70 cm Bildrohre) herstellt. Die Annahme 6.2 ist so zu interpretieren, dass die Volkswirtschaft
derart in Sektoren gegliedert ist, dass jeder Sektor eine typische durch gemeinsame Merkmale
ausgezeichnete Produktpalette anbietet (Fahrzeuge, Kohle, chemische Erzeugnisse); diese Pro-
duktpalette wird als das Gut des betreffenden Sektors bezeichnet.

Diese sehr vereinfachende Annahme kann, wie wir weiter unten zeigen werden, sehr problematisch
sein und zu wesentlichen Interpretationsfehlern fithren. Sie ist jedoch wegen des vorliegenden

Datenmaterials die einzig pragmatisch mogliche Hypothese.

Die Annahme 6.3 kann im Rahmen theoretischer Untersuchungen — wie wir spéter noch se-
hen werden — fallen gelassen werden, ist jedoch bei empirischen Analysen und bei den noch zu

erdrternden Schwierigkeiten der Aufstellung von I-O-Tabellen sinnvoll und gerechtfertigt.

In jedem Produktionssektor werden zur Herstellung des erwiinschten Guts verschiedene Inputs
benotigt. Diese sind zum einen produzierte Giiter, die aus anderen Produktionssektoren stammen
- solche Giiter heiflen intermedidre Inputs oder Vorleistungen -, zum anderen sind es Giiter, die
nicht produzierbar sind (Arbeit) oder im Rahmen der betrachteten Volkswirtschaft als nicht

produzierbar angenommen werden (z. B. Importe) - solche Giiter heilen primdre Inputs.

Wie auf der Inputseite bei der Produktion eines Gutes unterscheiden wir auch bei den Lieferungen
eines Produktionssektors zwei Arten von Outputs. Die Outputs, die fiir die Weiterverarbeitung in
anderen Produktionssektoren bestimmt sind, heiflen intermedidre Outputs (Zwischennachfrage),
diejenigen, die an die Endnachfrage (Konsum, Investitionen, Export) geliefert werden, autonome

Outputs.

Schlieen wir noch die Moéglichkeit ein, dass gewisse Primérfaktoren ohne Weiterverarbeitung an
die Endnachfrage geliefert werden, dann ergibt sich aus den vorhergehenden Uberlegungen, dass

sich eine Input-Output-Tabelle aus vier Teilen zusammensetzt:

(1) Lieferungen von Produktions- an Produktionssektoren
(2) Lieferungen von Produktions- an Endnachfragesektoren

(3) Lieferungen von Primdr- an Produktionssektoren
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(4) Lieferungen von Primdr- an Endnachfragesektoren

Auf natiirliche Weise stellt sich das Problem, in welchen Einheiten die Lieferungen und Beziige
gemessen werden sollen. Vorausgesetzt, dass jeder Sektor ein homogenes Gut produziert, boten
sich technische Einheiten (Mengengrofien) wie Kilowatt, Kilogramm etc. oder einfach Anzahl-
einheiten an. Wie wir bereits dargestellt haben, ist die Hypothese der Giiterhomogenitét jedoch
irreal. Das bedeutet, dass eine Mafleinheit gefunden werden muss, die erlaubt, die unterschiedli-
chen technischen Gréflen, in denen die verschiedenen Produkte der Produktpalette eines Sektors

gemessen werden, ohne Skalierungsschwierigkeiten zu aggregieren.

Ein sinnvoller Ausweg, der den Vorzug hat, fiir alle Sektoren gleich gut und ohne statistische
Probleme zu funktionieren (ja sogar mit erheblichen statistischen Vorteilen), ist die Messung der
Lieferungen in Geldeinheiten, also Wertgrolen. Obwohl bei einer derartigen Vorgehensweise die
[-O-Tabelle Wertgroflen enthélt, ist sie doch weiterhin als eine Tabelle technischer Beziehungen

interpretierbar.

Als technische Einheit fir das im Produktionssektor i erzeugte Gut wahlen wir einfach die Men-
geneinheit, die fiir die der Messung zugrundeliegende Geldeinheit gekauft werden kann. Die
Aussage ,,Sektor j bezieht Giiter im Werte von x;; Geldeinheiten vom Sektor i ist dann gleich-
wertig damit, dass Sektor j insgesamt z;; (technische) Einheiten des von Sektor i produzierten

Gutes kauft. Somit legen wir fest:
Lieferungen und Beziige werden in Geldeinheiten gemessen.

Weiterhin nehmen wir im Folgenden an, dass die betrachtete Volkswirtschaft (alle hier gemach-
ten Uberlegungen gelten fiir jede beliebige Volkswirtschaft und nicht nur fiir die uns besonders

interessierende Bundesrepublik Deutschland) wie folgt in Sektoren gegliedert ist:

n Produktionssektoren (die n Giiter erzeugen)
m Endnachfragesektoren

I Primdrinputsektoren (oder Primdrsektoren)

Damit kénnen wir nun eine I-O-Tabelle in dem in Abbildung 6.1 gezeigten Schema darstellen:

Die vier Teile der Tabelle heiflen Quadranten und sind wie in der Abbildung 6.1 angegeben

numeriert.

Die (n,n)-Matrix X bildet den ersten Quadranten. X heifit Matrix der Vorleistungsverflechtungen
bzw. Matrix der intersektoralen (oder intrasektoralen, oder intermedidiren) Lieferungen oder

auch Zentralmatriz. Bezeichnen wir mit z;;,4,j € {1,...,n} die Elemente der Matrix X, so gilt:

xi; gibt die Lieferungen (gemessen in Geldeinheiten) des Produktionssektors i an, die
innerhalb eines Kalenderjahres an den Produktionssektor j geflossen sind und im Sektor (6.1.1)

j als Vorleistungen zur Herstellung des Gutes j verwendet werden.
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X Y
n x
1. Quadrant 2. Quadrant
l Z
3. Quadrant 4. Quadrant
x

Abbildung 6.1: I-O-Tabelle

Der zweite Quadrant der I-O-Tabelle wird von der (n,m)-Matrix Y gebildet. Y heiit Endnach-

fragematriz, ihre Elemente bezeichnen wir mit y;;,7 € {1,...,n}, j € {1,...,m}. Fir diese gilt:

yij gibt die Lieferungen des Produktionssektors i an, die innerhalb eines Kalenderjahres (6.1.2)
an den Endnachfragesektor j geflossen sind. o

Die (I,n)-Matrix Z heiit Primdrinput-Matriz und bildet den dritten Quadranten. Fiir die Ele-
mente z;;, i € {1,...,1}, j € {1,...,n} der Matrix Z gilt:

zij gibt die Lieferungen des Primdrsektors i an, die innerhalb eines Kalenderjahres an (6.1.3)
den Produktionssektor j geflossen sind. o

Im vierten Quadranten werden die Lieferungen der Primirsektoren an die Endnachfrage ver-
bucht. Dieser Teil der I-O-Tabelle spielt in der Input-Output-Analyse keine Rolle, deshalb haben
wir fiir ihn keine spezielle Bezeichnung gew&hlt. Er bleibt bei analytischen Untersuchungen im
allgemeinen unberiicksichtigt, wird jedoch gelegentlich aus bilanztechnischen Griinden bei der
Aufstellung der I-O-Tabelle mit einigen Daten belegt (z. B. Direktimporte privater Haushalte).

Wir nehmen im weiteren an, dass der 4. Quadrant nur mit Nullen belegt ist.

Der gesamte Output z; eines Produktionssektors ¢ im betrachteten Zeitraum kann aufgrund der
oben getroffenen Definitionen einfach (zeilenweise) aus der Tabelle abgelesen werden. Er ist die
Summe aller Lieferungen an andere Produktionssektoren, an sich selbst und an die Endnachfrage,
d.h.:

n m
T = Z Tij + Z Yij 1€ {1, .. ,n}. (6.1.4)
j=1 j=1
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Die Grofe x; ist die Bruttoproduktion des produzierenden Sektors .
Der Vektor x := (2;)i=1,....n, der komponentenweise die Outputs der Produktionssektoren enthalt,
heifit Bruttoproduktionsvektor. Ist 1, ein Vektor, der k Einselemente enthélt, so gilt in Matrixno-

tation
r=X1,+Y1,,. (6.1.5)

Ebenso, wie man zeilenweise den Erlos fiir alle von Produktionssektor ¢ erstellten Produkte
berechnen kann, erhdlt man iiber die Spalten der I-O-Tabelle Aufschluss iiber die Kosten, d. h.
den Wert der an einen Sektor gelieferten Waren und Dienstleistungen. Die Differenz zwischen
Erlos und Kosten ist eine Restgrofie, die den Gewinn représentiert, und wird — wie wir spéter
noch genauer erldutern werden — als ein Sektor des priméren Inputs verbucht. Aufgrund dieser
Verbuchungstechnik ist fiir jeden Produktionssektor die Zeilensumme gleich der Spaltensumme,
d. h. es gilt ebenfalls:

n l
xj:Za:ij—FZ Zij, jE{l,...,n} (616)
=1 =1

und damit fiir den Bruttoproduktionsvektor:
o =1Tx 1]z (6.1.7)

Fiir jeden produzierenden Sektor gilt in diesem bilanztechnischen System Gleichheit von In-
put und Output, d. h. die Gesamtproduktion ist gleich der Gesamtverwendung. Es sei darauf
hingewiesen, dass ohne den ,, Trick“, technische Einheiten in Geldeinheiten zu messen, eine spal-
tenweise Addition, d. h. Addition der gesamten Vorleistungen, nicht bzw. nur mit erheblichen
Gewichtungsproblemen moglich gewesen wire. Hier zeigt sich bereits einer der Vorteile der Mes-

sung in Wertgrofien.

Zur einfacheren Notation bei spiteren Analysen fassen wir die Lieferungen an alle Endnachfrage-
sektoren zusammen: y; gibt die Lieferungen des Produktionssektors ¢ an, die innerhalb eines

Kalenderjahres an die Endnachfrage geflossen sind.

Definition 6.4. Der Vektor y := (y;)i=1,..n heifit Vektor der Endnachfrage.

Aufgrund der vorhergehenden Definitionen gilt:

vi=Y_ vy, t€{l,...,n}, baw. (6.1.8)
j=1

y =Y1,  undmit (6.1.5) (6.1.9)

r =X1,+y. (6.1.10)

Ebenso definieren wir durch Aggregation der Primérsektoren einen Primdrinputvektor.
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Definition 6.5. Der Vektor der Primdrinputs z := (2;)j=1,...n ist gegeben durch:

l

zi=Y zj je{l,....n} (6.1.11)

=1

zj gibt die gesamten Lieferungen an, die innerhalb eines Kalenderjahres aus Primérsektoren an

den Produktionssektor j geflossen sind.

Aus dieser Definition folgt:

A =1tz und mit (6.1.7) (6.1.12)
ol =11x 4+ 7. (6.1.13)

Die Input-Output-Tabelle in der oben dargestellten Form verschafft uns also einen Uberblick iiber
die Lieferungen und Beziige in einer Okonomie. Die Zeilen der Tabelle geben Auskunft iiber den
Verbleib der in den Produktionssektoren erzeugten Giiter, bzw. iiber die Verteilung der priméren
Giiter. D. h. die Zeilen bilden die Distributionsstruktur (Outputstruktur) der Volkswirtschaft ab.
Die Spalten informieren iiber die Herkunft der Waren und Dienstleistungen, die zur Produktion
der Giiter erforderlich sind bzw. an die Endnachfrage geliefert werden, die Spalten beschreiben

also die Inputstruktur der Okonomie.

6.2 Konzeptionelle Probleme bei der Aufstellung von

Input-Output-Tabellen

Viele Tabellen, wie die in Abschnitt 6.1 beschriebene I-O-Tabelle, lassen sich theoretisch einfach
definieren. Ob diese Tabellen jedoch mit ,,Leben“ erfiillt werden kénnen, ist nicht ohne weiteres
klar.

Die nachfolgenden Bemerkungen beziehen sich speziell auf konzeptionelle Probleme bei der Auf-
stellung von I-O-Tabellen einer nationalen Volkswirtschaft. Alle Uberlegungen gelten jedoch in
dhnlicher Weise, teilweise mit etwas verlagerten Schwerpunkten bei der Aufstellung von I-O-
Tabellen fiir andere 6konomische Einheiten. Wir werden in diesem Abschnitt kurz die folgenden

konzeptionellen Probleme allgemeiner Art diskutieren:

Wahl des Bezugszeitraumes

Tabellengrofie

Verkniipfung mit der volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung

Prinzipien bei der Sektorenbildung

Zeitpunkt der Erfassung von Transaktionen
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- Bewertung von Transaktionen

In der Regel ist der Bezugszeitraum von nationalen I-O-Tabellen das Kalenderjahr. Fiir welches
Jahr eine [-O-Tabelle erstellt werden sollte, hingt weitgehend vom Verwendungszweck, d. h. vom
Interesse des Auftraggebers oder den beabsichtigten Forschungsvorhaben ab. Im allgemeinen
wird man sich bei einmaligen Vorhaben fiir ein ,,typisches“ Jahr bzw. fiir ein moglichst zeitnahes
Jahr entscheiden. Bei langfristigen Programmen bietet sich eine Aufstellung von Tabellen in

regelméfligen Perioden (jahrlich, alle vier Jahre) an.

In den meisten Industrielandern werden jéhrlich fortlaufend I-O-Tabellen erstellt, jedoch werden
diese i. a. nur alle vier oder mehr Jahre (fast) originéir erhoben und fiir die Zwischenjahre unter
Zuhilfenahme mathematisch-statistischer Methoden fortgeschrieben. Die Zeitndhe der Tabellen
wird begrenzt durch fehlendes statistisches Material fiir gerade zu Ende gegangene Jahre und
natiirlich durch die Dauer der Aufstellung der Tabellen selbst, was z. T. mehrere Jahre erfordern
kann.

Die Grifie der Tabellen, d. h. die Anzahl der verschiedenen Sektoren, hangt ebenso vom Zweck der
Tabellenerstellung wie von den vorhandenen statistischen Daten ab. Will man etwa I-O-Tabellen
innerhalb 6konometrischer Prognosemodelle verwenden, so geniigen meistens Tabellen mit etwa
20 Sektoren. Desgleichen reichen diese Tabellen i. a. bei schwach entwickelten Landern aus. Ist an
sehr detaillierte Analysen von hochentwickelten Industrieléindern gedacht, so sind bei der Anzahl
der Sektoren nach oben hin nur Grenzen durch den Aggregationsgrad der erhéltlichen Daten
gesetzt. Fiir spezielle Untersuchungen sind bereits Tabellen in einer Gréflenordnung von rund
500 Sektoren erstellt worden. Bei kleinen Tabellen geht durch die hohe Aggregation der Daten
viel Information verloren; andererseits sind sie in ihrer Struktur stabiler und kénnen {iber ldngere
Zeitraume verwendet werden als grofle Tabellen, bei denen sich strukturelle und technologische
Veranderungen stéirker bemerkbar machen, was natiirlich bei vergleichenden Analysen auch von

Vorteil sein kann.

Bei der Aufstellung von nationalen I-O-Tabellen sollte darauf geachtet werden, dass die Tabellen
kompatibel sind mit den Daten der volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung (VGR). Speziell ist es
moglich, dass sie voll in die volkswirtschaftliche Gesamtrechnung integriert sind und somit als
Erweiterung der VGR angesehen werden konnen. Wesentlich ist dabei, dass alle Transaktionen
auf der gleichen Basis erfasst werden (in der VGR werden Transaktionen bei der Entstehung
einer Forderung bzw. Verbindlichkeit erfasst) und dass die (stérker disaggregierten) Sektoren der
[-O-Tabellen konzeptionell den Sektoren der VGR. zugeordnet werden kénnen, d. h. dass durch

Zusammenfassung einiger Felderwerte der I-O-Tabelle Groflen der VGR gegeben sein sollten.

Die Input-Output-Rechnung basiert auf der fundamentalen Annahme, dass die Volkswirtschaft
in gewisse (mehr oder weniger) homogene Produktions-, Primér- und Endnachfragesektoren ge-
gliedert werden kann. Theoretisch kénnte man zwar eine Gliederung definieren, in der jedes
real auf dem Markt auftretende Produkt in einem Produktionssektor hergestellt wird, doch ist
die empirische Aufstellung einer derartigen I-O-Tabelle unmdoglich, und sie ist fiir allgemein-

analytische Aussagen sicherlich ungeeignet. Es besteht also fiir den Empiriker das Problem, die
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vielen Produktionstechnologien und Wirtschaftsverflechtungen auf eine iiberschaubare Groéflen-
ordnung zusammenzufassen. Bei der Aggregation der Daten zu wenigen Sektoren sind zwei Ziele

unmittelbar einsichtig:

(1) Die Sektoren sollten méglichst realititsnah definiert sein und ,natirlichen® Wirt-

schaftseinheiten bzw. Produktgruppen mit gemeinsamen Merkmalen entsprechen.

(2) Der Informationsverlust durch die erforderliche Aggregation sollte mdéglichst ge-

Ting sein.

Da nicht unmittelbar klar ist, was ,, Information“ wirklich ist oder wie man Information und
somit Informationsverlust messen kann, ist das zweite Ziel eher ein kategorischer Imperativ als
eine konkret durchfithrbare Aufgabe. Hier soll nur das erste Ziel behandelt werden, welche
theoretischen Moglichkeiten es gibt, Sektoren zu bilden, wie sich die Verfahren in die Praxis

umsetzen lassen, und welche Vor- und Nachteile diese Verfahren haben.

Die Sektorenbildung in der I-O-Rechnung basiert offenbar stark auf den statistischen Gegebenhei-
ten. Es ist anhand des in fast allen Léndern vorhandenen statistischen Materials relativ einfach,

zwel Arten von statistischen Einheiten zu bilden:

1. Waren bzw. Warengruppen (Schrauben, Kraftfahrzeuge, Spielwaren)

2. Unternehmen, Betriebe (chemische Werke, Zechen, Bauernhdfe)

Jede dieser Einheiten ist in einem gewissen Sinn homogen, d. h. besitzt gemeinsame Merkmale,
jedoch hat keine dieser Einheiten die in den Annahmen 6.2 und 6.3 geforderten Eigenschaften
gleichzeitig. Schrauben sind zwar ein sehr homogenes Gut, jedoch werden Schrauben in zahlrei-
chen Firmen als eines unter vielen Produkten hergestellt. Das heifit, es ist kaum moglich, den
Produktionssektor ,,Schraubenherstellung” empirisch zu ermitteln. Die Inputstruktur chemischer
Werke, also der Produktionsprozess ,, Erzeugung chemischer Produkte* kann anhand von Bilanzen
und Materialeingangsstatistiken gut ermittelt werden, jedoch werden in einem chemischen Werk
eine Vielzahl unterschiedlicher Produkte hergestellt, so dass die Zuordnung der unterschiedlichen
Vorlieferungen zu einzelnen Produkten schwerfillt. Die stérkere Betonung einer dieser beiden
statistischen Einheiten als Basis der Tabellenerstellung unterscheidet die beiden Hauptprinzipien

der Sektorenbildung: das funktionelle Prinzip und das institutionelle Prinzip.

Bei der Sektorenbildung nach dem funktionellen Prinzip(manchmal auch funktionales Prinzip ge-
nannt) werden die Sektoren hauptsichlich produktméBig abgegrenzt, d. h., es werden Produkte
nach festgelegten Merkmalen klassifiziert und zu moglichst homogenen Produktgruppen zusam-
mengefasst. Als Klassifikationsmerkmale bieten sich gemeinsamer Verwendungszweck (Spielwa-
ren), gemeinsamer Rohstoffeinsatz (Lederwaren) oder auch gleichartige Herstellungsverfahren
an. Uber die so definierte Zusammenfassung von Produkten zu Gruppen werden (theoretische)

Sektoren gebildet, so dass jeder Sektor eine ausgewihlte Produktgruppe als ,,Gut® herstellt.
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Aufgrund des statistischen Materials ist es i. a. recht einfach festzustellen, wieviele Einheiten
der Giiter erzeugt und wohin diese iiber den Markt abgesetzt worden sind. Da die Sektorab-
grenzung jedoch kaum den institutionellen Rahmenbedingungen etwa in der Industrie entspricht,
ist es auflerordentlich schwierig, die Inputstruktur zur Herstellung der Giiter festzulegen. In
einer Firma, die elektrotechnische Artikel und dabei z. B. Kiihlschrinke und Elektromotoren
herstellt, die z. T. {iber dieselben Produktionsbédnder laufen, ist es kaum moglich, die Inputs
»,Abschreibung der Anlagen®, , Management-Kosten“, , Miete fiir Fabrikationsriume* oder auch

»Arbeitsleistung” verschiedenen Produkten getrennt zuzuordnen.

Die Sektorenbildung nach dem funktionellen Prinzip hat den Vorzug, dass sie den theoretischen
Forderungen der Annahmen 6.2 und 6.3 hervorragend entspricht. Der Terminus ,,Gut des Sek-
tors ¢ hat einen realen, produktionstechnischen Inhalt, und die iiber Produktzusammenfassung
nach gemeinsamen Merkmalen definierten Sektoren sind technisch sinnvolle Gebilde. Der ent-
scheidende Nachteil ist jedoch, dass diese Sektoren in der Realitdt statistisch nicht gesichert
werden konnen. Die Outputstruktur der Sektoren ist relativ gut zu ermitteln, jedoch macht die

Inputstruktur erhebliche Probleme.

Beim institutionellen Prinzip der Sektorenbildung stehen die institutionell bzw. organisatorisch
abgegrenzten Produktionseinheiten (Betriebe, Firmen) bei der Definition geeigneter Sektoren im
Mittelpunkt. Solche institutionellen Produktionsbereiche, die eine hinreichende Anzahl gemein-
samer Merkmale aufweisen, werden zu Sektoren zusammengefasst. Als Unterscheidungsmerkmale

kommen z. B. in Betracht:

- Produktion &hnlicher Giiter (Fahrzeuge),
- Einsatz dhnlicher Rohstoffe (holzverarbeitende Industrie),

- Verwendung dhnlicher Produktionsverfahren (Bergbau).

Da selbst die kleinsten statistisch erfassbaren (selbst bilanzierenden) Produktionseinheiten i. a.
eine recht inhomogene Produktpalette besitzen, wird als Entscheidungskriterium bei der Zuord-
nung zu Sektoren das Schwerpunktprinzip gewahlt, d. h. die Produktionsbereiche werden dem
Sektor zugeordnet, in dessen definitorisch abgegrenzten Rahmen der iiberwiegende Teil ihrer wirt-
schaftlichen Téatigkeit fallt. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten der Festlegung des Schwerpunkts.
Zum einen kann man denjenigen Bereich wihlen, in dem der meiste Umsatz erfolgt ist, zum

anderen kann der Schwerpunkt nach der Anzahl der Beschéftigten bestimmt werden.

Als Bezugseinheiten werden gewthnlich die kleinsten, statistisch erfassbaren, institutionellen Pro-
duktionseinheiten gew#hlt, da es wahrscheinlicher ist, dass die Produktpalette eines kleinen Be-
triebsteils homogener ist als die eines Grof(konzerns. Soweit wie moglich wird versucht, die
Konzerne, Unternehmen, Betriebe oder Betriebsteile so zu zerlegen, dass sie einheitlichen Pro-

duktgruppen zugeordnet werden koénnen.

Der Vorteil des institutionellen Prinzips der Sektorenbildung liegt im guten Zugang zu Daten,

die die Inputseite eines Sektors beschreiben. Aus Bilanzen, Gewinn- und Verlustrechnungen,
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Materialeingangserhebungen und anderen statistischen Aufstellungen lisst sich vielfach heraus-
lesen, welche und wieviele Giiter von welchen anderen Sektoren wihrend eines Kalenderjahres
bezogen worden sind; und die Feststellung der Verwendung der Giiter ist nicht schwieriger als

beim funktionellen Prinzip.

Der Hauptnachteil liegt darin, dass diese Aufstellungspraxis den Forderungen 6.2 und 6.3 wenig
entspricht. Zwar entsprechen bei der institutionellen Gliederung die Sektoren realen Wirtschafts-
bereichen, jedoch erzeugt jeder Sektor viele, durchaus verschiedene reale Giiter, und viele gleich-

artige Giiter (z. B. Maschinen) werden in mehreren Produktionssektoren gleichzeitig erzeugt.

Keines der beiden hier dargestellten Prinzipien der Sektorabgrenzung hat alle Vorteile auf seiner
Seite.

Dem funktionellen Prinzip gebiihrt sicherlich der theoretische Vorzug, da es die Forderungen 6.2
und 6.3 anndhernd erfiillt. Es fithrt durch die definitorisch gew#hrleistete Homogenitéit der Giiter
und die daraus abgeleiteten Produktionssektoren zu Verflechtungsbeziehungen, die technisch gut
interpretierbar sind und produktionstechnologisch Sinn ergeben. Zwischen Sektoren und ihren
Giitern besteht eine technische Verbindung, was beim institutionellen Prinzip nur in geringem
Umfang der Fall ist.

Die Vorteile des institutionellen Prinzips liegen hauptsichlich auf der Datenseite. Die meisten
Aufstellungen von Marktverflechtungen auf Unternehmensbasis kénnen ohne grofie Zurechnungs-
probleme in die I-O-Tabelle iibernommen werden. Die auf dieser Basis erstellten Tabellen sind
nicht wie beim funktionellen Prinzip als Matrizen der Produktionsverflechtungen, sondern eher
als Matrizen der Marktverflechtungen zu interpretieren. Da in fast allen Léndern Statistiken
auf Unternehmens- und nicht auf Produktbasis erstellt werden und die Arbeit der Aufstel-
lung durch Verwendung dieser Daten erheblich verringert wird, wird i. a. auf den Vorteil der
Giiterhomogenitét verzichtet und der Tabellenaufstellung nach dem institutionellen Prinzip der

Vorzug gegeben.

Gewohnlich wird das institutionelle Verfahren jedoch nicht in reiner Form angewendet, sondern
es werden beide Aufstellungsarten gemischt, da manche Wirtschaftsbereiche (Bergbau, Landwirt-

schaft) besser auf Produktbasis abzugrenzen sind.

Ein grofles theoretisches Problem, zu dem schon sehr viele Lésungsvorschlige gemacht worden
sind, ist die Verbuchung von Koppelprodukten. Dies sind Giiter, die bei einem technischen Pro-
zess gleichzeitig erzeugt werden, wobei man bei der Herstellung eines dieser Gliter die anderen
aufgrund technischer Gegebenheiten automatisch miterzeugt. Will man z. B. aus Rohdl Benzin
herstellen, so fallen bei dem so genannten Crack-Prozess Schwerdl und Leichtol in relativ fest vor-
gegebenen Anteilen gleichzeitig mit an. Die alleinige Herstellung von Benzin aus Rohol ist tech-
nisch nicht moglich. Die Herstellung von Schwerdl und Leichtol ist also an die Benzinerzeugung
gekoppelt. Wie verbucht man nun aber die Kosten der Benzin-, Rohol- und Leichtolherstellung,
wenn eigentlich nur die Benzinherstellung gewiinscht war, aber gleichzeitig andere Produkte als
,Abfall“) der jedoch weiter verwendet werden kann, erzeugt werden? Das Problem der Verbu-

chung von Koppelprodukten tritt nur beim funktionellen Abgrenzungsprinzip auf und erfordert
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zu einer angemessenen Losung erheblichen statistischen Aufwand.

Eine allgemeine Antwort auf die Frage, welches der beiden Prinzipien der Sektorenbildung beim
praktischen Einsatz das bessere ist, kann jedoch nicht gegeben werden und héngt wesentlich vom

verfiigharen Ausgangsmaterial ab.

Ein weiteres, wichtiges Problem, das wir bereits angesprochen haben, ist die Frage, welcher

Zeitpunkt zur Erfassung einer Transaktion gewihlt werden sollte. Denkbar wiren z. B.:

- Zeitpunkt der Entstehung einer Forderung bzw. Verbindlichkeit
- Zeitpunkt des Einsatzes eines Gutes im Produktionsprozess,

- Zeitpunkt des Zahlungsvorganges.

Es leuchtet ein, dass die dritte Moglichkeit nicht sonderlich sinnvoll ist, weil die Zahlungs-
vorginge und die uns interessierenden Produktionsvorgénge aufgrund finanztechnischer Uberleg-
ungen haufig weit auseinanderfallen. Dariiberhinaus kénnte durch konjunkturbedingte Zahlungs-
schwierigkeiten und dadurch notwendige Forderungsverzichte die wahre Struktur der Giiter-

verflechtung verzerrt werden.

Falls zur Aufstellung der I-O-Tabelle das funktionelle Prinzip verwendet werden soll, bietet sich
das zweite Verfahren an, da hierdurch die technischen Vorgénge am besten wiedergegeben werden.
Jedoch diirfte eine genaue Ermittlung des Zeitpunktes, an dem ein Gut im Produktionsprozess
eingesetzt wurde, einige Schwierigkeiten mit sich bringen, da hieriiber nur wenige statistische

Originédrdaten erhéltlich sind.

Fiir die Aufstellung der I-O-Tabelle nach dem institutionellen Prinzip eignet sich die Buchung
nach der ersten Methode am besten, weil durch sie ein realistisches Abbild der tatséchlichen
Marktverflechtungen gewonnen werden kann. Hinzu kommt, dass in der volkswirtschaftlichen
Gesamtrechnung ebenfalls nach dieser Technik verfahren wird, wodurch zumindest auf der Seite
der zeitlichen Erfassung der Transaktionen Vergleichbarkeit mit der VGR gewéhrleistet ist. Auf-
grund dieser Vorteile und der guten Verfiigbarkeit von Daten diesen Typs werden Transaktionen
bei der Mehrzahl der I-O-Tabellen bei der Entstehung von Forderungen bzw. Verbindlichkeiten

erfasst.

In Abschnitt 6.1 hatten wir uns iiberlegt, dass aus praktischen Erwégungen bei der Aufstellung
von I-O-Tabellen allein Geldeinheiten zur Messung von Liefer- und Bezugsstromen in Frage kom-
men. Das heift, die quantitative Erfassung von Giitern erfolgt nicht in ,,natiirlichen* technischen
Einheiten, sondern in Preisen. Zur Bestimmung von Preisen stehen zwei (reine) Systeme zur

Verfiigung, namlich:
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- Produzentenpreissystem,

- Kduferpreissystem,

sowie Mischungen bzw. Modifikationen beider Preissysteme.

Bei beiden Preissystemen wird davon ausgegangen, dass Lieferungen direkt vom Verkéufer zum
Kéufer erfolgen und dass die Verteilungsleistungen (Handel, Transport, Transportversicherungen)

gesondert erfasst werden.

Der Sinn dieser Annahme ist unmittelbar einleuchtend. Da fast alle Waren irgendeine Form
des Handels durchlaufen bzw. transportiert werden, gidbe es bei einer anderen Verbuchung nur
Lieferungen von produzierenden Sektoren an Handel- oder Transportsektoren und von diesen
wiederum an andere Sektoren. Der Sinn der I-O-Tabelle, Verflechtungsstrukturen deutlich zu

machen, wire somit hinfallig.

Beim Produzentenpreissystem werden die Handelszuschlage und Transportkosten dem Kéufer
zugerechnet. Er ist also der Bezieher der Handels- und Transportleistungen, wiahrend beim
Kéuferpreissystem die Verteilungszuschlidge beim Verkaufer verbucht werden. Der Produzenten-
preis enthélt alle Vorleistungen und priméren Inputs, der Kduferpreis umfasst zusétzlich noch

die Verteilungskosten.

Der Kéuferpreis hat den Vorteil, dass er vielfach dem tatséchlich gezahlten Preis entspricht, was
die Verbuchungen erleichtert, und hat den Nachteil, dass fiir gleiche Produkte aufgrund z. B.
lingerer Transportwege in verschiedenen Sektoren unterschiedliche Preise bezahlt werden. Beim
Produzentenpreissystem zahlen alle Abnehmer den gleichen Preis fiir das gleiche Produkt, was
sicherlich ein theoretisch erstrebenswertes Ziel ist und die spéter noch zu behandelnde Deflatio-
nierung vereinfacht. Probleme ergeben sich jedoch auf der empirisch-statistischen Seite, da stati-
stischen Aufstellungen meistens Kduferpreise zugrunde liegen und daraus iiber (recht schwierige)

Schitzungen die Produzentenpreise ermittelt werden miissen.

In der Praxis — speziell bei der Verwendung des institutionellen Prinzips der Sektorenbildung —
werden i. a. alle Transaktionen mit dem tatsdchlich gezahlten Preis bewertet. Falls die Transakti-
on iiber den Handel stattgefunden hat, wird der Preis fiktiv in die beiden Bestandteile Giiterwert
und Handelszuschlag zerlegt. Transportkosten werden aus dem tatséchlich gezahlten Preis nicht

herausgerechnet, sondern bei dem Sektor verbucht, der sie effektiv bezogen hat.

Ein zusétzliches Problem entsteht dadurch, dass indirekte Steuern beriicksichtigt werden miissen;
diese sind im Ké&uferpreis und tatséchlich gezahlten Preis enthalten, aber nicht im Produzenten-
preis. Dies ist wiederum ein theoretischer Vorteil des Produzentenpreissystems, der praktisch
jedoch kaum realisiert werden kann, da die im Preis eines Produktes enthaltenen indirekten Steu-
ern kaum ermittelt werden kénnen. Eine Ersatzlosung ist die Rechnung in Produzentenpreisen

einschliefflich indirekter Steuern, in den sogenannten Ab- Werk-Preisen.

Welches dieser Preissysteme verwendet werden sollte, ldsst sich im allgemeinen Fall kaum be-

urteilen; in jedem Einzelfall muss die Entscheidung unter Beriicksichtigung des vorhandenen
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statistischen Materials getroffen werden.

Bisher haben wir immer unterstellt, dass die Lieferstréme in I-O-Tabellen in laufenden Preisen ge-
messen werden (solche Tabellen heiflen nominale I-O-Tabellen), jedoch ist es fiir Vergleichszwecke
aufBerordentlich wichtig zu wissen, wie sich die Wirtschaftsverflechtungen entwickelt haben, wenn
die durch die Inflation induzierten Anderungen unberiicksichtigt gelassen werden. Hierzu ist es
notwendig, in den I-O-Tabellen eine Preisbereinigung vorzunehmen, um sogenannte reale I-O-
Tabellen aufstellen zu konnen, deren Preise auf die Preise eines gewissen Basisjahres bezogen

sind.

Die theoretisch beste Methode der Deflationierung ist die felderweise Preisbereinigung, weil durch
sie die wegen der meist heterogenen Zusammensetzung der Waren- und Dienstleistungsstrome
(speziell bei der institutionellen Sektorengliederung) sich hiufig unterschiedlich entwickelnden
Preisindizes berticksichtigt werden kénnen. In der Praxis stehen allerdings Daten zur Berechnung

solcher Preisindizes selten zur Verfiigung.

Eine spaltenweise Preisbereinigung erscheint insbesondere bei den Vorlieferungen wenig sinnvoll,
da es recht unwahrscheinlich ist, dass ein gleicher Inflationstrend bei allen verschiedenen Liefe-
rungen an einen Sektor vorliegt. Es ist bei funktioneller Sektorengliederung, aber auch trotz der
Heterogenitét der Produktpalette bei institutioneller Gliederung verniinftig anzunehmen, dass der
Preis des Gutes eines Sektors aufgrund erhéhter Kosten im Vergleich zum Basisjahr gleichméfig
angehoben wurde und der Preis nicht nach belieferten Sektoren diversifiziert wurde. Wenn auf-
grund der Datenlage eine felderweise Preisbereinigung nicht moglich ist, ist auf jeden Fall einer
zeilenweisen Preisbereinigung gegeniiber einer spaltenweisen Deflationierung der Vorzug zu ge-
ben, das heift, es muss fiir jede Zeile der I-O-Tabelle ein Preisindex berechnet werden, der die auf
Inflation beruhende Preiserhhung der Giiter des betreffenden Sektors widerspiegelt. Die reale
Input-Output-Tabelle ergibt sich aus der nominalen I-O-Tabelle dadurch, dass alle Elemente ei-
ner Zeile mit dem Zeilenpreisindex multipliziert werden bzw. bei elementweiser Preisbereinigung

durch Mulitplikation jedes Tabellenelements mit seinem Preisindex.

6.3 Definition der Wirtschaftssektoren

In Abschnitt 6.2 haben wir ausfiihrlich behandelt, welche Moglichkeiten es gibt, die Wirtschaft
in verschiedene Sektoren aufzuteilen, und welche theoretischen und praktischen Probleme die
unterschiedlichen Prinzipien der Sektorenbildung mit sich bringen. Bei allen Methoden gibt es
aufgrund wirtschaftlicher Sachverhalte einen Katalog dhnlicher Abgrenzungsschwierigkeiten, aber
es gibt auch 6konomisch begriindete Definitionskriterien, die unabhéngig von dem gewéhlten
Prinzip beachtet werden miissen. So ist es beispielsweise nicht moglich, eine Gliederung zu
entwerfen, so dass jedes Wirtschaftssubjekt in genau einer Sektorenkategorie oder gar in genau
einem Sektor enthalten ist. Ein und dieselbe 6konomische Einheit kann durchaus als Lieferant

von Primérinput, als Produzent und als Konsument auftreten.

Zunéchst wollen wir mégliche Einteilungen der Wirtschaft eines Landes in produzierende Sektoren
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behandeln. Die Produktionssektoren lassen sich in drei Typen gliedern:

- warenproduzierende Sektoren,
- Verteilungssektoren,

- andere Produktionssektoren.

Zu den warenproduzierenden Sektoren gehdren im allgemeinen

Landwirtschaft,

Energiewirtschaft,

Bergbau,

verarbeitendes Gewerbe,

Bauwirtschafft.

Wie weit diese Wirtschaftsbereiche weiter untergliedert werden, héngt von den Zielsetzungen und

dem Datenmaterial ab; i. a. wird speziell das verarbeitende Gewerbe sehr stark disaggregiert.

Zu den Verteilungssektoren zéhlen

- Handel,

- Verkehr.

Der Sektor Verkehr kann nach verschiedenen Verkehrstrigern, wie Schifffahrt, Luftverkehr etc.
aufgegliedert werden. Beim Handel lassen sich z. B. Grof- und Einzelhandel unterscheiden. Wie
wir bereits in Abschnitt 6.2 dargestellt haben, wird der Handel nur mit seiner Transitfunktion
erfasst, um die intermediéiren Verflechtungen nicht zu verschiitten. Der Output der Handels-
sektoren ist damit definitorisch durch die Brutto-Handelsspanne erklidrt. Als Input werden nur
Lieferungen verbucht, die zur Erbringung der Handelstétigkeit erforderlich sind. Beim funktio-
nellen Abgrenzungsprinzip miissen zum Handelssektor noch die von anderen Sektoren erbrachten
Handelsleistungen hinzugerechnet werden, beim institutionellen Verfahren werden diese aufgrund
des Schwerpunktprinzips dort verbucht. Die Verkehrssektoren werden analog zu den Handels-

sektoren (mit den gleichen Abgrenzungsschwierigkeiten) nur mit ihrer Transitfunktion erfasst.

Zu den dbrigen Produktionssektoren zéhlen im wesentlichen die Dienstleistungsbereiche wie

- Banken,
- Versicherungen,

- Gaststitten und Beherbergungsgewerbe,
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- Wohnungsvermietung,

- Nachrichtentiibermittiung
und manchmal auch die Sektoren

- Staat,
- private Haushalte,

- private Organisationen ohne Erwerbscharakter.

Der Output der Banken wird gemessen durch die Summe der vereinnahmten Gebiithren und der
Differenz zwischen Soll- und Habenzinsen, analog die Leistungen der Versicherungen durch direkt
erhobene Gebiihren bzw. durch die in den Prémien enthaltenen Verwaltungskosten. Der Sektor
Nachrichteniibermittlung war in vielen Landern iiber lange Jahre mit der Post identisch. In der
gesamten Welt ist die Post in den letzten Jahren aufgespalten worden in Telekommunikation-,
Logistik- und andere Firmen. Gerade durch die Entstehung neuer Firmen im Telekommunika-
tionsbereich ist in diesem Marktsegment eine neue Dynamik entstanden, die auch zu Daten-
erfassungs- und Abgrenzungsproblemen fithrt. Der Sektor Nachrichteniibermittlung wird gele-

gentlich auch den Verkehrssektoren zugeschlagen.

Ein besonderes Problem, das auf verschiedene Arten gelost werden kann, stellt die Verbuchung
des Staates dar; dieser kann nur als Endnachfragesektor, aber auch als Produktions- und End-

nachfragesektor erfasst werden.

Wird der Staat auch als Produktionssektor angesehen, so werden in der Matrix der Vorleistungs-
verflechtungen in der Spalte ,,Staat* alle Beziige des Staates von produzierenden Sektoren ver-
bucht, in der Matrix der Primérinputs seine Beitrége zum Bruttoinlandsprodukt (im wesentlichen
Gehiilter und Lohne). In der Zeile ,Staat* werden die Verkidufe des Staates an produzierende
Sektoren erfasst. Hier handelt es sich hauptséchlich um Einnahmen aus Gebiihren. Der Schnitt-
punkt der Zeile ,Staat* (prod. Sektor) mit dem Endnachfragesektor ,Staatsverbrauch® enthélt
den grofiten Posten, den sogenannten Figenverbrauch des Staates. Dieser ist definiert als Diffe-
renz zwischen Spaltensumme der Spalte ,,Staat“ und den zurechenbaren Lieferungen des Staates
an andere Sektoren. Der Eigenverbrauch des Staates wird interpretiert als der Wert der Giiter,
die der Staat der Allgemeinheit kostenlos bzw. ohne spezielle Gebiihr zur Verfiigung stellt (Schu-
len, Universititen, Polizei, Katastrophen-, Kiisten-, Wasserschutz, etc.). Hier sei auch darauf
hingewiesen, dass alle Kdufe des Staates an Waffen und militdrischen Anlagen ( in der Regel) als

Staatskonsum aufgefasst werden.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, den Teil der Spalte ,,Staat“, der sich in der Matrix der
Vorleistungsverflechtungen befindet, in die Spalte ,,Staatsverbrauch“ der Endnachfragematrix

umzubuchen, d. h., dass der Staat nur als Vorlieferant auftritt, aber nicht als Produzent.

Will man den Staat nicht als Produktionssektor erfassen, so kann man die Zeile und Spalte

y,otaat® in der Matrix der Vorleistungsverflechtungen nur mit Nullen belegen und alle Beziige
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des Staates als Endnachfragesektor verbuchen, sowie die Lieferungen des Staates (Gebiihren) als
Primérinput. Andererseits kann man die Beziige und Lieferungen saldieren und diese als End-
nachfrage ,,Staatsverbrauch“ verbuchen. Die Zeile und Spalte ,,Staat“ vollig entfallen zu lassen
und den Staat nur in der Endnachfrage zu behandeln, wirft Probleme bei der Kompatibilitét
mit der volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung auf, da dann die Lohne und Gehélter von Staats-
bediensteten (eine nicht geringe Grofie) im 4. Quadranten verbucht werden miissten. Diese

Buchungstechnik empfiehlt sich nicht.

Dariiber hinaus ist es hiufig angebracht, den Staat als Produktionssektor oder als Endnachfra-

gesektor weiter zu untergliedern; als ,,natiirliche“ Teilbereiche bieten sich an:

Bund,

Linder,

Gemeinden,

Sozialversicherung,

Militdar,

wobei in der Endnachfrage noch nach Konsum und Investitionen unterschieden werden sollte.

Unter dem Begriff private Organisationen ohne Erwerbscharakter fasst man solche Wirtschafts-
einheiten zusammen, deren Hauptziel nicht die Erzielung von Gewinn ist und die ihre wirtschaft-
liche Tétigkeit in der Hauptsache aus Beitrdgen und Spenden privater Haushalte finanzieren.
Manche dieser Organisationen ohne Erwerbscharakter erzielen auch Einnahmen durch Dienstlei-
stungen und den Verkauf von Publikationen. Dieser Sektor enthélt Organisationen wie Kirchen,
Parteien, Gewerkschaften, Sportvereine etc. Der Sektor ,,Private Organisationen ohne Erwerbs-
charakter® wird haufig mit den Sektoren ,, Private Haushalte“ oder ,,Sonstige Dienstleistungen*

zusammengefasst.

In manchen Fillen tritt ein weiterer Sektor, der sogenannte Scheinsektor, auf, der zur Verbuchung

von Koppelprodukten bzw. Produkten, die anderweitig nicht zugeordnet werden kdnnen, dient.

Zur besseren Interpretierbarkeit der I-O-Matrizen sollte die Aufstellung eines solchen Sektors
vermieden werden, was z. B. durch Verteilung der Groflen auf die anderen Sektoren mit mathe-

matisch statistischen Mitteln mdoglich ist.

In der Endnachfrage werden alle diejenigen Giiter erfasst, die im Rahmen der betrachteten Volks-
wirtschaft nicht mehr weiterverarbeitet werden. Zur Endnachfrage zéhlen:

- Konsum,

- Investitionen,

- Auflenhandel.
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Der Konsum kann unterteilt werden in die zwei Bereiche:

- privater Verbrauch,

- staatlicher Verbrauch.

Die verschiedenen Mdoglichkeiten zur Definition des staatlichen Verbrauchs haben wir bereits
eingehend diskutiert. Der Privatverbrauch kann nach dem Inlédnder- oder dem Inlandskonzept
erfasst werden. Nach dem Inlandskonzept umfasst er alle Kiufe privater Haushalte (inléndischer
und ausléndischer), die im Inland getétigt werden (territoriales Konzept), beim Inlinderkonzept
werden davon die Kéufe ausldndischer Privathaushalte im Inland abgezogen und die Ké&ufe
inldndischer Privathaushalte im Ausland hinzugerechnet. Zum Privatverbrauch wird auch der

Eigenverbrauch der privaten Organisationen ohne Erwerbscharakter gerechnet.

Bei den Investitionen werden unterschieden:

- Anlageinvestitionen,

- Vorratsinvestitionen.

Im Sektor Anlageinvestitionen werden diejenigen Giiterlieferungen verbucht, die dem Produkti-
onskapital des produzierenden Sektors hinzugefiigt und nicht bei der Produktion von Giitern als

Vorleistungen eingesetzt wurden.

Fiir manche Fragestellungen ist es nicht nur interessant zu wissen, dass Giiter eines Sektors
investiert wurden, sondern auch, in welchem Produktionssektor die Investition vorgenommen
wurde. Dazu kann, falls Daten erhéltlich sind, der n-Vektor Anlageinvestitionen in eine (n,n)-

Investitionsmatriz disaggregiert werden.

Im Sektor Vorratsinvestitionen werden die in einem Kalenderjahr erfolgten Vorratsverdnderungen
aufgenommen. Diese umfassen die Output-Vorratsverinderungen (halbfertige, nicht verkaufte
eigene Erzeugnisse) und Inputvorratsverdnderungen (Rohstoffe, Betriebsmittel), obwohl diese
zum Teil auch als Sektor der Primérinputs erfasst werden. Die Investitionen kénnen ebenfalls

nach staatlichen und privaten unterschieden werden.

Der AuBlenhandel gliedert sich in zwei Bereiche

- FEzxport,

- Import.

Der Endnachfragesektor Fzxport enthélt alle Lieferungen von produzierenden Sektoren an das
Ausland (iibrige Welt), welches vermittels Inlands- bzw. Inlinderkonzept abgegrenzt wird. Der
n-Vektor Export wird hiufig bei Landern mit hohem Ausfuhranteil zu einer Ezxportmatriz nach
wichtigen Landern erweitert, um den territorialen Verbleib der ausgefithrten Giiter feststellen zu

koénnen.
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Der zweite Auflenhandelssektor ,,Importe“ kann als Endnachfragesektor verbucht werden, dann
aber miissen die Importe mit negativem Vorzeichen versehen werden, um die Bilanzgleichung (in
jedem Sektor ist Input gleich Output) zu erhalten; ebenso kann ein Auflenhandelssektor ,,Exporte
minus Importe“ als Endnachfragesektor nachgewiesen werden. Eine zweite Moglichkeit, die in
den meisten Fillen angewendet wird, besteht darin, die Importe als Sektor der priméren Inputs

zu erfassen.

Zu den priméren Inputs werden gerechnet:

Abschreibungen,

indirekte Steuern minus Subventionen,

Bruttoeinkommen aus unselbstindiger Arbeit,

Bruttoeinkommen aus Unternehmertdtigkeit und Vermdgen,
sowie gelegentlich
- Importe,

- Input-Vorratsverdinderungen.

Die verschiedenen Moglichkeiten der Verbuchung von Importen und Input- Vorratsverdnderungen
haben wir bereits im Abschnitt {iber Endnachfragesektoren behandelt. Die Importe kénnen als
eine Zeile in der Primérinputmatrix erscheinen, d. h. bei jedem Sektor wird der Wert aller von
ihm bezogenen importierten Waren verbucht, und zwar unabhingig von der Art dieser Giiter.
Man kann jedoch auch die Importe in einer (n,n)-Importmatriz erfassen, die dann Auskunft
iiber die importierte Giiterart gibt (z. B. Importe des Sektors Energieerzeugung an Rohél), was

speziell bei der Untersuchung von Abhingigkeiten von gewissen importierten Giitern wichtig ist.

In den Abschreibungen wird die Abnutzung des Produktionskapitals gemessen. Im Gegensatz zur
betriebswirtschaftlichen Praxis wird die Abschreibung zu Wiederbeschaffungswerten und nicht

zu Anschaffungswerten vorgenommen.

Die indirekten Steuern sind Kostensteuern, die von den Unternehmen gezahlt werden und bei
der Gewinnermittlung wie Kosten abgezogen werden kénnen. Zu ihnen gehoéren z. B. die Um-
satzsteuer, von Unternehmen gezahlte Kfz-Steuer, Mineraltlsteuer, Salzsteuer, Getriankesteuer.

Zo6lle und Abgaben auf Einfuhren werden ebenfalls als indirekte Steuern erfasst.

Subventionen haben gerade den umgekehrten Effekt wie indirekte Steuern, da sie die Kosten
vermindern. Sie werden nicht bei dem Sektor verbucht, der sie empfingt, sondern bei dem Sek-
tor, der die subventionierten Giiter herstellt (Dieselkraftstoffverbilligungen fiir Landwirtschaft,

Fischerei und Schifffahrt werden beim Sektor Mineralolverarbeitung aufgefiihrt).

Die Bruttoeinkommen aus unselbstindiger Arbeit umfassen Lohne, Gehélter, Arbeitgeberbeitrige
zur Sozialversicherung und die freiwilligen Sozialleistungen sowie sonstige Lohnnebenkosten, falls

diese nachweisbar sind und zugerechnet werden koénnen.
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Zu den Bruttoeinkommen aus Unternehmertdtigkeit zidhlen Gewinne, Mieten und Zinsen. Diese
Einkommen werden bei dem Sektor verbucht, der die Zahlungen erbringt und nicht bei demjeni-

gen, der sie erhilt (Eigentiimer).

Die hier dargestellten Mo6glichkeiten der Abgrenzung von Sektoren sind nicht ganz vollstéindig,
da in der Praxis gelegentlich andere Gliederungen gewihlt worden sind. Dennoch sind hier die
wichtigsten Probleme und Losungsvorschlage angesprochen worden; insbesondere sind alle Ver-
buchungstechniken diskutiert worden, die bei I-O-Matrizen fiir die Bundesrepublik Deutschland

verwendet worden sind.

6.4 Daten zur Erstellung von Input-Output-Tabellen

Natiirlich sind der Erstellung von I-O-Tabellen Grenzen gesetzt durch die Verfiigbarkeit von
Daten. Je grofler die Tabellen werden sollen, desto bessere Statistiken sind erforderlich. Da aus
Kostengriinden kaum jemals statistische Primérerhebungen zur Aufstellung von I-O-Tabellen
gemacht werden diirften, ist man darauf angewiesen, die fiir I-O-Tabellen benétigten Daten aus

anderen Statistiken , herauszurechnen®.

Die bisher erstellten nationalen und regionalen I-O-Matrizen konnten im wesentlichen durch

Auswertung der folgenden Informationsquellen gewonnen werden.

1. Amitliche Statistiken,

Statistiken und Informationen von Wirtschaftsverbinden,
Informationen von Unternehmen,

Ezpertenbefragung,

wissenschaftliche Untersuchungen und Fachliteratur,

eigene Erhebungen oder Schitzungen,

NS o W

Analogiematerial.

Die ergiebigste Informationsquelle ist wohl die amtliche Statistik, die in der Hauptsache vom Stati-
stischen Bundesamt und den Statistischen Landesémtern aufgestellt wird. Von groler Bedeutung
fiir die Erstellung globaler I-O-Matrizen ist die Industriestatistik, die eine starke Untergliederung
des verarbeitenden Gewerbes ermdoglicht. Dariiber hinaus vertffentlicht das Statistische Bundes-
amt laufend Statistiken und Sondererhebungen, etwa den monatlichen Industriebericht, die vier-
teljahrliche Produktionserhebung und Fachstatistiken fiir verschiedene Industriezweige. Zu den
verwertbaren Sondererhebungen zihlen Untersuchungen iiber die Kostenstruktur der Industrie,
die Jahreserhebung iiber die Nettoleistung in der Industrie, der Industriezensus sowie Statisti-
ken von Fachministerien und der Deutschen Bundesbank. Zur Bestimmung der Endnachfrage
liefert das Statistische Bundesamt Material durch die seit 1964 jihrlich durchgefithrte Erhebung

iiber Investitionen in grofleren Unternehmen und Betrieben der Industrie des produzierenden
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Handwerks, des Bauhauptgewerbes und der offentlichen Energie- und Wasserversorgung. Eine
Fachserie ist dem Auflenhandel gewidmet; hier wird unter anderem der grenziiberschreitende

Handel nach Mengen und Wert und nach Warengruppen gegliedert ausgewiesen.

Nicht alle diese Statistiken sind ohne weiteres fiir die Aufstellung von allgemeinen I-O-Tabellen
geeignet, da sie in der Regel nicht speziell fiir I-O-Untersuchungen, sondern fiir andere Zwecke

erhoben werden.

Auskiinfte und Statistiken von Wirtschaftsorganisationen haben den Vorteil der engen Begren-
zung und Spezialisierung. Sie sind jedoch von unterschiedlicher Aussagekraft, da ihre Daten auf
freiwilligen Angaben ihrer Mitglieder beruhen und manche Firmen aufgrund starken Konkurrenz-
drucks keine oder nur ungenaue Daten an die zusténdigen Organisationen und Verbiinde liefern.
Dariiber hinaus kann jedoch die Branchenkenntnis der in den Wirtschaftsverbanden beschéftigten

Statistiker hilfreich sein, um die Plausibilitét selbst erhobener Daten zu iiberpriifen.

Auskiinfte von fiir Subsektoren typischen Unternehmen sowie Expertenmeinungen kénnen fiir
die Ermittlung von Verflechtungsstrukturen sehr wertvoll sein. Sie kénnen Richtgréfien liefern,
die zur Uberpriifung anders gewonnener Daten dienen. Natiirlich reicht das Spektrum dieser
Auskiinfte von fundierten Schitzungen bis zu subjektiven Vermutungen, jedoch sind Felderwerte,

die aus keinerlei statistischem Material ableitbar sind, kaum auf andere Weise zu erheben.

Gelegentlich werden von wissenschaftlichen Instituten wie dem Deutschen Institut fiir Wirt-
schaftsforschung (DIW), Berlin, dem Rheinisch-Westfélischen Institut fiir Wirtschaftsforschung
(RWI), Essen, dem Ifo-Institut fiir Wirtschaftsforschung, Miinchen oder von Forschungsgrup-
pen an Universitdten Spezialuntersuchungen vorgelegt, die auf Fachtagungen vorgetragen oder

in wissenschaftlichen Fachzeitschriften veroffentlicht werden.

Eine Moglichkeit, die stets vorhandenen Liicken in einer Verflechtungsmatrix statistisch zu schlie-
Ben, sind natiirlich eigene Erhebungen. Solche Vorhaben sind jedoch auflerordentlich zeit- und
kostenaufwendig und kénnen fast nur von statistischen Amtern durchgefithrt werden. Deshalb
wird bei Institutionen, die I-O-Tabellen aufstellen, von Primérerhebungen nur selten Gebrauch

gemacht.

6.5 Erstellung von Input-Output-Tabellen in der Praxis

Ist man mit geniigend Datenmaterial versorgt, (sieche Abschnitt 6.4), so bestehen drei Moglichkei-
ten zur Aufstellung der I-O-Tabelle:

(a) Input-Methode
(b) Output-Methode

(c¢) Kombination beider Methoden
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Die Input-Methode(a) bietet sich an, wenn das Datenmaterial iiber die Kosten- oder Vorleistungs-
struktur der einzelnen Sektoren besser ist, als das iiber die Verteilungsstruktur der Produkte. Die
[-O-Tabelle wird spaltenweise erstellt, indem fiir jeden einzelnen Produktions- bzw. Endnachfra-
gesektor die Beziige von den anderen Sektoren und Subsektoren ermittelt werden. Dies geschieht
gewohnlich durch Festlegung der relativen Anteile der Vorlieferungen. Die Felder einer Spalte
werden dann durch Verteilung des (aus anderen Daten ermittelten) Bruttoproduktionswertes dem

relativen Anteil geméfl belegt.

Bei der Output-Methode (b) wird dagegen die Tabellenerstellung zeilenweise vorgenommen. Dabei
wird der Output eines Produktions- oder Primérsektors auf die jeweiligen Bezieher (Produktions-

oder Endnachfragesektoren) aufgeteilt.

Waihrend die Input-Methode detaillierte Kostenstrukturkenntnisse voraussetzt, erfordert die Out-
put-Methode Statistiken iiber die Verteilungsstruktur der einzelnen Sektoren. Obwohl beide
Methoden theoretisch dieselbe I-O-Tabellen liefern miissten, werden sie in der Praxis aufgrund
ungeniigenden Datenmaterials nie {ibereinstimmen. Es wire daher wiinschenswert, eine Kom-
bination beider Methoden (c) durchzufithren, um unstimmige Tabellenteile abzugleichen oder
fehlende Felderwerte konsistent zu ergéinzen. Aus statistischen Griinden ist diese Methode je-
doch selten durchfiithrbar, so dass im allgemeinen gewisse Tabellenteile nach der Input-, andere
nach der Output-Methode erstellt werden, wobei jedoch aufgrund der Tabellenkonzeption mei-

stens auf einer Methode der Schwerpunkt liegt.

Die Matrix der Vorleistungsverflechtungen der fiir das Jahr 1954 vom DIW aufgestellten I-O-
Tabellen wurde hauptséichlich nach der Input-Methode erstellt, weil fiir sie sehr wesentlich die
Resultate der Erhebung {iber die Nettoleistungen der Industrie im Jahre 1954 benutzt wurden.
Gleichzeitig war dazu konzeptionell eine Sektorgliederung nach dem institutionellen Prinzip er-
forderlich, da die Daten auf Unternehmensbasis ermittelt wurden, vgl. KRENGEL, SCHINTKE
et. al. (1972), siehe [12].

Hingegen ist die vom Ifo-Institut fiir das Jahr 1961 erstellte I-O-Tabelle {iberwiegend nach der
Output-Methode aufgestellt worden (vgl. GELWIG (1964), siehe [7]). Ihr lag das funktionelle
Prinzip der Sektorengliederung zugrunde. Es war durch sehr starke Disaggregation der Produkt-

gruppen gelungen, einen guten Uberblick iiber den Verbleib der einzelnen Produkte zu gewinnen.

Im allgemeinen bietet sich bei institutioneller Gliederung der Sektoren eher die Input-Methode
an, bei funktioneller Gliederung wird meistens die Output-Methode bevorzugt. Fiir die Konsi-
stenzpriifung ist es sehr wesentlich, dass man nach der Aufstellung der Tabelle versucht, mittels
der einen Methode Teile der Tabelle nach der anderen Methode zu ermitteln, um zu sehen, ob die
Groflen plausibel verteilt sind, und um herauszufinden, wo noch Korrekturen erfolgen miissen,

die die Matrizen konsistent machen.

Wichtige Kontrolldaten bei der Aufstellung von I-O-Tabellen sind Globalgréflen wie die Brut-
toproduktionswerte, die hdufig einfacher als die Tabellen selbst aus der Volkswirtschaftlichen
Gesamtrechnung ermittelt werden kénnen. Nach den Gleichungen (6.1.5) und (6.1.6) miissen

fir die Produktionssektoren die Summen {iiber die Spalten bzw. die Summen iiber die Zeilen
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gleich dem Bruttoproduktionswert des betreffenden Sektors sein. Bei Tabellenerstellungen der
geschilderten Art tritt jedoch immer das Problem auf, dass diese Gréfien nicht iibereinstimmen.
Man kann diesen Fehler durch 6konomisch sinnvolle Verteilung der Differenzen mit mathemati-
schen Methoden beheben. Speziell dann, wenn bereits eine vergleichbare Tabelle aus fritheren
Jahren existiert, ist es angebracht, ein auf mathematisch-statistischen Uberlegungen basierendes
Ausgleichsverfahren zu wiéhlen, da hierdurch eine gewisse Gleichméfigkeit der Restverteilung

gewihrleistet wird. Wir werden hier jedoch auf diese Verfahren nicht ndher eingehen.

6.6 Welche Arten von Input-Output-Tabellen gibt es?

Input-Output-Tabellen werden in groBem Umfang weltweit erstellt und zur 6konomischen Analyse
benutzt. AM wichtigsten sind natiirlich die nationalen Tabellen. Sie werden in den meisten
(industriell wichtigen) Lindern regelm:flig von Forschungsinstituten oder statistischen Amtern

erhoben.

Die wichtigsten Tabellen fiir Deutschland wurden (bzw.werden) vom Deutschen Institut fiir
Wirtschaftsforderung (DIW) in Berlin und vom Statistischen Bundesamt erstellt. Das DIW
hat seine nach 56 Produktionssektoren gegliederte Tabellenreihe 1954 begonnen und regelméfig
(iiblicherweise alle 4 Jahre in realer und nominaler Version) fortgeschrieben. Die Veroffentlichung
erfolgte in der Reihe “DIW-Beitrdge zur Strukturforschung” bei Duncker & Humblot, Berlin.
Die aufwendige Produktion dieser nach dem institutionellen Prinzip erstellten Reihe wurde 1986
eingestellt. Seither kommen die deutschen Tabellen vom Statistischen Bundesamt. Online (ge-
gen eine Gebiihr) erhéltlich iiber den Statistik-Shop (http://www-ec.destatis.de) sind die Input-
Output-Tabellen (nominal und real) der Jahre 1995 und 1997, jeweils in zwei Versionen, nach 59
und 71 Giitergruppen gegliedert. Der Name deutet schon an, dass hier die Erstellung nach dem

funktionellen Prinzip erfolgt.

Input-Output-Tabellen werden nicht nur fiir Industrielinder erstellt. Auch fiir Entwicklungs-
linder wie Tansania [26] oder Ecuador wurden Tabellen erstellt. Fiir Stddte wie Hamburg,
Bundeslédnder wie Baden-Wiirttemberg, siche [18], Regionen wie Norddeutschland, siche [22]
oder gar fiir die ganze Welt wurden erstellt. Es gibt auch [-O-Tabellen, die die Verflechtung
grofier Firmen mit einer nationalen Okonomie darstellen. Das Ende der DDR wurde gar durch die
Aufstellung einer I-O-Tabelle 6konomisch dokumentiert, siehe [17]. Ganze Aufsatzsammlungen
widmen sich z. B. der regionalen Input-Output-Analyse, siehe [20], oder gar unternehmensgréBen-

spezifischen Fragestellungen, siche [2].

Das Internet ist wie {iblich eine gute Informationsquelle, und zwar auch iiber die verschiedenen
[-O-Aktivititen. Eine Google-Suche nach ,,OECD Input-Output-Database“ (mit den Anfiithrungs-
zeichen) fithrt (das war zumindestens im Februar 2003 so) auf eine Reihe interessanter Quellen,
in denen u. a.die von der OECD Statistical Commission and Economic Commission for Europe
die Bemiihungen beschrieben werden, die I-O-Daten zu harmonisieren. Es wird auflerdem ein

Uberblick iiber die Linder gegeben, die ,, harmonisierte Tabellen“ erstellt haben.
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6.7 Die I-O-Tabellen des DIW und des

Statistischen Bundesamtes

Wir zitieren hier aus den allgemeinen Erlduterungen des Statistischen Bundesamtes zur Input-

Output-Rechnung im Internet:

Input-Output-Tabellen geben einen detaillierten Einblick in die Giiterstréme und Produktionsverflechtungen in der Volkswirtschaft und mit
der iibrigen Welt. Sie dienen u.a. als Grundlage fiir Strukturuntersuchungen der Wirtschaft sowie fiir Analysen der direkten und indirekten
Auswirkungen von Nachfrage-, Preis- und Lohnédnderungen auf die Gesamtwirtschaft und die einzelnen Bereiche. Dariiber hinaus sind sie
eine vielseitig verwendbare Basis fiir Vorausschétzungen der wirtschaftlichen Entwicklung. Sie werden ferner fiir internationale Vergleiche der
Produktionsstrukturen und -ergebnisse in den Volkswirtschaften verwendet.

Um einerseits den Wiinschen vieler Kunden nach tieferer Untergliederung der Input-Output-Tabellen zu entsprechen und um andererseits
mit anderen Ergebnissen der Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnungen vergleichbar gegliederte Daten anzubieten, werden in der Input-Output-
Rechnung zwei verschiedene Gliederungstiefen — 59 und 71 Giitergruppen bzw. Produktionsbereiche — dargestellt. Aufkommens- und Verwen-
dungstabellen ermdglichen den Ubergang von den Ergebnissen der Input-Output-Rechnung zu Ergebnissen der Inlandsproduktberechnung und
umgekehrt. ... Die Abschreibungen und der Nettobetriebsiiberschuss sind erstmals seit der Umstellung der Input-Output-Rechnung auf die
Konzepte des Europiischen Systems Volkswirtschaftlicher Gesamtrechnungen 1995 getrennt dargestellt.

Die Konzepte und Definitionen der Input-Output-Rechnung basieren auf dem Européiischen System Volkswirtschaftlicher Gesamtrechnungen
1995. Die hier veréffentlichten Ergebnisse sind voll mit den Angaben in den jihrlichen Konten und Standardtabellen der Volkswirtschaftlichen
Gesamtrechnungen abgestimmt. Soziale Sachleistungen, die bisher in den Input-Output-Tabellen als Vorleistungskidufe gebucht wurden, sind
nunmehr - wie auch in den iibrigen Nachweisen der Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnungen - in den Konsumausgaben des Staates enthalten.

Die Input-Output-Tabellen fiir inldndische Produktion und Importe bzw. fiir die inlindische Produktion und die Importmatrix zeigen das Auf-
kommen an Giitern und deren Verwendung nach in den Zeilen und Spalten einheitlich abgegrenzten Giitergruppen und Produktionsbereichen
bzw. nach den Kategorien der letzten Verwendung. Als Darstellungseinheiten werden in den Input-Output-Tabellen nach produktionsrelevanten
Merkmalen abgegrenzte “homogene Produktionseinheiten” verwendet und zu Produktionsbereichen zusammengefasst. Die Gliederung der
Produktionsbereiche basiert auf der Statistischen Giiterklassifikation in Verbindung mit den Wirtschaftszweigen in der Européischen Gemein-
schaft (CPA). In den Input-Output-Tabellen werden alle dargestellten Vorgénge einheitlich zu Herstellungspreisen und die Importe entsprechend
zu cif-Preisen ausgewiesen.

Zu ihrer I-O-Tabelle fiir 1997 gibt das Statistische Bundesamt folgende Hinweise:

Hinweise

Rechenstand: Volkswirtschaftliche Gesamtrechnungen, Februar 2002.

Die Tabellen der Input-Output-Rechnung 1997 wurden auf der Grundlage zusétzlich verfiigbarer statistischer Daten und aktualisierter Ergebnisse
der Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnungen neu berechnet und sind nicht mit den bisher im Statistik-Shop veréffentlichten fortgeschriebenen
Ergebnissen der Input-Output-Rechnung 1995 nach 1997 vergleichbar. Abschreibungen und Nettobetriebsiiberschuss nach Produktionsbereichen
werden fiir 1997 erstmals getrennt nachgewiesen. Die Ergebnisse der Input-Output-Rechnung 1997 nach 59 Giitergruppen/Produktionsberei-
chen liegen bis Mitte 2002 auch als Print-Veréffentlichung vor (Hrsg.: Statistisches Bundesamt, Fachserie 18, Volkswirtschaftliche Gesamt-
rechnungen, Reihe 2, Input-Output-Rechnung 1997).

Wertangaben sind in Millionen Euro (Mill. EUR) dargestellt.

Das in der Bundesrepublik Deutschland verfiigbare statistische Ausgangsmaterial weist fiir die Aufstellung von Input-Output-Tabellen fiir Teil-
bereiche erhebliche Liicken auf, die durch Schitzungen geschlossen werden mussten. Der Zuverlidssigkeitsgrad der sehr detaillierten Einzelergeb-
nisse der Input-Output-Rechnung entspricht aus diesem Grunde nicht immer dem, der sonst fiir Verdffentlichungen in den Volkswirtschaftlichen
Gesamtrechnungen als Maflstab zugrunde gelegt wird. Dies sollte bei der Verwendung der Ergebnisse beachtet werden.

Ergebnisse der Input-Output-Rechnung 1997 liegen auch nach 71 Giitergruppen und Produktionsbereichen gegliedert vor. Ubersicht 1 zeigt die

Unterschiede beider Gliederungstiefen.
Gebietsstand

Alle Angaben beziehen sich auf die Bundesrepublik Deutschland nach dem Gebietsstand seit dem 03.10.1990.

Die Gliederung der Produktionsbereiche nach 59 bzw. 71 Produktionssektoren hat das Statisti-

sche Bundesamt wie folgt vorgenommen (siche nachfolgende 4 Tabellen):
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Gliederung der Produktionsbereiche 1)

1fd. Nr. 59 Produktionsbereiche 71 Produktionsbereiche Vergleichbare
Position der
CPA2> bzw. der
wz 933)
1 Erzeugung von Produkten der Landwirtschaft 1 Erzeugung von Produkten der Land- 01
und Jagd wirtschaft und Jagd
2 Erzeugung von Produkten der Forstwirtschaft 2 Erzeugung von Produkten der Forstwirtschaft 02
3 Erzeugung von Produkten der Fischerei und 3 Erzeugung von Produkten der Fischerei und 05
Fischzucht Fischzucht
4 Gewinnung von Kohle und Torf 4 Gewinnung von Kohle und Torf 10
5 Gewinnung von Erdél, Erdgas, Erbringung 5 Gewinnung von Erdél, Erdgas, Erbringung 11
diesbeziiglicher Dienstleistungen diesbeziiglicher Dienstleistungen
6 Gewinnung von Uran- und Thoriumerzen 6 Gewinnung von Uran- und Thoriumerzen 12
7 Gewinnung von Erzen 7 Gewinnung von Erzen 13
8 Gewinnung von Steinen und Erden, sonstigen 8 Gewinnung von Steinen und Erden, sonsti- 14
Bergbauerzeugnissen gen Bergbauerzeugnissen
9 Herstellung von Nahrungs-, Futtermitteln und 9 Herstellung von Nahrungs- und Futtermitteln 15.1 - 15.8
Getrianken
10 Herstellung von Getrianken 15.9
10 Herstellung von Tabakwaren 11 Herstellung von Tabakwaren 16
11 Herstellung von Textilien 12 Herstellung von Textilien 17
12 Herstellung von Bekleidung 13 Herstellung von Bekleidung 18
13 Herstellung von Leder und Lederwaren 14 Herstellung von Leder und Lederwaren 19
14 Herstellung von Holz und Holzerzeugnissen 15 Herstellung von Holz und Holzerzeugnissen 20
15 Herstellung von Papier, Pappe und Waren 16 Herstellung von Holzstoff, Zellstoff, Papier, 21.1
daraus Karton und Pappe
17 Herstellung von Papier-, Karton- und Pap- 21.2
pewaren
16 Herstellung von Verlags- und Druckerzeug- 18 Herstellung von Verlagserzeugnissen 22.1
nissen, bespielten Ton-, Bild- und Datentriagern
19 Herstellung von Druckerzeugnissen, be- 22.2 - 223

spielten Ton-, Bild- und Datentragern
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Gliederung der Produktionsbereiche 1)

1fd. Nr. 59 Produktionsbereiche 71 Produktionsbereiche Vergleichbare
Position der
CPA2) bzw. der
wz 93 3)
17 Herstellung von Kokereierzeugnissen, Mine- 20 Herstellung von Kokereierzeugnissen, Mine- 23
ralblerzeugnissen, Spalt- und Brutstoffen ralélerzeugnissen, Spalt- und Brutstoffen
18 Herstellung von chemischen Erzeugnissen 21 Herstellung von pharmazeutischen Er- 24.4
zeugnissen
22 Herstellung von chemischen Erzeugnissen 24 (ohne 24.4)
(oh. pharmaz. Erzeugn.)
19 Herstellung von Gummi-und Kunststoffwaren 23 Herstellung von Gummiwaren 25.1
24 Herstellung von Kunststoffwaren 25.2
20 Herstellung von Glas, Keramik, Verarbeitung 25 Herstellung von Glas und Glaswaren 26.1
von Steinen und Erden
26 Herstellung von Keramik, Verarbeitung von 26.2 - 26.8
Steinen und Erden
21 Herstellung von Metallen und Halbzeug daraus 27 Herstellung von Roheisen, Stahl, Rohren und 27.1 - 27.3
Halbzeug daraus
28 Herstellung von NE-Metallen und Halbzeug 27.4
daraus
29 Herstellung von Gielereierzeugnissen 27.5
22 Herstellung von Metallerzeugnissen 30 Herstellung von Metallerzeugnissen 28
23 Herstellung von Maschinen 31 Herstellung von Maschinen 29
24 Herstellung von Biiromaschinen, Datenver- 32 Herstellung von Biiromaschinen, Daten- 30
arbeitungsgerdten und -einrichtungen verarbeitungsgeridten und -einrichtungen
25 Herstellung von Geridten der Elektrizitéits- 33 Herstellung von Geriten der Elektrizitéts- 31
erzeugung, -verteilung u.i erzeugung, -verteilung u.id
26 Herstellung von Erzeugnissen der Rundfunk-, 34 Herstellung von Erzeugnissen der Rundfunk-, 32
Fernseh- und Nachrichtentechnik Fernseh- und Nachrichtentechnik
27 Herstellung von Erzeugnissen der Medizin-, 35 Herstellung von Erzeugnissen der Medizin-, 33
Mess-, Steuer- und Regelungstechnik Mess-, Steuer- und Regelungstechnik
28 Herstellung von Kraftwagen und Kraft- 36 Herstellung von Kraftwagen und Kraft- 34
wagenteilen wagenteilen
29 Herstellung von sonstigen Fahrzeugen (Was- 37 Herstellung von sonstigen Fahrzeugen (Was- 35

ser-, Schienen-, Luftfahrzeuge u.a.)

ser-, Schienen-, Luftfahrzeuge u.a.)
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Gliederung der Produktionsbereichel)

1fd. Nr. 59 Produktionsbereiche 71 Produktionsbereiche Vergleichbare
Position der
CPAZ) bzw. der
wz 933)
30 Herstellung von Mébeln, Schmuck, Musik- 38 Herstellung von Mébeln, Schmuck, Musik- 36
instrumenten, Sportgeridten, Spielwaren u. &. instrumenten, Sportgeridten, Spielwaren u. &.
31 Herstellung von Sekundérrohstoffen 39 Herstellung von Sekundérrohstoffen 37
32 Erzeugung und Verteilung von Energie (Strom, 40 Erzeugung und Verteilung von Elektrizitit 40.1, 40.3
Gas) und Fernwéirme
41 Erzeugung und Verteilung von Gasen 40.2
33 Gewinnung und Verteilung von Wasser 42 Gewinnung und Verteilung von Wasser 41
34 Bauarbeiten 43 Vorbereitende Baustellenarbeiten, Hoch- 45.1 - 45.2
und Tiefbauarbeiten
44 Bauinstallationsarbeiten und sonstige 45.3 - 45.5
Bauarbeiten
35 Handelsleistungen mit Kfz; Reparaturen 45 Handelsleistungen mit Kfz; Reparaturen 50
an Kfz; Tankleistungen an Kfz; Tankleistungen
36 Handelsvermittlungs- und Grofhandels- 46 Handelsvermittlungs- und Groflhandelslei- 51
leistungen stungen
37 Einzelhandelsleistungen; Reparaturen an 47 Einzelhandelsleistungen; Reparaturen 52
Gebrauchsgiitern an Gebrauchsgiitern
38 Beherbergungs- und Gaststéttendienst- 48 Beherbergungs- und Gaststidttendienst- 55
leistungen leistungen
39 Landverkehrs- und Transportdienstleistungen 49 Eisenbahndienstleistungen 60.1
in Rohrfernleitungen
50 Sonstige Landverkehrsleistungen, Trans- 60.2 - 60.3
portleistungen in Rohrfernleitungen
40 Schifffahrtsleistungen 51 Schifffahrtsleistungen 61
41 Luftfahrtleistungen 52 Luftfahrtleistungen 62
42 Dienstleistungen beziiglich Hilfs- und Neben- 53 Dienstleistungen beziiglich Hilfs- und Ne- 63
bentétigkeiten fiir den Verkehr bentitigkeiten fiir den Verkehr
43 Nachrichteniibermittlungsdienstleistungen 54 Nachrichteniibermittlungsdienstleistungen 64
44 Dienstleistungen der Kreditinstitute 55 Dienstleistungen der Kreditinstitute 65
45 Dienstleistungen der Versicherungen (ohne 56 Dienstleistungen der Versicherungen (ohne 66
Sozialversicherung) Sozialversicherung)
46 Dienstleistungen des Kredit- und Versi- 57 Dienstleistungen des Kredit- und Versi- 67

cherungshilfsgewerbes

cherungshilfsgewerbes
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Gliederung der Produktionsbereiche 1)

1fd. Nr. 59 Produktionsbereiche 71 Produktionsbereiche Vergleichbare
Position der
CPA2) bzw. der
wz 933)

47 Dienstleistungen des Grundstiicks- und Woh- 58 Dienstleistungen des Grundstiicks- und 70
nungswesens ‘Wohnungswesens

48 Dienstleistungen der Vermietung beweglicher 59 Dienstleistungen der Vermietung beweg- 71
Sachen (ohne Personal) licher Sachen (ohne Personal)

49 Dienstleistungen der Datenverarbeitung und 60 Dienstleistungen der Datenverarbeitung und 72
von Datenbanken von Datenbanken

50 Forschungs- und Entwicklungsleistungen 61 Forschungs- und Entwicklungsleistungen 73

51 Unternehmensbezogene Dienstleistungen 62 Unternehmensbezogene Dienstleistungen 74

52 Dienstleistungen der 6ffentlichen Verwaltung, 63 Dienstleistungen der 6ffentlichen Verwal- 75.1 - 75.2
Verteidigung, Sozialversicherung tung, Verteidigung

64 Dienstleistungen der Sozialversicherung 75.3

53 Erziehungs- und Unterrichtsdienstleistungen 65 Erziehungs- und Unterrichtsdienstleistungen 80

54 Dienstleistungen des Gesundheits-, Veterinér- 66 Dienstleistungen des Gesundheits-, Vete- 85
und Sozialwesens rindr- und Sozialwesens

55 Abwasser-, Abfallbeseitigungs- und sonstige 67 Abwasser-, Abfallbeseitigungs- und sonstige 90
Entsorgungsleistungen Entsorgungsleistungen

56 Dienstleistungen von Interessenvertretungen, 68 Dienstleistungen von Interessenvertretun- 91
Kirchen u.4. gen, Kirchen u.i.

57 Kultur-, Sport- u. Unterhaltungsdienstlei- 69 Kultur-, Sport- und Unterhaltungsdienst- 92
stungen leistungen

58 Sonstige Dienstleistungen 70 Sonstige Dienstleistungen 93

59 Dienstleistungen privater Haushalte 71 Dienstleistungen privater Haushalte 95

1) Die Abgrenzung der Giitergruppen entspricht derjenigen fiir Produktionsbereiche.

2) Statistische Giiterklassifikation in Verbindung mit den Wirtschaftszweigen in der Européischen Gemeinschaft.

3) Klassifikation der Wirtschaftszweige mit Erlduterungen - Ausgabe 1993.

Die Tabellen des DIW, erstellt nach dem institutionellen Prinzip, unterscheiden sich durchaus

von denen des Statistischen Bundesamtes. Der Produktionsbereich ist in 56 Sektoren gegliedert
(sieche Ubersicht 1, Systematik der Produktionssektoren), siche z. B. Stéglin & Wessels (1969),

27].
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Ubersicht 1

Systematik der Produktionssektoren

Nummer Bezeichnung
Land- und Forstwirtschaft, Fischerei
2 Elektrizitdtswirtschaft
3 Gas- und Wasserwirtschaft
4 Kohlenbergbau
5 Eisenerzbergbau
6 Kali- und Steinsalzbergbau
7 Erdslgewinnung
8 Restlicher Bergbau
9 Industrie der Steine und Erden
10 Eisen schaffende Industrie
11 Eisen-, Stahl- und Tempergieflereien
12 Ziehereien und Kaltwalzwerke
13 NE-Metallindustrie
14 Chemische Industrie
15 Mineraldlverarbeitung
16 Kautschuk und Asbest verarbeitende Industrie
17 Sagewerke und Holzbearbeitung
18 Zellstoff und Papiererzeugung
19 Stahlbau
20 Maschinenbau
21 Straenfahrzeugbau
22 Luftfahrzeugbau
23 Schiffbau
24 Elektrotechnische Industrie
25 Feinmechanische und optische Industrie
(einschlieBlich Uhrenindustrie)
26 Stahlverformung
27 EBM-Industrie
28 Feinkeramische Industrie
29 Glasindustrie
30 Holzverarbeitende Industrie
31 Musikinstrumente-, Spielwaren-, Schmuckwaren- und
Sportgerite-Industrie
32 Papier und Pappe verarbeitende Industrie
33 Druckerei- und Vervielfiltigungs-Industrie
34 Kunststoffverarbeitende Industrie
35 Lederindustrie
36 Textilindustrie
37 Bekleidungsindustrie
38 Miihlenindustrie
39 Olmiihlen- und Margarine-Industrie
40 Zuckerindustrie
41 Brauereien und Miélzereien
42 Tabakverarbeitende Industrie
43 Sonstige Nahrungs- und Genussmittel-Industrien
44 Verarbeitendes Handwerk, Kleinindustrie und sonstiges
produzierendes Gewerbe
45 Baugewerbe
46 GroBhandel (einschl. Handelsvermittlung)
47 Einzelhandel
48 Eisenbahnen
49 Schifffahrt, Wasserstralen und Héfen
50 Ubriger Verkehr
51 Nachrichteniibermittlung (Deutsche Bundespost)
52 Kreditinstitute und Versicherungsgewerbe
53 ‘Wohnungsvermietung
54 Sonstige Dienstleistungen (einschl. Private Organisationen
ohne Erwerbscharakter)
55 Staat (Gebietskérperschaften und Sozialversicherung)
56 Private Haushalte (Hausliche Dienste)




Kapitel 7
Input-Output-Analyse

7.1 Input- und Outputkoeffizienten, Leontief-Matrizen und in-
direkte Verflechtungen

Obwohl eine Input-Output-Tabelle an sich bereits einen tiefen Einblick in die Struktur einer
Volkswirtschaft gibt, so sind doch die Instrumente der Input-Output-Analyse von viel gréferer
Bedeutung. Sie erlauben beispielsweise die Berechnung von Preisiiberwélzungseffekten, die Ab-
schitzung der Wirkung von Subventionszahlungen, die Prognose von direkten und indirekten

Effekten zusétzlicher (staatlicher) Nachfrage (z. B. im Bausektor) und vieles andere mehr.

Um hier ein paar konkrete Beispiele zu nennen, zitieren wir aus der Pressemitteilung des Statisti-
schen Bundesamtes vom 30.08.2000, die iiber ein Pressegespréich des Préasidenten des Statistischen
Bundesamtes berichtet, bei dem er die Input-Output-Tabellen fiir Deutschland fiir das Jahr 1997

vorstellt:

e Fast jeder fiinfte Arbeitsplatz in Deutschland war 1997 exportabhingig (18 %). Mit Hilfe der Modellrechnungen werden auch die Arbeits-
plédtze beriicksichtigt, die der Exportindustrie in Form von Vorprodukten Buarbeiten”. So wiirde ein Anstieg der Exportnachfrage aus
dem Ausland um nahezu 4 % fiir rund 250 000 Menschen eine bessere Chance, einen Arbeitsplatz zu finden, bedeuten.

e In den neuen Léndern und Berlin-Ost sind die Bauinvestitionen in jeweiligen Preisen von 1995 bis 1999 um etwa 30 Mrd. DM
zuriickgegangen, wihrend sie im fritheren Bundesgebiet etwa gleich geblieben sind. Nach den Modellrechnungen der Input-Output-
Rechnung diirften dadurch im Baugewerbe und allen vorgelagerten Lieferbereichen rund 250 000 Arbeitspléitze verloren gegangen sein.

e Steigen die Energiepreise, so steigen auch die Preise fiir Konsumgiiter, da einerseits die privaten Haushalte fossile Energietriger etwa
beim Autofahren oder Heizen direkt konsumieren und andererseits die Unternehmen Kostensteigerungen, die ihnen aus steigenden
Energiepreisen entstehen, an die Endverbraucher ” weiterreichen”. Die Input-Output-Modelle beriicksichtigen beide Effekte und schétzen
die Gesamtwirkungen von Energiepreissteigerungen ab: Die Verdoppelung der Importpreise fiir Rohol, Erdgas und Minerallerzeugnisse
seit Mitte letzten Jahres hétte bei vollstdndiger Kosteniiberwélzung von der Wirtschaft auf die Endverbraucher die Konsumgiiterpreise
um rund 1,5 % erhéht.

e Nach Schitzungen der Input-Output-Rechner wiirde eine Erhéhung des Satzes der Mehrwertsteuer in Deutschland von 16% um zwei

Prozentpunkte auf 18 % das Preisniveau der privaten Konsumgiiter um rund 1 % erh&hen.

In diesem Kapitel soll ein relativ vollstindiger Uberblick iiber die verschiedenen Analysekonzepte
gegeben werden. Um jedoch den Umfang dieses Kapitels in einem akzeptablen Rahmen zu halten,

werden die verschiedenen Koeffizienten, die im folgenden eingefithrt werden, nur kurz auf exakte
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mathematische Weise definiert. Dariiber hinaus wird jeweils eine knappe Interpretation gegeben

und der 6konomische Gehalt anhand von Beispielen erlédutert.

Wir weisen jedoch ausdriicklich darauf hin, dass vor jeder 6konomischen Interpretation der ma-
thematischen Formeln jeweils genau geklart werden muss, auf welche Art von I-O-Tabellen die
Analyse angewendet wird und auf welche Weise die Tabellen definiert und ermittelt worden sind.
Auf die Problematik der Tabellenerstellung sind wir ausfiihrlich in den Abschnitten 6.2 und 6.3
eingegangen. In diesen Abschnitten sollte auch klar geworden sein, dass die Qualitidt der Aussagen
einer Analyse ganz wesentlich von der Giite der Daten und der Konzeption der Tabellenerstellung

abhingt.

Zunéchst wiederholen wir zur besseren Ubersicht einige unserer Definitionen und Konventionen.

- Vektoren werden immer als Spaltenvektoren

Un

aufgefasst. Versehen wir einen Vektor mit einem Transpositionszeichen, z. B. v, so handelt

es sich um einen Zeilenvektor.

- Der Vektor 27 = (x;,...,x,) ist der in (6.1.4),...,(6.1.7) eingefiihrte Bruttoproduktions-

vektor.

- Der Vektor y7 = (y1,...,9n) ist der in Definition 6.4 mit den Gleichungen (6.1.8) und
(6.1.9) definierte Vektor der Endnachfrage.

- Der Vektor 27" = (z1,..., 2,) ist der in Definition 6.5, und den Gleichungen (6.1.11), (6.1.12)

eingefithrte Vektor der Primérinputs.

- Die (n,n)-Matrix X = (z;;) bezeichnet die Matrix der Vorleistungsverflechtungen, siehe
Abbildung 6.1, (6.1.1).

- Die (n,m)-Matrix Y = (y;;) ist die in Abbildung 6.1 und in Gleichung (6.1.2) eingefiihrte

Endnachfragematrix.

- Die (I,n)-Matrix Z = (z;) ist die in Abbildung 6.1 und in Gleichung (6.1.3) definierte

Primarinput-Matrix.

- Bei den oben definierten Vektoren x,y, z und Matrizen X, Y, Z verzichten wir im weiteren

auf Dimensionsangaben, insbesondere fiir den Wertebereich der Koeffizienten.
- Mit 1; bezeichnen wir einen Vektor mit k¥ Komponenten, die alle 1 sind.
- Mit I bezeichnen wir immer die (n,n)-Einheitsmatrix.

- Ist A eine Matrix und ist A invertierbar, so wird die inverse Matrix mit A~! bezeichnet.
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- Ist v ein n-dimensionaler Vektor, so ist diag(v) diejenige (n,n)-Matrix A = (a;;), fiir die
gilt a;; =0, falls ¢ # j, und a;; = v; fur i = 1,...,n. D. h. diag(v) ist eine Diagonalmatrix.
Ist insbesondere jede Komponente von v ungleich Null, so ist diag(v) invertierbar, und die

Inverse wird mit diag(v)~! bezeichnet.

- Fiir eine (n,n)-Matrix A ist A* diejenige Matrix, die man erhélt, wenn A k-mal mit sich

selbst multipliziert wird.

Es folgt nun eine Liste der in der Input-Output-Analyse betrachteten Konzepte. Die jeweils defi-
nierten Koeffizienten erlauben, auf vielfiltige Weise Riickschliisse auf die Struktur der Wirtschaft
zu ziehen, Prognosen zukiinftiger Entwicklungen zu geben sowie die Auswirkungen exogener Ein-
griffe abzuschétzen. Wann immer wir im folgenden inverse Matrizen benutzen, nehmen wir an,
dass diese auch tatséchlich existieren. Fiir die Existenz solcher Inversen kénnen recht einfache
mathematische Bedingungen angegeben werden. Darauf werden wir nidher in Kapitel 8 eingehen.
Diese Bedingungen sind in der Praxis so gut wie immer erfiillt. Fiir die im folgenden angefiihrten
Analysebeispiele gehen wir davon aus, dass jeweils entsprechend disaggregierte Verflechtungs-

matrizen gegeben sind.

Input-Koeffizienten

_ Tij
Lij 7 (7.1.1)
X = (7)) = X diag(z) ™" (7.1.2)

Interpretation:

Z;; gibt an, welchen Anteil am Gesamtinput (Bruttoproduktionswert) des Produktionssektors j
die Lieferungen des Produktionssektors ¢« an den Produktionssektor j haben. Man kann beispiels-
weise mit Hilfe der Matrix X erkennen, welche Unterschiede zwischen Betrieben der Papierindu-
strie und der Chemieindustrie beziiglich ihrer relativen Abhéngigkeit von direkten Lieferungen

der mineraldlverarbeitenden Industrie bestehen.

Yij = yz’j/z Ykj (7.1.3)
k=1
Y = (y;;) =Y diag(1] v)™! (7.1.4)

Interpretation:
Y;; eibt an, welchen Anteil am Gesamtkonsum des Endnachfragesektors j die Lieferungen des
Produktionssektors i an den Endnachfragesektor j haben. Aus der Matrix Y lisst sich etwa der

Exportanteil (gemessen am Gesamtexport) von Betrieben der Bekleidungsindustrie ablesen.
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_ Zij

Zij i — —— (7.1.5)
17,

7 = (zy) = Z diag(z)™! (7.1.6)

Interpretation:
Zij gibt an, welchen Anteil am Gesamtinput (BPW) des Produktionssektors j die Lieferungen

des Primérinputsektors ¢ an den Produktionssektor j haben.

Zum Beispiel kann man mit Hilfe der Matrix Z den Anteil der Lohnkosten an den gesamten
Produktionskosten der Landwirtschaft ermitteln, oder etwa den Prozentsatz (gemessen am BPW)

der Gewinne in der Spielwarenindustrie.

Output-Koeffizienten

T = =Y (7.1.7)

X = () = diag(z)~!' X (7.1.8)

Interpretation:

z;; gibt an, welchen Anteil am Gesamtoutput (Bruttoproduktionswert) des Produktionssektors ¢
die Lieferungen des Produktionssektors ¢ an den Produktionssektor j haben. Mit Hilfe der Matrix
X kann man z. B. die wichtigsten direkten Abnehmer von Erzeugnissen der elektrotechnischen

Industrie bestimmen und damit direkte Nachfrageabhéngigkeiten erkennen.

— Y
= (7.1.9)
Y= (y,;) = diag(x)”'Y (7.1.10)

Interpretation:

Yy gibt an, welchen Anteil am Gesamtoutput (BPW) des Produktionssektors ¢ die Lieferungen
von ¢ an den Endnachfragesektor j haben. Um wieder ein Beispiel anzugeben, lésst sich aus der
Matrix Y ablesen, welche Unterschiede in der relativen Abh#ngigkeit gewisser produzierender

Sektoren von der direkten privaten Endnachfrage bestehen.

n
25 = zij/ Z Zik (7.1.11)
k=1
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Z = (z;;) = diag(Z1,)"" Z (7.1.12)

Interpretation:

2;; gibt an, welchen Anteil am Gesamtoutput des Primérinputsektors i die Lieferungen von ¢ an
den Produktionssektor j haben. Man kann z. B. aus der Matrix Z ablesen, welcher Produktions-
sektor relativ die meisten Arbeiter und Angestellten beschiiftigt, gemessen an der Gesamtsumme
unselbsténdiger Arbeit. Analog kann der relativ grofite Importeur (gemessen am Gesamtimport)

der Bundesrepublik bestimmt werden.

Transformationsgleichungen:

X = diag(z) X diag(x)™? (7.1.13)

X = diag(z)™' X diag(x) (7.1.14)

Y = diag(z)Y diag(1ly)~! (7.1.15)

Y = diag(z)™'Y diag(1lY) (7.1.16)

7 = diag(Z 1,) Z diag(z) ™" (7.1.17)

Z = diag(Z 1,)"' Z diag(x) (7.1.18)
Bilanzgleichungen:

172 =17x1, +17y (7.1.19)

170 =17x1, + 271, (7.1.20)

11y =1lv1, =1721, = "1, (7.1.21)

1, =X1,+Y1,, (7.1.22)

17 =1TXx 4172 (7.1.23)

r=Xr+Y1l,=Xr+y (7.1.24)
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2l =2TX + 1ZTZ S . (7.1.25)
y=(I-X)z (7.1.26)
=211 - X) (7.1.27)

Die Matrizen I — X bzw. I — X heiflen Input-Leontief-Matriz bzw. Output-Leontief-Matriz.

Inverse der Leontief-Matrizen:

M := (my) = (I - X)*! (7.1.28)

M= (my) =1 -X)™" (7.1.29)
M wird hiufig Leontief-Inverse oder Matrix-Multiplikator genannt. Wir nennen M Input-Inverse

und analog M Output-Inverse. Falls M und M existieren, was in der Praxis immer der Fall ist,
gilt (hierbei ist X' =X0= I)

<

I
WE

gl

(7.1.30)
k=0
M=> Xx* (7.1.31)
k=0
Setzen wir X© = <E§f)) und XF = (L(f)), so ergibt sich
My = Ty (7.1.32)
k=0
—  (k
m;; = Z &5]’) (7.1.33)
k=0

Interpretation von Tgf): Diese Grofle gibt an, welchen Anteil am Gesamtinput (BPW) des Pro-
duktionssektors j diejenigen Vorleistungen des Produktionssektors ¢ fiir j haben, die iiber genau

k — 1 intermediére Produktionssektoren gegangen sind, k£ > 1.

Interpretation von ggf): Diese Grofle gibt an, welchen Anteil am Gesamtoutput (BPW) des
Produktionssektors ¢ diejenigen Vorleistungen von ¢ fiir den Produktionssektor j haben, die iiber

genau k — 1 Zwischensektoren gegangen sind, k£ > 1.
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Fiir k£ > 1 messen also die GréBen 7(F) bzw. g(k) die indirekten Vorleistungen von 7 fiir j, wihrend

j
@(31) = Tj; bzw. QS) =&y die direkten Lieferungen messen. Somit erhalten wir:

Interpretation von my;;: Diese Grole gibt an, wieviel der Produktionssektor ¢ produzieren muss,
damit eine Einheit Endnachfrage nach Giitern des Produktionssektors j befriedigt werden kann.
Fiir i # j muss der Produktionssektor i fiir die direkten Lieferungen und indirekten Vorleistungen
an Sektor j produzieren, fiir ¢ = j muss dariiber hinaus die fiir die Endnachfrage bestimmte

Einheit erzeugt werden.

Wir greifen das Beispiel auf, das wir zur Veranschaulichung der Analysemoglichkeiten mit Hilfe
der Matrix X angefiihrt haben. Wihrend sich aus X nur die relative Abhingigkeit von den
direkten Lieferungen ablesen lisst, wird mit M die relative Abhiingigkeit von Betrieben der
Papierindustrie und der Chemieindustrie sowohl von direkten Lieferungen als auch von indirekten

Vorleistungen der mineralolverarbeitenden Industrie erfasst.

Interpretation von m,;: Diese Grofle gibt an, wieviele Einheiten des i-ten Gutes als direkte

'
Lieferungen und indirekte Vorleistungen fiir den Produktionssektor j produziert werden, wenn i

eine Einheit seines Gutes produziert.

Waihrend in X nur die direkte Nachfrageabhéingigkeit erfasst wird, kann man in M zum Beispiel
die relative Abhéngigkeit der Betriebe der kunststoffverarbeitenden Industrie und des Bergbaus
sowohl von der direkten Nachfrage als auch von indirekten Vorleistungen der Straflenfahrzeug-

industrie vergleichen.

Transformationsgleichungen und Bilanzgleichungen

x =My (7.1.34)

ol =2TM (7.1.35)

M = diag(z) M diag(z)™* (7.1.36)
M = diag(z)~! M diag(x) (7.1.37)

Preisiiberwilzungseffekte

Wir wollen nun untersuchen, wie sich in den oben definierten Matrizen Preiserh6hungen bei
gleichbleibender Produktionsstruktur bemerkbar machen. Der Einfachheit halber nehmen wir
an, dass die bestehenden Einheiten so normiert sind, dass jeweils eine Einheit eines Primérgutes
und eines produzierten Gutes eine Geldeinheit kostet. Verdnderte Preise fiir die priméren und
produzierten Giiter seien durch die folgenden Preisvektoren gegeben:

T

b p1>p27"'apn)7
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ﬂ'T:(

T Ty ).

Dadurch erhalten wir beziiglich des neuen Preissystems die folgende Matrix der Vorleistungsver-

flechtung, Endnachfragematrix bzw. Priméarinput-Matrix:

X* = diag(p) X
Y* = diag(p)Y
Z* = diag(m)Z

Bezeichnen wir beziiglich des neuen Preissystems die verschiedenen im vorhergehenden definierten
Matrizen mit X , X*, M, ..., so gilt:

X=X (7.1.38)

Y =Y (7.1.39)

AR (7.1.40)

M =M (7.1.41)

X" = diag(p) X diag(p) ! (7.1.42)
Y" = diag(p)Y diag(p?Y)™! (7.1.43)
7" = diag(r) Z diag(p) (7.1.44)
M = diag(p) M diag(p)~* (7.1.45)

Aus (7.1.38),. .., (7.1.41) folgt, dass alle outputorientierten Konzepte unabhéingig sind von Preis-
anderungen bei produzierten Giitern und Primérgiitern, wéhrend (7.1.42),..., (7.1.45) zeigen,

dass dies fiir die Input-Konzepte nicht der Fall ist.

7.2 Doppel- und Dreifachmatrizen

Basierend auf den im vorigen Abschnitt definierten Matrizen X,Y, Z, XY, Z, XY, Z, M, M wer-
den wir nun weitere Analysekonzepte entwickeln. Hierbei werden jeweils Produkte von zwei oder
drei der oben definierten Matrizen gebildet, und es werden Interpretationen der dadurch definier-

ten Koeffizienten gegeben. Wir betrachten zunéchst die Produkte von zwei solchen Matrizen.
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7.2.1 Direkte und indirekte Vorleistungen des i-ten Produktionssektors fiir
den k-ten Endnachfragesektor

MY = (a;)

n
A = Z MijYjk
j=1

Interpretation:

a;, gibt die gesamten direkten und indirekten Vorleistungen an, die der Produktionssektor 4 fiir
den Endnachfragesektor k erbringt. Aquivalent dazu: Hat der k-te Endnachfragesektor die folgen-
de Nachfrage (Yix, Y2k, - -, Ynk)? so muss der i-te Produktionssektor a;; Einheiten produzieren,
damit diese Nachfrage befriedigt werden kann. Bezeichnet (yig, ..., ynk)? ,Export®, so lisst sich
z. B. aus der entsprechenden Spalte von MY die direkte und indirekte Exportabhingigkeit (in

absoluten Nachfrageeinheiten) der Stahlindustrie entnehmen.

Offenbar folgt aus (7.1.34): MY1,, = My = .

7.2.2 Endnachfrageabhingigkeit der Sektoren (Abhingigkeit des i-ten Pro-
duktionssektors vom k-ten Endnachfragesektor)

MY = (au)

n
A, = 5 MijY
i=1

Interpretation:

Falls eine Einheit Gesamtnachfrage im Endnachfragesektor k& entsteht, dann muss der i-te Pro-
duktionssektor a;;, Einheiten seines Gutes produzieren. Aquivalent dazu: a;; sind die direkten
und indirekten Vorleistungen des i-ten Produktionssektors fiir den k-ten Endnachfragesektor ge-
messen an der Gesamtnachfrage des Sektors k. Zur Illustration erwihnen wir wieder das fiir MY
angegebene Beispiel. In MY wird die Endnachfrageabhingigkeit der Sektoren absolut gemessen,
withrend in MY die Endnachfrageabhiingigkeit relativ zur Gesamtnachfrage der entsprechenden

Sektoren erfasst wird.

Die Matrix M Y ist weder zeilen- noch spaltennormiert.

7.2.3 Sektorabhingigkeit der Endnachfrage (Abhingigkeit des k-ten Endnach-

fragesektors vom i-ten Produktionssektor)
MY = (air)

n
Qik = E :mijyjk
=1
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Interpretation:
Die Produktion einer Einheit des Gutes des i-ten Produktionssektors bewirkt a;; Einheiten Ge-

samtnachfage im k-ten Endnachfragesektor.

Aus (7.1.10) und (7.1.37) folgt
MY = diag(x) 'MY. (7.2.1)

Daraus ergibt sich mit (7.2.1) die folgende alternative Interpretation:

a;r gibt an, welchen Anteil am gesamten Output (BPW) des Produktionssektors i die direkten
und indirekten Vorleistungen von ¢ fiir den k-ten Endnachfragesektor haben. Wihrend sich
in Y nur die Abhéngigkeit gewisser Produktionssektoren von der direkten Nachfrage etwa des
Exportsektors erfassen liasst, wird mit Hilfe der Matrix M Y dariiberhinaus auch den indirekten
Vorleistungen zur Befriedigung der Endnachfrage Rechnung getragen (jeweils bezogen auf den
entsprechenden BPW).

Die Matrix M Y ist zeilennormiert, d. h. es gilt

MY1, =1,. (7.2.2)

7.2.4 Sektorabhingigkeit der Primirinputs (Abhingigkeit des i-ten Primérin-
putsektors vom k-ten Produktionssektor)

ZM = (air)
n
Qi = Zzijmjk
j=1

Interpretation:

Zur Produktion einer Einheit des im k-ten Produktionssektor hergestellten Gutes sind direkt
und indirekt a;; Einheiten des Gutes des i-ten Primérinputsektors erforderlich. Anders ausge-
driickt, a;; gibt den relativen Anteil an, den die direkten und indirekten Vorleistungen des i-ten
Primétinputsektors fiir den k-ten Produktionssektor am Gesamtinput des k-ten Sektors haben.
Die im letzten Abschnitt eingefiihrte Matrix Z erlaubte etwa, wie dort ausgefiihrt, die Analyse
des relativen Anteils des Primérinputs ,,Lohne und Gehélter” bei landwirtschaftlichen Betrieben.
Es werden jedoch nur Lohne und Gehélter in Form von direkten Vorleistungen beriicksichtigt,

wogegen in der Matrix Z M sowohl direkte als auch indirekte Vorleistungen beriicksichtigt sind.
Die Matrix Z M ist spaltennormiert, d. h.

1/ ZM =1% (7.2.3)

7.2.5 Primirinputabhingigkeit der Sektoren (Abhingigkeit des i-ten Produk-
tionssektors vom k-ten Primérinputsektor)

ZM = (a;)
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n

Aik = E 2

=1

Interpretation:

Einer Einheit des Gutes des i-ten Primérinputsektors entspricht direkt und indirekt die Produk-
tion von a;; Einheiten des Gutes des k-ten Produktionssektors. Anders ausgedriickt, a;; gibt den
relativen Anteil der direkten und indirekten Vorleistungen des i-ten Primérinputsektors fiir den
k-ten Produktionssektor am gesamten Primérinput des Sektors ¢ an. Bei der Erlduterung der
Analyseméglichkeit mit Hilfe der Matrix Z hatten wir auf die Aufteilung der Importe verwiesen,
die man aus der ,,Import-“ Zeile von Z ablesen kann. Dies bezog sich jedoch nur auf diejenigen
Importe, die als direkte Vorleistungen von den in Frage stehenden Produktionssektoren bezogen
werden. In der Matrix Z M werden nun auch die indirekten Vorleistungen der Primé&rinputs

verbucht (bezogen auf den jeweiligen Gesamtumfang des Inputsektors).

Die Matrix Z M ist weder zeilen- noch spaltennormiert. Wiederum gibt es Transformationsglei-

chungen, die die oben besprochenen Produkte von zwei Matrizen ineinander iiberfiihren.

Transformationsgleichungen

MY = diag(z)MY (7.2.4)
MY = diag(z)MY diag(1Zy)~! (7.2.5)
MY = diag(z)'MY diag(1lY) (7.2.6)
ZM = diag(Z1,)Z M diag(z) ™" (7.2.7)
ZM = diag(Z1,)"'Z M diag(z) (7.2.8)

Von besonderem Interesse sind dariiberhinaus zwei Produkte von jeweils drei Matrizen.

7.2.6 Endnachfrageabhingigkeit der Primirinputs (Abhingigkeit des i-ten
Primérinputsektors vom k-ten Endnachfragesektor)

Z

M

n
=3
r=1

= (aik)

Y
g Eirmrsysk
1

n
S=

Interpretation:

Um eine Einheit Nachfrage im k-ten Endnachfragesektor befriedigen zu kénnen, sind a;; Ein-
heiten direkte und indirekte Vorleistungen des i-ten Primérinputsektors erforderlich. Alternativ
ausgedriickt: a;, gibt die direkten und indirekten Vorleistungen des i-ten Primérinputsektors fiir

den k-ten Endnachfragesektor an, relativ zur Gesamtnachfrage des k-ten Endnachfragesektors.
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7.2.7 Primirinputabhingigkeit der Endnachfrage (Abhéngigkeit des i-ten End-
nachfragesektors vom k-ten Primirinputsektor)

Interpretation:

Einer Einheit des Gutes des i-ten Primérinputsektors entspricht direkt und indirekt der Nach-
frage von a;; Einheiten im k-ten Endnachfragesektor. Aquivalent dazu: a;, gibt die direkten
und indirekten Vorleistungen des i-ten Primérinputsektors fiir den k-ten Endnachfragesektor an,

gemessen am Gesamtinput des Sektors i.

Die dreifachen Matrixprodukte Z MY und Z MY bieten wiederum aufschlussreiche Analy-
semoglichkeiten. So lassen sich beispielsweise die Auswirkungen von Anderungen der Auslands-
nachfrage auf den Sektor ,Lohne und Gehélter” untersuchen, bzw. umgekehrt der Einfluss von

Importschwankungen auf die Nachfrage der privaten Haushalte.

Transformations- und Bilanzgleichungen

ZMY =ZMY (7.2.9)
ZMY = diag(Z1,)Z MY diag(11Y)™! (7.2.10)
ZMY = diag(Z1,) 'ZMY diag(1TY) (7.2.11)
1/ ZMY =17, (7.2.12)
ZMY1l, =1, (7.2.13)

Es gibt noch weitere Konzepte zur Partial- und Sektoranalyse. Wir wollen es jedoch bei den oben
aufgefiihrten (und am héufigsten benutzten) Konzepten bewenden lassen. Die hier dargestellte
Technik der ckonomischen Interpretation mathematischer Operationen hat sich in der Praxis
als auerordentlich aussagekriftig erwiesen und zeigt, wie selbst einfachste Matrizenrechnung —

geschickt angewendet und interpretiert — nutzbringend in der Okonomie verwendet werden kann.

Modellrechnungen, die einige der im Vorhergehenden erléuterten Analysekonzepte und Interpre-
tationen verwenden, finden sich in dem Artikel von Stahmer, Bleses, Meyer, siche [31]. Die
Autoren verwenden die in Abschnitt 6.7 erlduterte I-O-Tabelle des Statistischen Bundesamtes als
Analysegrundlage. Sie machen u.a. Aussagen zu Beschiiftigungswirkungen, zu Preiswirkungen
und zu Kostenstrukturen der Endnachfragekomponenten. In den Artikeln werden aulerdem wei-
tere Moglichkeiten der Verwendung von I-O-Tabellen dargestellt (Umweltokonomie, Analysen des
Strukturwandels, COs-Steuer, ...).



Kapitel 8

Mathematische Grundlagen der
Input-Output-Analyse

In Kapitel 6 haben wir Input-Output-Tabellen eingefiihrt und die Schwierigkeiten beim Aufstel-
len derartiger Tabellen besprochen. In Kapitel 7 haben wir verschiedene Konzepte der Input-
Output-Analyse diskutiert, insbesondere haben wir 6konomische Interpretationen verschiedener
Matrizen (und deren Elemente) gegeben, die durch algebraische Manipulationen aus der Input-
Output-Tabelle gewonnen wurden. Wir haben dabei immer angenommen, dass diese algebrai-
schen Manipulationen auch durchfithrbar sind. Wir wollen nun zeigen, dass diese Annahmen
gerechtfertigt waren. Es wird sich z. B. zeigen, dass die Leontief-Matrizen I — X und I — X aus

okonomischen Griinden invertierbar sind.

Ist, wie in (7.1.2) definiert, X die Matrix der Inputkoeffizienten, y der Endnachfragevektor (siehe
(6.1.8)) und z der Bruttoproduktionsvektor (siehe (6.1.5)), so gilt nach (7.1.26):

y=0I—-X)z.

Diese Gleichheit gilt schlicht aufgrund der Definition von X, 2 und y, und es steckt kein tieferer
mathematischer Sachverhalt dahinter. Interessant ist jedoch die folgende Fragestellung. Nehmen
wir an, dass die Matrix der Inputkoeffizienten X fiir ein Jahr j bestimmt wurde und dass sich in
der betrachteten Volkswirtschaft die Technologie im Jahre j + 1 nicht &ndert. Jedoch kénnte es
sein, dass sich die Endnachfrage im Jahre j + 1 &ndert. Nehmen wir also an, dass im Jahre j 41
eine Endnachfrage 3’ besteht. Wir wollen nun die Frage untersuchen, ob diese Endnachfrage
tatséchlich im Rahmen der vorhandenen Produktionstechnologie befriedigt werden kann. In

Formeln ausgedriickt:

Problem 8.1. Gegeben seien eine Matriz X von Inputkoeffizienten und ein Endnachfragevektor

y'. Gibt es einen Bruttoproduktionsvektor x’ mit



96 Mathematische Grundlagen der Input-Output-Analyse

Bevor wir diese Frage allgemein formulieren, wollen wir noch ein paar Bemerkungen zur Definiti-
on der Produktionsbereiche machen. Seit einigen Jahren gibt es auf UN-Ebene eine International
Standard Industrial Classifikation of all Economic Activities (kurz ISIC), durch die Sektoren in-
ternational auf einheitliche Weise definiert werden. Die ISIC wird regelmiflig (in so genannten Re-
visionen, derzeit Revision 3.1 (siehe: http://unstats.un.org/unsd/cr/registry/regcst.asp?Cl=17)
festgeschrieben. Diese Klassifikation wird durch die EU iibernommen und angepasst. Hier
heifit die ISIC Rev. 3.1, dann NACE Rev.1. Die NACE (Nomenclature générale des activités
économiques dans les Communautés européennes) ist detaillierter, aber mit ISIC voll kompatibel.
In Deutschland erfolgt dann eine weitere kompatible Anpassung unter dem Kiirzel WZ 93, siehe
Fufinote 3 der I-O-Tabelle des Statistischen Bundesamtes in Abschnitt 6.7.

Eigentlich sollte man erwarten, dass in einem Land alle Sektionen, die in eine I-O-Tabelle auf-
genommen werden, tatséchlich auch etwas produzieren. Will man jedoch mit internationalen
Standards arbeiten und auch in der Nummerierung vergleichbar bleiben, dann kann es passie-
ren, dass einer der international definierten Sektoren in dem betreffenden Land iiberhaupt nicht
vorhanden ist, dass also die zugehorige Spalte und Zeile jeweils nur Eintrige mit dem Wert
Null enthélt. In der I-O-Tabelle des Statistischen Bundesamtes fiir 1997 ist das z.B. der Fall
fird en Sektor 6 (Gewinnung von Uran- und Thoriumerzen). Er wird in der I-O-Tabelle aus
Vergleichbarkeitsgriinden belassen, obwohl in Deutschland keine derartige Erzgewinnung (mehr)
stattfindet. Bei der I-O-Analyse, wo man ja z. B. durch den Bruttoproduktionsvektor des betref-
fenden Sektors teilen muss, werden dann vor der Durchfiihrung der Analyse alle ,,Nullsektoren*

aus der Tabelle entfernt.
Wir gehen also im Weiteren davon aus, dass der Bruttoproduktionsvektor x positiv ist.

Da die Matrix X der Vorleistungsverflechtungen nicht-negativ ist, sind die Elemente der Input-
koeffizientenmatrix X = X diag(z)~! nicht negativ; und folglich sind die Elemente von I — X,
die nicht auf der Hauptdiagonalen stehen nicht positiv. Also kénnen wir Problem 8.1 etwas all-

gemeiner wie folgt beschreiben.

Problem 8.2. Sei A eine (n,n)-Matriz mit
ai; <0 Vi#j.
Gibt es zu jedem Vektor y > 0 einen Vektor x > 0 mit

y = Az?

Zur Beantwortung von Problem 8.2 legen wir folgende Bezeichnungen fest.

Definition 8.3. Sei A eine (n,n)-Matriz, dann heifit jede Untermatriz von A der Form Arp
Hauptuntermatrix von A. Die Determinaten det(Ay ) heifen Hauptminoren von A. Die
Determinanten der n Hauptuntermatrizen von A in der linken oberen Ecke von A (d. h. der
Matrizen A mit K ={1,...,k}, 1 <k <n) heiffen die Hauptabschnittsminoren von A.

A heifit nichtnegativ invertierbar, wenn A~ existiert und A= > 0 gilt.
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Theorem 8.4. Fir jede (n,n)-Matriz A = (a;;) mit a;; <0, i # j, sind die folgenden Aussagen

dquivalent:

(1) Es gibt einen nicht-negativen Vektor x, so dass y := Ax positiv ist.

(2) Fiir jeden nicht-negativen Vektor y gibt es einen nichtnegativen Vektor x, so dass y = Ax

gilt.

(3) Fliir jeden nicht-negativen Vektor y gibt es genau einen nicht-negativen Vektor x, so dass

y = Ax gilt.
(4) Alle Hauptabschnittsminoren von A sind positiv.
(5) Alle Hauptminoren von A sind positiv.

(6) A ist nichtnegativ invertierbar.

Beweis. Die folgenden Implikationen sind trivial:
(5) = (4),
3) = (2) = (1).

Die folgenden Implikationen sind einfach:
(6) = (2). Ist A nichtnegativ invertierbar, so gilt A=t > 0. Ist also y > 0, so ist z := A~y
nichtnegativ, und es gilt y = Ax.

(3) und (4) = (6). Die Voraussetzung (4) impliziert, dass die Determinante von A = Ag g mit
K ={1,...,n} positiv ist. Also ist A invertierbar. Sei 1; der (nicht-negative) j-te Einheitsvektor,
j € {1,...,n}. Nach (3) gibt es genau einen nichtnegativen Vektor z mit 1; = Az. Da A
invertierbar ist, gilt x = A‘llj, d. h. z ist die j-te Spalte von A~!. Also sind alle Spalten von
A~! nicht-negativ, d. h. A~! ist nicht-negativ.

Etwas mehr Miihe machen die folgenden Beweise.

(1) = (4). Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n. Falls n = 1, so lautet unser Glei-
chungssystem aj121 = y1. Nach (1) gibt es ein 21 > 0, so dass y; > 0 gilt. Daraus folgt a1; > 0,
d. h. alle Hauptabschnittsminoren der (1,1)-Matrix A = (a11) sind positiv. Also gilt (4).

Wir nehmen nun an, dass die Bedingung (1) die Bedingung (4) fiir alle Systeme mit n—1 Variablen
und Gleichungen impliziert. Sei A = (a;;) eine (n,n)-Matrix die den Voraussetzungen geniigt
und Bedingung (1) erfiillt. Das heifit, es gibt einen nicht-negativen Vektor 27 = (x1,...,z,) und

einen positiven Vektor y” = (y1,...,yn), so dass gilt
. n .
(i) > ajrj=vy, i=1,...,n
i=1

Wir schreiben die erste Gleichung von (i) wie folgt um
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n
(ii) alry =y — Z aljxj.
7j=2

Day; >0,a1; <O0und z; >0 j=2,...,n, gt a;yzy > 0. Aus z1 > 0 folgt somit a;; > 0.
Wir subtrahieren nun das %—fache der ersten Gleichung von der i-ten Gleichung i = 2,...,n

und erhalten das folgende Gleichungssystem.

a1121 +ar2 +...+ apTn, = YN
Yoo +.oot a3, = Y5
(iii)
as, T2 +...4+ a,rn = Y
1 ¥ — q.. ai1 . * . a1 R —
Es gilt a;; = ai; — aai; und y; = y; — ey, LJ=2,...,n.

Wegen a;; <0 fiir i # j, a1 > 0, folgt

at, <0 i#j, i,j=2,...,n,
(v) S #J, 4]

yry >0 i=2,...,n.

Die Matrix A* = (afj)i,jzgj,,_m ist eine (n — 1,n — 1)-Matrix mit nicht-positiven Elementen au-
Berhalb der Hauptdiagonalen, und zu dem nicht-negativen Vektor z* = (x2,...,z,)T gibt es den
)T

positiven Vektor y* = (y3,...,y5)" mit

(v) y* = A*z*.

Das bedeutet, dass A* die Bedingung (1) erfiillt und somit nach Induktionsvoraussetzung auf die
Bedingung (4). Insbesondere gilt det(A*) > 0, und aus det(A) = aj; det(A*) folgt, det(A) > 0.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt det(Axg) > 0 fiir K ={1,...,k} und k =1,...,n — 1, also
konnen wir schliefen, dass A die Bedingung (4) erfiillt.

(4) = (3). Bedingung (4) impliziert det(A) > 0, also hat fiir jeden nicht-negativen Vektor y das
Gleichungssystem y = Az genau eine Losung x. Wir miissen « > 0 zeigen und fiithren den Beweis

durch Induktion iiber n.
Der Fall n = 1 ist trivial.

Wir nehmen nun an, dass (4) = (3) fiir n — 1 gilt und betrachten eine (n,n)-Matrix A. (4)
impliziert a;; > 0. Wir koénnen also Az = y in das oben angegebene System (iii) transformieren,
wobei allerdings y ein beliebiger nicht-negativer Vektor ist. Die dabei erhaltene Matrix A* erfiillt
ai; <0, i j. Offenbar gilt

* *
Qoo ... a% a2 ... QAL

. ) 1 : .
det : : = —det : : > 0,
aii
* *
Qo Qpi ak2 akk



99

d. h. Bedingung (4) ist fiir A* erfiillt, da sie fiir A nach Voraussetzung erfiillt ist.

(iv) impliziert yF >0 i=2,...,n fiir alle y > 0.

Nach Induktionsvoraussetzung hat fiir den Vektor y* = (v3,...,%%)? das System (v) genau eine

nicht-negative Losung x*. Wir setzen

n
1 *
1= — |4 — E a1;%;
aii —
Jj=2
*
Tj =1, J =2,...,n,
dann gilt Az =y und z; >0, j=1,...,n, was zu zeigen war.

(2) = (5). Sei Ar,; eine Hauptuntermatrix von A. Wir ordnen die Spalten und Zeilen von A so
um, dass die Hauptabschnittsmatrix A} r, K = {1,...,|I|} der umgeordneten Matrix A’ genau
die Matrix Ay ist. Offenbar gilt: zu jedem y > 0 gibt es > 0 mit y = Az genau dann, wenn
es zu jedem y > 0 ein z > 0 mit y = A’z gibt. Aus den bisherigen Beweisschriften folgt die
Aquivalenz von (2) und (4), und daraus erhalten wir: det(A jc) = det(Azr) > 0. Also ist jeder

Hauptminor von A positiv, woraus (5) folgt. O
Folgerung 8.5. Sei A = (a;j) eine nicht-negative (n,n)-Matriz, und seien

n n
T = Zaz‘j,i: 1,...,n, und 55 1= Zﬁij,j: 1,...,n. Gilt

‘ i=1

J=1

A>r;, 1=1,...,n oder

>\>Sj, j=1...,n,

dann erfillt die Matriz \I — A alle Bedingungen (1),...,(6) von Satz 8.4.

Beweis. Offensichtlich sind die Elemente von A — A, die nicht auf der Hauptdiagonalen stehen,
nicht-positiv. Es geniigt zu zeigen, dass A\l — A eine der (iquivalenten) Bedingungen (1),..., (6)
erfiillt.

(a) Sei A > ry, i =1,...,n. Wéhle y; := X\ — r;, dann ist y; > 0 und der Vektor z = (z;) mit

Ty =29 = ... =1z, = 1 ist eine Losung von (A — A)x = y. Also ist die Bedingung (1)
erfiillt.
(b) Sei A > sj, j =1,...,n. Transponieren von A fiihrt Spaltensummen in Zeilensummen iiber.

Also erfiillt die Matrix AT — A die Bedingung (1) nach (a); nach Satz 8.4 somit auch die
Bedingung (4). Die Hauptabschnittsminoren von AI — A" sind identisch mit den Haupt-
abschnittsminoren von A\I — A, woraus folgt, dass Al — A die Bedingung (4) und somit auch

alle anderen erfiillt.
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Folgerung 8.6. Ist X die Matriz der Inputkoeffizienten einer Input-Output-Tabelle, dann ist
I — X invertierbar, und I — X erfillt die Bedingungen (1),...,(6) aus Satz 8.4.

Beweis. Es gilt
n l
SRS St
i=1 i=1

siehe (7.1.23). Da bei der Produktion jedes beliebigen Gutes j positiver Primérinput bendtigt
wird, z. B. Arbeit, gilt

Z Zij > 0,
=1

also sind die Spaltensummen
n
Sj = E ,xw
i=1

strikt kleiner als 1. Nach Folgerung 8.5 hat dann die Matrix A — X mit A = 1 die gewiinschten
Eigenschaften. O

Satz 8.4 gibt eine Antwort auf Problem 8.2; und fiir den uns speziell interessierenden Fall der
Input-Output-Rechnung, folgt die Antwort auf die Frage in Problem 8.1 direkt aus Folgerung
8.6. Némlich, ist X eine Matrix von Input-Koeffizienten, dann ist nach Problem 8.2 (6) (I — X)
invertierbar, sogar nicht-negativ invertierbar, und zu jedem beliebigen Endnachfragevektor y > 0
gibt es einen Bruttoproduktionsvektor z > 0 mit (I — X )z = y. Das heift also, dass jede beliebige

Endnachfrage in der betrachteten Okonomie tatséchlich befriedigt werden kann.

In (7.1.30) und (7.1.31) haben wir behauptet, dass die inversen Matrizen der Leontief-Matrizen
(I — X) und (I — X) eine (fiir Interpretationen besonders niitzliche) Potenzreihendarstellung

haben. Wir werden hier wiederum eine etwas allgemeinere Analyse dieser Fragestellung geben.

Theorem 8.7. Seien A eine nicht-negative quadratische Matriz und p eine reelle Zahl. Dann

sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(1) pI — A ist nichtnegativ invertierbar.

o0 —
(2) p> 0 und die Reihe % > iAZ konvergiert.
i=0

Ist eine der Aussagen (1), (2) erfiillt, so gilt

Beweis. (1) = (2). Es gilt offenbar

oo 1, 00 1, 00 1 i
Z* _I+Z7A_Z A =1
=1 P i=0 P

7
=0 P

b\>—~
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Nach Voraussetzung ist (pI — A) invertierbar, also muss
1 .
1x
p

oo
=0

D=

i

die Inverse von (pI — A) sein. Daraus folgt, dass
o= 11—
LS L
P P’

konvergiert. Nach Voraussetzung erfiillt (pI — A) die Bedingung (6) von Satz 8.4 und somit auch
die Bedingung (4). Daraus folgt, dass p — @11 > 0 gelten muss. Aus @17 > 0 folgt somit p > 0.

(2) = (1). Wenn die Reihe

1 o= 1—5

Dy

P p
konvergiert, ist der Limes — wie wir oben gesehen haben — notwendigerweise die Inverse von
(pI — A). Also ist pI — A invertierbar. Da A > 0 und p > 0 ist

Lemma 8.8. Sei A eine nicht-negative quadratische Matriz, und sei
M(A) = {p € R|pI — A ist nichtnegativ invertierbar}.
Dann gibt es ein X > 0, so dass

M(A) = (X, 00). (Hier bezeichnet (A, o0) das offene Intervall von X bis o)

Beweis. Sei x ein beliebiger positiver Vektor. Setzen wir
p = n(max{a;li,j =1,...,n} +1),

so gilt offenbar pxr > Az, bzw. (pI — A)x > 0. Also erfiillt die Matrix pI — A die Bedingung
(1) von Satz 8.4 und somit auch die Bedingung (6). D. h. pI — A ist nichtnegativ invertierbar,

woraus folgt, dass M(A) # 0.

Ist p € M(A) und p' > p, dann folgt mit derselben Begriindung wie oben, dass p/ € M(A) .

Ist p € M(A), dann folgt aus (8.4) (4) p — @11 > 0 und daraus p > 0, das heiit M(A) ist ein

Intervall, das in den nicht-negativen reellen Zahlen enthalten ist.

Sei

A:=inf{p e M(A)}.
Aus den bisher gemachten Beobachtungen folgt A > 0. Es bleibt zu zeigen, dass A &€ M (A) gilt.

Angenommen A € M(A), dann gibt es nach Satz 8.4 (1) ein x > 0 so dass y := (Al — A)z > 0
bzw. Az > Ax. Dann aber gibt es offensichtlich ein ¢ > 0 mit (A—¢)x > Az, d. h. A—e € M(A).

Dies aber widerspricht der Definition von A. O
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Lemma 8.9. Ist A eine nicht-negative quadratische Matriz und M(A) = (X, 00), siehe Lemma
8.8, dann ist \ ein Figenwert von A, und es gibt einen semipositiven Eigenvektor x zu X, d. h.
einen Vektor x > 0,2 # 0, mit Ax = \z.

Beweis. Aus dem Alternativsatz 3.3 folgt, dass entweder das Gleichungssystem (Al — A)z = 0
eine semipositive Losung = oder das strikte Ungleichungssystem y? (A — A) > 0 eine Losung y
hat.

Angenommen, es gibt einen Vektor y mit y” (Al — A) > 0 (bzw. \y > ZTy). Wir wéhlen nun
eine reelle Zahl p > A, so dass py > ZTy gilt. (Offensichtlich gibt es eine solche Zahl p.) Da
p € M(A), sind nach (Satz 8.4 (4) alle Hauptabschnittsminoren von (pI — A) positiv. Dann sind
natiirlich auch die von (pI —ZT) positiv, also existiert nach Satz 8.4 (6) die Inverse von (pI —ZT)
und ist nicht-negativ. Daraus und aus 0 < (pI — ZT)y folgt 0 < (pI — ZT)_l(pI — ZT)y =y.

Also gibt es zur Matrix (A — ZT) einen Vektor y > 0 mit (A — ZT)y > 0. Folglich erfiillt
(M — ZT) die Bedingung (1) von Satz 8.4. Aus Symmetriegriinden gilt dann das Gleiche fiir die
Matrix (Al — A). Das aber heifit nach Satz 8.4 (6), dass (Al — A) nichtnegativ invertierbar ist.
Dies widerspricht jedoch der Tatsache, dass A & M (A).

Daraus folgt, dass die zweite der beiden Alternativen des Satzes 3.3 niemals gilt. Daraus folgt,
dass (A\I — A)x = 0 eine semipositive Losung x hat. Folglich ist dieser Vektor z ein semipositiver
Eigenvektor zum Eigenwert A von (I — A). O
Der folgende Satz beschreibt sehr wichtige Eigenschaften nicht-negativer Matrizen.
Theorem 8.10. (Frobenius-Perron) Sei A eine nicht-negative quadratische Matriz, und A sei
thr grofiter Figenwert. Dann gilt

(a) A hat einen nicht-negativen Eigenwert, d. h. A > 0.

(b) Es gibt einen semipositiven Eigenvektor zu A.

(c) (pI — A) ist nichtnegativ invertierbar genau dann, wenn p > A.

(d) Sind x ein semipositiver Vektor und u € IR mit Az > px, dann gilt i < A.

(e) Ist w ein Figenwert von A, dann gilt |w| < A.
Beweis. Nach Lemma 8.9 ist die reelle Zahl A mit M (A) = (A, 00) ein Eigenwert von A. Nach
Lemma 8.8 gilt A > 0. Daraus folgt (a).

Jede reelle Zahl p > A ist in M (A) enthalten, d. h. (pI — A) ist invertierbar, also gibt es keinen
von Null verschiedenen Vektor z mit pr = Ax. Daraus folgt, dass die Zahl A mit M(A) = (A, o)

tatsichlich der groBfte nicht-negative Eigenwert von A ist.

Damit folgt (c) sofort aus der Definition von M (A), und (b) folgt aus Lemma, 8.9.
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Um (d) zu zeigen, nehmen wir an dass > A gilt. Dann ist 4 € M (A) und folglich (ul—A)~! > 0.
Ist Az > px, d. h. 0 > (ul — A)x, dann gilt 0 > (ul — A)~H(ul — A)x = z. Also gibt es zu einer
Zahl p > A keinen semi-positiven Vektor x mit Ax > uzx.

Sei w ein beliebiger Eigenwert von A, und sei z ein Eigenvektor zu w, d. h. Az = wz. Schreiben

wir dieses Gleichungssystem explizit, so erhalten wir
n
E Q525 = Wz 1=1,...,n.
j=1

Daraus folgt

n

> faijllz) = wllz] i=1,... 0.

j=1
Setzen wir w := (|z1],...,|2s|), so erhalten wir wegen @;; > 0
n
Zaijwj > |wlw; i=1,...,n, bzw.
7j=1
Aw > |w|w.
Da w semipositiv ist, folgt aus (d) |w| < A, womit (e) gezeigt wire. O

Der grofite nicht-negative Eigenwert A(A) einer nicht-negativen Matrix A wird hiufig Frobenius-

Perron- Wurzel von A genannt.

Damit ist es uns also gelungen, scharfe Schranken fiir die Werte p anzugeben, fiir die (pI — A)
nichtnegativ invertierbar ist. Dariiber hinaus haben die inversen Matrizen von solchen Matrizen

pl — A eine sehr niitzliche Potenzreihendarstellung, siehe Satz 8.7.

Leider ist es nicht so einfach, die Frobenius-Perron-Wurzel A(A) zu berechnen. Wir werden daher

im folgenden eine Methode beschreiben, mit der man gute obere Schranken fiir A(A) bestimmen

kann, und somit gute untere Schranken fiir Werte p, so dass pI — A nichtnegativ invertierbar ist.

Wir erinnern daran, dass eine Vektornorm eine Abbildung ||.|| : R™ — IR ist mit den Eigenschaf-
ten

|zl >0, |lz]|=0<=2=0 VreR" (8.1.1)

laz|| = |a|lz]] Yz eR", VaelR (8.1.2)

[l +yll < llzll + llyll  vVz,y € R (8.1.3)

Fiir (n,n)-Matrizen A ist eine Matriznorm eine Vektornorm (A wird als Vektor des R" aufge-

fasst), so dass zusétzlich gilt:

|AB| < ||A||||B]| V Matrizen A, B. (8.1.4)
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Eine Matrixnorm auf R™ heiBt induziert durch eine Vektornorm auf R", falls gilt

A
4] = sup 1220 g g (5.15)
=0 [zl |lz||=1

Jede Norm von Matrizen, die durch (8.1.5) definiert ist, erfiillt automatisch die Bedingung (8.1.4),
d. h. induzierte Matrixnormen sind in der Tat Matrixnormen. Fiir induzierte Matrixnormen gilt
offensichtlich

[Az] < [lAf}{lz[]- (8.1.6)

Beispiele von induzierten Matrixnormen sind: Hoélder-Normen:
1/p

n
(lzll, = { D |zl ] zeR)
j=1

Spaltensummen-Norm:

n
Al == maxz la;j|, induziert von
i=1

n
el =3 fai
=1

Zeilensummen-Norm:

n
[Alloo == maxz |ai;|, induziert von
(2
j=1

oo = maxz;
Spektral-Norm:

|All2 := 1/ A(AT A), wobei A(AT A) der grofte Eigenwert von AT A ist,

induziert von ||z|| =

Zwischen den Eigenwerten von A und den Matrixnormen von A besteht folgende Beziehung:

Theorem 8.11. Seien A eine (n,n)-Matriz, \ ein beliebiger Eigenwert von A. ||.|| eine belie-
bige Matriznorm, so dass (8.1.6) fiir eine Vektornorm auf IR™ erfillt ist (dies ist z. B. fiir jede

induzierte Matriznorm der Fall), dann gilt
AL < [I4].
Beweis. Seien \ ein Eigenvektor und x ein Eigenvektor von A zu A, dann gilt Ax = Az und

deshalb
Azl = [[Az|| = [[Az| < [|All[|=].



105

Satz 8.11 kann wie folgt verschérft werden

Theorem 8.12. Fiir jede (n,n)-Matriz A und jedes € > 0 gibt es eine induzierte Matriznorm

|, so dass fir p = max{|\| : X\ Figenwert von A} gilt

p<lAl<p+e.
Beweis. siche STOER, BULIRSCH (1973), [30], Seite 71. O

Damit haben wir noch weitere Kriterien kennengelernt, aus denen zum Beispiel folgt, dass die

Input-Leontief-Matrix (I — X) invertierbar ist.

Bisher haben wir noch nichts iiber die Invertierbarkeit der Output-Leontief-Matrix (I —X) gesagt.
Aus Folgerung 8.5 kdnnte man dies z. B. schlieflen, wenn fiir jede Zeile von X die Summe der

Elemente der Zeile kleiner als 1 wire. Wegen

n m
Yowy Yy, =1 i=1l...n
j=1 j=1

ist dies gleichbedeutend mit der Feststellung, dass jeder Sektor einen positiven Teil seiner Produk-
tion an die Endnachfrage liefert. Dies lésst sich jedoch 6konomisch nicht ohne weiteres begriinden,
denn es konnte durchaus sein, dass ein Gut nur als Zwischenprodukt genutzt und nicht an die

Endnachfrage geliefert wird.

Jedoch impliziert die Invertierbarkeit von (I — X) trivialerweise die Invertierbarkeit von (I — X),
da nach (7.1.37) gilt
(I - X)) = diag(z)'(I — X)7! diag(x).

Und analog folgt, dass (I — X)~! all die schonen Eigenschaften wie (I — X)~! hat (z. B. Potenz-

reihendarstellung, Nichtnegativitit etc.).
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