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Vorwort

Die Vorlesung ,Lineare und Ganzzahlige Programmierung® ist die zweite Vor-
lesung (ADM II) im Zyklus des Studienschwerpunktes ,,Algorithmische Diskre-
te Mathematik™ an der TU Berlin in den Studiengdngen Mathematik, Techno-
und Wirtschaftsmathematik. Detaillierte Kenntnis der vorausgegangenen Vorle-
sung ,,Graphen- und Netzwerkalgorithmen wird nicht vorausgesetzt. Graphen-
und Netzwerke und damit zusammenhingende Probleme werden lediglich als
Beispielmaterial verwendet.

In dieser Vorlesung werden die Grundlagen der linearen Optimierung (auch linea-
re Programmierung genannt) behandelt, also einige Aspekte der linearen Algebra
und der Polyedertheorie. Natiirlich steht die Entwicklung von Algorithmen zur
Losung derartiger Optimierungsprobleme im Vordergrund. Sehr ausfiihrlich wer-
den der Simplexalgorithmus und seine Varianten behandelt, aber ebenso werden
wir Innere-Punkte-Verfahren und die Ellipsoidmethode diskutieren.

Im zweiten Teil der Vorlesung geht es um ganzzahlige und gemischt-ganzzahlige
Optimierung. Wir beginnen mit der Behandlung von Relaxierungen und dualen
Heuristiken, besprechen dann Branch&Bound-Verfahren und fiihren Schnittebe-
nenverfahren ein.

Oktober 2009 M. Grotschel
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Vorbemerkungen

Literatur

Die Literatur zum Thema ,,Lineare Programmierung ist iiberwiltigend umfang-
reich. Hierzu rufe man einfach einmal die Datenbank MATH des Zentralblatts fiir
Mathematik auf und starte eine Suche nach Biichern, die die Worter linear und
programming im Titel enthalten. Man erhilt derzeit tiber 200 Referenzen. Fast 40
Biicher enthalten die beiden Worter lineare Optimierung und fast 30 die Worter
lineare Programmierung in ihrem Titel.

Eine Google-Suche am 11. Oktober 2009 nach ,linear programming™ liefert der-
zeit ungefahr 1.6 Millionen Ergebnisse. Der (bei meiner Suche) am hochsten be-
wertete Eintrag war die Wikipedia-Erldauterung. Unter den ersten zehn Erwédhnun-
gen war auch ,,Linear Programming FAQs", sieche
http://www—unix.mcs.anl.gov/otc/Guide/faqg/,

welche auf den NEOS Wiki-Server fiihrt:
http://wiki.mcs.anl.gov/NEOS/index.php/NEOS Wik, liber den
man u. a. zu der folgenden von Bob Fourer gepflegten Seite kommt:
http://www.fags.org/fags/Iinear—programming—faqg/,

die eine wirklich gute Quelle mit vielfdltigen und ausgezeichneten Informatio-
nen zur linearen Optimierung ist. Unter der Rubrik ,, Textbooks™ ist hier eine Rei-
he guter Biicher zum Thema zusammengestellt worden. Ich empfehle aus dieser
Auswahl:

e Dantzig, George B., Linear Programming and Extensions, Princeton Uni-
versity Press, 1963. Dies ist der ,,Klassiker des Gebiets, auch heute noch
eine interessante Quelle, und 1998 im Paperback-Format erneut erschienen.

e Chvatal, Vasek, Linear Programming, Freeman, 1983. Dies ist ein ausge-
zeichnetes Einfiihrungsbuch, das sich insbesondere an Leser mit geringer
mathematischer Vorbildung richtet.

e Padberg, Manfred, Linear Optimization and Extensions, Springer, 2001.
Wenn sie wissen mochten, was die Berliner Luftbriicke mit linearer Op-
timierung zu tun hat, dann sollten Sie einmal in dieses Buch schauen.

e Schrijver, Alexander, Theory of Linear and Integer Programming, Wiley,
1986. Dieses Buch fasst den Kenntnisstand bis zum Jahre 1985 so gut wie
vollstindig zusammen, ein herausragendes Buch, das sich an den fortge-
schrittenen Leser richtet.


http://www-unix.mcs.anl.gov/otc/Guide/faq/ 
http://wiki.mcs.anl.gov/NEOS/index.php/NEOS_Wiki
http://www.faqs.org/faqs/linear-programming-faq/

MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

e Vanderbei, Robert J., Linear Programming: Foundations and Extensions.
Kluwer Academic Publishers, 1996. Eine schone, Praxis bezogene Darstel-
lung von Simplex- und Innere-Punkte-Methoden, Source-Codes zu den im
Buch prisentierten Verfahren sind online verfiigbar, sieche
http://www.princeton.edu/ ~rvdb/LPbook/|

e Wright, Stephen J., Primal-Dual Interior-Point Methods. SIAM Publicati-
ons, 1997. Innere-Punkte-Methoden sind erst Mitte der 80er Jahre entdeckt
und populdr geworden. Wrights Buch behandelt die wichtigsten Verfah-
rensklassen dieses Ansatzes.

Leider wird die letztgenannte Webseite seit 2005 nicht mehr fortgeschrieben, so
dass einige der Links inzwischen veraltet und einige neuere Referenzen nicht vor-
handen sind.

Polyedertheorie ist ein wichtiger Aspekt der Vorlesung. Sehr gute Biicher hierzu
sind:

e Griinbaum, Branko, Convex Polytopes, Springer-Verlag, Second Edition,
2003

e Ziegler, Giinter M., Lectures on Polytopes, Springer-Verlag, Revised Editi-
on, 1998

Ein Artikel, der die enormen Fortschritte bei der praktischen Losung linearer Pro-
gramme seit Anfang der 90er Jahre beschreibt, ist:

e Robert E. Bixby, Solving Real-World Linear Programs: A Decade and More
of Progress, Operations Research 50 (2002) 3-15.

Fortschritte in den letzten Jahren im Bereich der ganzzahligen und gemischt-
ganzzahligen Optimierung sind dokumentiert in

e Robert E. Bixby. Mary Fenelon, Zonghao Gu, Ed Rothberg, und Roland
Wunderling, Mixed-Integer Programming: A Progress Report, erscheint 2004
in: Grotschel, M. (ed.), The Sharpest Cut, MPS/SIAM Series on Optimiza-
tion.


http://www.princeton.edu/~rvdb/LPbook/ 
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Lineare Optimierung im Internet: Vermischtes

Umfangreiche Literaturverweise, Preprint-Sammlungen, Hinweise auf Personen,
die sich mit Optimierung und Spezialgebieten davon beschiftigen, verfiigbare
Computercodes, Beispiele zur Modellierung von praktischen Problemen, Test-
beispiele mit Daten linearer Programme, etc, findet man u. a. auf den folgenden
Internet-Seiten:

e http://www.optimization—online.orqd/]
(Optimization Online is a repository of e-prints about optimization and re-
lated topics.)

e http://www—neos.mcs.anl.gov/|
(Dies ist die Hauptseite des NEOS-Servers mit vielen Links zu Optimie-
rungsseiten)

e http://miplib.zib.dd
(Testbeispiele fiir gemischt-ganzzahlige Optimierungsprobleme)

e http://elib.zib.de/pub/Packages/mp-testdata/ (Verwei-
se auf Sammlungen von Test-Beispielen wie die Netlib-LP-Testprobleme.)

Im Internet gibt es auch verschiedene Einfiihrungen in die lineare Optimierung,
insbesondere solche, die sich an Anfinger richten. Leider sind die URLs selten
stabil, sodass sie hier nicht aufgelistet werden.

Wie oben erwihnt, wird in dieser Vorlesung besonders viel Wert auf die geometri-
sche Fundierung der linearen Optimierung gelegt. Die Losungsmengen von linea-
ren Programmen sind Polyeder. Im Internet findet man viele Seiten, die Polyeder
bildlich darstellen. Hier sind zwei Webseiten mit animierten Visualisierungen von
Polyedern:

e LhtTp://www.eg-—models.de/] (gehe z. B. zu Classical Models, Regu-
lar Solids oder Discrete Mathematics, Polytopes)

e http://mathworld.wolfram.com/topics/Polvhedra.html]

Software

Héufig mochte man Polyeder von einer Darstellungsform (z.B. Losungsmenge
von Ungleichungssystemen) in eine andere Darstellungsform (z.B. konvexe Hiille

11
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von endlich vielen Punkten) verwandeln, um gewisse Eigenschaften besser zu ver-
stehen. Auch hierzu gibt es eine Reihe von Codes (die meisten stehen kostenlos
zum Download bereit). Eine Sammlung solcher Verfahren ist zu finden unter:

e http: elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/polyth/index.htmll

Die Programmsammlung PORTA stammt aus einer Diplomarbeit, die Thomas
Christof bei mir geschrieben und dann mit anderen Kollegen (u. a. A. Lobel (ZIB))
weiterentwickelt hat. Das deutlich umfangreichere Programmpaket Polymake von
E. Gawrilow und M. Joswig wurde im mathematischen Institut der TU Berlin ent-
wickelt und wird hier weiter gepflegt und ausgebaut.

Es gibt eine Vielzahl von Codes zur Losung linearer Programme und Modellie-
rungssprachen, mit Hilfe derer man praktische Probleme (einigermaflen) bequem
in Datensitze verwandeln kann, die LP-Loser akzeptieren. Eine kommentierte
Ubersicht hierzu ist zu finden unter:

e http://wiki.mcs.anl.gov/NEOS/index.php/Optimization |
Software Guidd

Eine weitere Liste findet man unter:

e http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/linprod/
ndex html

Die Zeitschrift OR/MS Today veréffentlicht regelmiBig Ubersichten iiber kom-
merzielle und frei verfiigbare Software zur Losung linearer Programme. Die letzte
Anderung der Ubersicht datiert vom 25.09.2009:

e http://Iionhrtpub.com/orms/surveys/LP/IP—-survey.htm]

In dieser Vorlesung haben wir Zugang zu dem kommerziellen Code CPLEX der
Firma ILOG (2009 von IBM iibernommen). Nach Ansicht vieler ist dies derzeit
der weltweit beste Code zur Losung linearer und ganzzahliger Programme (Ihnen
steht allerdings nicht die allerneueste Version zur Verfiigung).

Die seit kurzem auf dem Markt agierende Firma Gurobi bietet fiir Universitatsan-
gehorige freien Zugang zu ihren Codes, siehe:
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e http://www.gurobl.com/html/download academic.nhtmll.

Neueste Tests von Hans Mittelmann zeigen, dass der Gurobi Code zur weltweiten
Spitzenklasse gehort, siche:

e htftp://plato.asu.edu/ftp/ITpcom.htmll.

Vom Konrad-Zuse-Zentrum (ZIB) wird ein fiir akademische Zwecke kostenlos
verfiigbarer Code namens SoPlex zur Losung von LPs angeboten, siche:

e http: www.z1b.de/Optimization/Software/Soplex

Dieses Programm stammt aus der Dissertation von Roland Wunderling aus dem
Jahre 1997 an der TU Berlin und wird am ZIB weiterentwickelt. Es ist sogar als
Source Code verfiigbar.

Als Modellierungssprache (z. B. zur Erzeugung von Daten im Ip- oder mps-Format,
die von den meisten LP-Losern gelesen werden konnen) wird in der Vorlesung
Zimpl angeboten. Dieses Programm wird von Thorsten Koch (ZIB) entwickelt
und gepflegt, siehe:

e http://www.zib.de/koch/zimpl/]

Zum Schluss noch ein Hinweis auf allgemeine Optimierungsprobleme. Hans Mit-
telmann unterhilt eine Webseite, siche

e http://plato.la.asu.edu/guide.htm]]

die dabei hilft, fiir ein vorliegendes Optimierungsproblem geeignete Software aus-
findig zu machen.

v
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Kapitel 1

Einfiihrung

Dieses erste Kapitel dient der Einfiihrung in das Gebiet “Optimierung”. Opti-
mierungsaufgaben werden zunichst ganz allgemein definiert und dann immer
mehr spezialisiert, um zu Aufgaben zu kommen, iiber die mathematisch inter-
essante Aussagen gemacht werden konnen. Anwendungen der mathematischen
Modelle werden nur andeutungsweise behandelt. Wir beschéftigen uns zunichst
hauptsichlich mit der Theorie, denn ohne theoretische Vorkenntnisse kann man
keine Anwendungen betreiben.

Eine fiir die Praxis wichtige Tatigkeit ist die Modellbildung oder -formulierung,
also die Aufgabe ein reales Problem der Praxis in eine mathematische Form zu
“kleiden”. Diese Aufgabe wird von Mathematikern hidufig ignoriert oder als tri-
vial betrachtet. Aber es ist gar nicht so einfach, fiir ein wichtiges Praxisproblem
ein “gutes” mathematisches Modell zu finden. Dies muss anhand vieler Beispie-
le geiibt werden, um ,,Modellbildungserfahrung™ zu gewinnen. Wir werden dies
vornehmlich in den Ubungen zur Vorlesung abhandeln.

1.1 Ein Beispiel

Was ist ein Optimierungsproblem? Bevor wir diese Frage durch eine allgemei-
ne Definition beantworten, wollen wir ein Beispiel ausfiihrlich besprechen, um
zu zeigen, wie Optimierungsprobleme entstehen, und wie man sie mathematisch
behandeln kann. Wir beginnen mit einem (natiirlich fiir Vorlesungszwecke aufbe-
reiteten) Beispiel aus der Olindustrie.

(1.1) Beispiel (Olraffinierung). In Olraffinerien wird angeliefertes Rohol durch

1
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Anwendung von chemischen und (oder) physikalischen Verfahren in gewisse ge-
wiinschte Komponenten zerlegt. Die Ausbeute an verschiedenen Komponenten
hingt von dem eingesetzten Verfahren (Crackprozess) ab. Wir nehmen an, dass
eine Raffinerie aus Rohol drei Komponenten (schweres Ol S, mittelschweres Ol
M, leichtes Ol L) herstellen will. Sie hat zwei Crackverfahren zur Verfiigung, die
die folgende Ausbeute liefern und die die angegebenen Kosten (Energie, Maschi-
nenabschreibung, Arbeit) verursachen. (Zur Verkiirzung der Schreibweise kiirzen
wir das Wort “Mengeneinheit” durch ME und das Wort “Geldeinheit” durch GE
ab. 10 M E' Rohdl ergeben in:

Crackprozess 1 : 2ME
2ME
1 ME

Kosten: 3 GE

Sz "

Crackproze2: 1ME S
2ME M Kosten: 5 GE
A4ME L

Aufgrund von Lieferverpflichtungen muss die Raffinerie folgende Mindestpro-
duktion herstellen:

3ME S
SME M
AME L

Diese Mengen sollen so kostengiinstig wie moglich produziert werden.

0

Wir wollen nun die obige Aufgabe (1.1) mathematisch formulieren. Unser Ergeb-
nis wird eine mathematische Aufgabe sein, die wir spiter als lineares Programm
oder lineares Optimierungsproblem bezeichnen werden.

Zunichst stellen wir fest, dass die Crackprozesse unabhéngig voneinander arbei-
ten und (im Prinzip) mit jeder beliebigen Rohdlmenge beschickt werden konnen.
Wir fiihren daher zwei Variable z; und x, ein, die das Produktionsniveau der bei-
den Prozesse beschreiben. Wird z. B. x; = 1.5 gewihlt, so bedeutet dies, dass
der Crackprozess 1 mit 15 ME Rohdl beschickt wird, wiahrend bei x5 = 0.5 der
Crackprozess 2 nur mit 5 ME Rohol gefahren wird. Natiirlich macht es keinen
Sinn, einen Crackprozess mit negativen Rohdlmengen zu beschicken, aber jeder
Vektor x = (11, 22) € R?, & > 0, beschreibt ein mdgliches Produktionsniveau
der beiden Prozesse.

Angenommen durch (x1,z5) > 0 sei ein Produktionsniveau beschrieben, dann
folgt aus den technologischen Bedingungen der beiden Crackprozesse, dass sich

2
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der AusstoB an schwerem Ol S auf
2%1 ) ME S
belduft, und analog erhalten wir

21’1 —|—2[]32 ME M
r1 +4xes ME L.

Die Kosten betragen offenbar
z=3r; +5xy GE.

Die eingegangenen Lieferverpflichtungen besagen, dass gewisse Mindestmengen
an S, M und L produziert werden miissen, das heift, ein Vektor (x,z,) be-
schreibt nur dann ein Produktionsniveau, bei dem auch alle Lieferverpflichtungen
erfiillt werden konnen, wenn gilt:

2$1+ T2 23
21Z1+ 21’2 25

T Z 0
i) 2 0

Unsere Aufgabe besteht nun darin, unter allen Vektoren (xq,z5) € R?, die die
5 Ungleichungen in (1.2) erfiillen, einen Vektor zu finden, der minimale Kosten
verursacht, d. h. bei dem

z = 311 + bxa

einen moglichst kleinen Wert annimmt.

Es hat sich eingebiirgert, eine derartige Aufgabe ein lineares Programm oder ein
lineares Optimierungsproblem zu nennen und es wie folgt zu schreiben:

min 3x; + bzy

unter den Nebenbedingungen:

(1) 2x1+ z9 >3 (S-Ungleichung)
(2) 2x1+ 229 > 5 (M-Ungleichung)

(1.3) 3) 1+ 4x9 > 4 (L-Ungleichung)
“4) 120
) 29 20

3
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Dabei nennt man die zu minimierende Funktion 3x; + 5z, die Zielfunktion des
Problems. Jeder Vektor, der (1), ..., (5) erfiillt, heift zulédssige Losung des Pro-
blems.

Da wir nur 2 Variablen haben, konnen wir unsere Aufgabe graphisch analysieren.
Ersetzen wir das “>"-Zeichen in (1), ..., (5) durch ein Gleichheitszeichen, so er-
halten wir 5 Gleichungen. Die Losungsmenge einer Gleichung im R? ist bekannt-
lich eine Gerade. Diese 5 Geraden “beranden” die Losungsmenge des Systems der
Ungleichungen (1), ..., (5). Diese Losungsmenge ist in Abbildung 1.1 graphisch
dargestellt. (Der Leser moge sich unbedingt mit der geometrischen Interpretation
von Ungleichungen vertraut machen.)

G, ={x|x,=0}

6
5.
: Lésungsmenge von (1),...,(5)
g 4
3 t {x|3x, +5x, =19} =G
2

frlx+ay =4=G, -

1 2 3 4 56 ..
) G, = tx 5 =0}
G, ={x|2x,+x, =3} {x|2x +2x,=5} =G,

Abb. 1.1

Die Zielfunktion ist natiirlich keine Gerade, sie reprisentiert eine Schar paralle-
ler Geraden. Nehmen wir z. B. den Vektor z = (3,2), der alle Ungleichungen
(1),...,(b) erfiillt. Sein Zielfunktionswert ist 19, d. h. bei diesem Produktionsni-
veau treten Gesamtkosten in Hohe von 19 GE auf. In Abbildung 1.1 ist die Gerade
G = {z | 3z + bzy = 19} gestrichelt gezeichnet. Die Menge aller derjenigen
Punkte, die auf dieser Geraden liegen und (1), ..., (5) erfiillen, stellen Produkti-
onsniveaus mit Gesamtkosten 19 GE dar.

Geometrisch ist nun klar, wie wir einen Punkt finden konnen, der (1),...,(5)
erfiillt und die Zielfunktion minimiert. Wir verschieben die Gerade G so lange
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parallel in Richtung auf den Punkt (0, 0), bis die verschobene Gerade die Losungs-
menge von (1), ..., (5) nur noch tangiert. Fiihren wir dies graphisch durch, so se-
hen wir, dass wir die Tangentialstellung im Punkt z* = (2, %) erreichen. Die zu G
parallele Gerade

G' ={x | 3x1 + by = 8.5}

beriihrt die Losungsmenge von (1),...,(5) in nur einem Punkt, ndmlich z*, je-
de weitere Parallelverschiebung wiirde zu einem leeren Durchschnitt mit dieser
Losungsmenge fiihren. Wir schlieBen daraus, dass

die Optimalldsung unseres Problems ist, d. h. alle Lieferverpflichtungen konnen
bei diesem Produktionsniveau erfiillt werden, und alle anderen Produktionsnive-
aus fithren zu Gesamtkosten, die hoher sind als die Kosten von 8.5 GE, die beim
Produktionsniveau z* anfallen.

Die vorgefiihrte Losung des Beispiels (1.1) ist anschaulich und sieht recht einfach
aus. Aber es ist klar, dass sich diese graphische Argumentation nicht fiir mehr als
zwel Variable durchfiihren ldsst. Die graphische Methode ist zwar niitzlich, um
die geometrische Intuition anzuregen, aber zur Losung von linearen Programmen
taugt sie nicht. Und dann stellt sich natiirlich die Frage, ob unsere Schlussfol-
gerungen als ein korrekter Beweis fiir die Optimalitéit von x* angesehen werden
konnen.

Wir wollen daher einen zweiten Versuch zur Losung von (1.1) unternehmen und
betrachten das Problem etwas allgemeiner. Wihlen wir statt der speziellen Ziel-
funktion 3z, + bx, eine beliebige, sagen wir

axy + bxg,

so sehen wir, dass unser Problem gar keine Optimallésung haben muss. Ist ndmlich
einer der Parameter negativ, sagen wir a < 0, so konnen wir den Zielfunktionswert
so klein machen, wie wir wollen. Z. B. gilt fiir die Folge der Punkte (™ := (n, 0),
n €N,
™ erfiillt  (1),...,(5) fiirallen >4,
az™ + b2l = na.

Also ist der Wert der Zielfunktion iiber der Losungsmenge (1), ..., (5) nicht nach
unten beschriankt. Von unserem Beispiel ausgehend ist eine derartige Zielfunkti-
on natiirlich unsinnig, aber mathematisch miissen derartige Fille behandelt und
klassifiziert werden. Kommt so etwas in der Praxis vor? Natiirlich, und zwar 6fter
als man denkt! Griinde hierfiir liegen in der Regel bei fehlerhafter Dateneinga-
be, falschem Zugriff auf Datenbanken oder irgendwelchen Ubertragungsfehlern.

5
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Auch Losungsmengen, die aufgrund der eigentlichen Daten nicht leer sein sollten,
konnen auf diese Weise plotzlich leer sein.

Sind a und b nichtnegativ, so ist klar, dass es eine Optimallosung gibt. Fiihren wir
unser Parallelverschiebungsexperiment mehrmals durch, so werden wir feststel-
len, dass wir immer eine Optimalldsung finden konnen, die den Durchschnitt von
zwei der fiinf Geraden Gy, ..., G5 bildet. Man konnte also vermuten, dass dies
immer so ist, d. h. dass immer Optimallosungen gefunden werden konnen, die
(bei n Variablen) den Durchschnitt von n Hyperebenen bilden.

Wir werden spiter sehen, dass dies (bis auf Pathologien) in der Tat der Fall ist, und
dass dies eine der fruchtbarsten Beobachtungen in Bezug auf die Losungstheorie
von Problemen des Typs (1.1) ist.

Die Losungsmenge von (1.3) (1),...,(5) enthilt unendlich viele Punkte. Unse-
re obige Uberlegung hat die Suche auf endlich viele Punkte reduziert, und die-
se Punkte konnen wir sogar effektiv angeben. Wir schreiben die Ungleichungen
(1),...,(5) als Gleichungen und betrachten alle moglichen 10 Systeme von 2
Gleichungen (in 2 Variablen) dieses Systems. Jedes dieser 10 Gleichungssyste-
me konnen wir mit Hilfe der GauB3-Elimination 16sen. Z. B. ist der Durchschnitt
von Gy und G5 der Punkt y; = (£, 2), und der Durchschnitt von G; und G, der
Punkt y, = (3,2). Der Punkt y; erfiillt jedoch die Ungleichung (2) nicht. Wir
miissen also zunéchst alle Durchschnitte ausrechnen, dann iiberpriifen, ob der je-
weils errechnete Punkt tatséchlich alle Ungleichungen erfiillt, und unter den so

gefundenen Punkten den besten auswéhlen.

Dieses Verfahren ist zwar endlich, aber bei m Ungleichungen und n Variablen
erfordert es (:’Z) Aufrufe der GauB-Elimination und weitere Uberpriifungen. Es
ist also praktisch nicht in verniinftiger Zeit ausfiihrbar. Dennoch steckt hierin der
Kern des heutzutage wichtigsten Verfahrens zur Losung von linearen Program-
men, des Simplexverfahrens. Man berechnet zunichst eine Losung, die im Durch-
schnitt von n Hyperebenen liegt, und dann versucht man “systematisch” weitere
derartige Punkte zu produzieren und zwar dadurch, dass man jeweils nur eine Hy-
perebene durch eine andere austauscht und so von einem Punkt auf “zielstrebige”
Weise iiber “Nachbarpunkte” zum Optimalpunkt gelangt. Uberlegen Sie sich ein-
mal selbst, wie Sie diese Idee verwirklichen wiirden!

Eine wichtige Komponente des Simplexverfahrens beruht auf der Tatsache, dass
man effizient erkennen kann, ob ein gegebener Punkt tatsdchlich der gesuchte
Optimalpunkt ist oder nicht. Dahinter steckt die sogenannte Dualitditstheorie, die
wir anhand unseres Beispiels (1.1) erldutern wollen. Wir wollen also zeigen, dass
der Punkt z* = (2, ) minimal ist.
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Ein Weg, dies zu beweisen, besteht darin, untere Schranken fiir das Minimum
zu finden. Wenn man sogar in der Lage ist, eine untere Schranke zu bestimmen,
die mit dem Zielfunktionswert einer Losung des Ungleichungssystems iiberein-
stimmt, ist man fertig (denn der Zielfunktionswert irgendeiner Losung ist immer
eine obere Schranke, und wenn untere und obere Schranke gleich sind, ist der
optimale Wert gefunden).

Betrachten wir also unser lineares Program (1.3). Wir bemerken zunéchst, dass
man alle Ungleichungen (1), ..., (5) skalieren kann, d. h. wir kénnen z. B. die
Ungleichung

(1) 2[L’1 + X9 Z 3
mit 2 multiplizieren und erhalten:
(1) 4dzy + 2x9 > 6.

Die Menge der Punkte des R?, die (1) erfiillen, stimmt offenbar iiberein mit der
Menge der Punkte, die (1’) erfiillen. Wir konnen auch mit negativen Faktoren
skalieren, aber Achtung, dann dreht sich das Ungleichungszeichen um!

Eine weitere simple Beobachtung ist die folgende. Erfiillt ein Vektor zwei Un-
gleichungen, so erfiillt er auch die Summe der beiden Ungleichungen. Das gilt
natiirlich nur, wenn die Ungleichungszeichen gleichgerichtet sind. Addieren wir
z. B. zur Ungleichung (1) die Ungleichung (3), so erhalten wir

3x1+ 51y > 7.

Die linke Seite dieser Ungleichung ist (natiirlich nicht rein zufillig) gerade unse-
re Zielfunktion. Folglich kénnen wir aus der einfachen Uberlegung, die wir ge-
rade gemacht haben, schliefien, dass jeder Vektor, der (1.3) (1),...,(5) erfiillt,
einen Zielfunktionswert hat, der mindestens 7 ist. Der Wert 7 ist somit eine untere
Schranke fiir das Minimum in (1.3). Eine tolle Idee, oder?

Das Prinzip ist damit dargestellt. Wir skalieren die Ungleichungen unseres Sy-
stems und addieren sie, um untere Schranken zu erhalten. Da unsere Ungleichun-
gen alle in der Form “>"" geschrieben sind, diirfen wir nur positiv skalieren, denn
zwei Ungleichungen a1 + asxy < avund byxy +byzs > 5 kann man nicht addie-
ren. Gibt jede beliebige Skalierung und Addition eine untere Schranke? Machen
wir noch zwei Versuche. Wir addieren (1) und (2) und erhalten

4$1 + 3ZL’2 Z 8.

Das hilft uns nicht weiter, denn die linke Seite der Ungleichung kann nicht zum
Abschitzen der Zielfunktion benutzt werden. Betrachten wir nun, das 1.5-fache
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der Ungleichung (2), so ergibt sich
3ZL‘1 + 31‘2 2 7.5.

Hieraus schlieBen wir: Ist 3x; + 329 > 7.5, dann ist erst recht 3x; + bz > 7.5,
denn nach (5) gilt ja x5 > 0.

Daraus konnen wir eine Regel fiir die Bestimmung unterer Schranken ableiten.
Haben wir eine neue Ungleichung als Summe von positiv skalierten Ausgangs-
ungleichungen erhalten und hat die neue Ungleichung die Eigenschaft, dass je-
der ihrer Koeffizienten hochstens so grof} ist wie der entsprechende Koeffizient
der Zielfunktion, so liefert die rechte Seite der neuen Ungleichung eine untere
Schranke fiir den Minimalwert von (1.3).

Diese Erkenntnis liefert uns ein neues mathematisches Problem. Wir suchen nicht-
negative Multiplikatoren (Skalierungsfaktoren) der Ungleichungen (1), (2), (3)
mit gewissen Eigenschaften. Multiplizieren wir (1) mit ¢y, (2) mit y» und (3) mit
Y3, so darf die Summe 2y; + 2y, + y3 nicht den Wert des ersten Koeffizienten
der Zielfunktion (also 3) iiberschreiten. Analog darf die Summe vy, + 2y, + 4ys
nicht den Wert 5 iiberschreiten. Und die y; sollen nicht negativ sein. Ferner soll
die rechte Seite der Summenungleichung so grofl wie moglich werden. Die rech-
te Seite kann man durch 3y; + 5ys + 4ys berechnen. Daraus folgt, dass wir die
folgende Aufgabe 16sen miissen. Bestimme

max 3y; + dys + 4y3

unter den Nebenbedingungen:

200 + 2y + y3 <3
(1.4) Y1+ 2y +4ys <5
Yi,Y2,y3 >0

Auch (1.4) ist ein lineares Programm. Aus unseren Uberlegungen folgt, dass der
Maximalwert von (1.4) hochstens so grof} ist wie der Minimalwert von (1.3), da je-
de Losung von (1.4) eine untere Schranke fiir (1.3) liefert. Betrachten wir z. B. den

Punkt

v = (i ys,y5) = (0,5, 2),
Durch Einsetzen in die Ungleichungen von (1.4) sieht man dass y* alle Unglei-
chungen erfiillt. Addieren wir also zum %—fachen der Ungleichung (2) das %—fache

der Ungleichung (3), so erhalten wir

3xr1+ dxry > 8.5.

8
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Damit wissen wir, dass der Minimalwert von (1.3) mindestens 8.5 ist. Der Punkt
x* liefert gerade diesen Wert, er ist also optimal. Und auferdem ist y* eine Opti-
mallosung von (1.4).

Die hier dargestellten Ideen bilden die Grundgedanken der Dualitéitstheorie der
linearen Programmierung, und sie sind auB3erordentlich niitzlich bei der Entwick-
lung von Algorithmen und in Beweisen. In der Tat haben wir bereits ein kleines
Resultat erzielt, das wir wie folgt formal zusammenfassen wollen.

(1.5) Satz. Es seien ¢ € R™", b € R™, und A sei eine reelle (m,n)-Matrix.
Betrachten wir die Aufgaben

(P) min ¢’z unter Az >b, x>0,

(lies: bestimme einen Vektor x*, der Ax* > bund z* > 0 erfiillt und dessen
Wert ¢ x* so klein wie moglich ist),

(D) max y'b unter yTA<c, y>0

(lies: bestimme einen Vektor y*, der y*7 A < ¢! und y* > 0 erfiillt und
dessen Wert 3*7'b so groB wie moglich ist),

dann gilt Folgendes:

Seien x¢ € R™ und yy € R™ Punkte mit Azg > b, 7o > 0 und yl' A < T, yo > 0,
dann gilt
yg b < CTl’o-

Beweis : Durch einfaches Einsetzen:
Yo b < yg (Amg) = (yg A)wo < " o
U

Satz (1.5) wird schwacher Dualitiitssatz genannt. Fiir Optimallosungen x* und
y* von (P) bzw. (D), gilt nach (1.5) y*7b < ¢!'z*. Wir werden spiter zeigen, dass
in diesem Falle sogar immer y*7b = c¢T'z* gilt. Dies ist allerdings nicht ganz so
einfach zu beweisen wie der obige Satz (1.5).

Unser Beispiel (1.1) stammt aus einer 6konomischen Anwendung. Das lineare
Programm (1.3) haben wir daraus durch mathematische Formalisierung abgeleitet
und daraus durch mathematische Uberlegungen ein neues lineares Programm (1.4)
gewonnen. Aber auch dieses Programm hat einen 6konomischen Sinn.

9
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(1.6) Okonomische Interpretation von (1.4). Als Manager eines Olkonzerns
sollte man dariiber nachdenken, ob es iiberhaupt sinnvoll ist, die drei Olsorten S,
M, L selbst herzustellen. Vielleicht ist es gar besser, die benotigten Olmengen auf
dem Markt zu kaufen. Die Manager miissen sich also iiberlegen, welche Preise sie
auf dem Markt fiir S, M, L gerade noch bezahlen wiirden, ohne die Produktion
selbst aufzunehmen. Oder anders ausgedriickt, bei welchen Marktpreisen fiir S,
M, L lohnt sich die Eigenproduktion gerade noch.

Bezeichnen wir die Preise fiir eine Mengeneinheit von S, M, L mit y1, ys, Y3, SO
sind beim Ankauf der benotigten Mengen fiir S, M, L genau 3y, + 5y, + 4y GE
zu bezahlen. Der erste Crackprozess liefert bei 10 ME Rohdleinsatz 2 ME S, 2
ME M und 1 ME L und verursacht 3 GE Kosten. Wiirden wir den Ausstoss des
ersten Crackprozesses auf dem Markt kaufen, so miissten wir dafiir 2y, + 2ys 4 y3
GE bezahlen. Ist also 2y; + 2y, + y3 > 3, so ist es auf jeden Fall besser, den
Crackprozess 1 durchzufiihren als auf dem Markt zu kaufen. Analog gilt fiir den
zweiten Prozess: Erfiillen die Marktpreise die Bedingung vy, + 2y, + 4ys > 5, so
ist die Durchfiihrung des Crackprozesses 2 profitabel.

Nur solche Preise 1, v, y3, die die Bedingungen

201 + 2y + y3 <3
Y1+ 2y +4ys <5
Y1,Y2, Y3 >0

erfiillen, konnen also das Management veranlassen, auf dem Markt zu kaufen,
statt selbst zu produzieren. Der beim Kauf der durch Liefervertrige benotigten
Mengen zu bezahlende Preis beléduft sich auf

3y1 + 5y + 4ys.

Wenn wir diese Funktion unter den obigen Nebenbedingungen maximieren, erhal-
ten wir Preise (in unserem Falle y7 = 0, y5 = %, Y3 = %), die die Eigenproduktion
gerade noch profitabel erscheinen lassen. Diese Preise werden Schattenpreise ge-
nannt. Sie sagen nichts iiber den tatsdchlichen Marktpreis aus, sondern geben in
gewisser Weise den Wert des Produktes fiir den Hersteller an.

Das Resultat y; = 0 besagt z. B., dass das Schwerdl S fiir den Hersteller wertlos
ist. Warum? Das liegt daran, dass bei der optimalen Kombination der Crackpro-
zesse mehr Schwerdl anfillt (ndmlich 4.5 ME) als benotigt wird (3 ME). Das
heiflt, bei jeder Lieferverpflichtung fiir Schwerdl, die zwischen O und 4.5 ME
liegt, wiirde sich die optimale Prozesskombination nicht dndern, und die gesam-
ten Kosten wiren in jedem Falle die gleichen. Ein gutes Management wird in einer
solchen Situation die Verkaufsmitarbeiter dazu anregen, Schwerdl zu verkaufen.

10
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Bei jedem beliebigen Verkaufspreise winkt (innerhalb eines begrenzten Lieferum-
fangs) Gewinn! Und es gibt weniger Entsorgungsprobleme. Miisste der Hersteller
dagegen eine ME mehr an leichtem Ol L liefern, so miisste die Kombination der
Crackprozesse geidndert werden, und zwar wiirden dadurch insgesamt Mehrkosten
in Hohe von % GE anfallen. Analog wiirde bei einer Erhohung der Produktion von
5 ME mittleren Ols auf 6 ME eine Kostensteigerung um % GE erfolgen.

Diesen Sachverhalt konnen wir dann auch so interpretieren. Angenommen, die
Olfirma hat die Prozessniveaus x] = 2, x5 = 0.5 gewihlt. Ein Mineralolhindler
mochte 1 ME leichten Ols L zusitzlich kaufen. Ist der Marktpreis mindestens %
GE pro ME L wird die Firma das Geschift machen, andernfalls wire es besser,
die zusitzliche Einheit nicht selbst zu produzieren sondern von einem anderen
Hersteller zu kaufen. Wiirde der Mineralslhiindler 1 ME schweres Ol nachfragen,
wiirde die Firma bei jedem Preis verkaufen, denn sie hat davon zu viel.

1.2 Optimierungsprobleme

Wir wollen zunidchst ganz informell, ohne auf technische Spitzfindigkeiten ein-
zugehen, Optimierungsprobleme einfiihren. Sehr viele Probleme lassen sich wie
folgt formulieren.

Gegeben seien eine Menge S und eine geordnete Menge (7, <), d. h. zwischen
je zwei Elementen s,¢ € 1" gilt genau eine der folgenden Beziehungen s < ¢,
s > t oder s = t. Ferner sei eine Abbildung f : S — T gegeben. Gesucht ist
ein Element z* € S mit der Eigenschaft f(z*) > f(x) fiir alle z € S (Maximie-
rungsproblem) oder f(z*) < f(x) fiir alle x € S (Minimierungsproblem). Es ist
iiblich hierfiir eine der folgenden Schreibweisen zu benutzen:

max,es f(z) oder max{f(x) |z e S},

(1.7) mingeg f(z) oder min{f(z)|x e S}

In der Praxis treten als geordnete Mengen (7', <) meistens die reellen Zahlen R,
die rationalen Zahlen QQ oder die ganzen Zahlen Z auf, alle mit der natiirlichen
Ordnung versehen (die wir deswegen auch gar nicht erst notieren). Die Aufgabe
(1.7) ist viel zu allgemein, um dariiber etwas Interessantes sagen zu konnen. Wenn
S durch die Auflistung aller Elemente gegeben ist, ist das Problem entweder sinn-
los oder trivial (man rechnet ganz einfach f(x) fiir alle z € S aus). Das heifit, S
muss irgendwie (explizit oder implizit) strukturiert sein, so dass verniinftige Aus-
sagen iiber S moglich sind, ohne dass man alle Elemente in S einzeln kennt. Das

11
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gleiche gilt fiir die Funktion f : S — T. Ist sie nur punktweise durch = — f(x)
gegeben, lohnt sich das Studium von (1.7) nicht. Erst wenn f durch hinreichend
strukturierte “Formeln” bzw. “Eigenschaften” bestimmt ist, weden tieferliegende
mathematische Einsichten moglich.

Die Optimierungsprobleme, die in der Praxis auftreten, haben fast alle irgendeine
“verniinftige” Struktur. Das muss nicht unbedingt heiflen, dass die Probleme da-
durch auf einfache Weise 16sbar sind, aber immerhin ist es meistens moglich, sie
in das zur Zeit bekannte und untersuchte Universum der verschiedenen Typen von
Optimierungsproblemen einzureihen und zu klassifizieren.

Im Laufe des Studiums werden Ihnen noch sehr unterschiedliche Optimierungs-
aufgaben begegnen. Viele werden von einem der folgenden Typen sein.

(1.8) Ein Kontrollproblem. Gegeben sei ein Steuerungsprozess (z. B. die Be-
wegungsgleichung eines Autos), etwa der Form

#(t) = f(t, x(t), u(t)),
wobei u eine Steuerung ist (Benzinzufuhr). Ferner seien eine Anfangsbedingung
x(0) = o,
(z. B.: das Auto steht) sowie eine Endbedingung
z(T) = x;

(z.B. das Auto hat eine Geschwindigkeit von 50 km/h) gegeben. Gesucht ist eine
Steuerung w fiir den Zeitraum [0, 7], so dass z. B.

T
/ |u|? dt
0

minimal ist (etwa minimaler Benzinverbrauch).
U

(1.9) Ein Approximationsproblem. Gegeben sei eine (numerisch schwierig aus-
zuwertende) Funktion f, finde eine Polynom p vom Grad n, so dass

If = pll oder |If = pllee

minimal ist.

12
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(1.10) Nichtlineares Optimierungsproblem. Esseien f, g; (1 =1,...,m), h;
(j = 1,...,p) differenzierbare Funktionen von R” — R, dann heif3t

min f(z)
gi(x) <0 i=1,...,m
x € R"”

ein nichtlineares Optimierungsproblem. Ist eine der Funktionen nicht differen-
zierbar, so spricht man von einem nichtdifferenzierbaren Optimierungsproblem.
Im Allgemeinen wird davon ausgegangen, daf} alle betrachteten Funktionen zu-
mindest stetig sind.

0

(1.11) Konvexes Optimierungsproblem. FEine Menge S C R" heift konvex,
falls gilt: Sind z,y € Sundist A € R,0 < A < 1,dann gilt \x + (1 — \)y € S.
Eine Funktion f : R™ — R hei3t konvex, falls fiiralle A € R, 0 < A\ < 1 und alle
x,y € R" gilt

Af(@)+ (1 =Nf(y) = fQz+ (1= A)y).

Ist S C R"™ konvex (z. B. kann S wie folgt gegeben sein S = {z € R" | g;(z) <0,
i =1,...,m} wobei die g; konvexe Funktionen sind), und ist f : R” — R eine
konvexe Funktion, dann ist

min f(x)

z€eS

ein konvexes Minimierungsproblem.

U
(1.12) Lineares Optimierungsproblem (Lineares Programm).
Gegeben seien ¢ € R”, A € R(™™ h € R™, dann heifit
max ¢!z
Az <b
reR"?
lineares Optimierungsproblem.
U

13
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(1.13) Lineares ganzzahliges Optimierungsproblem.
Gegeben seien c € R”, A € R € R™ dann heiBt

max CT.Z’

Ax <b
T e

lineares ganzzahliges (oder kurz: ganzzahliges) Optimierungsproblem.

0

Selbst bei Optimierungsproblemen wie (1.8), ..., (1.13), die nicht sonderlich all-
gemein erscheinen mogen, kann es sein, dass (bei spezieller Wahl der Zielfunktion
f und der Nebenbedingungen) die Aufgabenstellung (finde ein z* € S, so dass
f(z*) so groB (oder klein) wie moglich ist) keine verniinftige Antwort besitzt. Es
mag sein, dass f iiber S unbeschrinkt ist; f kann beschrinkt sein iiber S, aber
ein Maximum kann innerhalb S nicht erreicht werden, d.h., das "max“ miiflte ei-
gentlich durch ”sup* ersetzt werden. S kann leer sein, ohne dass dies a priori klar
ist, etc.. Der Leser moge sich Beispiele mit derartigen Eigenschaften iiberlegen!
Bei der Formulierung von Problemen dieser Art muss man sich also Gedanken
dariiber machen, ob die betrachtete Fragestellung iiberhaupt eine sinnvolle Ant-
wort erlaubt.

In unserer Vorlesung werden wir uns lediglich mit den Problemen (1.12) und
(1.13) beschiftigen. Das lineare Optimierungsproblem (1.12) ist sicherlich das
derzeit fiir die Praxis bedeutendste Problem, da sich auBerordentlich viele und
sehr unterschiedliche reale Probleme als lineare Programme formulieren lassen.
AuBerdem liegt eine sehr ausgefeilte Theorie vor, und mit den modernen Verfah-
ren der linearen Optimierung konnen derartige Probleme mit Hunderttausenden
(und manchmal sogar mehr) von Variablen und Ungleichungen gelost werden.
Dagegen ist Problem (1.13), viel schwieriger. Die Einschriankung der Losungs-
menge auf die zuldssigen ganzzahligen Losungen fiihrt direkt zu einem Sprung
im Schwierigkeitsgrad des Problems. Verschiedene spezielle lineare ganzzahlige
Programme konnen in beliebiger Groflenordnung gelost werden. Bei wenig struk-
turierten allgemeinen Problemen des Typs (1.13) versagen dagegen die Losungs-
verfahren manchmal bereits bei weniger als 100 Variablen und Nebenbedingun-
gen.

Uber Kontrolltheorie (Probleme des Typs (1.8)), Approximationstheorie (Proble-
me des Typs (1.9)), Nichtlineare Optimierung (Probleme des Typs (1.10) und
(1.11) werden an der TU Berlin Spezialvorlesungen angeboten. Es ist anzumer-
ken, dass sich sowohl die Theorie als auch die Algorithmen zur Losung von Pro-
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blemen des Typs (1.8) bis (1.11) ganz erheblich von denen zur Losung von Pro-
blemen des Typs (1.12) und (1.13) unterscheiden.

1.3 Notation

Wir gehen in der Vorlesung davon aus, dass die Horer die Grundvorlesungen Li-
neare Algebra und Analysis kennen. Wir werden hauptséichlich Methoden der li-
nearen Algebra benutzen und setzen eine gewisse Vertrautheit mit der Vektor- und
Matrizenrechnung voraus.

1.3.1 Grundmengen

Wir benutzen folgende Bezeichnungen:

=1{1,2,3,...} = Menge der natiirlichen Zahlen,
= Menge der ganzen Zahlen,

Menge der rationalen Zahlen,

= Menge der reellen Zahlen,

AO N 2z
I

und mit M, bezeichnen wir die Menge der nichtnegativen Zahlen in M fiir M €
{Z,Q,R}. Wir betrachten Q und R als Korper mit der iiblichen Addition und
Multiplikation und der kanonischen Ordnung “<”. Desgleichen betrachten wir N
und Z als mit den iiblichen Rechenarten versehen. Wir werden uns fast immer
in diesen Zahlenuniversen bewegen, da diese die fiir die Praxis relevanten sind.
Manche Sitze gelten jedoch nur, wenn wir uns auf Q oder R beschrinken. Um
hier eine saubere Trennung zu haben, treffen wir die folgende Konvention. Wenn
wir das Symbol

K

benutzen, so heilit dies immer das K einer der angeordneten Korper R oder Q
ist. Sollte ein Satz nur fiir R oder nur fiir Q gelten, so treffen wir die jeweils
notwendige Einschriankung.

Fiir diejenigen, die sich fiir moglichst allgemeine Sitze interessieren, sei an die-
ser Stelle folgendes vermerkt. Jeder der nachfolgend angegebenen Sitze bleibt
ein wahrer Satz, wenn wir als Grundkorper K einen archimedisch angeordneten
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Korper wihlen. Ein bekannter Satz besagt, dass jeder archimedisch angeordnete
Korper isomorph zu einem Unterkodrper von R ist, der Q enthélt. Unsere Sétze
bleiben also richtig, wenn wir statt K € {Q, R} irgendeinen archimedisch ange-
ordneten Korper K mit Q C K C R wihlen.

Wir konnen in fast allen Sitzen (insbesondere bei denen, die keine Ganzzahlig-
keitsbedingungen haben) auch die Voraussetzung ‘“archimedisch” fallen lassen,
d. h. fast alle Sétze gelten auch fiir angeordnete Korper. Vieles, was wir im K"
beweisen, ist auch in beliebigen metrischen Riumen oder Raumen mit anderen
als euklidischen Skalarprodukten richtig. Diejenigen, die Spal} an derartigen Ver-
allgemeinerungen haben, sind eingeladen, die entsprechenden Beweise in die all-
gemeinere Sprache zu iibertragen.

In dieser Vorlesung interessieren wir uns fiir so allgemeine Strukturen nicht. Wir
verbleiben in den (fiir die Praxis besonders wichtigen) Rdumen, die iiber den reel-
len oder rationalen Zahlen errichtet werden. Also, nochmals, wenn immer wir das
Symbol K im weiteren gebrauchen, gilt

K e {R,Q},

und K ist ein Korper mit den iiblichen Rechenoperationen und Strukturen. Natiirlich
istKy ={z €K |z >0}

Die Teilmengenbeziehung zwischen zwei Mengen M und N bezeichnen wir wie
tiblich mit M C N.Gilt M C N und M # N, so schreiben wir M C N. M \ N
bezeichnet die mengentheoretische Differenz {z € M |z ¢ N}.

1.3.2 Vektoren und Matrizen

Ist R eine beliebige Menge, n € N, so bezeichnen wir mit
RTL

die Menge aller n-Tupel oder Vektoren der Lange n mit Komponenten aus 1.
(Aus technischen Griinden ist es gelegentlich niitzlich, Vektoren z € R°, also
Vektoren ohne Komponenten, zu benutzen. Wenn wir dies tun, werden wir es
explizit erwdhnen, andernfalls setzen wir immer n > 1 voraus.) Wir betrachten
Vektoren x = (;);—1._, € R" immer als Spaltenvektoren d. h.

X1

Tn
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wollen wir mit Zeilenvektoren rechnen, so schreiben wir 27 (lies: x transpo-
niert). Die Menge K" ist bekanntlich ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K.

Mit )
yle =)z
=1

bezeichnen wir das innere Produkt zweier Vektoren z,y € K". Wir nennen z
und y senkrecht (orthogonal), falls 27y = 0 gilt. Der K" ist fiir uns immer
(wenn nichts anderes gesagt wird) mit der euklidischen Norm

|lz|| == VaTx
ausgestattet.

Fiir Mengen S, 7" C K" und o € K benutzen wir die folgenden Standardbezeich-
nungen fiir Mengenoperationen

S+T ={r+yeK|zeSyeT},
S—-T ={r—yeK"|zeSyeT},
asS ={az eK" |z €S, }.

Einige Vektoren aus K" werden hédufig auftreten, weswegen wir sie mit besonde-
ren Symbolen bezeichnen. Mit e; bezeichnen wir den Vektor aus K", dessen j-te
Komponente 1 und dessen iibrige Komponenten 0

sind. Mit 0 bezeichnen wir den Nullvektor, mit 1 den Vektor, dessen Komponenten
alle 1 sind. Also

0
: 0 1
0

=111, o= 1=
: 0 1
0

Welche Dimension die Vektoren e;, 0, 1 haben, ergibt sich jeweils aus dem Zu-
sammenhang.

Fiir eine Menge R und m,n € N bezeichnet

R™™ oder R™*™

17
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die Menge der (m, n)-Matrizen (m Zeilen, n Spalten) mit Eintrdgen aus R. (Aus
technischen Griinden werden wir gelegentlich auch n = 0 oder m = 0 zulassen,
d. h. wir werden auch Matrizen mit m Zeilen und ohne Spalten bzw. n Spalten und
ohne Zeilen betrachten. Dieser Fall wird jedoch immer explizit erwéhnt, somit ist
in der Regel n > 1 und m > 1 vorausgesetzt.) Ist A € R(™1) g0 schreiben wir
A= (aij) i=1,...m
7j=1,...,n

und meinen damit, dass A die folgende Form hat

ayj; a2 ... Qin
A 921 A22 ... QA9pn ’
Al Qm2 - Ay,
Wenn nichts anderes gesagt wird, hat A die Zeilenindexmenge M = {1,...,m}

und die Spaltenindexmenge N = {1,...,n}. Die j-te Spalte von A ist ein m-
Vektor, den wir mit A.; bezeichnen,

Die i-te Zeile von A ist ein Zeilenvektor der Lange n, den wir mit A;. bezeichnen,
d. h.

Ai. = (&“, a;2, ... ,Clm).
Wir werden in dieser Vorlesung sehr hdufig Untermatrizen von Matrizen konstru-
ieren, sie umsortieren und mit ihnen rechnen miissen. Um dies ohne Zweideutig-
keiten durchfiihren zu konnen, fiihren wir zusétzlich eine etwas exaktere als die
oben eingefiihrte Standardbezeichnungsweise ein.

Wir werden — wann immer es aus technischen Griinden notwendig erscheint —
die Zeilen- und Spaltenindexmengen einer (m, n)-Matrix A nicht als Mengen son-
dern als Vektoren auffassen. Wir sprechen dann vom
vollen Zeilenindexvektor M = (1,2,...,m)
vollen Spaltenindexvektor N = (1,2,...,n)

von A. Ein Zeilenindexvektor von A ist ein Vektor mit hochstens m Kompo-
nenten, der aus M durch Weglassen einiger Komponenten von M und Permuta-
tion der librigen Komponenten entsteht. Analog entsteht ein Spaltenindexvektor
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durch Weglassen von Komponenten von /N und Permutation der {ibrigen Kompo-
nenten. Ist also

I = (iy,i9,...,i,) ein Zeilenindexvektor von A und
J = (j1,72,---,7q) ein Spaltenindexvektor von A,

so gilt immer ig, 3, € {1,...,m} und i5 # i; fir 1 < s <t < m, und analog gilt
Js,Je €{1,...,n}und js # j; fir 1 < s <t < n. Wir setzen

Qiyjy  Qiyge -+ Qigg,
Ay = ai?h Qigjo
Clipjl aiij e Cliqu
und nennen A;; Untermatrix von A.

Ay istalso eine (p, ¢)-Matrix, die aus A dadurch entsteht, dass man die Zeilen, die
zu Indizes gehoren, die nicht in / enthalten sind, und die Spalten, die zu Indizes
gehoren, die nicht in J enthalten sind, streicht und dann die so entstehende Matrix
umsortiert.

Ist [ = (i) und J = (j), so erhalten wir zwei Darstellungsweisen fiir Zeilen
bzw. Spalten von A:

Aiv = A,

A]\/[J = A_j .

Aus Griinden der Notationsvereinfachung werden wir auch die folgende (etwas
unsaubere) Schreibweise benutzen. Ist M der volle Zeilenindexvektor von A und
I ein Zeilenindexvektor, so schreiben wir auch

IC M,
obwohl / und M keine Mengen sind, und fiiri € {1,...,m} benutzen wir
1€l oderi ¢,

um festzustellen, dass ¢ als Komponente von [ auftritt oder nicht. Analog verfah-
ren wir beziiglich der Spaltenindizes.

Gelegentlich spielt die tatsdchliche Anordnung der Zeilen und Spalten keine Rol-
le. Wenn also z. B. I C {1,...,n}und J C {1,...,m} gilt, dann werden wir
auch einfach schreiben

Apg,

19



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

obwohl diese Matrix dann nur bis auf Zeilen- und Spaltenpermutationen definiert
ist. Wir werden versuchen, diese Bezeichnungen immer so zu verwenden, dass
keine Zweideutigkeiten auftreten. Deshalb treffen wir ab jetzt die Verabredung,
dass wir — falls wir Mengen (und nicht Indexvektoren) / und J benutzen — die
Elemente von [ = {iy,...,4,} und von J = {ji,...,j,} kanonisch anordnen,
d. h. die Indizierung der Elemente von / und J sei so gewihlt, dass i1 < iy <

< ipund j; < jo < ... < j, gilt. Bei dieser Verabredung ist dann A;; die
Matrix die aus A durch Streichen der Zeilen ¢, ¢« ¢ I, und der Spalten j, j & J,
entsteht.

Ist/ C{1,...,m}und J C {1,...,n} oder sind I und J Zeilen- bzw. Splalten-
indexvektoren, dann schreiben wir auch

A[, statt A[N

A,J statt A]\/[J

Aj. entsteht also aus A durch Streichen der Zeilen i, ¢ ¢ I, A.; durch Streichen
der Spalten j, j & J.

Sind 4, B € K™ ¢ € K™® o € K, so sind

die Summe A + B,
das Produkt oA,
das Matrixprodukt AC

wie in der linearen Algebra iiblich definiert.

Fiir einige héaufig auftretende Matrizen haben wir spezielle Symbole reserviert.
Mit 0 bezeichnen wir die Nullmatrix (alle Matrixelemente sind Null), wobei sich
die Dimension der Nullmatrix jeweils aus dem Zusammenhang ergibt. (Das Sym-
bol 0 kann also sowohl eine Zahl, einen Vektor als auch eine Matrix bezeich-
nen). Mit / bezeichnen wir die Einheitsmatrix. Diese Matrix ist quadratisch, die
Hauptdiagonalelemente von [ sind Eins, alle iibrigen Null. Wollen wir die Di-
mension von [ betonen, so schreiben wir auch /,, und meinen damit die (n, n)-
Einheitsmatrix. Diejenige (m, n)-Matrix, bei der alle Elemente Eins sind, bezeich-
nen wir mit /. Wir schreiben auch £, ,, bzw. E,,, um die Dimension zu spezifizie-
ren (F, ist eine (n, n)-Matrix). Ist  ein n-Vektor, so bezeichnet diag(z) diejenige
(n,n)-Matrix A = (a;;) mita; =x; (i =1,...,n)und a;; = 0 (i # j).

Wir halten an dieser Stelle noch einmal Folgendes fest: Wenn wir von einer Matrix
A sprechen, ohne anzugeben, welche Dimension sie hat und aus welchem Bereich
sie ist, dann nehmen wir implizit an, dass A € K™ gilt. Analog gilt immer
x € K", wenn sich nicht aus dem Zusammenhang anderes ergibt.
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1.3.3 Kombinationen von Vektoren, Hiillen, Unabhingigkeit

Ein Vektor x € K" hei3t Linearkombination der Vektoren x4, ..., z; € K", falls
es einen Vektor A = (\y, ..., \,)? € K* gibt mit

k
i=1

Gilt zusitzlich:
A>0 Kkonische
A1 =1 so heiBt x affine Kombination
A>0 und N1=1 konvexe

der Vektoren x1,...,x;. Diese Kombinationen heiflen echt, falls weder A = 0

noch A = ¢, firein j € {1,..., k} gilt.

Fiir eine nichtleere Teilmenge S C K" heif3t:

lin(.5) lineare

cone(S) . Konische .

aff(S) die affine Hiille von S, d. h.
conv(S) konvexe

die Menge aller Vektoren, die als lineare (konische, affine oder konvexe) Kombi-
nation von endlich vielen Vektoren aus S dargestellt werden konnen. Wir setzen
auflerdem

lin() := cone(() := {0},
aff(0) = conv(d) := 10

Ist A eine (m, n)-Matrix, so schreiben wir auch
lin(A), cone(A), aff(A), conv(A)

und meinen damit die lineare, konische, affine bzw. konvexe Hiille der Spalten-
vektoren A.1, Ao, ..., A, von A. Eine Teilmenge S C K" heifit

linearer Raum S =lin(9)
Kegel falls S = cone(S5)
affiner Raum S = aff(9)
konvexe Menge S = conv(9)
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Die hier benutzten Begriffe sind iiblicher Standard, wobei fiir ,linearen Raum
in der lineraren Algebra in der Regel Vektorraum oder Untervektorraum benutzt
wird. Der Begriff Kegel wird jedoch — u. a. in verschiedenen Zweigen der Geome-
trie — allgemeiner verwendet. ,,Unser Kegel*“ ist in der Geometrie ein ,,abgeschlos-
sener konvexer Kegel“.

Eine nichtleere endliche Teilmenge S C K" heif3it linear (bzw. affin) unabhéin-
gig, falls kein Element von S als echte Linearkombination (bzw. Affinkombina-
tion) von Elementen von .S dargestellt werden kann. Die leere Menge ist affin,
jedoch nicht linear unabhingig. Jede Menge S C K", die nicht linear bzw. affin
unabhingig ist, hei3t linear bzw. affin abhéingig. Aus der linearen Algebra wis-
sen wir, dass eine linear (bzw. affin) unabhingige Teilmenge des K" hochstens n
(bzw. n + 1) Elemente enthilt. Fiir eine Teilmenge S C K" hei3t die Kardina-
litdt einer groBten linear (bzw. affin) unabhingigen Teilmenge von S der Rang
(bzw. affine Rang) von S. Wir schreiben dafiir rang(.S) bzw. arang(S). Die Di-
mension einer Teilmenge S C K", Bezeichnung: dim(S), ist die Kardinalitit
einer groten affin unabhingigen Teilmenge von S minus 1, d. h. dim(S) =
arang(S) — 1.

Der Rang einer Matrix A, bezeichnet mit rang(A), ist der Rang ihrer Spalten-
vektoren. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass rang(A) mit dem Rang der
Zeilenvektoren von A iibereinstimmt. Gilt fiir eine (m,n)-Matrix A, rang(A) =
min{m,n}, so sagen wir, dass A vollen Rang hat. Eine (n,n)-Matrix mit vol-
lem Rang ist regulér, d. h. sie besitzt eine (eindeutig bestimmte) inverse Matrix
(geschrieben A~') mit der Eigenschaft AA~! = I.
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Kapitel 2

Polyeder

Das Hauptanliegen dieser Vorlesung ist die Behandlung von Problemen der linea-
ren Programmierung. Man kann die Verfahren zur Losung derartiger Probleme
rein algebraisch darstellen als Manipulation von linearen Gleichungs- und Un-
gleichungssystemen. Die meisten Schritte dieser Algorithmen haben jedoch auch
eine geometrische Bedeutung; und wenn man erst einmal die geometrischen Prin-
zipien und Regeln verstanden hat, die hinter diesen Schritten liegen, ist es viel
einfacher, die Algorithmen und ihre Korrektheitsbeweise zu verstehen. Wir wol-
len daher in dieser Vorlesung einen geometrischen Zugang wihlen und zunichst
die Losungsmengen linearer Programme studieren. Speziell wollen wir unser Au-
genmerk auf geometrische Sachverhalte und ihre algebraische Charakterisierung
legen. Dies wird uns helfen, aus geometrischen Einsichten algebraische Verfahren
abzuleiten.

(2.1) Definition.

(a) Eine Teilmenge G C K" heil3t Hyperebene, falls es einen Vektor
a € K"\ {0} und o € K gibt mit

G={reK"|a"zv=a}
Der Vektor a heiBt Normalenvektor zu G.

(b) Eine Teilmenge H C K" heifit Halbraum, falls es einen Vektor a € K" \
{0} und a € K gibt mit

H={rcK"|a"r <a}.
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Wir nennen a den Normalenvektor zu H. Die Hyperebene G = {x € K" |
a’x = a} heiBt die zum Halbraum H gehorende Hyperebene oder die H
berandende Hyperebene, und H heif3t der zu G gehérende Halbraum.

(c) Eine Teilmenge P C K" heiBt Polyeder, falls es ein m € Z., eine Matrix
A € K™ und einen Vektor b € K™ gibt mit

P={rxeK"| Az < b}.
Um zu betonen, dass P durch A und b definiert ist, schreiben wir auch

P=P(A,b) :={zx e K" | Az <b}.

(d) Ein Polyeder P heil3t Polytop, wenn es beschrinkt ist, d. h. wenn es ein
BeK,B>0gibtmitP C {x € K" | |z| < B}.

Polyeder kdnnen wir natiirlich auch in folgender Form schreiben

P(Ab) = [z € K" | Anz < b}

=1

Halbriume sind offensichtlich Polyeder. Aber auch die leere Menge ist ein Po-
lyeder, denn ) = {x | 0Tz < —1}, und der gesamte Raum ist ein Polyeder,
denn K" = {z | 0Tz < 0}. Sind alle Zeilenvektoren A;. von A vom Nullvektor
verschieden, so sind die bei der obigen Durchschnittsbildung beteiligten Mengen
Halbraume. Ist ein Zeilenvektor von A der Nullvektor, sagen wir A;. = 07, so ist
{r € K" | Aj.x < by} entweder leer (falls b; < 0) oder der gesamte Raum K"
(falls b; > 0). Das heif3t, entweder ist P(A, b) leer oder die Mengen {x | A;. < b;}
mit A;. = 0 konnen bei der obigen Durchschnittsbildung weggelassen werden.
Daraus folgt

Jedes Polyeder P # K" ist Durchschnitt von endlich vielen Halbraumen.

Gilt P = P(A,b), so nennen wir das Ungleichungssystem Az < b ein P definie-
rendes System (von linearen Ungleichungen). Sind @ > Ound 1 <17 < j < 'm,
so gilt offensichtlich

Daraus folgt, dass A und b zwar P = P(A, b) eindeutig bestimmen, dass aber P
unendlich viele Darstellungen der Form P(D, d) hat.
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(2.2) Beispiel. Wir betrachten das Ungleichungssystem

(1) 214 < 5
(2) — 2z, < 1
(3) —x1 — x9 <—1
(4) 2x; + 9z < 23
(5) 621 — 22y < 13

Hieraus erhalten wir die folgende Matrix A und den Vektor b:

2 0 )
0 -2 1
A= -1 -1 b=| -1
2 9 23
6 —2 13

Das Polyeder P = P(A,b) ist die Losungsmenge des obigen Ungleichungssy-
stems (1),...,(5) und ist in Abbildung 2.1 graphisch dargestellt.

Abb. 2.1

Die Mengen zuldssiger Losungen linearer Programme treten nicht immer in der
Form Ax < b auf. Hiufig gibt es auch Gleichungen und vorzeichenbeschrinkte
Variable. Vorzeichenbeschrinkungen sind natiirlich auch lineare Ungleichungssy-
steme, und ein Gleichungssytem Dx = d kann in der Form von zwei Unglei-
chungssystemen Dz < d und —Dx < —d geschrieben werden. Allgemeiner gilt
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(2.3) Bemerkung. Die Losungsmenge des Systems

Bz + Cy =c
Dx + Ey <d
T >0

reRP, yeK?

ist ein Polyeder.

Beweis : Setze n := p + g und

B C c

-B -C —c

A= D E , b= d
-1 0 0

dann ist P(A,b) die Losungsmenge des vorgegebenen Gleichungs- und Unglei-
chungssystems. U

Ein spezieller Polyedertyp wird uns hidufig begegnen, weswegen wir fiir ihn eine
besondere Bezeichnung wihlen wollen. Fiir A € Kmn) e K™ setzen wir

P=(A,b):={z € K" | Az = b,z > 0}.

Nicht alle Polyeder konnen in der Form P=(A, b) dargestellt werden, z. B. nicht
P={zeK|z <1}

Wir werden spiter viele Sétze liber Polyeder P beweisen, deren Aussagen darstel-
lungsabhéngig sind, d. h. die Art und Weise, wie P gegeben ist, geht explizit in
die Satzaussage ein. So werden sich z. B. die Charakterisierungen gewisser Poly-
edereigenschaften von P(A, b) (zumindest formal) von den entsprechenden Cha-
rakterisierungen von P=(A, b) unterscheiden. Darstellungsabhingige Sitze wol-
len wir jedoch nur einmal beweisen (normalerweise fiir Darstellungen, bei denen
die Resultate besonders einpriagsam oder einfach sind), deshalb werden wir uns
nun Transformationsregeln iiberlegen, die angeben, wie man von einer Darstel-
lungsweise zu einer anderen und wieder zuriick kommt.

(2.4) Transformationen.

Regel I: Einfithrung von Schlupfvariablen
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Gegeben seien a € K", a € K. Wir schreiben die Ungleichung
Da'z <o

in der Form einer Gleichung und einer Vorzeichenbeschrinkung
G)a'z+y=a, y>0.

y ist eine neue Variable, genannt Schlupfvariable.

Es gilt:

¢ erfiillt ) — (””) erfiillt (ii) fir y = a — 'z,
y

(x) erfiillt (i) — « erfiillt (§).
y

Allgemein: Ein Ungleichungssystem Ax < bkann durch Einfiihrung eines Schlupf-
variablenvektors y transformiert werden in ein Gleichungssystem mit Vorzeichen-
bedingung Ax +y = b, y > 0. Zwischen den Losungsmengen dieser beiden Sy-
steme bestehen die oben angegebenen Beziehungen. P(A, b) und {(Z) e Kntm |
Az + Iy = b,y > 0} sind jedoch zwei durchaus verschiedene Polyeder in ver-
schiedenen Vektorrdumen.

Regel II: Einfiihrung von vorzeichenbeschrinkten Variablen

Ist = eine (eindimensionale) nicht vorzeichenbeschrinkte Variable, so konnen wir
zwei vorzeichenbeschrinkte Variablen z und 2~ einfiihren, um 2 darzustellen.
Wir setzen

ri=2" -2 mit a2t >0, 2~ >0.

0

Mit den Regeln I und II aus (2.4) konnen wir z. B. jedem Polyeder P(A,b) C K"
ein Polyeder P=(D,d) C K*"™™ wie folgt zuordnen. Wir setzen

D= (A, —A,1,), d:=b,

d. h. es gilt
T
P=(D,d) = y| e K*™ | Ar — Ay +2 =10, 2,y,2 >0
2
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Es ist iiblich, die oben definierten Polyeder P(A,b) und P=(D, d) dquivalent zu
nennen. Hierbei hat “Aquivalenz” folgende Bedeutung.

Fir z € K" sei

o= (], 2D mit 27 = max{0,z;},
~ o= (21, 2,)" mit z; =max{0, —z;},
dann gilt:
-+
x € P(AD) = x~ | € P=(D,d) firz=0b— Az
z
u
v | € P=(D,d) — x:=u—v€E P(A)D).
w

Besonders einfache Polyeder, auf die sich jedoch fast alle Aussagen der Poly-
edertheorie zuriickfiihren lassen, sind polyedrische Kegel.

(2.5) Definition. Ein Kegel C' C K" hei3t polyedrisch genau dann, wenn C' ein
Polyeder ist.

0

(2.6) Bemerkung. FEin Kegel C' C K" ist genau dann polyedrisch, wenn es eine
Matrix A € K™™) gibt mit
C = P(A)0).

Beweis : Gilt C' = P(A,0), soist C ein Polyeder und offensichtlich ein Kegel.

Sei C' ein polyedrischer Kegel, dann existieren nach Definition (2.1) (¢) eine Ma-
trix A und ein Vektor b mit C' = P(A, b). Da jeder Kegel den Nullvektor enthilt,
gilt 0 = A0 < b. Angenommen, es existiert ein T € C' mit ATz £ 0, d. h. es
existiert eine Zeile von A, sagen wir A;., mitt := A; x > 0. Da C ein Kegel ist,
gilt \T € C fiir alle A € K. Jedoch fiir X := % + 1 gilt einerseits \Z € C und
andererseits A;.(AT) = M\t > by, ein Widerspruch. Daraus folgt, fiir alle z € C gilt
Az < 0. Hieraus ergibt sich C' = P(A,0). 0

In der folgenden Tabelle 2.1 haben wir alle moglichen Transformationen aufgeli-
stet. Sie soll als “Nachschlagewerk” dienen.
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Transformation

By = d By < d
nach By <d
y 2 0 y =2 0
von
A b (A,—A)y=10 A —A b
Az =b < ’ <
x (-3)r= () e
y20 >0
hierbei ist =z Y=
y ) :
y: _ — Xz
7 = max{0,z;} x Yy <x>
z; = max{0,—x;}
xt e
Yy = x~ Y=\
b— Ax
Az =b A b Ay =b
—A < | -0 A b
z 20 )0\ y =0 (—A)y S(—b>
y =x
Az <b (?)yé(i}) (A,D)y =b Ay <b
x>0 y =0 y >0
y=x
y==x




MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

30



Kapitel 3

Fourier-Motzkin-Elimination und
Projektion

In diesem Kapitel untersuchen wir die folgende Frage: Wie kann man herausfin-
den, ob ein lineares Ungleichungssystem Ax < b eine Losung hat oder nicht?
Nehmen wir an, dass A und b rational sind (wenn man Computer benutzen will,
muss man diese Annahmen sowieso machen), dann konnen wir, da Q" abzihl-
bar ist, die Elemente von Q" durchnummerieren und iterativ jedes Element dieser
Folge in das System Az < b einsetzen. Falls Ax < b l6sbar ist, werden wir
nach endlich vielen Schritten einen zulédssigen Vektor finden. Hat Az < b kei-
ne zulidssige Losung, so lduft diese Enumeration unendlich lange. Kann man die
Unlosbarkeit vielleicht auch mit einem endlichen Verfahren priifen? Wir werden
hierauf in diesem Kapitel eine positive Antwort geben.

Wir beginnen mit der Beschreibung eines Algorithmus, der aus einer (m,n)-
Matrix A und einem Vektor b € K™ eine (7, n)-Matrix D und einen Vektor d € K"
macht, so dass eine Spalte von D aus lauter Nullen besteht und dass gilt:

Az < b hat eine Losung genau dann, wenn Dz < d eine Losung hat.

3.1 Fourier-Motzkin-Elimination

(3.1) Algorithmus. Fourier-Motzkin-Elimination (der j-ten Variablen).

Input: Eine (m,n)-Matrix A = (a;;), ein Vektor b € K™ und ein Spaltenindex
j €{1,...,n} der Matrix A.
Output: Eine (r,n)-Matrix D = (d;;) (r wird im Algorithmus berechnet) und ein
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Vektor d € K", so dass D.; (die j-te Spalte von D) der Nullvektor ist.
Schritt 1. Partitioniere die Menge der Zeilenindizes M = {1,...,m} von A wie
folgt:

N::{i€M|aij<O},

Z::{iEM|aij:O},

P::{i€M|aij>O}.

(Die Menge Z U (N x P) wird die Zeilenindexmenge von D.)

Schritt 2. Setzer :== |ZU (N x P)|,R:={1,...,r},seip: R — ZU(N x P)
eine Bijektion (d.h. eine kanonische Indizierung der Elemente von Z U (N x P)).
Schritt 3. Fiihre fiir 1 = 1,2,...,r aus:

(a) Falls p(i) € Z, dann setze D;. := Apgy., d; := by
(d.h., die i-te Zeile von D ist gleich der p(i)-ten Zeile von A).
(b) Falls p(i) = (s,t) € N x P, dann setze
Di- = @tjAs- - asjAt-a
di = atjbs — Cbsjbt
(d.h., das as;-fache der t-ten Zeile von A wird vom a.j-fachen der s-ten

Zeile von A abgezogen und als i-te Zeile von D betrachtet).

Ende.

Hinweis: Die in (3.1) konstruierte Menge Z U (N x P) kann leer und somit = 0
sein. Die Matrix D ist dann eine Matrix mit O Zeilen und n Spalten und somit
Dz < d ein ,leeres Ungleichungssystem®. Die Menge der zuldssigen Losungen
P(D,d) = {z € K"|Dxz < d} unterliegt folglich keiner Einschrankung und ist
daher der ganze Raum K".

Bevor wir den Algorithmus analysieren, betrachten wir ein Beispiel:

(1) =7z +6xy <25
(2) 4+ 21 —bay < 1
(3) + = < 7
(4) — x; +2x9 <12
(5) — 2 —3zp < 1
(6) +2z7 — x9 <10
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Wir wollen die zweite Variable x5 eliminieren und erhalten in Schritt 1 von (3.1):
N =1{2,5,6}, Z={3}, P=1{1,4}.

Daraus ergibt sich | Z U (N x P)| = 7. Die Nummerierung der Zeilen von D ist
dann R = {1,...,7}, und wir setzen:

p(l) =3, p(2) = (271)7 p(3) = (274)7 p(4) = (571)7 p(5) = (574)7 p(G) =
(6,1), p(7) = (6,7).
Die zweite Zeile von D ergibt sich dann als die Summe vom 6-fachen der zweiten

Zeile von A und dem 5-fachen der ersten Zeile von A. Die zweite Ungleichung
des Systems Dx < d hat somit die Form —29z; + 0z, < 131.

Insgesamt ergibt sich (wenn wir die aus lauter Nullen bestehende zweite Spalte
weglassen), das folgende System Dz < d:

(2) — 2921 < 131
(3) — 311 < 62
(4) — 27z, < 81
(5) — Bz < 38
6) + 51, < 85

Ganz offensichtlich konnen einige der Koeffizienten gekiirzt werden. Wir sehen,
dass die Zeilen (1), (6), (7) obere und die Ungleichungen (2), (3), (4), (5) untere
Schranken auf den fiir x; zuldssigen Wert liefern. Wir sehen aber auch, dass die
Eliminationsmethode viele tiberfliissige (wir werden das spéter redundante nen-
nen) Ungleichungen liefert.

Rechentechnisch ist es offensichtlich geschickter, die Zeilen der Matrix A vor Be-
ginn des Algorithmus zu skalieren. In einem Vorbereitungsschritt multiplizieren
wir jede Zeile A;. der Matrix A und die Zahl b; mit dem Wert |aL |. Nennen wir
die so skalierte Matrix ebenfalls A, so haben die Elemente der j-Jten Spalte den
Wert 0, +1 oder -1. Die Berechnung der Zeile D; der Matrix D und der rechten
Seite d; des neuen Ungleichungssystems Dx < d in Schritt 3.(b) geschieht dann
durch
D;. =A, — A,
di :=bs—b;.

Wir wollen nun das Ergebnis der Elimination der j-ten Variablen analysieren. Wir
schauen zunichst einige Trivialfille an.
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Wenn alle Elemente der Spalte A.; Null sind, so ist A = D. Gilt M = P oder
M = N, sind also alle Elemente der Spalte A.; von Null verschieden und haben
dasselbe Vorzeichen, dann ist » = 0 und somit D die leere Matrix mit 0 Zeilen
und n Spalten. P(D, d) ist dann der gesamte Raum K".

(3.2) Satz. Sei A € K™ b € K™, j ein Spaltenindex von A, und seien D €
K™ d € K" die in (3.1) konstruierte Matrix bzw. Vektor. Es gilt:

(a) Die j-te Spalte von D ist der Nullvektor.

(b) Jede Ungleichung D;.x < d;,i = 1,...,r, ist eine konische Kombination
der Ungleichungen A;.x < by, k = 1,...,m, d. h. es existiert ein Vektor
u€R™ u>0mitu’ A= D;. undu’b = d;.

(c¢) Daraus folgt, es existiert eine (r,m)-Matrix U, U > 0, mit UA = D und
Ub=d.

(d) Seiz € K" mitT; = 0, sei e; der j-te Einheitsvektor und seien N, Z, P die
in Schritt 1 von (3.1) definierten Mengen.

Setzen wir:
1 _ " :
)\i = —(bz — AZ.CE) firalle 1 € PUN
Qi
oo falls N =0
" | max{\ |ie N} falls N 0
o d T falls P = 0.
| min{) | i € P} falls P # ).
Dann gilt
(dy) ze P(D,d) = L<UundT+ Xej € P(A,b)V )\ € [L,U]

(dy) T+ Xej € P(Ab) = Ae[L,Ulundz € P(D,d).

Beweis :

(a) Falls D die leere Matrix ist, so ist die Behauptung natiirlich richtig. Wurde
eine Zeile © von D in Schritt 3 (a) definiert, so ist d;; = 0, da a,;); = 0.
Andernfalls gilt d;; = a¢jas; — as;a,; = 0 nach Konstruktion. Das heif3t, die
j-te Spalte D.; von D ist der Nullvektor. Man beachte auch, dass im Falle
N = (@ oder P =0, D nur aus den Zeilen A;. von A besteht mit: € Z.
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(b) ist offensichtlich nach Definition und impliziert (c).
(d) Seix € K" mit z; = 0 ein beliebiger Vektor.

(dy) Angenommen T € P(D,d). Wir zeigen zunichst, dass L < U gilt.
Ist P = () oder N = (), so gilt offensichtlich L < U nach Definition.
Wir konnen also annehmen, dass P # (), N # () gilt. Es seien s €
N,t € Pund ¢ € R so gewihlt, dass p(q) = (s,t) und \; = L,
A+ = U gelten.
Dann gilt

atjAs.f — ClsjAt.T = Dq.f S dq = atjbs - asjbta

woraus folgt
a,sj (bt — Atf) S atj(bs — ASE>

und somit (wegen a;; > 0 und a,; < 0)

1 1
U = )\t = —(bt - AtT) 2 a—(bs - AST) = )\s = L
sj

Qyj
Wir zeigen nun A;.(T+Xe;) < b; fiiralle A € [L,UJundallei € M = PUNUZ,
wobei e; den j-ten Einheitsvektor bezeichnet.

Isti € Z,sogibteseinj € Rmitp(j) =iund D;. = A;.,d; = b;,. Aus D;. T < d;
folgt daher die Behauptung.

Ist7 € P, dann gilt U < +o00 und somit
Ai.(f + /\ej) = A, T+ al-j)\ < AT+ a;;U < AT+ aij)\i = b;.

Analog folgt die Behauptung fiirz € N.
Der Beweis (d3) sei dem Leser tiberlassen. U

(3.3) Folgerung. P(A,b) # () <= P(D,d) # 0. 0

Sprechweise fiir (3.3):
Ax < bist konsistent (10sbar) <= Dz < d ist konsistent (16sbar).

Die Fourier-Motzkin-Elimination der j-ten Variablen kann man natiirlich auch auf
ein System von normalen und strikten Ungleichungen anwenden. Eine Nachvoll-
ziehung des obigen Beweises liefert:
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(3.4) Satz. Seien A eine (m,n)-Matrix, b € K™, j € {1,...,n} und I, J eine
Partition der Zeilenindexmenge M = {1,...,m}. Seien D € K™, d € K"
die durch Fourier-Motzkin-Elimination der Variablen j gewonnene Matrix bzw.
Vektor.

Setze E :=p '((ZNI)U((N x P)Nn(I x I))), F := R\ E, (wobei p die in
(3.1) Schritt 2 definierte Abbildung ist),

dann gilt:

Das System

Ajp.x < by, Aj.x < by hat eine Losung genau dann, wenn
das System

Dg.x <dg,Dp.x < dp eine Losung hat.

Beweis : Hausaufgabe. U

Wir konnen nun die Fourier-Motzkin-Elimination sukzessive auf alle Spaltenin-
dizes anwenden. Ist in einem Schritt die neu konstruierte Matrix leer, so ist das
System konsistent. Wir wollen herausfinden, was passiert, wenn Ax < b nicht
konsistent ist. Wir nehmen daher an, dass keine der sukzessiv konstruierten Ma-
trizen leer ist.

Eliminieren wir die 1. Spalte von A, so erhalten wir nach Satz (3.2) eine (r1,n)-
Matrix D; und einen Vektor d; € K" mit

Ax < bkonsistent <= D;z < d; konsistent.

Die erste Spalte von D ist eine Nullspalte. Nun eliminieren wir die zweite Spalte
von D; und erhalten mit Satz (3.2) eine (9, n)-Matrix Dy und einen Vektor dy €
K™ mit

Dix < dj konsistent <= D,z < d, konsistent

Die erste und die zweite Spalte von D, bestehen aus lauter Nullen. Wir eliminieren
nun die dritte Spalte von D, und fahren auf diese Weise fort, bis wir die n-te Spalte
eliminiert haben. Insgesamt erhalten wir:

Ax < bkonsistent <= Dy x < d; konsistent. <= ... <= D,,x < d,, konsistent.
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Was haben wir durch diese dquivalenten Umformungen gewonnen? Nach Kon-
struktion hat die n-te Matrix D,, dieser Folge von Matrizen nur noch Nullspal-
ten, ist also eine Nullmatrix. Das System D,x < d,, ist also nichts anderes als
0z < d,, und die Konsistenz dieses letzten Ungleichungssystems ist dquivalent
zur Konsistenz von Ax < b. Die Konsistenz von Ox < d,, ist trivial iiberpriifbar,
denn Oz < d, hat genau dann keine Losung, wenn der Vektor d, € K™ eine

negative Komponente hat; das heiflt, d, > 0 ist dquivalent zur Konsistenz von
Ax <b.

Aus Satz (3.3) folgt auBerdem Folgendes: Es existiert eine Matrix U; € K™
mit U; > 0 und
Dl - UIA s dl = Ulb

Erneute Anwendung von (3.3) liefert die Existenz einer Matrix Us € K(271) mit
Us; > 0und
D2 = Ung s d2 == Ule

Setzen wir die Schlussweise fort, so erhalten wir eine Matrix U,, € K n-1) mit
U, > 0und
0= Dn = UnDn—l ) dn = Undn—l

Fiir die Matrix

gilt dann
uv>0 , 0=UA , d,=Ub

Daraus folgt, dass jede Zeile der Matrix D,,, welche die Nullmatrix ist, eine koni-
sche Kombination von Zeilen von A ist.

Wir haben uns oben iiberlegt, dass Ax < b genau dann nicht konsistent ist, wenn
D, x < d,, nicht konsistent ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine Kom-
ponente von d,, gibt, die negativ ist, anders ausgedriickt, wenn es einen Vektor
u (eine Zeile der Matrix U) gibt mit 07 = u” A und u’b < 0. Fassen wir diese
Beobachtung zusammen.

(3.5) Folgerung. Essecien A € K™ undb € K™, dann gilt: Das Ungleichungs-
system Ax < b hat genau dann keine Losung, wenn es einen Vektor u € K™,
u > 0 gibt mitu? A = 07 und u’'b < 0.

0

Diese (einfache) Konsequenz aus unserem Eliminationsverfahren (3.1) ist eines
der niitzlichsten Resultate der Polyedertheorie.

37



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

Erginzende Abschweifung

Das Fourier-Motzkin-Eliminationsverfahren ist ein Spezialfall eines allgemeinen
Projektionsverfahrens auf lineare Teilrdume des K.

(3.6) Definition. Sei L ein linearer Unterraum von K". Ein Vektor T € K" hei3t
orthogonale Projektion eines Vektors v € K" auf L, fallsT € L und
(x —7)TT =0 gilt.

(3.7) Bemerkung. Sei B € K(™™ eine Matrix mit vollem Zeilenrang, L =
{x € K"|Bx = 0}, dann ist fiir jeden Vektor z € K", der Vektor

7:= (I — B"(BB")"'B)x

die orthogonale Projektion auf L.

Die Fourier-Motzkin-Elimination der j-ten Variablen kann man, wie wir jetzt zei-
gen, als orthogonale Projektion von P(A, b) auf den Vektorraum L = {z|z; = 0}
deuten.

Wir zeigen nun, wie man ein Polyeder P(A,b) auf L = {y|c'y = 0},¢ # 0,
projiziert.

(3.8) Algorithmus. Orthogonale Projektion eines Polyeders auf
L = {y € K,|c'y = 0}, ¢ # 0 (kurz: Projektion entlang c).

Input: Ein Vektor c € K", ¢ # 0 (die Projektionsrichtung),
eine Matrix A € K(mn),
ein Vektor b € K™.

Output: Eine Matrix D € K™ (r wird im Algorithmus berechnet),
ein Vektor d € K"

(1) Partitioniere die Menge M = {1, ..., m} der Zeilenindizes von A wie folgt

N:={ie M| Aj.c <0},
Z:={ieM]|A.c=0},
P:={ieM]|A.c>0}.

(2) Setze
r:=|ZUN x P,
R:={1,2,...,r}, und
p: R— ZUN x P sei eine Bijektion.
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(3) Fiir : = 1,2, ...,r tiihre aus:
(a) Istp(i) € Z, dann setze
Di. := Apgy. , di = by -
(D. h. die i-te Zeile von D ist gleich der p(i)-ten Zeile von A.
(b) Istp(i) = (s,t) € N x P, dann setze

Di, = (At.C)AS. - (AS.C>At.,
d; = (Anc)bs — (As.0)b.

(4) Gib D und d aus.
Ende. U

(3.9) Satz. Seien D € K™ und d € K" die in (3.1) konstruierte Matrix bzw.
Vektor. Dann gilt

(a) Die Zeilen von D sind orthogonal zu c, d.h., die Zeilenvektoren von D sind
in L = {y € K,|c"y = 0} enthalten und konische Kombinationen der
Zeilen von A.

(b) P(D,d) N L ist die orthogonale Projektion von P(A,b) auf L.

(3.10) Satz. Die Projektion eines Polyeders ist ein Polyeder!

Durch sukzessive Projektion kann man ein Polyeder auf einen beliebigen Unter-
raum {y € K, |By = 0} des K,, projizieren.

3.2 Lineare Optimierung und Fourier-Motzkin-Elimination

Die Fourier-Motzkin-Elimination ist nicht nur eine Projektionsmethode, man kann
sie auch zur Losung linearer Programme verwenden. Dies geht wie folgt.

Wir beginnen mit einem linearen Programm der Form

max CTJZ

Ax <a
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mit A € K™*" ¢ € K" und setzen P = P(A, b). Wir fithren nun eine zusitzliche
Variable x,,1 ein und fiigen zur Matrix A eine zusétzliche Spalte und Zeile hinzu.
Diese Matrix nennen wir B. Die (m + 1)-te Zeile von B enthilt in den ersten n
Spalten den Vektor ¢, d.h. b, 41, = ¢;, J = 1,...,n; wir setzen b; 1 = 0O fiir
¢t =1,...,mund by,41,4+1 = —1. Wir verldngern den Vektor a € K™ um eine

Komponente, die den Wert 0 enthilt, und nennen diesen (m + 1)-Vektor b:

p=(@ ) 0=(0)

Wenden wir die Fourier-Motzkin-Elimination auf Ax < a an, so kOnnen wir
feststellen, ob die Losungsmenge P des linearen Programms leer ist oder nicht.
Fiihren wir die Fourier-Motzkin-Elimination mit Bx < b durch und eliminieren
wir nur die ersten n Variablen, so erhalten wir am Ende ein System D,z < d,,
welches nichts anderes ist als ein Ungleichungssystem der Form o;; < z,,41 < 3;,
wobei die 3; die positiven und die «; die negativen Eintrdge des Vektors d,, sind.
Das Minimum iiber die Werte £3; liefert den maximalen Wert der Zielfunktion ¢’z
des gegebenen linearen Programms.

Setzen wir 7; :== 0, ¢ = 1,...,n und Z,4; = min{f;}, so kénnen wir mit
diesem Vektor T = (Z;) beginnend durch Riicksubstitution — wie in Satz (3.2) (d)
beschrieben — eine Optimalldsung von max ¢’ z, Az < b berechnen.

Wenn wir statt des Maximums von ¢!z iiber P das Minimum finden wollen, so
fiigen wir bei der Konstruktion der Matrix B statt der Zeile (', —1) die Zeile
(—c?, 1) ein. Wollen wir das Maximum und Minimum gleichzeitig bestimmen,
so fithren wir die Fourier-Motzkin-Elimination der ersten n Variablen auf der
Matrix durch, die um die beiden Zeilen (¢, —1) und (—c’, 1) erweitert wurde.

Dieses Verfahren zur Losung linearer Programme ist konzeptionell extrem einfach
und klar. Wenn es in der Praxis funktionieren wiirde, konnten wir das Thema
,Jineare Optimierung* beenden. Als Hausaufgabe haben Sie die Fourier-Motzkin-
Elimination implementiert. Versuchen Sie einmal, damit lineare Programme ,,an-
standiger Groenordnung™ zu 16sen. Sie werden sich wundern und wissen dann,
warum die Vorlesung weitergeht.

Wir beschlieBen die Diskussion der Fourier-Motzkin-Elimination als Methode zur
Losung linearer Programme durch numerische Berechnung eines Beispiels.
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(3.11) Beispiel.

Wir beginnen mit folgendem System von 5 Ungleichungen mit 2 Variablen

(1) —Ty <
(2) —z1 -z <
(3) —X +xo S
(4) +x, <
(5) 4x1 +2xy <
Wir wollen die Zielfunktion
1 + 39

O W w = O

iiber der Menge der zuldssigen Losungen sowohl maximieren als auch minimie-
ren. Dazu schreiben wir (wie oben erlédutert) das folgende Ungleichungssystem

0
-1
3
3
9
0
0

(1) — g <
(2) —T —T9 S
(3) —x1  Haxg <
(4) +xq <
(5) 4x1 +2x9 <
(6) +x1 +31’2 —XI3 S
(7) —T —3372 +xs3 S
auf und eliminieren die Variable x;. Das Ergebnis ist das folgende Ungleichungs-
system:
1) (1) =z <
(2,4) (2) —x <
(2, 6) (4) +23§'2 —XI3 S
(3,4) (5)  +w2 <
(3,5) (6) +m» <
(3, 6) (7) +4l’2 —XI3 S
(7,4) (8) —3zg +ux3<
(77 5) (9) —T2 +X3 <

O W Wk OO~ 00N O

Wir haben oben die Variable z; weggelassen. Die erste Spalte zeigt an, woher die
neue Ungleichung kommt. So ist z. B. die 5. Ungleichung aus der Kombination
der 3. und 4. Ungleichung des vorhergehenden Systems entstanden. Ungleichun-
gen der Form Oz, + Oxs < « haben wir weggelassen. Eine solche ist z. B. die
Ungleichung , die aus der Kombination der 7. und 6. Ungleichung entsteht.
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Die Elimination der Variablen z liefert nun analog

(L4 (1) -2 < -1
L7 (2) -2 < 3
(2,4) (3) -2 < 3
(2,7) (4 —a3 < 11
(8,3) (5) H4as < 27
(8,4) (6) —x3 < 3
85 (7) 4a3 < 21
(8,6) (8) a3 < 15
8.7 (9 a3 < 21
9.3) (10) +u5 < 17
(9.4) (11) +u3 < 17
9,5) (12) +a3 < 15
(9,6) (13) +a3 < 13
9,7) (14) 4325 < 39

Die grofite untere Schranke fiir x3 ist 1. Sie wird von der ersten Ungleichung
geliefert. Die kleinste obere Schranke hat den Wert 13, dieser folgt aus den Un-
gleichungen 13 und 14. Damit ist 13 der Maximalwert der Zielfunktion, 1 ist der
Minimalwert. Setzen wir x3 = 13 in das vorhergehende Ungleichungssystem ein,
so ergibt sich der Wert x5 = 4. Durch Substitution dieser beiden Werte in das
Ausgangssystem erhalten wir 1y = 1. Der maximale Zielfunktionswert wird also
im zuldssigen Punkt 1 = 1, 2o = 4 angenommen. U
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Kapitel 4

Das Farkas-Lemma und seine
Konsequenzen

Wir werden zunichst Folgerung (3.5) auf verschiedene Weisen formulieren, um
sie fiir den spiteren Gebrauch “aufzubereiten”. Dann werden wir einige interes-
sante Folgerungen daraus ableiten.

4.1 Verschiedene Versionen des Farkas-Lemmas

(4.1) (allgemeines) Farkas-Lemma. Fiir dimensionsvertrdgliche Matrizen A,
B, C, D und Vektoren a, b gilt:

Es existieren w,v mit

Es existieren x,y mit WTA+oTC > 0T
Ar+ By <a : T T T

V wB+v'D =0
Cx+Dy =0 w>0

x >0 _

uwl'a+0Tb <0.

(Hierbei bezeichnet “Vv” das “entweder oder”, d. h. eine der beiden Aussagen gilt,
aber niemals beide gleichzeitig, also eine Alternative.)

Beweis : Durch die Transformationsregeln (2.4) fiihren wir die obige Aussage
auf Folgerung (3.5) zuriick. Die linke Aussage der Alternative lédsst sich schreiben
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als “3 2z mit Az < @” wobei

A B a
— C D _ b
A= _C _D und a= _p
—1 0 0

Nach (3.5) hat dieses System genau dann keine Losung, wenn gilt:
Iy = (uT,FTjT,wT) >0

mit y” A = 07 und 4”@ < 0. Ausfiihrlich geschrieben heiBt dies:

u WTA+TTC T C—w? = o
3 % >0 mit WB+3'D-3 D S
w uTa +77b—T'b < 0.

Setzen wir v := ¥—70 und betrachten wir w als einen Vektor von Schlupfvariablen,
so lisst sich dieses System dquivalent schreiben als:

u'A+0TC > 0oF
5 mit u'B+vID = 0T
u,v w >0
ula+0Tb < 0,
und dies ist das gewiinschte Resultat. U

Durch Spezialisierung von (4.1) erhalten wir:

(4.2) (spezielles) Farkas-Lemma. Es seien A € K" und b € K™, dann gilt:

(a)3z mit Az <b VvV Ju>0 mit v’ A=0" und vTb < 0.
b)Ax >0 mit Ax<b Vv Ju>0 mit u'A>0" und u'b < 0.
()3z >0 mit Av=0b VvV Fu mit uTA > 07 und u'b < 0.
(d)3x mit Ax =0 VvV 3Ju mit v A =07 und uTb < 0.

Das Farkas-Lemma (4.2) in seiner Version (a) charakterisiert also

(a) Die Losbarkeit eines linearen Ungleichungssystems,
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in seiner Version (4.2) (b)

(b) die nichtnegative Losbarkeit eines linearen Ungleichungssystems,
in seiner Version (4.2) (c)

(c) die nichtnegative Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems,
in seiner Version (4.2) (d)

(d) die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems,

wobei (d) natiirlich bereits aus der linearen Algebra bekannt ist. Die zweite Alter-
native in (d) ist nichts anderes als eine Umformulierung von rang(A) # rang(A, b).

Die linken Alternativen in (4.1) und (4.2) (a), (b), (c), (d) sagen aus, dass gewisse
Polyeder nicht leer sind. Die Losungsmengen der rechten Alternativen sind da-
gegen keine Polyeder, weil jeweils eine strikte Ungleichung in den Gleichungs-
und Ungleichungssystemen vorkommt. Da in allen Féllen die rechten Seiten der
rechten Alternativen Nullvektoren sind, sind die Losungsmengen (ohne die strik-
te Ungleichung) nach (2.6) Kegel. Folglich konnen die Losungsvektoren skaliert
werden. Aus dieser Beobachtung folgt:

(4.3) Farkas-Lemma (polyedrische Version). Es seien A € K™™ und b €
K™, dann gilt:

(@P(AL)  #0 V P((ff)(_?)) 40,
BPH(AD) £D V P+((_‘2f),(_(1)>>
(P=(A,b) £0 v P((‘ff),(_?)) £0.

N
=

0

Polyedrische Formulierungen von (4.2) (b), (d) und (4.1) seien dem Leser iiber-
lassen.
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4.2 Alternativ- und Transpositionssitze

Wir haben das Farkas-Lemma nun in verschiedenen Versionen formuliert. Fol-
gerung (3.5) beschreibt ein zur Unldsbarkeit eines Ungleichungssystems dqui-
valentes Kriterium. Die Sitze (4.1) und (4.2) haben die Form von Alternativen,
wihrend in (4.3) die Losbarkeit eines Systems mit der Unldsbarkeit eines durch
Transposition gewonnenes System festgestellt wird. Man nennt deshalb Sitze des
Typs (4.1), (4.2) bzw. (4.3) Alternativ- bzw. Transpositionssitze. Die Literatur ist
auBerordentlich reich an derartigen Sétzen, da sie — wie wir spiter noch sehen
werden — auf vielerlei Weise niitzlich sind. Wir wollen hier noch einige weitere
Sitze dieser Art angeben.

(4.4) Satz. Esseien A ¢ KPP, B € K@, ¢ € KP, b € K9, dann gilt genau
eine der beiden folgenden Alternativen:

(a) dx € K" mit Ax < a, Br <b

(b) (b)) FJueKi,veKi\{0} mitu" A+ 0" B = 0", u"a+v"b <0, oder
(by) Jue KL, mitu’A=0",u"a <0.

Beweis : Angenommen (a) und (by) gelten gleichzeitig, dann gibt es also einen
Vektor z mit Az < a und einen Vektor u € K% mit u” A = 07, u"a < 0, was
(4.2) (a) widerspricht. Angenommen (a) und (b;) gelten gleichzeitig, dann gilt:
07z = (u"A+ 0" B)r = u” (Az) + 0T (Bz) < uTa+vTb < 0, ein Widerspruch.

Wir nehmen nun an, dass (a) nicht gilt und wollen zeigen, dass dann (b) gilt. Wir
wenden die Fourier-Motzkin-Elimination n-mal iterativ auf (g) und (Z) an. Nach
(3.4) und erhalten wir nach n Schritten Matrizen C', D und Vektoren ¢, d, so dass
Ax < a, Bx < b genau dann l6sbar ist, wenn C'z < ¢, Dz < d 16sbar ist, wobei
C =0, D = 0 gilt. Nach Annahme gilt (a) nicht, also muss es einen Zeilenindex
¢ von C' geben mit ¢; < 0 oder einen Zeilenindex j von D mit d; < 0.

Wendet man die Fourier-Motzkin-Elimination nur auf A, ¢ und n-mal sukzessiv
an, so erhilt man nach (3.4) das System C, c. Das heif}t, die Losbarkeit von Ax <
a ist dquivalent zur Losbarkeit von C'x < c. Ist also Az < a nicht losbar, so gibt
es nach (3.5) einen Vektor u > 0 mit uZ A = 07, uTa < 0, das heiBt (by) gilt.
Ist Az < a 16sbar, so gibt es keinen Vektor . > 0 mit u” A = 07, u’a < 0,
d. h. ¢; > 0 fiir alle 7. Folglich muss d; < 0 fiir ein j gelten. D;. = 07 ist eine
konische Kombination von Zeilen von A und Zeilen von B. Nach Definition, siehe
(3.4), muss dabei mindestens eine Zeile von B mit einem positiven Multiplikator
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beteiligt sein, also gibtes u € K7, v € K% \ {0} mit u’ A+ v'B = D;. = 0T
und u”a + v"'b = d; < 0, das heiBt (by) gilt. 0

(4.5) Folgerung. Ist P(A,a) # (), dann gilt genau eine der beiden folgenden
Alternativen:

(@) 4z € K" mit Ax < a, Bx < b,
() 3(*) €Ki, v # 0mitu” A+ 0B = 07 und u’a 4+ v7b < 0.
0

(4.6) Satz (Gordan (1873)). Es gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen:

(a) 3z mit Ax <0,

(b) Ju>0,u #0mitu’ A =0T,

Beweis : Setze in (4.5) B := A (wobei A die obige Matrix ist), b := 0, A := 0,
a = 0. U

(4.7) Satz (Stiemke (1915)). Es gilt genau eine der folgenden Alternativen:

(a) 3x > 0 mit Az = 0,

(b) JumitutA> 0T, uTA #0.

Beweis : Setzein (4.5) B:= —-1,b=0, A := <—fl>’ a:= 0. [

Der Satz von Stiemke charakterisiert also die strikt positive Losbarkeit eines ho-
mogenen Gleichungssystems, wihrend der Satz von Gordan die semipositive Losbar-
keit des homogenen Gleichungssytems u” A = 0 kennzeichnet. Eine Sammlung
weiterer Alternativsitze kann man in

O. L. Mangasarian, “Nonlinear Programming”, McGraw-Hill, New York, 1969
(80 QH 400 M 277)

finden.
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4.3 Trennsitze

So genannte Trennsitze spielen in der Konvexitétstheorie und — in noch allge-
meinerer Form — in der Funktionalanalysis eine wichtige Rolle. Diese Sitze sind
i. a. vom folgenden Typ: Seien S und 7' zwei Mengen, dann gibt es unter gewis-
sen Voraussetzungen eine Hyperebene H, die S und 7' trennt. Geometrisch heif3t
dies, dass S auf der einen, 7" auf der anderen Seite von H liegt. Genauer: Sei
H = {z|c"z = 7}, c # 0, eine Hyperebene, dann sagen wir, dass H zwei Men-
gen P und Q trennt, falls PUQ € H und P C {x|c'z <~},Q C {z|c"z > v}
gilt.Wir sagen, dass H die Mengen P und Q strikt trennt, falls P C {z|c'z < v}
und Q C {z|c"z > ~}.

Das Farkas-Lemma impliziert einige interessante Trennsitze fiir Polyeder P C
K. Wir wollen hier einen Satz dieser Art angeben, der als Prototyp fiir die allge-
meineren Trennsitze angesehen werden kann.

(4.8) Trennsatz. Es seien P = P(A,a) und Q) = P(B,b) zwei Polyeder im K".
Es gibt eine P und Q strikt trennende Hyperebene genau dann, wenn P N () = ()
gilt, es sei denn, eines der Polyeder ist leer und das andere der K".

Beweis : Gibt es eine P und () strikt trennende Hyperebene, dann ist P N Q)
offensichtlich leer.

Sei P N Q = (). Zu zeigen ist die Existenz eines Vektors ¢ € K", ¢ # 0, und einer
Zahly € K,sodass P C {z|c"z < v} und P C {z|c"z > ~} gilt. Sind P und Q
leer, so leistet jede beliebige Hyperebene das Gewiinschte. Ist eines der Polyeder
leer, sagen wir Q = (), P # (), dann ist wegen P # K" eine der Zeilen von A
von Null verschieden, sagen wir A;. # 0. Dann haben ¢! := A;., v := a; + 1 die
geforderten Eigenschaften. Sind P und () nicht leer, dann gilt nach Voraussetzung

P((5) () -0

Folglich existiert nach (4.2) (a) ein Vektor () > 0 mit A + v"B = 07 und
uTa 4+ v"Tb < 0. Wir setzen

! i=u'A(= —v'B) und v := L(u"a —v7h).

1
2
Daraus folgt:

reP=cz = v Ar <vla<uvla—Li(ula+0Tb) =

5 (ufa—vTh) = 7.

1
2

reQ=c"z = —v"Br>—-v"b>—0"b+i(ua+v"b) = L(uTa—0"d) = 7.
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Der Vektor c ist offenbar von Null verschieden. [

Der folgende Satz, den wir nicht mit den bisher entwickelten Methoden bewei-
sen konnen, soll als Beispiel fiir die oben angesprochene allgemeine Art von
Trennsitzen dienen.

(4.9) Trennsatz fiir konvexe Mengen. Es seien P und () zwei nichtleere kon-
vexe Teilmengen des R". Es gibt eine P und () trennende Hyperebene H =
{r eR" | Tz =4y dh PUQ Z H PC {zeR"| Tz <~}
Q C {z € R" | ¢z > ~}) genau dann, wenn der Durchschnitt des relativ
Inneren von P mit dem relativ Inneren von () leer ist.

Beweis : Siehe Stoer & Witzgall (1970), Seite 98, Satz (3.3.9) oder Leichtweiss,
“Konvexe Mengen”, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1980,
Seite 28, Satz 3.1. 0

Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, dass in (4.9) der Vektorraum R"
(und nicht wie iiblich K™) benutzt wurde. In der Tat ist Satz (4.9) fiir konvexe
Teilmengen von Q" im folgenden Sinne falsch. Es ist nicht immer moglich, zwei
konvexe Mengen in Q", deren relativ innere Mengen kein gemeinsames Element
besitzen, durch eine Hyperebene ¢z = ~y zu trennen, so dass der Vektor (¢, v)T
rational ist. Man betrachte nur P = {z € Q | 2 < v2}, Q = {r € Q |
x > +/2}. Dieses Beispiel zeigt auch, dass die bisher entwickelten konstruktiven
Beweistechniken, die ja fiir Q und R gleichermallen arbeiten, nicht méchtig genug
sind, um (4.9) abzuleiten. Offenbar muss das Vollstindigkeitsaxiom der reellen
Zahlen auf irgendeine Weise benutzt werden.

Satz (4.9) konnen wir allerdings fiir Polyeder beweisen. Zu seiner Formulierung
miissen wir jedoch schirfere Anforderungen an die Darstellung der involvierten
Polyeder stellen.

(4.10) Schwacher Trennsatz.

Seien P = {x € K" | Ax = a,Bx <b},Q = {z € K" | Cz = ¢, Dz < d}
zwei nichtleere Polyeder, so dass keine der Ungleichungen Bx < b von allen
Punkten in P und keine der Ungleichungen Dx < d von allen Punkten in () mit
Gleichheit erfiillt wird. Es gibt eine P und () trennende Hyperebene genau dann,
wenn R = {z € K" | Az = a,Cx = ¢, Bx < b, Dx < d} leer ist.

Beweis : Ist PN Q = (), so ist R = (), und die Behauptung folgt (in schirferer
Form) aus Satz (4.8). Sei also P N Q # (.
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Die Menge R ist offenbar die Losungsmenge des Systems
Ar <a,—Ar < —a,Cx < ¢,—Cx < —¢,Br < b,Dx < d.

Dieses hat nach Folgerung (4.5) genau dann keine Losung, wenn es einen Vektor

(ET,ET, oo wT, y7) mit (w”,yT) # 0T gibt mit der Eigenschaft

WA-T A+77C -5 C+w'B+y"D =07,

a—-Ta+vc—v c+wlb+ y'd <0.

und

<l

Wir setzen w := U — U, v := 0V —

T = uA+w"B(= —v"C — y' D),
p=swa+wd—vlec—y'd).

Sei H =: {x | r’x = p}, dann ist H eine P und Q trennende Hyperebene, denn
(1) zeP=rTr =ul'Ar +w'Bx <ula+w'b
<ula+w'b— F(ul'a+ w'b+ v'c+ yTd)
=P
2) z€Q=rT2 =—-0T'Co—y"'Dx>—vlc—y'd

> —vle—yld+ s(u"a+w'b+ v+ y'd)

R = () ist also dquivalent zur Existenz der Hyperebene H = {x|r’z = p}. Aus
der Voraussetzung folgt, dass Punkte p € P und q € () existieren mit Bp < bund
Dq < d. Die Abschitzungen (1), (2) zeigen, dass aus (w’,yT) # 07 folgt, dass
rTp < poder rTq > p gilt. Somit gilt 7 # 0 und P U Q ¢ H; das aber heiBt, H
ist eine trennende Hyperebene.

Gibt es umgekehrt eine P und () trennende Hyperebene H = {z | rTx = p},
dann gibt es einen Punkt in P U @, der nicht in H ist; sagen wir P ¢ H. Daraus
folgt P = {x | Ar = a, Bx < b,r"x < p}und {z | Az = a, Bxr < b} = {z |
Az = q, Br < b,rTz < p} und somit ergibt sich, dass R = {z | Ax = a,Cz =
¢, Bx < b,rTx < p, Dz < d} leerist,denn {x | Cx = ¢, Dz < d,rTx < p} =0,
weil Q = {z | Cx = ¢, Dx < d} C {x | Tz > p}. 0
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Satz (4.10) folgt aus (4.9), wenn man sich tiberlegt, dass fiir ein Polytop P = {x |
Az = a, Bx < b} mit der Eigenschaft, dass keine der Ungleichungen in Bz < b
durch alle Punkte aus P mit Gleichheit erfiillt ist, das relativ Innere von P genau
die Menge {z | Az = a, Bx < b} ist.
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Kapitel 5

Der Dualitatssatz der linearen
Programmierung

In Satz (1.5) haben wir bereits den sogenannten schwachen Dualitétssatz ange-
geben und bewiesen. Die Gleichheit der optimalen Zielfunktionswerte kann man
(unter anderem) mit Hilfe des Farkas-LLemmas beweisen. Man kann den (nachfol-
gend formulierten) Dualitédtssatz als eine Optimierungsversion des Farkas-Lemmas
ansehen. Beide Sitze sind in dem Sinne dquivalent, dass der eine ohne Miihe aus
dem anderen gefolgert werden kann und umgekehrt. So wie das Farkas Lemma fiir
die Polyedertheorie von zentraler Bedeutung ist, ist der Dualititssatz von auf3eror-
dentlicher Tragweite in der linearen Optimierung und zwar sowohl in algorithmisch-
praktischer als auch in theoretischer Hinsicht. Wenn man heutzutage in mathema-
tischen (Forschungs-)Aufsitzen einen Satz wie . . . it follows by an LP-argument
... liest, dann heif}t das so gut wie immer, dass der Dualititssatz in einer seiner
Versionen geschickt anzuwenden ist. Wegen seiner Bedeutung widmen wir dem
Dualititssatz ein eigenes Kapitel. (Er hétte natiirlich auch in Kapitel 4 eingearbei-
tet werden konnen.)

Wir wollen zunéchst das folgende lineare Programm

max CTI

(5.1)
Az <b

wobei A € K™ p ¢ K™ und ¢ € K" gegeben sind, untersuchen. Unsere
Aufgabe besteht darin, unter den Vektoren x € K", die zuléssig fiir (5.1) sind,
d. h. die Ax < b erfiillen, einen Vektor z* € K" zu finden, der optimal ist,
d. h. cTa* > Tz fiir alle zuldssigen z. In Kapitel 1 haben wir bereits eine Motiva-
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tion fiir die Dualitétstheorie gegeben, hier wollen wir noch einen weiteren Zugang
beschreiben. Zunéchst wollen wir (5.1) polyedrisch darstellen. Wir fiihren dazu
eine neue Variable z ein und schreiben (5.1) in der Form

max z

T D00

Daraus folgt, dass jedes lineare Programm in ein LP umgeformt werden kann, bei
dem lediglich Losungsvektoren gesucht werden, deren erste Komponente so grof3
wie moglich ist. Schreiben wir (5.2) noch einmal um und bringen wir 2z auf die
rechte Seite, so kann (5.2) folgendermalen geschrieben werden.

max z

M (%)= ()

Fiir festes z € K ist die Losungsmenge von (5.3) ein Polyeder im K". Wir setzen
fiir alle z € K

(5.4) P, = {x eK" | (‘j) x < (_Z) }

Nunmehr kénnen wir (5.3) wie folgt darstellen:
(5.5) max{z | P, # 0}.

Wir suchen also ein z € K, das so grof3 wie moglich ist unter der Nebenbedingung,
dass das Polyeder P, # () ist.

Ublicherweise nennt man die Aufgabe zu zeigen, dass eine Menge nicht leer ist,
ein primales Problem. Zu zeigen, dass eine Menge leer ist, ist ein duales Pro-
blem. Diese beiden Aufgaben sind i. a. nicht von gleicher Schwierigkeit. Be-
trachten wir z. B. ein Polyeder P C Q". Legen wir einfach eine Abzihlung
X1, T9, X3, ... der Elemente von Q™ fest und iiberpriifen wir, ob z; € P ist fiir
1 =1,2,...,so sind wir sicher, dass dieses Verfahren nach endlich vielen Schrit-
ten abbricht, falls P # () ist. Jedoch kann dieses Verfahren niemals nach endlich
vielen Schritten folgern, dass P leer ist. Ein Ziel von Dualitétstheorien ist es, “gu-
te Kriterien” fiir die Losung der dualen Probleme zu finden. Das Farkas-Lemma
liefert ein solches. Gilt P = {z | Az < b}, so ist nach (4.3) (a) P genau dann leer,
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wenn () = P:((Z‘f ), (7[1))) nicht leer ist. Durch Anwendung des obigen Abzihl-
verfahrens auf P und () gleichzeitig konnen wir also nach endlich vielen Schritten
entscheiden, ob P leer ist oder nicht.

Das angegebene Abzihlverfahren sollte nicht als ein ernsthafter Vorschlag zur
algorithmischen Losung des primalen und dualen Problems angesehen werden.
Wir werden spiter sehen, dass dies alles viel besser und schneller gemacht werden
kann. Diese Bemerkungen sollten lediglich das Problembewusstsein des Lesers
schirfen!

Zuriick zu (5.5). Es kann sein, dass P, # () gilt fiir alle z € K. Dann ist (5.1)
unbeschrédnkt und hat keine Optimallosung. Andernfalls konnen wir versuchen
den Maximalwert in (5.5) nach oben zu beschrinken. Die bestmdogliche Schranke
ist natiirlich gegeben durch

(5.6) inf{z | P, = 0}.

Nach (4.2) (a) ist P, = () iquivalent dazu, dass das System y? A = \c¢T, yTb < )z,
y > 0, A > 0 eine Losung hat. Man {iberlegt sich leicht, dass dieses System — im
Falle der Losbarkeit von (5.1) — genau dann losbar ist, wenn y? A = ¢, y7b < z,
y > 0 1osbar ist. Wenn wir das kleinste z in (5.6) finden wollen, miissen wir also
einen moglichst kleinen Wert y” b bestimmen. (5.6) ist somit #iquivalent zu

min  y7b
(5.7) yTA =
y =20

Problem (5.7) ist offenbar wiederum ein lineares Programm. Wir nennen es das
zum primalen Problem (5.1) duale lineare Programm. Wir wollen nun zeigen,
dass (5.1) und (5.7) den gleichen Optimalwert haben.

(5.8) Dualitiitssatz. Es seien A € K™ b € K™ und ¢ € K", dann haben die
beiden linearen Programme

max Tz min  y7b

(P) und (D) y'A =T
Az <b

Y >0

optimale Ldsungen, deren Zielfunktionswerte gleich sind, genau dann, wenn sie
zuléssige Losungen besitzen.
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Beweis : Wenn (P) und (D) optimale Losungen haben, dann haben sie auch zuldssi-
ge. Haben (P) und (D) zuléssige Losungen, so gilt nach (1.5), dass der Wert von
(P) nicht groBer als der von (D) ist. (P) und (D) haben zuldssige Losungen mit
gleichem Zielfunktionswert genau dann, wenn das System

¢ (2 < ()
y 0

IA

AV

eine Losung hat. Dies ist nach (4.1) dquivalent dazu, dass das System

26T +0TAT > of

uTA—zch' = 07
(2) u > 0
z > 0
u'b + vTe < 0

keine Losung hat. Nehmen wir an, dass (2) eine Losung (u”,v?, 2) hat. Gibt es
eine Losung von (2) mit z = 0, so hat nach (4.1) das System

Axr <b
ATy =c
y 20

keine Losung. Das aber heif}t, dass (P) oder (D) keine zulédssige Losung hat. Wi-
derspruch! Gibt es eine Losung von (2) mit z > 0, so konnen wir durch Skalieren
eine Losung finden mit z = 1. Daraus folgt

0>ulb+vle>—ulAv+ 0T ATu=0.

Widerspruch! Dies impliziert, dass (2) inkonsistent ist. Also hat nach (4.1) das
System (1) eine Losung, und Satz (5.8) ist bewiesen. U

(5.9) Folgerung. P bzw. D seien die Losungsmengen von (P) bzw. (D). Wir
setzen

400, falls (P) unbeschrinkt,
2¥ =1 —o0, falls P = (),

max{c’z | x € P}, andernfalls,
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—00, falls (D)unbeschrinkt,
=< +oo, falls D = (),
min{y?b,y € D}, andernfalls.

Dann gilt

(a) —oc0 < z*=u* < +00 <= z"endlich <= u* endlich.
(b) 2* =400 = D =1{.

(c) u* = —o00 = P =1.

d P=0 = D =(oderu* = —o0.

() D=0 = P =0 oder2* = +o0.

Beweis : (a) Aus z* = u* endlich folgt natiirlich ©* und z* endlich.

Sei z* endlich, dann ist P # () und

—cTy < —2

Axr < b

(1)

ist fiir z = z* losbar, jedoch unlosbar fiir jedes z > z*. Sei also z > 2*, dann ist
nach (4.2) (a) das duale Problem

—ucl +9yTA = 07
(2) —uz +y'b <0
u,y >0

16sbar. Hat dieses System eine Losung mit u = 0, so hat y7 A = 0,470 < 0,y > 0
eine Losung. Also folgt aus (4.2) (a), dass P = (), ein Widerspruch. Folglich
muss es eine Losung von (2) geben mit v > 0. Durch Skalieren konnen wir eine
derartige Losung mit v = 1 finden. Daraus folgt, dass das System

y'b <z
yTA :CT
y =20

57



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

eine Losung besitzt. Folglich ist D # (), und aus Satz (5.8) folgt die Behauptung.

Ist u* endlich, so verlduft der Beweis analog.

(b) Ist D # (), so impliziert der schwache Dualitiitssatz (1.5) z* < min{y”b |
y € D} =u* < +o0.

(c) Analog zu (b).

(d) Angenommen P = () und u* > —oo. Dann gilt entweder u* = +oo und
somit D = () oder nach (a) folgt z* = u* endlich, also P # (). Widerspruch!

(e) Analog zu (d). U

Man konnte vermuten, dass in (5.9) (b) und (c) auch die umgekehrte Richtung
gilt. Die Aussagen (d) und (e) zeigen aber, dass beim Versuch eines Beweises
der Riickrichtung Komplikationen auftreten konnen. Das nachfolgende Beispiel
zeigt, dass es in der Tat zueinander duale lineare Programme gibt, die beide leere
Losungsmengen haben.

(5.10) Beispiel. Es seien

p-frew (0 ez ()
o ={rewi (D= ()0}

Dann sind die linearen Programme

max r;+ x; und min —y,
reP yeD

zueinander dual, und es gilt:

(a) P =), danach (4.2) (a) das System (u, us) (_1 _D =(0,0),

uy, Uy > 0, —us < 0 eine Losung hat (z. B. u; = us = 1).
(b) D =, da nach (4.2) (c) das System (vy, v3) (_1 _D > (0,0),

v1 + vy < 0, eine Losung hat (z. B. v; = vy = —1). U
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Wir haben bereits die Sprechweise “zueinander duale lineare Programme” be-
nutzt, ohne dafiir eine Begriindung zu geben. Sie erfolgt hiermit:

(5.11) Bemerkung. Gegeben seien dimensionsvertrigliche Matrizen A, B, C, D
und Vektoren a, b, ¢, d, dann gilt: Das zum primalen linearen Programm

max ¢’z 4+ dly

Ax + By <a
(5.12)

Cx + Dy =b

T >0

duale lineare Programm ist

min u’a + vTb
uTA+07C > T

(5.13)
u'B +vTD =dr

U > 0.

Das zum linearen Programm (5.13) duale Programm ist (5.12).

Beweis : Wir benutzen die Transformationsregeln (2.4) und schreiben (5.12) in
der Form

max cTx +dly

Ax + By < a
Cx + Dy < b
—Cxz — Dy < —b
—Ix + Oy < 0

Das hierzu duale Progamm ist nach Definition

59



MARTIN GROTSCHEL

SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

min v’a +vI'b —vlb

u'A+0lC —0lC —w? =c"
u'B+vlD —vlD =dr
U, V1, Vg, W > 0.
Setzen wir v := v; — vy und lassen wir w weg, so erhalten wir (5.13). Analog

folgt, dass (5.12) dual zu (5.13) ist.

0

Von nun an kdnnen wir also sagen, dass das duale Programm zum dualen Pro-
gramm das primale ist, bzw. von einem Paar dualer Programme sprechen. Wir
wollen nun zur Ubersicht und als Nachschlagewerk in Tabelle 5.1 eine Reihe von
Paaren dualer Programme auflisten. Die Korrektheit der Aussagen ergibt sich di-

rekt aus (5.11).

primales LP duales LP
(P;) maxc’z, Az <b, >0 (D) min y'b, yTA> ", y>0
(Py) min c’x, Ax >b, x>0 (D;) max yTb, yTA<L T, y>0
(P3) max cla, Ar=5b, >0 (D3) min y7b, yTA > cT
(Py) minc'z, Az =b, >0 (Dy) max y'b, yTA <l
(P;) max c'z, Az <b (Ds) min y'b, yTA=c", y >0
(Pg) min 'z, Az > b (Dg) max y'b, y"A=c", y>0
Tabelle 5.1

Aus den obigen primal-dual Relationen kann man die folgenden Transformations-

regeln in Tabelle 5.2 ableiten.

primal dual
Gleichung oder Ungleichung Variable
Ungleichung nichtnegative Variable
Gleichung nicht vorzeichenbeschrinkte Variable
nichtnegative Variable Ungleichung
nicht vorzeichenbeschrinkte Variable Gleichung
Tabelle 5.2

Speziell bedeutet dies z. B. beziiglich des LP max ¢'z, Az < b,z > 0
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— Jeder primalen Ungleichung A;.z < b; ist eine nichtnegative duale Variable
y; zugeordnet.

— Jeder primalen nichtnegativen Variablen x; ist die duale Ungleichung y* A.; >
c¢; zugeordnet.

Aus dem Vorhergehenden diirfte klar sein, dass der Dualitétssatz nicht nur fiir das
spezielle Paar linearer Programme (P), (D) aus Satz (5.8) gilt, sondern fiir alle
Paare dualer linearer Programme. Um spiter darauf Bezug nehmen zu konnen,
wollen wir den Dualitétssatz in voller Allgemeinheit formulieren.

(5.14) Allgemeiner Dualitiitssatz. Es seien (P) ein lineares Programm und (D)
das zu (P) duale Programm.

(a) Haben (P) und (D) zuléssige Losungen, so haben (P) und (D) Optimallbsun-
gen, und die Zieltunktionswerte aller Optimallésungen stimmen tiberein.

(b) Hat eines der beiden Programme (P) oder (D) eine Optimallosung, so auch
das andere.

(c) Hat eines der Programme (P) oder (D) keine zuldssige LOsung, so ist das
andere unbeschrénkt oder hat keine zulidssige Ldsung.

(d) Ist eines der Programme (P) oder (D) unbeschrénkt, so hat das andere keine
zuldssige Losung.

Wir wollen nun zwei weitere wichtige Sétze zur Charakterisierung von Opti-
mallésungen linearer Programme formulieren und beweisen.

(5.15) Satz vom schwachen komplementiren Schlupf. Es seien A, B, C, D
und a, b, ¢, d dimensionsvertrdglich und (5.12), (5.13) das zugehorige Paar dualer
linearer Programme. Die Vektoren (g) bzw. (g) seien zuldssig fiir (5.12) bzw. (5.13),
dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) @) ist optimal fiir (5.12) und (%) ist optimal fiir (5.13).

b) (' — @' A+270))T —ul(a — (AT + By)) = 0.

(c) Fiir alle Komponenten u; der Duallosung gilt: u; > 0 = A;. T+ B,y = a;.
Fiir alle Komponenten T; der Primallésung gilt: T, > 0 = u’A,; +

—T .
v C.j = Cj.
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(d) Fiir alle Zeilenindizes i von A und B gilt: A;, T + B,y < a; = u; = 0.
Fiir alle Spaltenindizes j von A und C gilt: u" A.;+v7C; > ¢; = T; = 0.

Beweis :

@<+= dT+dy=u"a+7v'b (nach(5.14))
— 7+ @W'B+v"D)y—ula—-v"(CT+ Dy) =0
— Tz +u'By+v'Dy —1ula—vT0T —vIDy —ul AT +ul AT = 0
— A7 —-WA+v70)T —ula+ul (AT + By) =0
<~ (b)
(b)) = (©

Es seien t := ¢ — (W’ A+97C) und s := a — (AT + B7). Nach Voraussetzung
giltalsot < Ound s > 0. Aus T > 0 und u > 0 folgt daher 7 < 0 und uls >0,
mithin t'Z7 —%%s < 0. Es kann also t! 7 —%” s = 0 nur dann gelten, wenn t'7 = 0
und w!'s = 0. Daraus ergibt sich (c).

(¢c) = (b) trivial.

(c) <= (d) durch Negation.

0

Aus (5.15) folgt fiir jedes Paar dualer linearer Programme durch Spezialisierung
die Giiltigkeit eines Satzes vom schwachen komplementéren Schlupf.

(5.16) Satz vom starken komplementiren Schlupf. Besitzen beide dualen Ii-
nearen Programme
T min u?b
max ¢ T

TA_ T
(P) Az <b und (D) uw' A=c
u>0

zulidssige Losungen, so existieren optimale Losungen @, u, so dass fiir alle Zeilen-
indizes ¢ von A gilt:

u; > 0 — AT = b

Beweis : Aufgrund von Satz (5.15) geniigt es zu zeigen, dass optimale Losungen
T, U existieren mit

0
b;)

— u; >
— A, 7T <
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Setzen wir
—cT bT 0
- A 0 b
A= 0 AT, a:= c|l, B:=(A-I), b:=b
0 —AT —c
0 -1 0
dann gilt:

T, uoptimal <= ﬂ@) < a,

7, werfiillen () und (i) < B(Z) < b.

Zum Beweis der Behauptung geniigt es also zu zeigen, dass

z@ <a, E@ <5

konsistent ist. Mit Satz (5.14) hat nach Voraussetzung Z@) < @ eine Losung,
also ist nach Folgerung (4.5) die Konsistenz dieses Systems dquivalent zur Inkon-
sistenz von

p>0,0£¢>0,p'A+¢"B=0", p'a+q¢"b<0.

Angenommen, dieses System besitzt eine Losung, sagen wir p” = (A, pl, p?' pI' pI)
> 0,0 # ¢ > 0, dann gilt:

(p1 + q)TA = Ach
(p2 — Ps)TAT — (ps + Q)T = —XbT
(p1+@)Tb+ (pa —p3)Te < 0.

Daraus folgt
0 >A(p14+ @) b+ (p2 —p3)"c) = (pr + )" Ao+ (p2 — p3)" Ae
= (

p1+ Q)T Alps — p2) + (01 + @) (pa + @) + (p2 — p3) T AT (p1 + q)
pipa+pla+d"pa+qq
q"q

Daraus folgt (p; + ¢)Tb + (p2 — p3)Tc > 0, ein Widerspruch. 0

(5.17) Hausaufgabe. Formulieren und beweisen Sie den Satz vom starken kom-
plementiren Schlupf fiir das Paar dualer linearer Programme (5.12), (5.13).

63



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

0

Es gibt eine natiirliche Merkregel fiir die verschiedenen Sitze vom komplemen-
taren Schlupf. Wir wissen bereits, dass zu jeder primalen Variablen eine dua-
le Restriktion (auch komplementire Restriktion genannt) und zu jeder primalen
Restriktion eine duale (komplementire) Variable gehoren. Die Sitze (5.15) und
(5.16) zeigen nun, dass zur Charakterisierung von Optimallosungen vorzeichen-
beschrinkte Variable und Ungleichungen besonders wichtig sind. Zu jeder vor-
zeichenbeschrinkten primalen (dualen) Variablen gehort eine duale (primale) Un-
gleichung und umgekehrt. Ist a’z < « eine Ungleichung und T ein Vektor, so
nennen wir die Ungleichung straff (beziiglich 7), falls a’Z = « gilt, andern-
falls nennen wir sie locker. Der Satz vom schwachen komplementéren Schlupf
(5.15) sagt dann aus: Gewisse Vektoren sind optimal fiir (5.12) bzw. (5.13) genau
dann, wenn fiir jede lockere Nichtnegativititsbedingung die komplementire Un-
gleichung straff ist, d. h. wenn in der komplementidren Ungleichung kein Schlupf
auftritt. Satz (5.16) kann wie folgt formuliert werden. Es gibt Optimallosungen,
bei denen Schliipfe komplementir auftreten, bzw. bei denen die duale Nichtne-
gativititsbedingung genau dann locker ist, wenn die komplementire primale Un-
gleichung straff ist.

64



Kapitel 6

Grundlagen der Polyedertheorie

Wir wollen nun die Polyedertheorie weiter ausbauen, weitere Darstellungen von
Polyedern angeben und neue Operationen mit Polyedern einfiihren. Wir werden
dabei meistens von der geometrischen Anschauung ausgehen und die Begriffe von
dieser Sicht aus motivieren. Wir werden jedoch unser besonderes Augenmerk auf
die analytische Beschreibung der geometrischen Konzepte legen.

6.1 Transformationen von Polyedern

Wir haben bereits in Kapitel 3 Projektionen von Polyedern entlang eines Rich-
tungsvektors ¢ untersucht und in Folgerung (3.9) festgestellt, dass eine derartige
Projektion auf ein Polyeder wieder ein Polyeder ist. Wenn man mehrfach hinter-
einander projiziert, bleibt diese Eigenschaft natiirlich erhalten. Sind A € K™™),
b€ K™und k,r > 0 mit k + r = n, so nennt man die Menge

Q= {x c K* |3y € K" mit (w) € P(A, b)}
Y
eine Projektion von P(A,b) auf K*. Hierbei ist A € K(™" eine Matrix, die
durch Spaltenvertauschung aus A hervorgeht. Offensichtlich folgt aus unseren Re-

sultaten aus Kapitel 3:

(6.1) Bemerkung. Jede Projektion eines Polyeders P(A,b) C K" aufK*, k < n,
ist ein Polyeder.
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Dieser Sachverhalt ist in groBerer Allgemeinheit giiltig. Erinnern wir uns daran,
dass jede affine Abbildung f : K* — K* gegeben ist durch eine Matrix D €
K®") und einen Vektor d € K*, so dass

flx)=Dzx+d VzeK"

Fiir derartige Abbildungen gilt:

(6.2) Satz. Affine Bilder von Polyedern sind Polyeder.

Beweis : Seien P = P(A,b) C K" ein Polyeder und f(z) = Dz + d eine affine
Abbildung von K" in den K*, dann gilt

f(P) ={yeKrF|Jz e K"mit Axr <bundy = Dz +d}

={yeK'[Fz e K" mit B(]) <0},
wobei
A 0 b
B .= D —I]|, b:=|-d
-D I d

Wenden wir nun unser Verfahren (3.6) iterativ auf B3, b und die Richtungsvektoren
€1, €3, ..., €, an, so erhalten wir nach Satz (3.8) ein System C'(?) < ¢ mit C' =

— Yy
(0,C"), und es gilt:

VyeK:(3zeK'mit B()) <b «=3JrcK'mitC()) <c
«— Cy < c).
Daraus folgt f(P) = {y € K¥ | Cy < ¢} ist ein Polyeder. 0

Man beachte, dass der Beweis von (6.2) sogar ein Verfahren zur expliziten Kon-
struktion des affinen Bildes von P(A,b) beinhaltet. Aus (6.2) ergibt sich direkt
die folgende (auch aus anderen Griinden unmittelbar einsichtige) Beobachtung.

(6.3) Folgerung (Satz von Weyl). Fiir jede Matrix A € K(™™ gilt:

lin(A)
aff (A)
conv(A)
cone(A)

ist ein Polyeder.
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Beweis : Wir zeigen die Behauptung fiir die konische Hiille. Alle anderen Fille
beweist man analog.

cone(A) ={r e K" |3y > 0mitx = Ay}

I —-A
={reK"|JyeK'mit [ -1 A (i)go}
0 -1
Die letzte Menge ist die Projektion eines Polyeders im K™*™ auf den K™, also
nach (6.1) bzw. (6.2) ein Polyeder. U

Offenbar besagt die obige Folgerung nichts anderes als: Die lineare, affine, kon-
vexe oder konische Hiille einer endlichen Teilmenge des K" ist ein Polyeder. Fiir
die konische Hiille hat dies WEYL (1935) gezeigt (daher der Name fiir Folgerung
(6.3)).

(6.4) Folgerung. Die Summe P = P, + P, zweier Polyeder P;, P, ist ein Poly-
eder.

Beweis : Esseien P, = P(A,a), P, = P(B,b), dann gilt:
P=P+P ={z+yecK"|Azx<a, By<b}
={zeK" |3z, y e K" mit Az < a,By < b,z =z + y}
={zeK"|Jz,ye K'mit A(z —y) < a,B(z —z) < b}
T
={zeK"|Jz,yeK'mitD |y ]| <(})}
2

0 —A A
DZ(—B 0 B)'

Also ist P die Projektion eines Polyeders des K*" auf den K", und somit nach
(6.1) ein Polyeder. U

mit

Verbinden wir nun die Erkenntnis aus (6.3), dass conv(A) und cone(B) Polyeder
sind, mit (6.4), so erhalten wir:
(6.5) Folgerung. Es seien A € K™, B € K(™"), dann gilt

P = conv(A) + cone(B)
ist ein Polyeder. O
Die obige Folgerung erscheint (durch geschickte Vorbereitung) vollig trivial, sie

ist jedoch eine durchaus beachtenswerte Erkenntnis, denn wir werden bald zeigen,
dass in der Tat alle Polyeder von der Form conv(A) + cone(B) sind.
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6.2 Kegelpolaritat

Es gibt mehrere Moglichkeiten die Umkehrung von (6.5) zu beweisen. Eine be-
sondere elegante, die eine geometrische Version des Farkas-L.emmas benutzt, fiihrt
tiber die Kegelpolaritit. Diese Operation mag zunéchst nur als technisches Hilfs-
mittel erscheinen. Sie und ihre Verallgemeinerungen (allgemeine Polaritéten, Blo-
cker, Antiblocker) sind jedoch bedeutende Methoden in der Polyedertheorie und
der linearen sowie ganzzahligen Optimierung.

Wir beginnen mit einer Neuinterpretation des Farkas-Lemmas (4.2) (c). Dieses
besagt
J2>0,Ar = b <= Vu(ATu> 0= u"b>0).

Durch diese Aussage sind offenbar auch alle rechten Seiten b charakterisiert, fiir
die z > 0, Az = b eine Losung hat. Nach Definition gilt cone(A) = {b € K™ |
Jx > 0 mit Ax = b}, also kénnen wir aus (4.2) (c) folgern:

(6.6) Bemerkung. Fiir alle Matrizen A € K(™™) gilt:
cone(A) = {b e K™ |u'b < 0Vu € P(AT 0)}.
U

Bemerkung (6.6) kann man geometrisch wie folgt beschreiben. Die Menge der
zuldssigen rechten Seiten b von Ax = b, x > 0 ist genau die Menge aller Vektoren
b € K™, welche einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren des Kegels P(A”0)
bilden. Allgemeiner definieren wir nun fiir jede beliebige Menge S C K"

S ={ycK"|y"zr <0VxecS}

S° ist die Menge aller Vektoren, die einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren
aus S bilden. S° heiBt polarer Kegel von S. (Uberzeugen Sie sich, dass S° ein
Kegel ist!) Wir erinnern hier an das in der linearen Algebra definierte orthogonale
Komplement

St={yeKk"|ylz=0vxc S}

Offensichtlich gilt S+ C S°. Unter Benutzung der obigen Definition kénnen wir
Bemerkung (6.6) nun auch wie folgt aufschreiben.

(6.7) Folgerung. Fiir alle Matrizen A € K(™™) gilt

P(A,0)° = cone(A™).
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Folgerung (6.7) und die vorher gemachten Beobachtungen wollen wir an einem
Beispiel erlidutern. Es sei
-3 1
=1 =)

dann sind die Kegel P(A,0) und P(A,0)° in Abbildung 6.1 gezeichnet.

P(A,0)°

Abb. 6.1

P(A,0)° besteht also aus allen Vektoren, die mit den Elementen des Kegels P(A, 0)
einen stumpfen Winkel bilden, und das sind gerade diejenigen Vektoren, die als
konische Kombination der Normalenvektoren A;. dargestellt werden konnen, also
P(A,0)° = cone((73), (_})). Ferner gilt: Az = b, x > 0 ist genau dann l6sbar,
wenn b € P(A,0)° gilt. Daraus folgt z. B., dass Az = (?), 2 > 0 nicht losbar ist,

wihrend Az = (_(1)), x > 0 eine Losung hat.

Aus der Definition des polaren Kegels und des orthogonalen Komplements erge-
ben sich unmittelbar einige triviale Beziehungen, deren Beweis wir dem Leser zur
Ubung iiberlassen. Wir schreiben im Weiteren

SOO e (SO)O‘
(6.8) Hausaufgabe. Fiir 5,5, CK",i=1,... k gilt:

69



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

(@) 5;i CS; =57 C57

(b) S C §°°

© (Uis) =Nty s

(d) S° = cone(S°) = (cone(S))°

(e) S =lin(S) = S° = S*. Gilt die Umkehrung?

(f) Ersetzen wir in (a),. . .,(d) “o” durch “_L”, sind dann auch noch alle Behaup-

tungen wahr? U

(6.9) Hausaufgabe. Fiir welche Mengen S C K" gilt

(a) So — SOOO,
(b) S=25°7?

Die Aussage (6.8) (d) impliziert insbesondere:

(6.10) Folgerung. cone(AT)° = P(A,0).

Beweis : (cone(AT))° = cone((AT)°) = (AT)° = {x | Az <0} = P(A,0). O

Das folgende Korollar aus (6.7) und (6.10) wird in der Literatur hiufig mit einem
Namen belegt.

(6.11) Polarensatz. Fiir jede Matrix A € K™ gilt:

P(A,0)° = P(A,0),
cone(A)*° = cone(A).

Beweis :
(6.10)

P(A,0) "2 cone(AT)> & p(A4,0),
cone(A) 2D P(AT 0)° (19 cone(A)°°.

—
[=2)

Unser kurzer Exkurs iiber Kegelpolaritit ist damit beendet.
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6.3 Darstellungssitze

Wir wollen nun zeigen, dass Polyeder nicht nur in der Form P(A, b) dargestellt
werden konnen und benutzen dazu die bisher entwickelte Maschinerie.

(6.12) Satz (Minkowski (1896)). Eine Teilmenge K C K" ist genau dann ein
polyedrischer Kegel, wenn K die konische Hiille von endlich vielen Vektoren ist.
Mit anderen Worten: Zu jeder Matrix A € K(™™) gibt es eine Matrix B € K™F),
so dass

P(A,0) = cone(B)

gilt und umgekehrt.

(6.10)

Beweis : P(A,0) =" cone(AT)° (©2)

P(BT,0)° 0 cone(B). U

(6.13) Satz. Es seien A € K" p € K™, dann existieren endliche Mengen
V,E C K" mit
P(A,b) = conv(V) + cone(E).

e (3 2)-0)

dann gilt: © € P(A,b) <= (]) € H. H ist nach Definition ein polyedrischer
Kegel. Also gibt es nach Satz (6.12) eine Matrix B € K15 mit H = cone(B).
Aufgrund der Definition von H hat die letzte Zeile von B nur nichtnegative Ele-
mente. Durch Skalieren der Spalten von B und Vertauschen von Spalten konnen

wir B in eine Matrix B so umformen, dass gilt

E:(RX; (5), cone(B) = H.

Beweis : Setze

Daraus folgt:

v€PAb) <« (]) eH
= r=VA+Epmit \T1 =1\, 1> 0
<= x € conv(V) + cone(E).

0

(6.14) Folgerung. FEine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polytop, wenn P
die konvexe Hiille endlich vieler Vektoren ist.
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Beweis : Sei V' C K" endlich und P = conv(V), dann ist P nach (6.3) ein
Polyeder. Ist x € P, so gilt z = Zle Avi, v € VN >0, Zle A= 1,
und somit ||z|| < Zle vil|, d. h. P C {x | [jz]] < X ,ev v} Also ist P
beschrinkt, d. h. P ist ein Polytop.

Ist umgekehrt P ein Polytop, so gibt es nach Satz (6.13) endliche Mengen V', E
mit P = conv(V') + cone(E). Gibt es einen Vektor e € F mit e # 0, so gilt fiir
alle n € N, z + ne € P fiir alle € conv(V). Also ist P unbeschrinkt, falls
E\ {0} # ). Daraus folgt £ € {0, {0}}, und dann gilt trivialerweise conv (V') =
conv(V') + cone(E) = P. 0

(6.15) Darstellungssatz. FEine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polyeder,
wenn P die Summe eines Polytops und eines polyedrischen Kegels ist, d. h. wenn
es endliche Mengen V, E C K" gibt mit

P = conv(V') + cone(E).

Beweis : Kombiniere (6.12), (6.13), (6.14) und (6.5). g

Ist P C K" ein Polyeder, so wissen wir nunmehr, dass es fiir P zwei mogliche
Darstellungen gibt. Es gilt ndmlich

P = P(A,b) = conv(V) + cone(E),

wobei A eine (m,n)-Matrix, b € K™ und V, F endliche Mengen sind. Die-
se beiden Darstellungen sind grundsétzlich verschieden, was natiirlich in vierlei
Hinsicht niitzlich sein kann. Manche Aussagen iiber Polyeder sind vollig trivi-
al, wenn man von der einen Beschreibung ausgeht, wihrend sie aus der anderen
Beschreibung nicht unmittelbar folgen.

Die Darstellung P(A, b) nennt man auch duBere Beschreibung von P. Der Grund
fiir diese Bezeichnung liegt darin, dass man wegen

P=({e|Auzx <b}C{x| Az < b},

i=1

das Polyeder P als Durchschnitt von groBeren Mengen betrachten kann. P wird
sozusagen ,,von auflen” durch sukzessives Hinzufiigen von Ungleichungen (bzw.
Halbraumen) konstruiert.

Hingegen nennt man conv(V') 4+ cone(E) eine innere Beschreibung von P. Ist
E = ), so ist die Bezeichnung offensichtlich, denn V' C P und somit wird P
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durch konvexe Hiillenbildung von Elementen von sich selbst erzeugt. Analoges
gilt, wenn P ein polyedrischer Kegel ist. Sind jedoch V' und E nicht leer, dann ist
E nicht notwendigerweise eine Teilmenge von P, jedoch gelingt es eben aus den
Vektoren v € V' zusammen mit den Vektoren e € £ das Polyeder P “von innen
her” zu konstruieren.

Die Sitze (6.12), (6.14) und (6.15) beinhalten weitere wichtige Charakterisierun-
gen von polyedrischen Kegeln, Polytopen und Polyedern. Wir erinnern uns aus
der linearen Algebra daran, dass jeder lineare Teilraum L des K" eine endliche
Basis hat, d. h. eine endliche Teilmenge B besitzt, so dass B linear unabhéngig ist
und L = lin(B) gilt. Die linearen Teilrdume des K" sind also diejenigen Teilmen-
gen des K", deren Elemente durch Linearkombinationen einer endlichen Menge
erzeugt werden konnen. Nach (6.14) sind Polytope genau diejenigen Teilmengen
des K", die durch Konvexkombinationen einer endlichen Menge erzeugt werden
konnen.

Wir werden in Kapitel 8 sehen, dass es sogar eine eindeutig bestimmte minimale
(im Sinne der Mengeninklusion) endliche Menge V' C K" gibt mit P = conv(V/),
d. h. Polytope haben sogar eine eindeutig bestimmte ,.konvexe Basis*. Nach (6.12)
sind polyedrische Kegel genau diejenigen Teilmengen des K", die ein endliches
,JKegelerzeugendensystem haben. Auch hier gibt es natiirlich minimale endli-
che Mengen, die die Kegel konisch erzeugen. Aber nur unter zusétzlichen Vor-
aussetzungen haben zwei minimale konische Erzeugendensysteme auch gleiche
Kardinalitdt, und Eindeutigkeit gilt lediglich bis auf Multiplikation mit positi-
ven Skalaren. Haufig nennt man eine Teilmenge 7" des K" endlich erzeugt, falls
T = conv(V)+cone(E) fiir endliche Mengen V, E gilt. Nach (6.15) sind also die
Polyeder gerade die endlich erzeugten Teilmengen des K”. Fassen wir zusammen,
so gilt:

(6.16) Bemerkung. Ist 7" C K", so gilt

(a) T istein linearer Teilraum <= 71" ist die lineare Hiille einer endlichen Men-
ge.

(b) T'istein affiner Teilraum <= T ist die affine Hiille einer endlichen Menge.

(c) T ist ein polyedrischer Kegel <= T ist die konische Hiille einer endlichen
Menge.

(d) T istein Polytop <= T'ist die konvexe Hiille einer endlichen Menge.

(e) T istein Polyeder <= T ist endlich erzeugt.
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6.4 Andere Darstellungsformen von Polyedern

Satz (6.15) und Bemerkung (6.16) zeigen, dass Polyeder auch durch Hiillenbil-
dungsprozesse (linear, affin, konisch, konvex) und nicht nur durch Durchschnitte
(Halbraume, Hyperebenen), die uns in (2.1) zur Definition gedient haben, cha-
rakterisiert werden konnen. Dies sind jedoch nicht die einzigen Mdoglichkeiten,
Polyeder zu beschreiben. Wir konnen hierauf nicht vertieft eingehen, sondern
erwihnen nur zwei Beispiele.

Der harmlos aussehende absolute Betrag |.| ermdglicht in manchen Fillen enorm
kompakte Darstellungen. Wir betrachten als Beispiel das Kreuzpolytop

K(n) := conv{ey, ..., en, —€1, ..., —€pn},

wobei e; den i-ten Einheitsvektor im K" bezeichnet. Zur Definition des Kreuzpo-
lytops K (n) durch Hiillenbildung benétigt man also 2n Vektoren. Will man K (n)
als Durchschnitt von Halbraumen darstellen, so sind (beweisbar) 2" Ungleichun-
gen erforderlich:

K(n)={rcK"a'z <1 Vaec {-1,1}"}.

Erlaubt man die Benutzung des Absolutbetrages, so ergibt sich

K(n)={z cK"| Z || < 1.

Eine einzige Ungleichung geniigt in diesem Falle also zur Darstellung des Kreuz-
polytops. Das Kreuzpolytop K (3) im dreidimensionalen Raum ist das bekannte
Oktaeder.

Tiefliegende Sitze der reellen algebraischen Geometrie, die auf Brocker (1991)

und Scheiderer (1989) zuriickgehen, siehe hierzu Bochnak, Coste und Roy (1998),

Real algebraic geometry, Springer-Verlag, 1998, zeigen, dass der Stabilitditsindex
(n

jeder ,.basic closed semi-algebraic set“ im Raum R" den Wert m := ”TH) hat.

Polyeder sind spezielle basic closed semi-algebraic sets. Ubersetzt in ,unsere”
Sprache und bezogen auf Polyeder besagt das Resultat von Brocker und Scheide-
rer, dass es zu jedem Polyeder P Polynome p;, ..., p,,, in n reellen Variablen mit
reellen Koeffizienten gibt, so dass

1
P={r R p@) > 0.i= 1., ")

gilt. Der Beweis ist rein ,.existenziell“ und liefert kein Konstruktionsverfahren fiir
diese m Polynome. Es gibt allgemeine semi-algebraische Mengen, bei denen man
auch beweisbar m Polynome braucht.
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Fiir den Spezialfall von Polyedern wurde in Bosse, Grétschel und Henk, Polyno-
mial inequalities representing polyhedra, Mathematical Programming 103 (2005)
3544 gezeigt, dass man im R" die benotigten Polynome algorithmisch bestim-
men kann und dass man sogar mit 2n Polynomen auskommt. Es wird vermutet,
dass sogar n Polynome zur Darstellung von Polyedern ausreichen (und dass die-
se auch konstruiert werden konnen). Fiir einen wichtigen Spezialfall haben dies
Averkov und Henk bewiesen, der allgemeine Fall ist noch offen.

Eine Konsequenz der oben geschilderten Ergebnisse ist, dass das Kreuzpolytop
K (n) statt mit 2" linearen Ungleichungen mit lediglich 2n Polynomialgleichun-
gen beschrieben werden kann.
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Kapitel 7

Seitenflachen von Polyedern

Wir wollen uns nun mit den “Begrenzungsflaichen” von Polyedern P beschiftigen
und diese charakterisieren. Wir gehen dabei so vor, dass wir die Objekte, die wir
untersuchen wollen, zunichst “abstrakt”, d. h. durch eine allgemeine Definition
einfiihren, und dann werden wir diese Objekte darstellungsabhiingig kennzeich-
nen. Das heillt, wir werden jeweils zeigen, wie die betrachteten Objekte “ausse-
hen”, wenn P durch P (A, b) oder durch conv(V')+cone(F) gegeben ist. Wir wer-
den uns meistens auf die Darstellung P (A, b) beziehen, da diese fiir die Optimie-
rung die wichtigere ist. In Abschnitt 7.1 werden wir jedoch zeigen, wie man Cha-
rakterisierungen beziiglich einer Darstellung auf Charakterisierungen beziiglich
der anderen Darstellung transformieren kann, so dass aus den hier vorgestellten
Resultaten die Kennzeichnungen beziiglich der Darstellung conv(V') + cone(FE)
(mit etwas technischem Aufwand) folgen.

Wir wollen nochmals auf eine die Schreibtechnik vereinfachende Konvention hin-
weisen. Wir betrachten Matrizen und endliche Mengen als (im Wesentlichen) ein
und dieselben Objekte. Ist z. B. A eine (m, n)-Matrix, so schreiben wir

conv(A)

und meinen damit die konvexe Hiille der Spaltenvektoren von A. Ist umgekehrt
z.B. V C K" eine endliche Menge, so fassen wir V" auch als eine (n, |V|)-Matrix
auf und schreiben
VT

um die Matrix zu bezeichnen, deren Zeilen die Vektoren aus V sind. V7 ist
natiirlich nicht eindeutig definiert, da wir keine Reihenfolge der Vektoren aus
V' angegeben haben. Wir werden diese Schreibweise jedoch nur dann benutzen,
wenn es auf die Reihenfolge der Zeilen nicht ankommt.
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7.1 Die vy-Polare und giiltige Ungleichungen

In Abschnitt 6 haben wir bereits einen Polarentyp, die Kegelpolare, zur Beweis-
vereinfachung eingefiihrt. Hier wollen wir eine weitere Polare betrachten, die es
uns ermoglichen wird, eine Charakterisierung beziiglich P(A, b) in eine Charak-
terisierung beziiglich conv(V') 4+ cone(E) zu libertragen.

(7.1) Definition. Es seien S C K", a € K", o € K.

(a) Die Ungleichung a”z < « heiBt giiltig beziiglich S, falls S C {x € K" |
a’x < a}.

(b) Die Menge S7 := {(%) € K™™' | a’z < o Vx € S} heiBt y-Polare von S.

(c) Eine Hyperebene H = {z | a’x = a} heiBt Stiitzhyperebene von S, falls

(¢) € ST und SN H # 0. O

a
«

Zu sagen, dass a’x < a, a # 0, giiltig beziiglich S ist, heiBt nichts anderes als:
S ist im Halbraum o’z < « enthalten. Die ~v-Polare S7 kann als die ,,Menge
aller giiltigen Ungleichungen beziiglich 5 betrachtet werden. Wir wollen nun die
~v-Polare eines Polyeders charakterisieren.

(7.2) Satz. Es sei P C K", P # (), ein Polyeder mit den Darstellungen P =
P(A,b) = conv(V) + cone(F), dann gilt:

(a) P = {(a) c K" | Ju>0,u'A=0a",u"b < a}

o
B AT 0
=cone |, -
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Beweis :

a . .
(a) ( > € P < Az <b,a’x > a inkonsistent
a

&9 Ju>0,v>0mitu’ A —va’ =0,u"b —va <0

— Ju>0mitu"A=ad",u"b <«

. f{a AT 0\ [u
— zuzonzom (V) - (4 9)(2)
a AT 0
< o € cone 1)

(b) (Z)GPV = a'v<a VveV und
al'(v+Xe)<a VveV,ee ELA>0
— afe <0

(andernfalls wire a” (v + \e) > « fiir geniigend groBes \)

- (5 ()=

Gilt umgekehrt das letztere Ungleichungssystem, und ist x € P, so existieren
U, ..,y €Vunder, ... e € SN 0, >0, N =1, g >0,

so dass » .
T = Z Aiv; + Zujej.
i=1 j=1
Und daraus folgt
p q q q
a'z = Z NiaTv; + Z ujaTej < Z i + Z 1;0 = «,
i=1 j=1 i=1 j=1

also gilt (a) e P, U

o)

(7.3) Folgerung. Die ~-Polare eines Polyeders ) # P C K" ist ein polyedrischer
Kegel im K"+,
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(7.4) Folgerung. Ist() # P = P(A,b) = conv(V) + cone(FE) ein Polyeder und
a’x < « eine Ungleichung, dann sind iquivalent:

(i) a’z < « ist giiltig beziiglich P.

(i) Ju >0 mit v"A=a",u"b < a.

Gii) a’v < aVv €V und ae <0Vec E.

(iv) (“) cp
(6%

7.2 Seitenflaichen

Wir werden nun diejenigen Teilmengen von Polyedern untersuchen, die als Durch-
schnitte mit Stiitzhyperebenen entstehen.

(7.5) Definition. P C K" sei ein Polyeder. Eine Menge ' C P heil3t Seiten-

fliiche von P, wenn es eine giiltige Ungleichung ¢’z < ~ beziiglich P gibt mit
F=Pn{z|clz=n~}

Eine Seitenfliche I’ von P heiit echt, wenn F' # P gilt. F' heif3t nichttrivial,

wenn ) # F # P gilt. Ist c'v < « giiltig beziiglich P, dann heiBt
F=Pn{z|clz=7}

die von ¢’z < ~ induzierte oder definierte Seitenfliiche. [

Offenbar sind Seitenflichen von Polyedern wiederum Polyeder. Eine Seitenfliche
[ kann durchaus von verschiedenen Ungleichungen definiert werden. Trivialer-
weise gilt ' = PN {x | Tz =~} = PN {x | \c"z = My} fiir alle A\ > 0, aber
auch zwei Ungleichungen, die nicht durch Skalierung auseinander hervorgehen,
konnen F’ definieren.

(7.6) Beispiel. Sei P(A,b) C K? das durch

[eoRN el V)
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definierte Polyeder (siche Abbildung 7.1), dann ist das Geradenstiick zwischen
(1,1)7 und (0,2)T eine Seitenfliche F' definiert durch z; + 2o < 2. Die Menge
G = {(1,1)"} ist ebenfalls eine Seitenfliche von P, denn

G :P(A,b>ﬂ{l”2$1+l’2:3}
= P(A,b) N {x | 3x1 + xo = 4},

und, wie man sieht, kann {(}) } durch zwei vollig unterschiedliche Ungleichungen
definiert werden. 0

] )

Abb. 7.1

(7.7) Folgerung. Sei P C K" ein Polyeder, dann gilt:

(a) P ist eine Seitenfldche von sich selbst.
(b) 0 ist eine Seitenfliche von P.

(c) Ist F = {x € P | c"z = v} eine Seitenfliche von P, dann gilt ¢ # 0.

Beweis: (a) P={recP|0l2=0}
b)) V={zeP|0Tz=1}
(c) Kklar. U
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(7.8) Satz. Seien P = P(A,b) # () ein Polyeder, c € K", v € K und

2F =

+00, falls "« auf P unbeschriinkt,
max{c'z | x € P}, andernfalls.

(a) 'z <~ ist giiltig beziiglich P <> v > z*.

(b) z* < +oo = F = {x € P | 'z = 2*} ist eine nichtleere Seitenfliche von
P, und {z | ¢"z = 2*} ist eine Stiitzhyperebene von P, falls c # 0.

(c) Die Menge der Optimallosungen eines linearen Programms ist eine Seiten-
fliche des durch die Nebenbedingungen definierten Polyeders.

Beweis : (a) Ist v < 2%, dann existiert ein z* € P mit ¢c’2* > ~, also ist
c'z < v nicht giiltig. Ist v > z*, so gilt 7'z < 2* <y Va € P, alsoist ¢’z < v
giiltig.

(b) Nach (a) ist ¢’z < z* giiltig beziiglich P und nach Definition existiert ein
x* € Pmitclz* = 2*, also ist F eine nichtleere Seitenfliche von P. Offenbar ist
{z | ¢"'z = 2*} eine Stiitzhyperebene, falls ¢ # 0.

(c) folgt aus (b). U

(7.9) Definition. Sei P = P(A,b) C K" ein Polyeder und M die Zeilenindex-
menge von A. Fiir F C P sei

eq(F):={ie M| A.x=b;Vz e F},

d. h. eq(F') (genannt Gleichheitsmenge oder equality set von F') ist die Menge
der fiir alle x € F bindenden Restriktionen. Fiir I C M sei

fa([) = {JZ’ e P ’ Arx = b[}
Wir nennen fa([) die von I induzierte Seitenfléiche.

0

Offenbar ist fa(/) tatsdchlich eine Seitenfliche von P = P(A,b), denn setzen wir
el =3 Ay = D00 bis so st ¢Tr <y giiltig beziiglich P(A, b), und, wie
man leicht sieht, gilt

fa(I) = {z € P| 'z =~}
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Zur Veranschaulichung der oben definierten Abbildungen fa und eq betrachten wir
Beispiel (7.6). Fiir das in (7.6) definierte Polyeder P(A,b) gilt M = {1,2,3,4}
und

fa({1,2}) =G,

ea({(;)}) = {13}

Wir zeigen nun, dass man die Gleichheitsmenge einer Seitenfliche explizit be-
rechnen kann.

(7.10) Satz. Seien P = P(A,b) ein Polyederund ) # F = {z € P | Tz = v}
eine Seitenfliche von P. Dann gilt

eq(F)={i€ M| 3u>0mitu; >0undu’ A = c" u"b=~}.

Beweis : Nach Voraussetzung und Folgerung (5.9) haben die beiden linearen Pro-
gramme
min u”b

T
(P) I“ZX C< ‘Z und (D) uTA=(T
r= u>0

optimale Losungen mit gleichem Zielfunktionswert v, und F' ist die Menge der
Optimallésungen von (P). Sei nun ¢ € eq(F). Aufgrund des Satzes (5.16) vom
starken komplementidren Schlupf existieren Optimallésungen 7, @ von (P), (D)
mitu; >0 A, T =0b;.. Wegenz € F gilt A, T = b;, also gibt es einen Vektor
u mit den geforderten Eigenschaften.

Gibt es umgekehrt einen Vektor v > 0 mit u; > O und u’ A = ¢, u''b = ~, so
ist u optimal fiir (D), und aus dem Satz vom schwachen komplementéren Schlupf
(5.15) folgt A;.x = b; firalle z € F,d. h.i € eq(F). U
(7.11) Satz. Seien P = P(A,b) ein Polyeder und F # () eine Teilmenge von P,
dann sind dquivalent:

(i) F ist eine Seitenflache von P.

() IICMmitF=fa(l)={x e P| ALz =0}

(iii) F = fa(eq(F)).
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Beweis : Gelten (ii) oder (iii), dann ist /' offenbar eine Seitenfldche von P.

()= (ii) Sei F = {x € P | 'z = v} eine Seitenfliche. Setzen wir I := eq(F),
dann gilt nach Definition F' C {x € P | Az = by} =: F'. Istx € F’, so gilt
x € P;es bleibt zu zeigen, dass ¢! x = ~ gilt. Zu jedem i € I gibt es nach (7.10)
einen Vektor u® mit u® > 0, u!” > 0, (u®)7A = ¢ und (u®)7b = ~. Setze

dann gilt nach Konstruktion w; > 0 Vi € [ und ferner u; = 0 Vi € M\ I
(andernfalls wire ¢ € [ nach (7.10)). Die Vektoren = und wu sind zuléssig fiir die
linearen Programme (P), (D) des Beweises von (7.10). Aus dem Satz vom schwa-
chen komplementidren Schlupf (5.15) folgt, dass sie auch optimal sind. Daraus
folgt ¢’ x = v und somit z € F.

(i1) = (iii) folgt direkt aus dem obigen Beweis. U

Aus Satz (7.11) folgt, dass zur Darstellung einer Seitenfliche von P(A,b) kei-
ne zusitzliche Ungleichung benétigt wird. Man braucht lediglich in einigen der
Ungleichungen des Systems Ax < b Gleichheit zu fordern. Da jede nichtleere
Seitenflache auf diese Weise erzeugt werden kann, folgt:

(7.12) Folgerung. Sind A € K(™™ b € K™, dann hat das Polyeder P(A,b)
hochstens 2™ + 1 Seitenfldchen.

Beweis : M = {1,...,m} hat 2" Teilmengen. Fiir jede Teilmenge I C M ist
Pn{x | Ar.x = bs} eine Seitenfliche von P. Dazu kommt u. U. noch die leere
Seitenfldche.

0

Man kann Seitenflachen auf dhnliche Weise durch Einfiihrung von Abbildungen
analog zu eq bzw. fa beziiglich der Darstellung P = conv(V') 4+ cone(F) cha-
rakterisieren. Diese Kennzeichnungen von Seitenflichen sind jedoch technisch
aufwendiger. Der interessierte Leser sei dazu auf Bachem & Grotschel, “New
Aspects of Polyhedral Theory”, in: B. Korte (ed.), “Modern Applied Mathema-
tics — Optimization and Operations Research”, North-Holland, Amsterdam 1982
verwiesen.
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7.3 Dimension

Wir wollen nun zeigen, dass man auch die Dimension einer Seitenfliche eines
Polyeders explizit berechnen kann. Zunichst filhren wir einen Hilfsbegriff ein.

(7.13) Definition. FEin Element x eines Polyeders P heif3t innerer Punkt von P,
wenn x in keiner echten Seitenfliche von P enthalten ist. [

Achtung! Innere Punkte eines Polyeders P sind nicht notwendig auch topolo-
gisch innere Punkte im Sinne der natiirlichen Topologie des K". Unsere inneren
Punkte sind topologisch innere Punkte im Sinne der Relativtopologie auf P.

(7.14) Satz. Jedes nichtleere Polyeder besitzt innere Punkte.

Beweis : Sei P = P(A,b) und I = eq(P(A,b)), J = M\ 1.Gilt I = M, so
hat P keine echten Seitenfldachen, also ist jedes Element von P ein innerer Punkt.
Andernfalls ist das System Az < b dquivalent zu

Al.x - bI7

A J. X S b J-
P hat innere Punkte heifit dann, dass es ein x gibt mit A;.x = by und Az < b;.
Zu jedem i € J existiert nach Definition ein Vektor y* € P mit A;.y% < b;,.

Setze y := ‘—}| Yoics y®, dann ist y Konvexkombination von Elementen von P,
alsoy € P, und es gilt A;.y < b;. Mithin ist y ein innerer Punkt von P. U

(7.15) Satz. Sei F' Seitenfliche eines Polyeders P(A,b) und T € F. Der Vektor
T ist ein innerer Punkt von F' genau dann, wenn eq({7}) = eq(F).

Beweis : 7 ist genau dann ein innerer Punkt von F', wenn die kleinste (im Sinne
der Mengeninklusion) Seitenfliche von F', die = enthilt, F' selbst ist. Offenbar
ist fa(eq({T})) die minimale Seitenfliche von P, die T enthilt. Daraus folgt die
Behauptung. U

(7.16) Satz. Ist ' # () eine Seitenfliche des Polyeders P(A,b) C K", dann gilt

dim(F) = n — rang(Aeq(r).)-
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Beweis : Sei/ := eq(F). Aus der linearen Algebra wissen wir, dass n = rang(A;.)
+ dim(Kern (A;.)) gilt. Zu zeigen ist also: dim(F") = dim(Kern (A;.)). Seien
r := dim(Kern (A;.)) und s := dim(F).

“r>s”. Dadim(F) = s, gibtes s+1 affin unabhéngige Vektoren g, x1, . . . , T
€ F. Dann sind die Vektoren x1 — x, . . ., £s — ¢ linear unabhéngig und erfiillen
Aj.(z; — xo) = 0. Kern (A;.) enthilt also mindestens s linear unabhingige Vek-
toren, also gilt r > s.

“s > r”: Nach (7.14) besitzt F' einen inneren Punkt * € F. Nach (7.15) gilt
eq({T}) = eq(F) = I, und daraus folgt fiir J := M \ I:

A[.f = b],
AJ.E < by.
Istr = 0,s0gilts > 0wegenZ € F. Seialsor > 1, und {zy,...,2,} sei eine

Basis von Kern (A;.). Firp=1,...,rund j € J setze:

00, fallsA;.z, =0
5jp = _
_ A
b= 4T andernfalls
Aj.xp
e c=min{d,, |je Jpe{l,...,r}}

(Setze ¢ # 0 beliebig, falls 0, = oo fiiralle j, p.) Firi € Jundallep € {1,...,r}
gilt nun

A (T +ex,) =AT+cAx,=AT=0b,
da A;.z, = 0. Fiir j € J gilt

A (T +ex,) =A;T+eAx,

S Aj,f + 6ijj.Ip

=A;7+0b; - AT

- bj.
Daraus folgt 7 + ez, € F fur alle p € {1,...,r}. Da die Vektoren ez, ..., cx,
linear unabhéngig sind, sind die Vektoren Z, 7+cx1, . . ., T+<7, affin unabhéngig.
Das heif3t, 7' enthilt mindestens r 4 1 affin unabhéngige Vektoren, und somit gilt
dim(F) =s >r. 0
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(7.17) Folgerung. P = P(A,b) C K" sei ein nichtleeres Polyeder, dann gilt:

(@) dim(P) =n — rang(Acq(p).)-
(b) Isteq(P) = 0, dann ist P volldimensional (d. h. dim(P) = n).
(c) Ist F eine echte Seitenfliche von P, dann gilt dim(F') < dim(P) — 1.
0

Mit Hilfe von Satz (7.16) kann man auch die affine Hiille einer Seitenflaiche auf
einfache Weise bestimmen.

(7.18) Satz. Sei F’ + () eine Seitenfliiche des Polyeders P(A,b), dann gilt
aff (F) = {z | Acq(r).@ = beq(r) }-

Beweis : Es seien [ := eq(F) und 7' := {z | A;.x = b;}. Offenbar ist T' ein
affiner Raum und wegen F' C T gilt aff (F') C aff(T') = T'. Sei s = dim(F’), dann
folgt aus Satz (7.16), dass dim(Kern (A;.)) = s und somit dim(7") = s gilt. Aus
dim(aff(F)) = dim T und aff (F') C T folgt aff (F') = T. 0

7.4 Facetten und Redundanz

Wie wir bereits bemerkt haben, kann man zu einem Ungleichungssystem Az < b
beliebig viele Ungleichungen hinzufiigen, ohne die Losungsmenge des Systems
zu dndern. Wir wollen nun untersuchen, wie man ein gegebenes Polyeder mit
moglichst wenigen Ungleichungen darstellen kann. Dies ist speziell fiir die li-
neare Optimierung wichtig, da der Rechenaufwand zur Auffindung einer Opti-
mallosung in der Regel von der Anzahl der vorgelegten Ungleichungen abhéngt.
Gesucht wird also eine Minimaldarstellung eines Polyeders, um rechentechnische
Vorteile zu haben. Es wird sich zeigen, dass hierbei diejenigen Ungleichungen, die
maximale echte Seitenflichen eines Polyeders definieren, eine wesentliche Rolle
spielen. Deshalb wollen wir derartige Seitenflichen untersuchen.

(7.19) Definition. Az < b sei ein Ungleichungssystem, und M sei die Zeilenin-
dexmenge von A.

(a) Sei I C M, dann hei3t das System A;.x < b; unwesentlich oder redun-
dant beziiglich Az < b, wenn P(A,b) = P(Aa1., barr) gilt.
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(b) Enthélt Ax < b ein unwesentliches Teilsystem A;.x < by, dann heil3t
Az < b redundant, andernfalls irredundant.

(c) Eine Ungleichung A;.x < b; hei8t wesentlich oder nicht redundant be-
ztiglich Az < b, wenn P(A, b) #* P(AM\{Z-}., bM\{i}) gilt.

(d) Eine Ungleichung A;.x < b; heif3t implizite Gleichung beziiglich Ax < b,
wenn i € eq(P(A,b)) gilt.

(e) Ein System Az < a, Bx = b heiftirredundant, wenn Ax < a keine unwe-
sentliche Ungleichung beziiglich des Systems Ax < a, Bx < b, —Bx < —b
enthilt und B vollen Zeilenrang hat.

(f) Eine nichttriviale Seitenfliche F' von P(A,b) heift Facette von P(A,b),
falls F' in keiner anderen echten Seitenfliche von P(A, b) enthalten ist.

0

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass Redundanz bzw. Irredundanz keine Ei-
genschaft des Polyeders P (A, b) ist, sondern eine Eigenschaft des Ungleichungs-
systems Ax < b. Wir werden sehen, dass ein Polyeder viele irredundante Be-
schreibungen haben kann. Ferner ist auch die Annahme falsch, dass man immer
durch das gleichzeitige Weglassen aller unwesentlichen Ungleichungen eines Sy-
stems Az < b eine irredundante Beschreibung von P(A,b) enthilt. Wir wollen
nun zunichst unwesentliche Ungleichungen charakterisieren.

(7.20) Satz. Ein Ungleichungssystem A;.x < by ist unwesentlich beziiglich
Ax < b genau dann, wenn es eine Matrix U € Kﬂ”’m) gibt mit UA = Aj.,
Ub<byundU.;=0.

Beweis : Fiirjedes: € [ ist nach (7.4) die Ungleichung A;.x < b; giiltig beziiglich
P(Aun ., baryr) genau dann, wenn es einen Vektor u; > 0 gibt mitw; Ayp . = A,
und Hin < b;. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine Matrix U € Kﬂl"m) gibt

mitUA:AI.,UbgqundUJ:O. U

(7.21) Folgerung. A;.x < b; ist genau dann redundant beziiglich Ax < b, wenn
es einen Vektor u € K" gibt mit ul'A=A;, u"b <b;,u; =0.

0

Der néchste Satz zeigt, wann man Ungleichungen nicht mehr weglassen kann,
ohne das Polyeder zu @ndern.
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(7.22) Satz. P = P(A,b) # 0 sei ein Polyeder. Sei ) # I C M \ eq(P) und
P = P(AM\], bM\]) Dann gl]t

P # P’ <= Jnichttriviale Seitenfliche F' C P miteq(F') C I Ueq(P).

Beweis : Im Weiteren bezeichnen wir mit eqp, die “equality set”-Abbildung beziig-
lich P’. Es gilt offenbar eqp (F') C eq(F).

“<=" Angenommen, es gilt P = P’, und F sei eine beliebige nichttriviale
Seitenfliche von P (und somit auch von P’). Da I eine nichttriviale Seitenfliche
von P’ ist, gibteseini € (M \ I)\ eqp(P') mit i € eqp/(F'). Daraus folgt
eq(F) Z I Ueq(P).

“—"  Angenommen, es gilt P # P’. Wegen P C P’ heif3it dies, es existiert
ein Vektor v € P’ \ P, und somit gibt es eine Indexmenge () # K C [ mit der
Eigenschaft A;.v < b; Vi € M \ K und A;.v > b; Vi € K. Nach Satz (7.14)
hat P einen inneren Punkt, sagen wir w, d. h. es gilt A;.w = b; Vi € eq(P) und
Ajw < b;Yie M\ eq(P).

Wir betrachten nun einen Punkt y auf der Strecke zwischen v und w, d. h.
y=Aw+ (1 —A)vmit0 < A < 1. Aufgrund der Voraussetzungen gilt:

Aiy=10b; Vieeq(P)
Ay <b; Yie M\ (eq(P)UK),falls A > 0.

Ist: € K, so gilt

Ay <b; <= N, w+ (1 — )\)AZU < b;
e )\Al(w — ’U) < bz — Ai.U

(z)Aij(_w—A_i'z) (da A;.(w —v) <0).
Setzen wir
po= max{jz(_wfiz)H K}7
b, — A;.v
L:= Z€K|“_Ai,(w—v)}’

dann gilt z ;== pw + (1 —p)v € P, # L C K C I und

Anz<b Vie K\ L.
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Daraus folgt, z ist ein innerer Punkt von F' := fa(L U eq(P)). Nach (7.15) gilt
dann eq(F') = eq({z}) = L Ueq(P), und das bedeutet, dass F' eine nichttriviale
Seitenflache von P mit eq(F) C I Ueq(P) ist. U

Wir werden nun wichtige Eigenschaften von Facetten bestimmen, Nichtredundanz
kennzeichnen und Facetten charakterisieren.

(7.23) Satz. Sei F eine Facette von P = P(A,b), dann gilt:

(a) eq(P) C eq(F).
(b) Fiir alle i € eq(F') \ eq(P) gilt

F=tfa({i}) = {z € P| Anz = b}.

Beweis : (a) gilt offensichtlich fiir alle nichttrivialen Seitenflichen von P.

(b) Die Abbildung fa ist inklusionsumkehrend, d. h.
I C J=fa(l) D fa(J).

Daraus folgt F' = fa(eq(F)) C fa({i}). Dai ¢ eq(P), muss fa({i}) eine echte
Seitenfliche von P sein. Aus der Maximalitdt von F' folgt die Behauptung. U

(7.24) Folgerung. Sei P = P(A,b) ein Polyeder und F die Menge der Facetten
von P. Dann gilt:

(3) FhFQ € .F, F1 7£ F2 — eq(Fl) ﬂeq(Fg) = eq(P)
(b) |F| <m —leq(P)].
(c) Es gibt eine Menge I C M mit folgenden Eigenschaften

(c1) 1 € M\ eq(P)
(c2) |I| = |~7:|

(c3) F € F <= 3 genaueini € [ mit ' = fa({i}). .
Jede Menge I C M mit den Eigenschaften (cy), (c2), (c3) wollen wir Facetten-
Indexmenge nennen. Satz (7.23) (b) zeigt, dass man Facetten von P dadurch
erhilt, dass man in nur einer Ungleichung A;.x < b; des Systems Ax < b Gleich-
heit fordert. Jedoch ist es keineswegs so, dass fiir alle i € M die Menge fa({i})
eine Facette von P ist! Dies gilt nur fiir solche ¢+ € M, die in einer Facettenindex-
menge enthalten sind.

90



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

(7.25) Satz. Seien P = P(A,b) # () ein Polyeder und F die Menge der Facetten
von P. Seien M die Zeilenindexmenge von A, I C M \ eq(P) und J C eq(P).
Sei P' .= {x | Aj.x = by, Ar.x < by}, dann gilt:

(a) P=P <= (a) VFeFgltIneq(F)+#0und
(az) rang(Aj;.) = rang(Acyp).).

(b) P = P(AIUeq(P)-abIUeq(P)) —VF e .7:g11tIﬂ eq(f) 7é @

Beweis : Mit J = eq(P) folgt (b) direkt aus (a). Wir beweisen (a).

“=— " Nach Definition gilt offenbar J = eqp/(P’). Angenommen (ay) ist nicht
erfiillt, d. h. rang(Aj.) < rang(Acqp).). Dann folgt aus der Dimensionsformel
(7.17) (a) dim(P’) > dim(P) und somit muss P # P’ gelten. Widerspruch !

Angenommen (a; ) ist nicht erfiillt. Dann gibt es eine Facette " von P mit eq(F') C
M\ I = (M\I)Ueq(P).Folglich gilt P # P’ nach Satz (7.22). Widerspruch !

“«= " Wir zeigen zunichst, dass unter der Voraussetzung (ap) gilt:
AJ,Z‘ =b; = Aeq(p),l’ = beq(p).

Da P’ # (), giltrang(Aj.,by) = rang(Aj.) = rang(Aeqp).) = rang(Aeq(p)., beq(p))-
Das heilit, fiir alle i € eq(P) existieren X C J und A\, £k € K, mit A;. =
Y ker Ak bi = D e i Aeby. Erfiillt also der Vektor x das System A .z = by,
so gilt fiir alle ¢ € eq(P)

keK keK

Nach (a;) gilt fiir jede Facette " von P: eq(F') € M\ I, und da Facetten maximale
echte Seitenflachen sind und eq inklusionsumkehrend ist, folgt daraus

eq(G) € M\ I fiir alle echten Seitenflichen G von P. Aus Satz (7.22) folgt daher
pP=Pr. 0

(7.26) Folgerung. Scien P = P(A,b) # 0 ein Polyeder, I C M \ eq(P),

J Ceq(P)und P = {x | Aj.x = by, Ar.x < bs}. Diese Darstellung von P ist
genau dann irredundant, wenn gilt:

(a) I ist eine Facetten-Indexmenge von P.

(b) Ajy. ist eine (rang(Acqp).), n)-Matrix mit vollem Zeilenrang. 0
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(7.27) Folgerung. Sei P = P(A,b) C K" ein volldimensionales Polyeder (also
eq(P) = 0, bzw. dim(P) = n), dann gilt fiir alle | C M

P(A;.,br) isteine irredundante Beschreibung von P
<> [ ist Facetten-Indexmenge von P. U

(7.28) Satz. Sei P = P(A,b) ein Polyeder, und F sei eine nichttriviale Seiten-
fliche von P. Dann sind dquivalent:

(i) F isteine Facette von P.

(ii) F' ist eine maximale echte Seitenfliche von P.
(iii) dim(F') = dim(P) — 1.
(iv) F enthilt dim(P) affin unabhingige Vektoren.

(v) Sei c'x < ~ eine beziiglich P giiltige Ungleichung mit I = {x € P |
c'xz = ~}, dann gilt fiir alle giiltigen Ungleichungen d*x < ¢ mit F C
{x € P|d"x = §}: Es gibt einen Vektoru € K*) und o € K, o > 0 mit

d' = acl +ul Aeypy.
6 =ay+ ulbeyp -
Beweis : (i) <= (ii): nach Definition.

(iv) <= (iii): trivial.

(iii)) = (i1): Angenommen [ ist keine Facette, dann existiert eine echte Seiten-
fliche G von P mit ' C G C P. Aus (7.17) (c) folgt dann dim(F') < dim(G) —1
< dim(P) — 2, Widerspruch!

(i) = (v): Sei F eine beliebige Facette von P. Wir nehmen zunichst an, dass
Ar.x < by, Aj.x = by eine irredundante Darstellung von P(A,b) istmit 1 € [ und
dass = {x € P | Aj.x = by} gilt. Sei nun d”z < § eine giiltige Ungleichung
mit £ C {z € P | d*x = §}. Aufgrund von Folgerung (7.4) gibt es Vektoren
v > 0und wmitvT Ay, + w?A;. = d¥ und vTb; +wb; < § (in der Tat gilt hier
Gleichheit, da {z | d'z = §} eine Stiitzhyperebene ist). Angenommen, es gibt
einen Index i € I \ {1} mit v; > 0, dann gilt nach (7.10) i € eq(F’). Dies ist aber
ein Widerspruch dazu, dass [ eine Facettenindexmenge ist. Hieraus folgt (v).

(v) = (iii): Da F’ eine echte Seitenfliche von P ist, gilt dim(F') < dim(P)— 1.
Angenommen dim(F) < dim(P) — 2. O. b. d. A. kénnen wir annehmen, dass
F={xe€P|A.z=b} gilt Aus (7.16) folgt

rang(Acqr).) > rang(Acqp).) + 2.

92



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

Mithin gibt es einen Index i € eq(F') \ (eq(P) U {1}), so dass der Zeilenvektor
A,. linear unabhingig von den Zeilenvektoren A;., j € eq(P) U {1}, ist. Das aber
heif}t, dass das System

Ai- = OéAl. —+ UTAeq(p),

keine Losung o, u hat. Wegen F' C {x € P | A;.x = b;} ist dies ein Widerspruch
zu (V). U

(7.29) Folgerung. Seien P = P(A,b) C K" ein volldimensionales Polyeder
und F' = {x € P | c"x = v} eine Seitenfliche von P. Dann sind dquivalent:

(i) F' ist Facette von P.
(i) dim(F) =n — 1.

(iii) Fiir alle giiltigen Ungleichungen d”x < §,d # 0, mit F C {x € P | d'x =
0} gilt: Es existiert ein o > 0 mit

d' = ac’,

o =any. U

(7.30) Beispiel. Wir betrachten das Polyeder P = P(A,b) C R?, das wie folgt
gegeben ist.

A 1 -1 0

As. -2 2 0

. 1 0 2

A= . n 0 1 b= 2
. -1 0 —1

Ag. -1 -1 -2




MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

P hat 4 Seitenfldchen, ndmlich §, P und F; = {(})}, F» = {(})}. F1 und F
sind Facetten von P. Es gilt eq(P) = {1,2}, eq(F1) = {1,2,3,4}, eq(F») =
{1,2,5,6},eq(0) = {1,...,6}. Die Mengen {3,5}, {3,6}, {4,5}, {4, 6} sind die
Facettenindexmengen von P. Eine irredundante Beschreibung von P ist z. B. ge-
geben durch

P= {ZE | Al,flf = 0, A3,$ S b3, A5,$ S b5}

Ubrigens sind die Ungleichungen A;.xz < b;, i = 3,4, 5,6 redundant beziiglich
P(A,b). Die Ungleichungssysteme A;.z < by mit [ = {3,5} oder I = {4,6}
sind z. B. ebenfalls redundant. Aber A;.xz < b; ist nicht redundant beziiglich
P(A,b), falls I = {3,4,5}. U
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Kapitel 8

Ecken und Extremalen

Im vorhergehenden Kapitel haben wir allgemeine Seitenflaichen und speziell ma-
ximale Seitenflichen (Facetten) von Polyedern behandelt. Die Facetten sind bei
der @uBeren Beschreibung von Polyedern wichtig. Wir werden nun minimale Sei-
tenflaichen untersuchen und sehen, dass sie bei der inneren Darstellung von Be-
deutung sind.

(8.1) Definition. Es seien P C K" ein Polyeder und F' eine Seitenfliche von P.
Gibtes x € K" und 0 # z € K" mit

F={z} Ecke
F =2z +lin({z}) ,s0 heift ' Extremallinie
F =z + cone({z}) Extremalstrahl

Ist I = {x} eine Ecke von P, so sagen wir einfach “z ist eine Ecke von P”. Wir
werden uns im weiteren insbesondere fiir Ecken interessieren und sie charakteri-
sieren. Offenbar sind Ecken Seitenflichen der Dimension 0, wihrend Extremal-
linien und Extremalstrahlen Seitenflichen der Dimension 1 sind. Allgemein hei-
Ben Seitenflichen der Dimension 1 Kanten. Kanten sind entweder Extremallini-
en, Extremalstrahlen oder Verbindungsstrecken zwischen zwei Ecken. Sind zwei
Ecken z,y eines Polyeders P durch eine Kante verbunden, d. h. conv({z, y}) ist
eine Seitenflache von P, so nennt man x und y adjazent auf P.
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< Extremalstrahlen

Abb. 8.1

8.1 Rezessionskegel, Linienraum, Homogenisierung

An dieser Stelle ist es niitzlich einige weitere Objekte einzufiihren, die man Po-
lyedern (bzw. allgemeinen Mengen) zuordnen kann. Das Studium dieser Objekte
ist fiir sich selbst betrachtet sehr interessant. Wir wollen diese Mengen jedoch nur
als Hilfsmittel zur Vereinfachung von Beweisen verwenden, weswegen wir nicht
weiter auf theoretische Untersuchungen dieser Mengen eingehen werden.

(8.2) Definition. Sei S C K" eine beliebige Menge. Wir definieren
(a)  rec(S) :={yeK"|Jzx €S sodassVA>0giltx + \y € S},
(b) lineal(S) :={ye K" |3z e S, sodassV\ € Kgiltz+ \y € S},
(¢)  hog(S) :={(}) e K™ |z e S}

Die Menge rec(S) heiit Rezessionskegel von S, lineal(,S) heifit Linealitidtsraum
oder Linienraum von S, und hog(.S) hei3t Homogenisierung von S.

0

Wir wollen nun die oben eingefiihrten Mengen beziiglich Polyedern charakterisie-
ren. Nennen wir einen Vektor y mit x+ Ay € S fiir alle A > 0 eine “Richtung nach
Unendlich”, so besteht der Rezessionskegel einer Menge S aus allen Richtungen
nach Unendlich. Fiir Polyeder gilt Folgendes:

(8.3) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V') + cone(FE) ein nichtleeres Polyeder,

dann gilt
rec(P) = P(A,0) = cone(E).
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Beweis : (a) rec(P)= P(A,0).

Ist y € rec(P), so existiert ein x € P mitx + Ay € P VA > 0. Daraus folgt
b > A(x + \y) = Az + MAy. Gibe es eine Komponente von Ay, die groBer als
Null ist, sagen wir (Ay); > 0, so wire der Vektor x + Aoy mit

M=—-—"-"+1
" (Ay)i
nicht in P(A, b), Widerspruch!

Isty € P(A,0),sogiltfiirallex € P(A,b)und A > 0, A(x+ \y) = Ax+ A Ay <
b+ 0 =1b,alsoisty € rec(P).

(b) P(A,0) = cone(E). Trivial! 0

Insbesondere folgt aus (8.3), dass rec(P) = {y € K" | Vz € Pund VA > 0 gilt
x + Ay € P}. Ist P ein Kegel, so gilt natiirlich P = rec(P), und offenbar ist ein
Polyeder P genau dann ein Polytop, wenn rec(P) = {0}. Abbildung 8.2 zeigt ein
Polyeder und seinen Rezessionskegel.

P(A,b)

rec(P(A,b))

Abb. 8.2
Aus Definition (8.2) folgt lineal(P) = rec(P)N(—rec(P)). Offenbar ist lincal (P)
ein linearer Teilraum des K", und zwar ist es der grofte lineare Teilraum L C K",

sodass z + L C P fiir alle x € P gilt. Analytisch konnen wir lineal (P) wie folgt
darstellen.

(8.4) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder,
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dann gilt

lineal(P) = {z | Ax =0} = cone({e € E | —e € cone(E)}).

Beweis : Wegen lineal(P) = rec(P) N (—rec(P)) folgt die Behauptung direkt
aus (8.3). U

Wir kommen nun zur Homogenisierung. Die Definition der Homogenisierung er-
scheint etwas kompliziert: Man wende zweimal die Kegelpolaritit auf die Menge
S an! Geometrisch betrachtet ist hog(S) der Durchschnitt aller Ungleichungen
mit rechter Seite 0, die giiltig beziiglich {(}) | z € S} sind.

(8.5) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V)+ cone(FE) ein nichtleeres Polyeder. Sei
A, —b
o= )

hog(P) = P(B,0) = cone({(}) | v e V}) + cone({({) | e € E}).

dann gilt

Beweis : Setzen wir P := {({) € K"! | z € P}, so gilt offensichtlich

P =conv{(}) |v eV} +cone{(;) | e € E}.

Aus Folgerung (7.4) (iii) ergibt sich dann:
P ={zeK" | Tu<0Vue P}
={ze K" | ZT(T) <0Vuve V,ZT(S) <0Vee€ E}

:{z\ (gi; jé)zé()}:P<C§: %)o)

Mit Folgerung (6.7) P(A,0)° = cone(AT) erhalten wir nun

00 VT) ]]- ° V E
hog(P) = P° =P ((ET, 0) ,O) = cone <]l OT) .

Die zweite Charakterisierung von hog( P) folgt aus einer anderen Darstellung von
Py. Es gilt ndmlich mit Satz (7.2):
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Py ={(}) e K" |yTz+ A1 <0V e P} ={(}) e K" |ylz < -AVaec P}

(@ er | (3) € P = () e x| () €cone (G 1))

- AT 0
=cone( p )

Folgerung (6.10) impliziert nun
o AT 0\’ A —b
hog(P) = P° = (cone(_bT _1)> —P((O _1> ,0) .

In Abbildung 8.3 sind ein Polyeder P C R!, die im obigen Beweis definierte
Menge P; und hog(P) dargestellt.

0

hog(P)

P
Abb. 8.3

(8.6) Bemerkung. Sei P C K" ein Polyeder, dann gilt:
(a) zeP < (7) € hog(P).
(b) z €rec(P) <= ({) € hog(P).

Beweis : (a) ist trivial.
(b) Sei P = P(A,b) eine Darstellung von P, dann gilt hog(P) = P(B,0) mit

B = <A’ :b) . Folglich gilt nach (8.5) und (8.3)

(3) € hog(P) <= (3) € P(B,0) <= Az <0 < z € rec(P).
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8.2 Charakterisierungen von Ecken

Wir beginnen mit der Kennzeichnung von Ecken und Extremalstrahlen von Ke-
geln.

(8.7) Satz. Sei K C K" ein polyedrischer Kegel, dann gilt:

(a) Istx Ecke von K, dann gilt x = 0.

(b) F ist ein Extremalstrahl von K <=
Jz € K"\ {0} so dass F' = cone({z}) eine Seitenfliche von K ist.

Beweis : Nach (2.6) gibt es eine Matrix A mit X = P(A,0). Aufgrund von (7.11)
ist daher jede nichtleere Seitenfliche von K ein Kegel, der den Nullvektor enthilt.

(a) Istx Ecke, dann gilt also 0 € {z} und somit x = 0.
(b) “<= " nach Definition.

“— ” Nach (8.1) existieren z € K" und z € K" \ {0} mit F' = x + cone({z}).
Nach obiger Bemerkung gilt 0 € F', und somit existiert ein A>0mit0 =z + )z,
d.h.z = —)\z. Da F ein Kegel ist, gilt {\z | A € K.} = {\(-=X\2) | A € K} C
F.Falls A # 0, gilt aber {~\z | A > 0} € z + cone({z}), ein Widerspruch.
Daraus folgt z = 0. O

Der folgende Hilfssatz iiber innere Punkte wird im Weiteren benotigt.

(8.8) Lemma. Ist F' eine nichtleere Seitenfliche von P = P(A,b), gilt I =
eq(F), und ist B = {y*,...,y*} eine Basis des Kerns von A;., dann gibt es zu
jedem inneren Punkt x € F von F ein e > 0, so dass x & ¢y’ € P fiir alle
j=1,... kgilt

Beweis : Sei = innerer Punkt von F und J = {1,...,m} \ I. Nach (7.15) gilt
eq({r}) = I, also Aj.x < by und ferner A;.(x + ey’) = by fiir alle ¢ € K. Fiir e
geniigend klein gilt dann offenbar auch A;.(x + ey?) < by. U

Wir wollen nun die Ecken eines Polyeders charakterisieren.

(8.9) Satz. Seien P = P(A,b) C K" ein Polyeder und = € P. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(1) x ist eine Ecke von P.
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(2) {z} ist eine nulldimensionale Seitenfliche von P.

(3) x ist keine echte Konvexkombination von Elementen von P, d. h.y,z € P,
y#2,0<A<l = x#Xy+(1-XN)z.

(4) P\ {x} ist konvex.

(5) rang(Aeq((z}).) = .

(6) d¢ € K™\ {0}, so dass x die eindeutig bestimmte Optimallésung des linea-
ren Programms max c'y, y € P ist.

Beweis : (1) <= (2). Definition!

(1) = (6). Nach Definition ist {z} eine Seitenfliche, also existiert eine beziiglich
P giiltige Ungleichung ¢’y < «, sodass {y € P | ¢’y = v} = {«} gilt. Folglich

ist x die eindeutig bestimmte Optimalldsung von max cly, y € P.Ist P # {z},

so ist ¢ # 0, andernfalls kann ¢ # 0 gewéhlt werden.

(6) = (3). Sei z die eindeutige Optimalldsung von maxc’u, v € P mit
Wert 7. Gilt z = Ay + (1 — Nz firy,z € P,y # 2,0 < A < 1, dann folgt
y=clr=c"My+(1-XNz)=ATy+(1—-Nclz <Ay + (1 —)\)y=.Dies
impliziert ¢’y = v = ¢! z. Widerspruch!

(3) < (4) trivial.

3) = (5).Sei I = eq({z}), dann ist = innerer Punkt von F' = {y € P |
Ary = br}. Angenommen rang(A;.) < n, dann existiert ein Vektor y # 0 im
Kern von A;., und nach Lemma (8.8) ein ¢ > 0, so dass « + ey € P. Daraus folgt
z = 3(z + ey) + 3(z — ey), also ist 2 echte Konvexkombination von Elementen
von P, Widerspruch!

(5) = (2).Sei I = eq({x}), dann hat A;.y = b; nach Voraussetzung eine ein-
deutig bestimmte Losung, ndmlich . Daraus folgt ' = {y € P | Ar.y = b;} =
{z}, also ist {z} eine nulldimensionale Seitenfliche. 0

Fiir Polyeder der Form P=(A,b) = {z € K" | Az = b,x > 0} gibt es eine
weitere niitzliche Kennzeichnung der Ecken. Ist z € K", so setzen wir

supp(x) :={i € {1,...,n} | x; # 0}.

Die Indexmenge supp(x) heiit Triger von z.
(8.10) Satz. Fiirxz € P=(A,b) C K" sind folgende Aussagen dquivalent:
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(1) z ist Ecke von P=(A,b).

(2) rang(A.qupp(z)) = |supp(x)|.

(3) Die Spaltenvektoren A.;, j € supp(x), sind linear unabhangig.

Beweis : (2) < (3) trivial.

A b
(1) <= (2).SeiD= | —A|,d= | b, dann gilt P(D,d) = P=(A,b). Mit
-1 0
Satz (8.9) gilt nun:
x Ecke von P=(A, ) <= z Ecke von P(D,d)
< rang(Deq({x})_) =n
A
< rang | —A | =nmitJ ={j|z; =0}
I, ={1,...,n} \ supp(zx)

(Streichen der Spalten j € J) <= rang ( A.,supp(x)) =n — |J| = [supp(z)|

— /. supp(z)

!

rang(A-,supp(:c)) = |Supp(l‘) | :

8.3 Spitze Polyeder

Nicht alle Polyeder haben Ecken, so z. B. der Durchschnitt von weniger als n
Halbraumen des K". Polyeder mit Ecken sind besonders fiir die lineare Optimie-
rung wichtig.

(8.11) Definition. Ein Polyeder heift spitz, wenn es eine Ecke besitzt. [

Wir wollen im nachfolgenden spitze Polyeder charakterisieren und einige Aussa-
gen liber spitze Polyeder beweisen.

(8.12) Satz. Sei P = P(A,b) C K" ein nichtleeres Polyeder, dann sind dquiva-
lent:
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(1) P ist spitz.

(2) rang(A) = n.

(3) rec(P) ist spitz, d. h. 0 ist eine Ecke von rec(P).
(4) Jede nichtleere Seitenfliche von P ist spitz.

(5) hog(P) ist spitz.

(6) P enthilt keine Gerade.

(7) rec(P) enthilt keine Gerade.

(8) lineal(P) = {0}.

Beweis: (1) = (2).Istz eine Ecke von P, so gilt nach (8.9) n = rang(Aeq((z}).)
< rang(A) < n, also rang(A) = n.

(2) = (1).Sei x € P so gewihlt, dass / := eq({z}) maximal beziiglich Men-
geninklusion ist. Sei F' = {y € P | Ar.y = br}, dann ist x innerer Punkt von F'.
Ist rang(A;.) < n, dann enthélt der Kern von A;. einen Vektor y # 0, und mit
Lemma (8.8) gibt es ein ¢ > 0, so dass © + ey € P. Die Gerade G = {z + \y |
A € K} trifft mindestens eine der Hyperebenen H; = {y | A;.y = b;},j ¢ I, da
rang(A) > rang(A;.). Also muss es ein 6 € K geben, so dass x + dy € P und
eq({z + dy}) D I. Dies widerspricht der Maximalitit von .

Aus der Aquivalenz von (1) und (2) folgt direkt die Aquivalenz der Aussagen (3),
4), (5), da

rec(P) = P(A,0), nach (8.3),
hog(P) =P ((61 :l{) ,o) , nach (8.5),
F ={z¢ K; | Az < b, Acq(r).® < beg(r); —Acq(r). T < —beq(r) }
fiir alle Seitenflichen F' von P gilt.

(3) = (6). Angenommen P enthilt eine Gerade G = {u+ \v | A € K}, v # 0,
dann gilt b > A(u + \v) = Au + MAv fiir alle A € K. Daraus folgt A(Av) <0
fiir alle A € K und somit v, —v € rec(P), d. h. 0 = 1v + 3(—v) ist eine Konvex-
kombination. Also ist 0 keine Ecke von rec(P).

(6) = (3). Ist rec(P) nicht spitz, so ist 0 echte Konvexkombination von Vekto-
ren aus rec(P), sagen wir 0 = Au + (1 — A\)v, u # 0 # v, 0 < A < 1. Dann aber
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ist neben v auch —Au = (1 — A)v € rec(P) und folglich ist G = {uu | u € K}
eine Gerade in rec(P), und fiir alle z € P ist z + G eine Gerade in P.

Die Aquivalenz von (7) und (8) zu den iibrigen Aussagen ist nun offensicht-
lich. U

(8.13) Folgerung. Sei P = P=(A,b) C K", dann gilt

P # () < P spitz.

A b
Beweis : Esist P = P(D,d)mitD = | —A |,d= | —b |, und offenbar hat D
-1 0

den Rang n. Aus (8.12) folgt dann die Behauptung.

(8.14) Folgerung. Sei P C K" ein Polytop, dann gilt

P # () < P spitz.

Beweis : Da P beschrinkt ist, gibt es einen Vektor u mit P C {z | z < u}. Gilt
P = P(A,b), so folgt daraus P = P(D,d) mit D = (‘?) d = (Z) D hat den
Rang n, daraus folgt mit (8.12) die Behauptung. U

(8.15) Folgerung. Das Polyeder P sei spitz, und das lineare Programm max ¢’ x,

x € P habe eine Optimallosung, dann hat dieses lineare Programm auch eine
optimale Losung, die eine Ecke von P ist (eine sogenannte optimale Ecklosung).

Beweis : F' = {z € P | ¢'z = max{c'y | y € P}} ist eine nichtleere Seiten-

fliche von P, die nach Satz (8.12) eine Ecke hat. U
(8.16) Folgerung. Ist P ein nichtleeres Polytop, dann hat jedes lineare Programm
max ¢!z, x € P eine optimale Ecklsung. U

Das folgende Korollar wird sich als sehr wichtig erweisen.

(8.17) Folgerung. Lineare Programme der Form

max CTI' max CT.ZU
x>0 x>0
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besitzen genau dann eine endliche Optimallosung, wenn sie eine optimale Ecklosung
besitzen.

Beweis : Nach (8.13) ist P=(A,b) spitz (falls nicht leer) und somit hat das er-
ste der obigen LP’s nach (8.15) eine optimale Ecklosung, falls es iiberhaupt eine
optimale Losung hat. Analog folgt die Behauptung fiir das zweite LP. U

8.4 Extremalen von spitzen Polyedern

Wir wollen nachfolgend einige Aussagen iiber spitze Polyeder beweisen, die sich
— entsprechend modifiziert — auch fiir allgemeine Polyeder zeigen lassen. Dabei
treten jedoch einige unschone technische Komplikationen auf, so dass wir hier auf
die Behandlung dieser Verallgemeinerung verzichten.

(8.18) Definition. Sei P ein Polyeder. Ein Vektor z € rec(P) \ {0} heiBt Ex-
tremale (oder Extremalvektor) von P, wenn cone({z}) ein Extremalstrahl von
rec(P) ist.

0

Nur spitze Polyeder haben Extremalen. Denn ist P nicht spitz, so ist nach (8.12)
rec(P) nicht spitz, also ist der Nullvektor eine echte Konvexkombination zweier
von Null verschiedenen Vektoren, sagen wir 0 = Au + (1 — A)v, 0 < A < 1. Ist
F = cone({z}) ein Extremalstrahl von rec(P), so gibt es eine beziiglich rec(P)
giiltige Ungleichung ¢’z < 0 mit F = {z € rec(P) | ¢’z = 0}. Nun gilt
0=2c0=c0u+(1-Nv)=AXu+(1-XNcTv <0.Aus cTu <0,
v < 0 folgt c’u = ¢Tv = 0 und somit u,v € F, ein Widerspruch. Aussagen
tiber Extremalen machen also nur fiir spitze Polyeder Sinn.

Ist K speziell ein spitzer polyedrischer Kegel, so ist (wegen rec(K) = K) eine
Extremale von K ein Vektor z € K, so dass cone({z}) ein Extremalstrahl von
K ist. Das heifit, jeder auf einem Extremalstrahl von /K gelegener und von Null
verschiedener Vektor ist eine Extremale von K.

(8.19) Satz. Seien P = P(A,b) C K" ein spitzes Polyeder und z € rec(P)\{0}.
Dann sind dquivalent:

(1) z ist eine Extremale von P.

(2) cone({z}) ist ein Extremalstrahl von rec(P).

105



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

(3) z 1dBt sich nicht als echte konische Kombination zweier linear unabhidngiger
Elemente von rec(P) darstellen.

(4) (rec(P) \ (cone{z})) U {0} ist ein Kegel.

(5) rang(Aeq((z}).) = n — 1 (eq beziiglich Az < 0).

Beweis : (1) <= (2) Definition.

(2) = (3).Ist F' := cone({z}) ein Extremalstrahl von rec(P), so ist F ei-
ne eindimensionale Seitenfliche von rec(P), d. h. F' kann keine zwei linear un-
abhingigen Vektoren enthalten. Insbesondere gibt es eine beziiglich rec(P) giilti-
ge Ungleichung ¢’z < 0 mit F' = {x € rec(P) | ¢’z = 0}. Gibt es zwei linear
unabhingige Vektoren u,v € rec(P) und A\, > 0 mit z = Au + pv, so gilt
0=clz=c'Ou+ ) = Mlu+ pcv < 0. Daraus folgt cf'u = v = 0,
d. h. u,v € F, ein Widerspruch.

(3) <= (4) trivial.

(3) = (5). Sei I = eq({z}), dann ist z innerer Punkt von F' := {x € rec(P) |
Az = 0}. Ist rang(A;.) < n — 1, dann enthilt der Kern von A;. einen von
z linear unabhéngigen Vektor u. Nach Lemma (8.8) gibt es ein € > 0, so dass
z + eu € rec(P) gilt. Dann aber gilt z = 1(z + eu) + 3(z — eu), d. h. z ist echte
konische Kombination von zwei linear unabhéngigen Elementen von rec(P), Wi-
derspruch. Offenbar ist rang(Ay.) # n.

(5) = (2).Sei I = eq({z}), dann folgt fiir /' = {z € rec(P) | Ar.x = 0} aus
der Voraussetzung, dass dim(F') = 1 gilt. Da rec(P) spitz ist, enthilt nach (8.12)
rec(P) keine Gerade, also muss die eindimensionale Seitenfliche F' der Strahl
cone({z}) sein. 0

Wir wollen nun noch eine Beziehung zwischen den Ecken und Extremalen eines
spitzen Polyeders und den Extremalen seiner Homogenisierung aufzeigen.

(8.20) Satz. Sei P C K" ein spitzes Polyeder, dann gilt:

(a) z ist Ecke von P <= (7) ist Extremale von hog(P).

(b) z ist Extremale von P <= ({) ist Extremale von hog(P).

106



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

Beweis : Sei P = P(A,b), dann gilt nach Satz (8.5) hog(P) = P(B,0) mit

A —b
B (O’ _1).

(a) Sei I = eq({x}) beziiglich P(A,b). x ist Ecke von P £ rang(Ay.) =
n <= rang(Beq( {(w)})_) = n (denn die neu hinzugekommene Ungleichung ist
1

nicht mit Gleichheit erfiillt) 19 (7) ist Extremale von hog(P).

(b) zistExtremale von P <= =z ist Extremale von rec(P) 19 rang(Aeq((z}).) =

n—1 <= rang(Beq({(z)}).) —n &2 (7) ist Extremale von hog(P). O
0

8.5 Einige Darstellungssatze

Wir kniipfen hier an Abschnitt 6.3 an, wo wir bereits verschiedene Darstellungssétze
bewiesen haben. Einige dieser Sétze konnen wir nun mit Hilfe der in diesem Ka-
pitel gewonnenen Erkenntnisse verschirfen.

Ist K ein polyedrischer Kegel und gilt X' = cone(E), dann nennen wir E eine Ke-
gelbasis von K, wenn es keine echte Teilmenge £’ von E gibt mit X = cone(E")
und wenn jede andere minimale Menge F' mit K = cone(F') dieselbe Kardinalitt
wie E hat. Ist P ein Polytop, dann heifit eine Menge V' mit P = conv(V") kon-
vexe Basis von P, wenn V keine echte Teilmenge besitzt, deren konvexe Hiille
P ist, und wenn jede andere minimale Menge W mit P = conv(W) dieselbe
Kardinalitit wie V' hat.

Trivialerweise sind die Elemente einer Kegelbasis & konisch unabhéngig, d. h.
kein e € F ist konische Kombination der iibrigen Elemente von £’; und die Ele-
mente einer konvexen Basis sind konvex unabhéngig, d. h. kein Element von V'
ist Konvexkombination der iibrigen Elemente von V. Es gilt aber keineswegs,
dass jeder Vektor x € cone(E) bzw. x € conv(V) eine eindeutige konische
bzw. konvexe Darstellung durch Vektoren aus £ bzw. V' hat. In dieser Hinsicht
unterscheiden sich also Kegelbasen und konvexe Basen von Vektorraumbasen.

(8.21) Satz. Sei {0} # K C K" ein spitzer polyedrischer Kegel, dann sind
dquivalent:

(1) FE ist eine Kegelbasis von K.
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(2) E ist eine Menge, die man dadurch erhilt, dass man aus jedem Extremal-
strahl von K genau einen von Null verschiedenen Vektor (also eine Extre-
male von K ) auswiéhlt.

Beweis : Ist z Extremale von K, so ist K’ := (/' \ cone{z})U{0} nach (8.19) ein
Kegel. Folglich gilt cone(E) C K’ fiir alle Teilmengen £ von K’. Also muss jede
Kegelbasis von K mindestens ein (aus der Basiseigenschaft folgt sofort “genau
ein”) Element von cone{z} \ {0} enthalten.

Zum Beweis, dass jede wie in (2) spezifizierte Menge eine Kegelbasis ist, benut-
zen wir Induktion iiber d = dim K. Fiir Kegel der Dimension 1 ist die Behauptung
trivial. Sei die Behauptung fiir Kegel der Dimension d richtig und K ein Kegel mit
dimK =d+1.Seiy € K \ {0} beliebig und ¢ € K" \ {0} ein Vektor, so dass
die Ecke 0 von K die eindeutig bestimmte Lésung von max{c’z | z € K} ist (c
existiert nach (8.9)). Sei z € {z | ¢"z = 0} \ {0}. Dann ist fiir die Gerade

G={y+Xz|AeK}

die Menge K NG ein endliches Streckenstiick (andernfalls wire z € rec(K) = K,
und wegen ¢!z = 0 wiire 0 nicht der eindeutige Maximalpunkt). Folglich gibt es
zwel Punkte z; und 29, die auf echten Seitenflachen, sagen wir F; und F5, von
K liegen, so dass K N G = conv({zo, 21 }). Die Dimensionen der Seitenflichen
F1, F; sind hochstens d, F) und F5 sind Kegel, und die Extremalstrahlen von F}
und F5 sind Extremalstrahlen von K. Nach Induktionsvoraussetzung werden z;
und 2 durch die in (2) festgelegten Mengen beziiglich F7 und F5 konisch erzeugt.
Daraus folgt, dass y durch jede Menge des Typs (2) konisch erzeugt werden kann.
Dies impliziert die Behauptung. U

(8.22) Folgerung. Jeder spitze polyedrische Kegel besitzt eine — bis auf positive
Skalierung der einzelnen Elemente — eindeutige Kegelbasis.

0

(8.23) Folgerung. Jeder spitze polyedrische Kegel K # {0} ist die Summe
seiner Extremalstrahlen, d. h. sind cone({¢;}), i = 1,..., k die Extremalstrahlen
von K, so gilt

K = cone({ey,...,ex}) = Z cone({e;}).
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Beweis : Klar. U

Der folgende Satz verschirft (6.13) fiir spitze Polyeder.

(8.24) Satz. Jedes spitze Polyeder P lisst sich darstellen als die Summe der kon-
vexen Hiille seiner Ecken und der konischen Hiille seiner Extremalen, d. h. sind V'
die Eckenmenge von P und cone({e}), e € E, die Extremalstrahlen von (rec(P))
(bzw. ist E eine Kegelbasis von rec(P)), so gilt

P = conv(V') + cone(F).

Beweis : Sei hog(P) die Homogenisierung von P. Da P spitz ist, ist hog(P)
nach (8.12) ein spitzer Kegel. Nach (8.23) ist hog(P) die Summe seiner Extre-

malstrahlen cone({e;}) ¢ = 1,...,k. O. b. d. A. kénnen wir annehmen, dass
¢;=(%),i=1,....pund ¢ = (7). i = p+1,....k gilt. Aus (8.20) folgt:
V = {v1,...,v,} ist die Eckenmengen von P und E = {epi1,...,ex} ist die

Extremalenmenge von P. Nach (8.6) giltz € P <= (f) € hog(P) und somit
fOlgt r € P — zx = Zle Aiv; + Zf:p—&-l i€, )\i, Wi > 0, Z§:1 A= 1,
d. h. z € conv(V') + cone(E). 0

(8.25) Folgerung (Satz von Krein-Milman). Sei P ein Polyeder und V' die Men-
ge seiner Ecken, dann gilt

P ist ein Polytop <= P = conv(V). 0

(8.26) Folgerung. Polytope haben eine eindeutige konvexe Basis. U
Fiir die lineare Optimierung ist die folgende Beobachtung wichtig.

(8.27) Satz. Seien P C K" ein spitzes Polyeder und ¢ € K". Das lineare Pro-
gramm max cTx,x € P ist genau dann unbeschrinkt, wenn es eine Extremale e
von P gibt mit c'e > 0.

Beweis : Seien V' die Eckenmenge von P und F eine Kegelbasis von rec(P),
dann gilt nach (8.24) P = conv(V) + cone(E). Es ist v := max{c’v |v € V} <
o0, da V endlich und v = max{c’z | x € conv(V)}. Giltc’e < 0,Ve € F, so
ist v = max{c’z | z € P} < oco. Falls also max{c’x | z € P} unbeschrinkt
ist, muss fiir mindestens ein ¢ € E gelten ¢’e > 0. Die umgekehrte Richtung ist
trivial. g
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Wie bereits bemerkt, haben Elemente von spitzen Polyedern P i. a. keine eindeu-
tige Darstellung als konvexe und konische Kombination von Ecken und Extrema-
len. Man kann jedoch zeigen, dass zu einer derartigen Darstellung von Elementen
von P nicht allzu viele Ecken und Extremalen bendétigt werden.

(8.28) Satz. Es seien K C K" ein spitzer Kegel und 0 # x € K. Dann gibt es
Extremalen yy, . .., yq von K, wobei d < dim(K) < n gilt, mit

d

=1

Beweis : Es seien cone({¢;}) die Extremalstrahlen von K, i = 1,...,k, dann
gibt es nach (8.23) Skalare \; > 0,7 =1,..., k, mit

k
i=1

Unter allen moglichen Darstellungen von z dieser Art sei die obige eine, so dass
I'={ie{l,...,k}| N\ > 0} minimal ist. Sagen wir, es gilt / = {1,...,d}. An-
genommen die Vektoren e;, ¢ € I sind linear abhédngig, dann gibt es yiq, ..., g €
K, nicht alle y; Null, so dass gilt

d
=1

Angenommen p; > 0fiiréi =1,...,d,und o. B.d. A. sei y; > 0. Dann ist —e; =
N, £2e; eine konische Kombination, und nach Satz (8.4) gilt e; € lineal(K).
Dies widerspricht nach (8.12) der Voraussetzung K ist spitz.

O. B. d. A. konnen wir daher annehmen, dass gilt ;; < 0 und

A Y
2L — max{Z | < 0}
H1 Hi
Daraus folgt
d i
er == o %em

d A
=D (A — u_i,“i)@i :
Diese Darstellung von z ist eine konische Kombination, denn

AL,
i >0 = ()\z'_E,U/1>>O7

Moo A A
p <0 = 2L <8 = A > Sop,
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also kann x mit weniger als d Extremalen konisch dargestellt werden, Wider-
spruch zur Minimalitit! Da ein Kegel hochstens dim (K') linear unabhéngige Vek-
toren enthilt, folgt d < dim(K). Setzen wir y; = \je;, @ = 1,...,d, so sind die
Vektoren y; Extremalen von K mit der gewiinschten Eigenschaft. U

(8.29) Folgerung. Ist P C K" ein spitzes Polyeder und ist v € P, dann gibt es
Ecken vy, vy, . .., v, und Extremalen ey 1, €jyo,...,eq von P mit d < dim(P)
und nichtnegative Skalare )\, . . ., \; mit Z?:o A; = 1, so dass gilt

k d
1=0

i=k+1

Beweis : Nach (8.12) ist hog( P) ein spitzer Kegel, und die Dimension von hog(P)
ist dim(P) + 1. Nach (8.6) gilt z € P <= () € hog(P). Nach Satz (8.28) ist
(1) konische Kombination von d + 1 < dim(P) + 1 Extremalen von hog(P).
O. B. d. A. konnen wir annehmen, dass gilt

()-S5 (5)

wobei \; > 0,7 =0,...,k. Firv, := %yi gilt dann

k d k
:E:Z)\ivi+26i, Z)\izl.
i=0 i=0

1=k+1

Ferner sind nach (8.20) die Vektoren v; Ecken von P und die Vektoren e; Extre-
malen von P. Also haben wir die gewiinschte Kombination von = gefunden. U

Das folgende direkte Korollar von (8.29) wird in der Literatur hiufig Satz von
Caratheodory genannt.

(8.30) Folgerung. Ist P C K" ein Polytop, dann ist jedes Element von P Kon-
vexkombination von hochstens dim(P) + 1 Ecken von P.
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Kapitel 9

Die Grundversion der
Simplex-Methode

In Satz (7.8) haben wir gezeigt, dass die Menge der Optimallésungen eines li-
nearen Programms eine Seitenfliche des durch die Restriktionen definierten Poly-
eders ist. Dieses Ergebnis haben wir in Folgerung (8.15) dahingehend verschirft,
dass wir nachweisen konnten, dass bei spitzen Polyedern das Optimum, falls es
existiert, stets in einer Ecke angenommen wird. Wollen wir also ein Verfahren
entwerfen, das lineare Programme iiber spitzen Polyedern 16st, so geniigt es, ein
Verfahren anzugeben, dass eine optimale Ecke derartiger Polyeder findet.

Aus Kapitel 2 wissen wir, dass wir uns auf lineare Programme iiber Polyedern der
Form P=(A,b) = {z € R" | Az = b, x > 0} beschrinken kénnen. In Folgerung
(8.13) haben wir gezeigt, dass ein solches Polyeder stets spitz ist, falls es nicht
leer ist. Wenn wir also einen Algorithmus angeben konnen, der die optimale Ecke
eines linearen Programms der Form max c¢’x, x € P=(A,b) findet, so kénnen
wir mit diesem alle linearen Programmierungsprobleme 16sen.

(9.1) Definition. Ein lineares Programm der Form

max CTZL’

Az =10
x>0

heif3t ein lineares Programm in Standardform. Wenn nichts anderes gesagt wird,
nehmen wir immer an, dass A € K™ b ¢ K™, und ¢ € K" gilt.
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Ist der Rang von A gleich n, so wissen wir, dass das Gleichungssystem Ax =
b entweder gar keine oder eine eindeutig bestimmte Losung hat, die mit dem
GauB3’schen Eliminationsverfahren berechnet werden kann. Da also entweder kei-
ne Losung existiert oder der einzige zulidssige Punkt leicht bestimmt werden kann,
liegt kein wirkliches Optimierungsproblem vor. Wir wollen daher voraussetzen,
dass rang(A) < n gilt. Ferner nehmen wir an, um die Darstellung einfacher zu
machen, dass die Zeilen von A linear unabhingig sind und dass P=(A,b) # () ist.
Wir treffen also folgende Verabredung:

(9.2) Generalvorausssetzungen fiir Kapitel 9.

(a) Aisteine (m,n)-Matrix mit m < n,
(b) rang(A) = m,
(© P=(A,0) # 0.
0

Wir werden spiter zeigen, dass lineare Programme, bei denen die Voraussetzun-
gen (9.2) nicht gegeben sind, auf solche zuriickgefiihrt werden konnen, die diese
erfiillen, dass also alle Voraussetzungen (9.2) o. B. d. A. gemacht werden konnen.

Um die weitere Darstellung schreibtechnisch zu vereinfachen, legen wir fiir dieses
Kapitel folgendes fest (vergleiche Abschnitt 1.3.):

(9.3) Konventionen in Kapitel 9. Es sei A € K" wobei nach (9.2) m < n
gelten soll.

(a) Mit{1,..., m} bezeichnen wir die Zeilenindexmenge von A, mit {1, ... ,n}
die Spaltenindexmenge.

(b) B und N bezeichnen stets Spaltenindexvektoren von A, wobei
B=(p1,...,pm) €{L,...,n}"und N = (q1,...,qn-m) € {1,...,n}"™™
gilt. Ferner kommt kein Spaltenindex, der in B vorkommt, auch in N vor,
und umgekehrt. (Um Transpositionszeichen zu sparen, schreiben wir B und
N immer als Zeilenvektoren.)

(c) Wir werden aber B und N auch einfach als Mengen auffassen (wenn die
Anordnung der Indizes keine Rolle spielt), dann gilt also nach (b) BN N =
), BUN = {1,...,n}. Insbesondere kénnen wir danni € B und j € N
schreiben.

(d) Zur schreibtechnischen Vereinfachung schreiben wir im folgenden Ap und
Ay statt A.g und A.y.
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(e) Ist ein Spaltenindexvektor B wie oben angegeben definiert, so bezeichnet,

falls nicht anders spezifiziert, N = (qi,...,qu—,) immer den Spaltenin-
dexvektor, der alle iibrigen Spaltenindizes enthélt, wobei q; < q; fiiri < j
gilt.

9.1 Basen, Basislosungen, Entartung

(9.4) Definition. Gegeben sei ein Gleichungssystem Az = b mit A € K™™),
b € K™ und rang(A) = m. Spaltenindexvektoren B und N seien entsprechend
Konvention (9.3) gegeben.

(a) Ist Ap regulir, so heiBt Ap Basismatrix oder kurz Basis von A, und Ay
heiBt Nichtbasismatrix oder Nichtbasis von A. Der Vektor v € K" mit
zy =0undzpg = Aglb heif3t Basislosung von Ax = b zur Basis Ag oder
die zu Ap gehorige Basislosung oder kurz Basislosung.

(b) Ist Ap eine Basis, dann heiBen die Variablen x;, j € B, Basisvariable und
die Variablen x;, j € N, Nichtbasisvariable.

(c) Ist Ap eine Basis, dann heiBen Ag und die zugehorige Basislosung x zuléssig
(beziiglich P=(A, b)), wenn Az'b > 0 gilt.

(d) Eine Basislosung x zur Basis Ag heif3t nichtentartet (oder nichtdegene-
riert), falls xrp = Aglb > 0, anderntalls heiB3t sie entartet (oder degene-
riert).

U
Die oben eingefiihrten Begriffe gehoren zur Standardterminologie der linearen

Programmierung. Eine erste begriffliche Briicke zur Polyedertheorie schlidgt der
néchste Satz.

(9.5) Satz. Seien P = P=(A,b) C K" ein Polyeder mit rang(A) = m < n und
x € P. Dann sind dquivalent

(1) z ist eine Ecke von P=(A,b).

(2) z ist eine zuldssige Basislosung (d. h. es gibt eine Basis Ag von A mit der
Eigenschaft xp = Aglb >0undzy = 0).
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Beweis : (1) = (2). Sei [ := supp(z). Ist z eine Ecke von P=(A,b), so sind
die Spaltenvektoren A.;, j € I, nach (8.10) linear unabhéngig. Wegen rang(A) =
m gibt es eine Menge J € {1,...,n} \ I, |J| = m — ||, so dass die Spalten
A.;, j € I U J, linear unabhiingig sind. Folglich ist Az mit B = I U J eine
Basis von A. Nehmen wir o. B. d. A. an, dass B aus den ersten m Spalten von A
besteht, also A = (A, Ay) mit N = {m + 1,...,n} gilt, dann erhalten wir aus
ot = (2%, 2L) = (2F,0) folgendes: A5'b = A" (Az) = Az (Ap, An) (*F) =

(1, A;AN) (w(f) = xp. Dax > 0 gilt, ist x eine Basislosung.

(2) = (1) folgt direkt aus (8.10). U

Damit sehen wir, dass Ecken von P=(A, b) zulédsssigen Basislosungen von Az =
b, x > 0 entsprechen. Also gibt es zu jeder Ecke eine zuléssige Basis von A. Sind
zweil Ecken verschieden, so sind natiirlich die zugehorigen Basen verschieden.
Dies gilt aber nicht umgekehrt!

eindeutig nichteindeutig

Ecke +—" =zulissige Basislosung zulissige Basis.

Wir wollen nun Entartung und ihre Ursachen untersuchen und betrachten zunéchst
drei Beispiele.

(9.6) Beispiel (Degeneration).

(a) Im K2 gibt es keine “richtigen” degenerierten Probleme, da man solche Pro-
bleme durch Entfernung von redundanten Ungleichungen nichtdegeneriert
machen kann. Im folgenden Beispiel ist die Ungleichung 2z, + x5 < 2

redundant.
T+ X2 S 1
201 + 22 <2
X1, X2 >0
X2
Eaq

: : : X1
E2l E1 N\ Abb. 9.1
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Das durch das Ungleichungssystem definierte Polyeder (sieche Abbildung
9.1) hat die drei Ecken E;, Es, Es3. Wir formen durch Einfilhrung von
Schlupfvariablen um:

1+ To + S1 =1
271 + T2 +8 =2
Ty, T2, 81,52 ZO

Also ist P=(A, b) gegeben durch:

1110 1
A:(Q 10 1)’ b:(z)’

Die folgende Tabelle 9.1 enthilt die Basen von A und die zugehorigen Ba-

sislosungen.
Spalten Ap T . o Eoke
in B
11
1,2 (2 1) ($1,I2) = (1,0) (51732) (1’0707 0) El
11
1,3 (2 O) (551751) = (170) (132,52) (1’0,07 0) E,
10
1,4 (2 1) (371732) = (1,0) (132,51) (170,07 O) E,
11
10
24 (1 1) (z2,82) = (1,1) | (z1,81) | (0,1,0,1) Es
10
3.4 (0 1) (s1,82) = (1,2) | (z1,22) | (0,0,1,2) | Ej

Tabelle 9.1

Im obigen Falle ist jede (2, 2)-Untermatrix von A eine Basis. Dies ist natiirlich
nicht immer so! Zur Ecke F; gehoren drei verschiedene Basen. Hier liegt
also Entartung vor. Alle anderen Basislosungen sind nichtdegeneriert. Die
zu B = (2, 3) gehorige Basis ist unzulédssig. Zu unzulédssigen Basislosungen
sagt man manchmal auch unzuldssige Ecke von P=(A,b), E, ist also eine
unzuléssige Ecke.
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(b) Bei dreidimensionalen Polyedern im K? tritt echte Entartung auf. So ist
z. B. die Spitze der Pyramide in Abbildung 9.2 entartet, wéhrend alle iibri-
gen vier Ecken nichtentartet sind.

Abb. 9.2

(c) Dagegen sind alle Ecken der Doppelpyramide in Abbildung 9.3 entartet.

Abb. 9.3

Die Sitze (9.5) und (8.10) (und ihre Beweise) sagen uns, wie Ecken von P=(A, b)
mit den Basen von Ap zusammenhingen. Aus der linearen Algebra wissen wir
zunichst, dass jeder Punkt x im K" als Durchschnitt von n Hyperebenen darge-
stellt werden kann, deren Normalenvektoren linear unabhéngig sind. Algebraisch
ausgedriickt, jeder Punkt x € K" ist eindeutig bestimmte Losung eines regulidren
(n,n)-Gleichungssystems Dy = d (mit rang(D) = n).
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Ecken von P=(A,b) erhalten wir dadurch, dass wir nur Losungen von regulédren
Gleichungssystemen

Ay =0

e]Ty =0, j€J

mit J C {1,...,n} betrachten (und priifen, ob die Losungen in P=(A, b) enthal-
ten sind). Dabei kann es zu folgenden Situationen kommen:

Ist Ap eine Basis von A mit (A5'h); # O fiir alle i € B, so gibt es nur eine
einzige Moglichkeit das System Ay = b durch ein System ejry =0,7 € J,s0
zu erginzen, dass das Gesamtsystem regulidr wird. Man muss J = {1,...,n}\ B
wihlen, andernfalls sind nicht geniigend Gleichungen vorhanden. Daraus folgt
speziell:

(9.7) Bemerkung. Ist = eine nichtdegenerierte Basislosung von Ay = b, y > 0,
dann gibt es eine eindeutig bestimmte zu = gehorige Basis Ap von A (v = AR'h,
IN — O)

Die Umkehrung gilt i. a. nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

(9.8) Beispiel. P=(A,b) C R? sei gegeben durch

(1Y)

Die Matrix A besitzt zwei Basen Ag,, Ap, mit B; = (1,3), By = (2,3). Die
zu Ap, gehorige Basislosung ist 7 = (1,0,0), die zu Ap, gehorige Basislosung
ist zI = (0,1,0). Beide Basislosungen sind entartet, aber die zugehdrigen Basen
sind eindeutig bestimmt. U

Ist A eine Basis von A und x die zugehorige Basislosung, so dass einige Kompo-
nenten von A'b Null sind (d. h. z ist entartet), so enthilt das Gleichungssystem
Ay = b, ejy = Ofiralle j € J = {j | ; = 0} mehr als n Gleichungen
(also mehr als notwendig). I. a. ist dann = Losung von mehreren reguléren (n, n)-
Untersystemen dieses Gleichungssystems. Man hat also keine eindeutige Zuord-
nung mehr von der Ecke = zu einem Gleichungssystem der Form Ay = b, eJTy =0
J € J. Wir werden sehen, dass Entartung zu rechentechnischen Problemen fiihrt.
Entartung kann drei Ursachen haben

— tiiberfliissige Variable (im Beispiel (9.8) kann x3 weggelassen werden, dann
sind alle Basislosungen nichtentartet),
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— redundante Ungleichungen (Beispiel (9.6) (a)),
— geometrische Griinde (Beispiele (9.6) (b) und (c)).

Die durch iiberfliissige Variablen oder redundante Ungleichungen hervorgerufene
Entartung kann 1. a. beseitigt werden durch Weglassen der iiberfliissigen Variablen
bzw. der redundanten Ungleichungen. Es gibt jedoch Polyeder — wie z. B. die
Doppelpyramide in (9.6) (c) — die genuin entartet sind. Der Grund liegt hier
darin, dass die Ecken iiberbestimmt sind, d. h. es gibt Ecken = von P, in denen
mehr als dim(P) Facetten zusammentreffen. Dann bestimmen je dim(P) der die-
se Facetten definierenden Ungleichungen eine Basis von A, die = als zugehorige
Basislosung liefert.

9.2 Basisaustausch (Pivoting), Simplexkriterium

Da jede zuléssige Basis der Matrix A eine Ecke von P=(A, b) definiert, kann man
ein lineares Programm der Form (9.1) dadurch 16sen, dass man alle Basen von
A bestimmt — dies sind endlich viele —, den Zielfunktionswert der zugehorigen
Basislosung errechnet und die beste Losung auswihlt. Da eine (m, n)-Matrix bis
zu (:2) zuldssige Basen haben kann, ist dieses Verfahren aufgrund des gewaltigen
Rechenaufwandes (in jedem Schritt Bestimmung einer inversen Matrix) so gut
wie undurchfiihrbar.

Man sollte also versuchen, z. B. ein Verfahren so zu entwerfen, dass man von einer
zulidssigen Basislosung ausgehend eine neue Basislosung bestimmt, die zuldssig
ist und einen besseren Zielfunktionswert hat. Ferner muss das Verfahren so ange-
legt sein, dass der Ubergang von einer Basis zur nichsten nicht allzuviel Rechen-
aufwand erfordert.

Im Prinzip kann man damit nicht gewdihrleisten, dass nicht alle Basen enume-
riert werden, aber aufgrund heuristischer Uberlegungen scheint ein solcher An-
satz, wenn er realisiert werden kann, besser als das obige Enumerationsverfahren
funktionieren zu konnen. Im weiteren werden wir zeigen, wie man einen Basis-
austausch, der von einer zulidssigen Basislosung zu einer besseren zulédssigen Ba-
sislosung mit relativ wenig Rechenaufwand fiihrt, durchfiihren kann.

(9.9) Satz. Gegeben sei ein Gleichungssystem Ay = b mit rang(A) = m, und
Ap sei eine Basis von A. Dann gilt

verfiillt Ay = b <= zerfiilltzp = Az'b — Az ' Ayay.
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Beweis: O.B.d. A.sei B=(1,...,m),d.h. A= (Ap, Ay),z = (:UB), dann
TN
gilt

Az =b < (AB,AN)<‘”B> =b = ABl(AB,AN)<xB> — A5

TN TN
e (I,Az'Ay) (9”3) = A7
TN
<— xp+ AglANIN = Aglb
= ap=AZ'b— A Ayay
0

Die obige Beziehung ist simpel, von rechentechnischer Bedeutung ist jedoch die
Tatsache, dass wir die Basisvariablen z;, j € B, in Abhiingigkeit von den Nicht-
basisvariablen darstellen konnen.

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie wir den Ubergang von einer Ecke zu einer an-
deren Ecke vollziehen konnen, d. h. wie wir aus einer Basis eine andere Basis ohne
viel Aufwand konstruieren konnen. Um dies rechentechnisch exakt vorfiihren zu
konnen, miissen wir die Indexmengen B, N wie in (9.3) (b) angegeben als Vekto-
ren auffassen.

(9.10) Satz (Basisaustausch, Pivotoperation). Gegeben sei ein Gleichungssystem
Ay = b mit rang(A) = m. B = (p1,...,pm) und N = (q1,...,¢n_m) Seien
Spaltenindexvektoren von A wie in (9.3) (b) festgelegt, so dass Ap eine Basis von
A ist. Wir setzen

A = AE;IAN = (Qrs) 1<r<m
_ 1<s<n—m
b = Aglb c K™,

Ista,s # 0, soist Ag: mit B' := (p1,...,pr—1,qs, Pri1, - - - , Pm) €ine Basis von
A. Ferner gilt:
Ay = EAG,

wobei E eine sogenannte (m, m)-Elementarmatrix ist, die wie folgt definiert ist:
1 7]1

177r71
E = Ny
Mry1l

M 1
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Dabei ist die r-te Spalte von E der Vektor n = (m1,...,nmm)" (genannt Eta-
Spalte) gegeben durch

[y

777‘ T ]

n =2 ge{l,...,m}\{r}.

rs

Il

8l

Das Element a,.; hei3t Pivot-Element.

Sind z, «' die zu Ap, A’y gehorigen Basislosungen, so gilt:

T, = b — %57“ =E.b=Fixp, 1<i<m, i#r (neueBasisvariable)
‘ a"]"S
T, = —b, (= E..b, = E,.xp) (neueBasisvariable)
v = 0 andernfalls (neueNichtbasisvariable).

Beweis : Es seien

d:=A,, di=Ag'd=A, F = Az Ap.

s

Ap erhilt man aus Ap dadurch, dass die r-te Spalte A.,,. von Ap durch d ersetzt
wird. F ist daher eine (m, m)-Elementarmatrix, deren r-te Spalte der Vektor d ist.
Offenbar gilt daher

1 dy 1 m
1 C_erl 1777‘—1
F-E = Er Ty =1,
dryr 1 My 1
d,, 1 N 1

daraus folgt £ = F~! (d, # 0 war vorausgesetzt). Da F' und Ap invertierbar
sind, ergibt sich aus Ap = ApF sofort Ayl = F71AL' = EAZ'. Die iibrigen
Formeln ergeben sich durch einfache Rechnung. U

Bei dem in Satz (9.10) beschriebenen Basisaustausch wird also von einer Basis
zu einer anderen Basis iibergegangen, indem eine Nichtbasisvariable x,, und eine
Basisvariable z,, gesucht werden, so dass @,; # 0 gilt. Wenn diese Bedingung
erfiillt ist, kann die Nichtbasisvariable x,, zu einer Basisvariablen gemacht wer-
den, wobei z,, nichtbasisch wird. Alle iibrigen Basisvariablen bleiben erhalten.
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(9.11) Beispiel. Wir betrachten das Gleichungssystem Ay = b gegeben durch

3 11 11

1 0o 2 -3 4 ¥ U .

o 1 0 0 3 0 2 9

A= b=

o 0 -1 L 2 -3 1 —1
2 2 2

o o o & 1 -1t -1 :
2 2 2

Es seien B = (1,2,3,4), N = (5,6, 7), dann ist A eine Basis von A, und es gilt

1 0 2 1 1 2 4
4]0 1 0 0 — . | 3 0 2
Ap = 0O 0 —1 1] A=Ap Ay = -1 1 0
0O 0 0 2 2 —1 -1

Die zugehorige Basislosung ist 25 = (1,2,3,4), 2§, = (0,0,0), d. h. 27 =
(1,2,3,4,0,0,0).

Das Element @»3 = 2 ist von Null verschieden. Wir kénnen es also als Pivotele-
ment @, (r = 2, s = 3) wihlen. Daraus ergibt sich:

B =(1,7,3,4), N' = (5,6,2)

1 -2 0 0 1 -2 2 1

(o 3 0o o0 4 41 |0 32 0 o0

E=1lo 0 1 o] P =d=|g ¢ 1 1

0o 1 o0 1 0o L o0 2

und

1 -2 0 0 -5 2 0 -5 2 =2
Sy g1, 02 0 0 2 0 1| & | 2 0 1
ApA=FEAgA=1y 6 1 o -1 1 o7 |=1 1 0
o 3 0 1 I -1 0 I -1 3

Die zugehorige Basislosung ist xg, =(-3,1,3,5), x%, = (0,0,0), daraus ergibt
sich 27 = (-3,0,3,5,0,0,1).

U

(9.12) Bemerkung. Die neue Basisinverse Al},l kann also wegen Ag} = EAG
leicht aus A" berechnet werden. Tatséchlich ist jedoch dieses “Pivoting” der nu-
merisch aufwendigste und schwierigste Schritt im Simplexverfahren. Es gibt hier
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zahllose “Update”-Varianten, von denen wir einige (Produktform der Inversen,
LU-Dekomposition, Cholesky-Zerlegung) spiiter bzw. in den Ubungen noch kurz
besprechen wollen, durch die eine schnelle und numerisch stabile Berechnung
von A/ erreicht werden soll. Insbesondere fiir groBe und diinn besetzte Matri-
zen (n,m > 100000) (large-scale-linear-programming) gibt es spezielle Techni-
ken. U

Die dquivalente Darstellung des Gleichungssystems Az = b in Bemerkung (9.9)
gibt uns ebenso die Moglichkeit, die Kosten auf einfache Weise iiber die Nichtba-
sisvariablen zu berechnen, woraus sich ein sehr einfaches Optimalititskriterium
gewinnen lasst.

(9.13) Satz. Gegeben sei ein lineares Programm in Standardform (9.1), und Ag
sei eine Basis von A.

(a) Fiir den Zielfunktionswert ¢’z vonx € P=(A,b) gilt

cl'w = chAZb + (ciy — ch A An) 2.
Der Term ¢ = ¢ — ¢cE AL Ax heiBt reduzierte Kosten (von z), die
Komponenten ¢; von ¢ heien reduzierte Kostenkoeffizienten.

(b) (Simplexkriterium)
Ist Ap eine zulissige Basis und sind die reduzierten Kosten nicht-positiv,
d. h.

T _ T _ T s-1
¢ =cy—cgAg An <0,

dann ist die zugehorige Basislosung x mit vz = AZ'b, v = 0 optimal fiir
(9.1).

(c) Ist Ap eine zulissige Basis, und ist die zugehorige Basislosung nichtdege-
neriert und optimal, dann giltc < 0.

Beweis :

(a) Nach (9.9) gilt Az = b <= x5 = AR'b — A5' Ayxy und damit gilt

e =cLap+ oy =cL(AZ'0 — A Ayan) + chan
= cEAZb + (& — A Ay)zy.
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(b) Seiy € P=(A,b) beliebig. Wenn wir zeigen konnen, dass ¢’z > cTy gilt,
sind wir fertig.

'y =chAZ'b+ & yy < chAR'D =chap =clx.

<0 >0

(c) Sei die Basislosung = mit g = Aglb, xny = 0 optimal. Dann gilt fiir alle
y € P=(Ab):

e >cly — chEglb +clxn chAglb +elyn
= 0> yn .
Angenommen die i-te Komponente ¢; von ¢’ wire groBer als Null. Nach Voraus-
setzung ist x nichtdegeneriert, also Aglb > 0. Sei e; der i-te Einheitsvektor in
K™=™, dann gibt es somit ein A > 0 mit

Aélb Z AélAN)\ei.

Der Vektor 2> mit 23y = AZ'b — AZ'Ande;, oy = e, ist somit ein fiir (9.1)
zuldssiger Vektor, und es gilt

e chl}lb +2'Ne; = cTx + X > .

Widerspruch! U

Aus Satz (9.10) wissen wir, wie ein Basis- bzw. Eckenaustausch vorgenommen
werden kann, Satz (9.13) besagt, unter welchen Umstédnden wir eine zulédssige Ba-
sis verbessern konnen, bzw. wann sie optimal ist. Setzen wir diese Informationen
zusammen, so gilt:

(9.14) Satz (Basisverbesserung). Gegeben sei ein lineares Programm in Stan-
dardform (9.1). Sei Ap eine zulissige Basis mit Basislosung . Sei A = A;A N>
b= Ag'b, undc’ = ¢k — cL Azt Ay seien die reduzierten Kosten. Sei g, € N ein
Index mit ¢, > 0, dann gilt

(a) Ist A., < 0, dann ist "z auf P=(A, b) unbeschriinkt.

(b) Ist A., £ 0, dann setzen wir

bi
Ao = min{_— li=1,...,m,a; > 0},

Ais
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und wiéhlen einen Index

re{z’e{l, m}|5—= }

Dann ist A mit B' = (p1,...,pr—1,4s,Drs1, - - - , Pm) €ine zuldssige Basis
mit Basislosung 2, so dass c'x' > ¢!z gilt.

(c) Gelten die Voraussetzungen von (b), und ist Ag nichtdegeneriert, dann gilt
cl'a’ > clz.

Beweis : (a) Nach (9.9) gilt: y € P=(A,b) <= yp = Az'b— Az ' Ayyy >0
und yx > 0. Fiir beliebiges A > 0 ist daher der Vektor y* € K® mit 5 := Ae, und
yy = Ag'b— Ayy = A5'b— AA.  wegen e, > Ound A5'b — NA, > A6 >0
in P=(A,b). Dacly* = cLAG'b+eyn = L AL b+ \é, mit ) iiber alle Schranken
wichst, ist ¢”z auf P=(A, b) unbeschrinkt.

(b) Wihlen wir 7 und s wie im Satz angegeben, so ist a,; > 0. Nach Satz (9.10)

istdann B = (p1,...,Dr—1,4s, Pri1, - - -, Pm) €ine Basis mit Basislosung x’/, wo-
bei
_ . B ,
, - b, _ | > b — —a;, falls @ >0,i#7r (Wahlvon \!),
r, = b — — s s
s Z bi, falls Uis S 07
b,
z, = 0 " andernfalls.

Also ist 2’ eine zuldssige Basislosung.

Wir zeigen nun ¢’ 2’ > ¢! x. Zunichst gilt fiir den in Satz (9.10) definierten Vektor
n:

C

T S

CB/T] — Cp,,. = = > 0,
TS

denn
— _ 1 T A _ m —
0<t =(ch—CcLAZ AN)s =g — CEAs = coo — D it Cpillis

= (cq, — Zi;&r Cpiis) — Cp,Trs = 67'8(02/77 —¢p,)s
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und aus @, > 0 folgt nun die Behauptung. Somit gilt:
_1, (9.10 _
e’ =chaly =ch AL (0.1 cEEAGD =L BExp =
— T
= Zi;ér Cp;Tp; + CpMTp,
= cprp + (Cpm — ¢, )T,
T

cha:B:c x.

Hieraus folgt (b).

(c) Ist x nichtdegeneriert, so gilt z,,. > 0, und somit ist die letzte Ungleichung
in der obigen Abschitzung strikt. Daraus ergibt sich (c). U

Der obige Beweis macht den geometrischen Inhalt des Satzes (9.14) nicht deut-
lich. Dem Leser wird dringend empfohlen, sich zu iiberlegen, welche geometri-
sche Bedeutung der Parameter )\ in (b) hat und welche Beziehung A., im Falle
A., < 0 zum Rezessionskegel von P=(A, b) hat.

9.3 Das Simplexverfahren

Die Grundidee des Simplexverfahrens haben wir schon erldutert, sie kann kurz
wie folgt beschrieben werden:

— Finde eine zuldssige Basis Ap.

— Konstruiere aus Ap eine zuldssige Basis Ap/, so dass die zuldssige Ba-
sislosung von Ap: besser als die von Ap ist.

— Gibt es keine bessere Basislosung, so ist die letzte optimal.

Die vorhergehenden Sitze geben uns nun die Moglichkeit, die oben informell
beschriebene Idee, analytisch darzustellen und algorithmisch zu realisieren. Die
Grundversion des Simplexverfahrens lautet dann wie folgt:

(9.15) Grundversion des Simplexverfahrens.

Input: A e Kmn) e K™, ¢ € K™
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Output:

Eine optimale Losung x des linearen Programms

max cl
9.1) Alx =V
x>0,

falls eine solche existiert. Andernfalls stellt das Verfahren fest, dass (9.1) unbe-
schrankt ist oder keine zulédssige Losung besitzt.

Phase I: (Test auf Zuléssigkeit, Bestimmung einer zuldssigen Basislosung)

Bestimme ein Subsystem Az = b,x > 0 von A'x =/, > 0, sodass P=(A,b) =
P=(A",V) gilt und die Zusatzvoraussetzungen rang(A) = Zeilenzahl von A <
Spaltenzahl von A ertiillt sind (falls moglich). Sei rang(A) = m < n. Bestimme
weiterhin eine zuldssige Basis, d. h. finde B = (p1,...,pm) € {1,...,n}™, so
dass Ap eine zulissige Basis von A ist, und sei N = (q1, ..., qn_m) Wie liblich
definiert. Berechne

Agt

A = AG Ay,

b = AZ',

el =k — LA Ay,
co = chb.

Wie die gesamte Phase I durchgefiihrt wird und wie zu verfahren ist, wenn die
gewiinschten Resultate nicht erzielt werden konnen, wird in (9.24) angegeben. Im
weiteren gehen wir davon aus, dass Phase I erfolgreich war.

Phase II: (Optimierung)
(IL.1) (Optimalitatspriitung)

Gilte; < 0 firi = 1,...,n — m, so ist die gegenwirtige Basislosung optimal
(siehe (9.13) (b)). Gib_den Vektor x mit xtg = b, vty = 0 aus. Der Optimalwert
von (9.1) ist ' v = kb = ¢y. STOP!

Falls¢; > 0 fiireini € {1,...,n — m} gehe zu (IL.2).

(IL.2) (Bestimmung der Austausch- oder Pivotspalte)
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Wihle einen Index s € {1,...,n—m}, so dass ¢, > 0 gilt. (Zur konkreten Reali-
sierung dieser Auswahl, falls mehrere reduzierte Kostenkoeffizienten positiv sind,
gibt es sehr viele verschiedene Varianten, die wir in Abschnitt 10.2 besprechen
werden.)

(IL.3) (Priifung auf Beschriinktheit des Optimums)

Gilt A.; < 0, so ist das lineare Programm unbeschrinkt (siehe (9.14) (a)), STOP!
Fallsa;; > 0 fireini € {1,...,m}, gehe zu (IL4).

(IL.4) (Berechne)

b; .
Ag = min{_— | @5 > 0,1 = 1,...,m}
Qs

(IL5) (Bestimmung der Austausch- oder Pivotzeile)

Wihle einen Index r € {1,...,m}, so dass gilt
b,
2
aY‘S
(Hierzu gibt es verschiedene Moglichkeiten, die wir in 10.2 erldutern werden.)

(IL.6) (Pivotoperation, Basisaustausch)

Setze
B’ = (p17'-'apr—17q57p7"+17""pm)’

N’ = (q17--'aQS—lapWQS-‘rl?"an—m)?
Al = BAG (siehe (9.10)).

(IL.7) (Updating)

Berechne A, b, ¢, und cy neu!

(Hierzu gibt es viele numerische Varianten. Wir geben nachfolgend ein didaktisch
klares Verfahren an, das aber numerisch umstindlich und hochstens fiir Hand-
rechnung und kleine lineare Programme geeignet ist. Bessere Methoden werden
in den Ubungen besprochen.)
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(a) Neuberechnung von A:

_ 1
Setze a,s ;== —.
a’f‘S
Fiiri = 1,...,m, 1 # r fiihre aus

Eis = _Ersais-
Firj=1,...,n—m, j # s fiihre aus

ﬁrj = Ersam».
Firj=1,...,.n—m,j# s,undi = 1,...,m, ¢ # r fiihre aus

ai]’ = aij _

(b) Neuberechnung von b

= b
b, ;= —.
a’TS
Fiirt =1,...,m, i # r tiihre aus
= - s
bz = U = __br-
a”"S
(c¢) Neuberechnung von ¢ und cy.
Setze firj=1,...,n—m,j #s
= — arj_ = Es — B’r
Cji=Cj — —Cs, Cs5 1= ——=—, Cg = Cy+ Cs—.

TS rSs

(d) Setze A := A, b= b, := 2 und gehe zu (IL.1).

(9.16) Die Tableauform der Simplexmethode. Zur Veranschaulichung der Sim-
plexmethode (nicht zur Verwendung in kommerziellen Codes) benutzt man manch-
mal ein Tableau 7'. Das Tableau entspricht dem Gleichungssystem

()= ()
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bzw. bei gegebener Basis A von A und geeigneter Permutation der Spalten dem
System

T T A—1

A Ay I

= AG'

(@V) w —cLAG

B

0

(9.17) Definition. Ist max{c’z | Ax = b,x > 0} ein LP in Standardform und
ist Ap eine zuldssige Basis von A, so heiBt die (m + 1,n + 1)-Matrix

T (CT —cEAG A, —CEAE;II))
B AG'A, AG'b

ein Simplextableau zur Basis B mit Zeilen + = 0,1,...,m und Spalten j =
1,....n+ 1.

0

Da ein Simplextableau stets eine volle (m, m)-Einheitsmatrix enthilt, ist eine sol-
che Darstellung fiir den Rechner redundant. Zum Kennenlernen der Simplexme-
thode und zur Ubung der Rechentechnik ist sie allerdings sehr niitzlich.

(9.18) Update Formeln fiir ein Simplextableau. Sei 7z ein Simplextableau
zur Basis B. Ist q; € N, sodaB B" = (p1,...,Pr-1,0s, Pr41, - - - , Pm) Wieder eine
zuldssige Basis ist, so gelten ftiir das Simplextableau T’z folgende Transformati-
onsregeln

(TB’)Z'. = (TB)Z - Z_Z(TB>7’-7 fiiri = O, e,y 1 # r,

@ (To)r. = (),

ars

(b) Ty = E'-Tg
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1 0
1 7 o
E = 77;]71 77; = _(2E2w7 ? # r
- T ’ r 1
My 1 g ars
M 1

(Die Transformationsformeln (9.18) sind im wesentlichen die gleichen wie in Satz
(9.10), nur dass diesmal die Zielfunktion gleich mittransformiert wird.)

Beweis : Formel (a):

T — L AGIA, =B AL
w AB}A Al )

d. h. mit Satz (9.10) gilt (A5 = FAZ"):
7o ((€70) = cp E(AG A AR'D)
B — E .

Sei K :={1,...,m}. Aus (ITp )x. = E(Tp)k. ergeben sich die beiden unteren
Transformationsformeln in (a). Sei 2 € K™ und y = A"z, dann gilt

ChApz=chLEAR 2 = ch By = chy + (chm — ¢,)Yr

_S T S
(mit 77 aus Satz (9.10)). Mit (9.13) folgt nun ¢51 — ¢, = ~> = (_B)O . Also
a’T‘S a’T‘S

gilt:
(c7,0) — cL Agr (A, b) = (c7,0) — cEAZN (A b) — (Tg)ostrs (A5 (A, D)),
= (Tg)o. _ Ipos (T;),.

ars

Die Formeln (b) ergeben sich direkt aus (a). U

(9.19) Beispiel. Wir betrachten das lineare Programm

max i + 2z9

1 <4
2x1 + X9 <10
—T1 + X2 S 5)
X1, T2 > 0,

dessen Losungsmenge in Abbildung 9.4 graphisch dargestellt ist.
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Abb. 9.4

Wir fithren Schlupfvariablen x3, x4, x5 ein und transformieren unser LP in folgen-
de Form.

T
T2
max (1, 2,0,0,0) | x3
Ty
s

T
i) 4
T3 = 10
T4 5
Ts

N =
e )
S O =
O = O
_ o O

2;>0i=1,...,5

Die Matrix A des Gleichungssystems des transformierten Systems hat 3 Zeilen
und 5 Spalten und enthilt eine Einheitsmatrix. Folglich hat sie vollen Zeilenrang.

Daraus folgt, dass die Spalten 3, 4, 5 eine Basis von A definieren, und diese ist
zulidssig, da die zugehorige Basislosung z3 =4, 24 = 10, 25 =5, 21 = 0,29 =0
nichtnegativ ist. Diese Basislosung entspricht librigens der Ecke 1 = 0, x93 = 0
des urspriinglichen Problems. Wir stellen nun das zur Anfangsbasis gehorige Ta-
bleau auf und fiihren den Simplexalgorithmus durch. Die Anfangsbasis ist gege-
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ben durch B = (3,4, 5), und somit ist N = (1, 2).
1 2 3 4 5

12 0 0 0 0

Th - 3 1 0 1 0 0 4

4 2 1 0 1 0] 10

500 -1 0 0 1] 5

Urs = A3 = 1

Spaltenauswahl: Steilster Anstieg, d. h. der groBte reduzierte Kostenkoeffizient
wird gewihlt. Das Pivotelement ist: @,; = a3y = 1.

3 0 0 0 =2 =10

T 3 1 0 1 0 0
4 0 0 1 -1
2 -1 1 0 0 1

o 0 0 -1 -1 —15

. 3 0 0 1 -t 1 I

1 1 5

1 2 20

Das Tableau 75 ist optimal. Die optimale Losung ist (%, %, %,

__ 20
.1'2—?.

0,0), bzw. 1 = g

Wir sehen an diesem Beispiel, dass es ldstig ist, immer die Einheitsmatrix im Ta-
bleau mitzuschleppen. Wenn wir uns die gegenwiértigen Basis- und Nichtbasisva-
riablen geeignet (z. B. am Rand des Tableaus) merken, konnen wir die Einheits-
matrix weglassen. Ein derartiges Tableau nennt man verkiirztes Tableau. Wir
schreiben die vorhergehende Rechnung noch einmal in dieser verkiirzten Form

auf.
1 2
1 2 0
1 0 4
2 1| 10
-1 1 5
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1 5
3 -2 —10
1 0 4 3
3 -1 5 4
—1 1 5 2
4 5
-1 -1| -15
+ i %o
T
t 3 =,

Ein weiteres Beispiel soll zur Einiibung der Rechentechnik dienen.

(9.20) Beispiel. Wir betrachten das folgende lineare Programm.

max i + Ta — I3
3[L’1 - 21‘2 S 3
2$1 + x3 < 4
T+ 3x3 — 223 <6
T1,T2,T3 >0

Wir fiihren Schlupfvariablen ein und erhalten das folgende zulidssige Anfangsta-
bleau.

1 1 -1 0 0 0] 0
Ty 4 -2 0 1 0 0] 3 s=1
5.2 0 1 0 1 0f 4 r=1
6 1 3 -2 0 0 1] 6
0o 2 -1 -1 0 0 -1
7. o1 1 =2 0o L1 oo o 1 5=2
4 2
50 4 1 =2 1 0 2 r=3
6 0 -2 -1 0 1] 5

—
(98]
9
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00 oh0 i ow
T, : I 1 0 -+ = 0 & =
5 0 0 3 = 1 —-F 2
2 01 —-&% =& 0 < 2
Als Optimalldsung ergibt sich somit: z; = 2, z, = 2, 23 = 0, mit 'z =
36 0

11°

Uber die Grundversion der Simplexmethode konnen wir die folgende Aussage
machen.

(9.21) Satz. Sei (9.1) ein lineares Programm, so dass P=(A,b) # () und alle
zuldssigen Basislosungen nicht entartet sind. Dann findet die Grundversion des
Simplexalgorithmus (d. h. alle Schritte, bei denen eine nicht spezifizierte Auswahl
besteht, werden in irgendeiner beliebigen Form ausgefiihrt) nach endlich vielen
Schritten eine optimale Ldsung oder stellt fest, dass das Problem unbeschrinkt
ist.

Beweis : Bei jedem Durchlauf des Simplexalgorithmus wird eine neue Basis er-
zeugt. Da jede Basislosung nicht entartet ist, hat die neue Basislosung nach (9.14)
(c) einen strikt besseren Zielfunktionswert. Ist Ag,, ..., Ap,, ... die Folge der mit
dem Simplexalgorithmus generierten Basen, dann folgt daraus, dass keine Basis
mehrfach in dieser Folge auftreten kann. Da die Anzahl der verschiedenen Ba-
sen von A endlich ist, ist die Folge der Basen endlich. Ist Ap, die letzte erzeugte
Basis, so ist sie entweder optimal oder in Schritt (I.3) wurde Unbeschrénktheit
festgestellt. U

Besitzt (9.1) degenerierte Ecken, so kann es sein, dass die Grundversion des Sim-
plexverfahrens irgendwann einmal nur noch zuldssige Basen erzeugt, die alle zu
derselben Ecke gehoren und bei der die gleichen Matrizen A immer wiederkehren.
Man sagt, das Verfahren kreist oder kreiselt. In der Tat sind Beispiele konstruiert
worden, bei denen dieses Phidnomen auftreten kann, siehe (9.22).

(9.22) Beispiel (Kreiseln). Gegeben sei das folgende LP:

max %xl — 18z9 — 3 — 14

%Il - 841’2 - 12$3 + 81‘4 S 0
%Il - 51‘2 — %l’g + %ZE4 S 0
X1 S 1

L1, Tg, X3, Ty Z 0
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Das verkiirzte Tableau zur Anfangsbasis B = (5, 6, 7) lautet:

1 2 3 4

4

18 -1 -1 0
2184 —12 8| 0 s
TR R
1 0 0 0| 1 7

Wir fiihren nun den Simplexalgorithmus aus. Die Pivotelemente sind in den Ta-
bleaus gekennzeichnet.

5 2 3 4 5 6 3 4
-3 3 -3/ 0 s —12 1 -1] 0

S 13 g ~% 105 ~15| 0

1 1 1 1 1 1 2
~16 iz 8l 0 ¢ —3 4 5 5| 0

5 105 15 5 25

5 6 1 4 5 6 1 2

7 1 3 1

I -33 — 210 & -5t —6] 0

5 1 1 2
~5 91 1 3]0 3 -6 -2 9] 0

1

1 3 _1 0 2 19 -1 3]0

0 0 1 0] 1 7 0 0 1 0] 1

3 6 1 2 3 4 1 2
-3 3 I =33/ 0 -1 -1 7 18] 0

4 -24 -2 36| 0 5 -12 8 & 841 0 5
2 S _15] 0 4 ~2 1 1 5l g

0 0 1 0|1 7 0 0 1 0 1 7
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Das letzte Tableau ist bis auf Spaltenvertauschung das gleiche wie das erste. Alle
Basen der oben generierten Folge gehoren zur Ecke 7 = (0,0,0,0) des Aus-
gangsproblems. Die bei der Berechnung des Beispiels benutzte Variante des Sim-
plexverfahrens wiirde also nicht nach endlich vielen Schritten abbrechen. U

Wie Satz (9.21) zeigt, funktioniert die Grundversion der Simplexmethode, gleich-
giiltig welche Arten von Auswahlregeln man in den Schritten (II.2) und (IL.5)
benutzt, wenn alle Basislosungen nicht entartet sind. Es ist daher sinnvoll zu
fragen, ob man nicht das Ausgangsproblem so modifizieren (storen) kann, dass
das neue Problem nicht entartet ist. Dass dies geht, zeigt der folgende Satz. Wie
iiblich bezeichnen wir das LP max{c’z | Az = b,z > 0} mit (9.1). Sei fiir ein
el = (e1,...,6n),e>0

max ¢! x
Ax = b+ Ae
z > 0.

(9.23) Satz (Perturbationsmethode).

(a) Das lineare Programm (9.1) ist genau dann I0sbar, wenn das LP (9.1¢)
16sbar ist fiir jedes € > 0.

(b) Es gibt ein €y > 0 derart, dass fiir alle 0 < € < ¢ jede zuléssige Basis von
(9.1¢) zum einen eine nichtdegenerierte Basislosung von (9.1¢) bestimmt
und zum anderen eine zulissige Basis von (9.1) ist. Ferner bestimmt die
zu einer optimalen Basislosung von (9.1¢) gehorige Basis eine optimale
Basislosung von (9.1).

Beweis : P. Kall, “Mathematische Methoden des Operations Research”, Teubner
Studienbiicher, Stuttgart, 1976, S. 52-53. U

Aufgrund von Satz (9.23) konnte also jedes LP durch Stérung in ein nichtentar-
tetes LP umgewandelt werden, und damit wire die Konvergenz der Grundversion
des Simplexalgorithmus gewihrleistet. In der Praxis wird diese Methode jedoch
kaum angewendet, da das ¢( nicht einfach zu bestimmen ist und der Ansatz mit
irgendeiner Zahl € > 0 nicht zum Ziele fithren muss. Ferner konnten durch eine
geringe Storung des Problems durch Rundungsfehler numerische Schwierigkeiten
auftreten, deren Auswirkungen nicht immer abschitzbar sind.

Wir werden im néchsten Kapitel andere Methoden zur Vermeidung des Kreisens
kennenlernen. In der Praxis werden diese hiufig jedoch gar nicht implementiert,

138



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

da bei praktischen Problemen trotz gelegentlicher Degeneration ein Kreisen sehr
selten beobachtet wurde. Einer der Griinde dafiir diirfte darin zu sehen sein, dass
der Computer durch seine begrenzte Rechengenauigkeit sozusagen von allein eine
Storungsmethode durchfiihrt. So wird bei jedem Auf- oder Abrunden eine kleine
Anderung des vorliegenden Programms vorgenommen, die sich positiv auf die
Konvergenzeigenschaften des Simplexverfahrens auswirkt.

9.4 Die Phasel

Zur vollstindigen Beschreibung der Grundversion der Simplexmethode fehlt noch
eine Darstellung der Phase I von (9.15). Diese wollen wir nun nachholen. Ist das
Ungleichungssystem Az = b, z > 0 gegeben, so konnen wir stets 0. B.d. A.b > 0
annehmen, denn Multiplikation einer Gleichung mit —1 verindert das Polyeder
nicht.

(9.24) Phase I des Simplexverfahrens.
Input: A e K™ bhe K™ mith> 0.

Output:

(a) P=(A,b) = 0 oder
(b) P=(A,b) = {z} oder

(c) Ausgabe von I C {1,...,m} und B = (py,...,px) mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) Mit A’ := A,V := by gilt P=(A",V) # 0, rang(A') = |I| = k,
k <nund P=(A, V) = P=(A,b).

(2) A’y ist eine zulissige Basis von A'.

Wir formulieren zunichst ein lineares “Hilfsprogramm”. Sei D := (A, ) und
betrachte das LP:

max 17 Ax
(9.25) D (z) —b

T,y >0
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wobei 7 = (x1,...,2,), YT = (Yns1s- - Ynsm) gesetzt wird. (9.25) erfiillt die
Zusatzvoraussetzungen (9.2) (a), (b), (¢),und mit B = (n+1,...,n+m)ist Dp
eine zuldssige Basis mit zugehoriger Basislosung z = 0, y = b. Es gilt offenbar

D(""’) ) Az +y =b

Yy
z,y 20 Y ZO

daraus folgt 17 Az = 17b — 17y, d. h. (9.25) ist dquivalent zu max{17b — 17y |
Ax+y =0, x,y > 0} bzw. zu

170 — min 17y
(9.26) Ar +y = b
x,y > 0.

(9.26) bzw. (9.25) besagen also, dass die kiinstlich eingefiihrten Variablen méglichst
klein gewihlt werden sollen.

(I.1) Wende die Grundversion (9.15) des Simplexverfahrens auf (9.25) an. Die
Matrix D hat vollen Zeilenrang und weniger Zeilen als Spalten, B = (n +
1,...,n + m) definiert eine zulissige Basis, zu der die Matrix A und die
Vektoren b, ¢ und ¢, trivial zu berechnen sind. Wir kénnen also direkt mit
diesen Daten mit Phase II beginnen.

Das LP (9.26) ist offenbar durch 1706 — 0 = 176 nach oben beschrinkt, also ist
(9.25) durch 17y nach oben beschriinkt. Der Dualititssatz impliziert, dass (9.25)
eine optimale Losung besitzt. Somit endet das Simplexverfahren mit einer optima-
len Basis D und zugehoriger Basislosung z = ("’y“”) Wir werden nun die optimale
Losung bzw. die optimale Basis analysieren, um aus Eigenschaften der Losung
bzw. Basis die Schlussfolgerungen (a), (b) oder (c) ziehen zu konnen.

(I.2) Falls 17 Az < 17b, so wird das Minimum in (9.26) nicht in y = 0 ange-
nommen. Hieraus folgt offenbar, dass P=(A,b) = () gilt, und wir kénnen
das Verfahren mit Antwort (a) beenden, STOP!

Die folgenden Schritte behandeln den Fall 17 Az = 170. D. h. es gilt 17 Az =
170—1Ty = 1Tb bzw. 1Ty = 0. Somit gilt y = 0, und x ist zulissig bzgl. Az = b,
2 > 0. Wir miissen nun noch evtl. Zeilen von A streichen, um die Rangbedingung
zu erfiillen.
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(I.3) FallsBN{n+1,...,n+m} = 0, so befinden sich in der optimalen Basis
keine kiinstlichen Variablen, d. h. es gilt Dg = Ag. Da Dg = Ap reguliar
ist, gilt rang(A) = m.

Falls N N {1,...,n} = (), so sind alle Nichtbasisvariablen kiinstliche Variablen,
und wir haben m = n. Dann gilt v = A™'b und P=(A,b) = {z}. In diesem
Falle konnen wir das Verfahren beenden mit Antwort (b), STOP! Der Vektor x
ist die Optimallosung eines jeden LP iiber P=(A,b). Andernfalls ist m < n und
Ap ein zuldssige Basis von A. Wir setzen I = M und schlieBen das Verfahren
mit Antwort (c) ab, STOP! Die beiden abschlieenden Schritte sind fiir den Fall

vorgesehen, dass sich noch kiinstliche Variablen in der Basis befinden, d. h. falls
Bn{n+1,...,n+m} # (. Wir versuchen zunichst, diese kiinstlichen Variablen
aus der Basis zu entfernen. Da alle kiinstlichen Variablen y,,1, ..., ¥ntm Null
sind, ist die Basislosung z = (2, 2v), zp = D3'b degeneriert. Sei 0. B. d. A.

T __
g = (ypu'"7ypzvmpt+17""xpm)v

dh BNn{n+1,...,n+m} = {p1,...,p:}. Wenn wir also kiinstliche Va-
riablen aus der Basis entfernen wollen, miissen wir priifen, ob wir sie aus der
Basis “hinauspivotisieren” konnen, d. h. ob in den Zeilen D;. (i = 1,...,t)
(D = (d,s) = Dz'Dy) von Null verschiedene Pivotelemente vorhanden sind.
Da wir ja nur Nichtbasisvariable gegen degenerierte Basisvariable austauschen,
also Nullen gegen Nullen tauschen, konnen wir auch Pivotoperationen auf negati-
ven Elementen zulassen.

(I4) Fallsesr € {1,...,t} unds € {1,...,n} gibt, so dass z,, keine kiinstliche
Variable ist und d,.; # 0 gilt, dann

fiihre eine Pivotoperation mit dem Pivotelement d,., entsprechend Satz (9.10)
durch. Wir erhalten dadurch eine neue Basis D g, mit einer kiinstlichen Va-
riablen weniger, setzen B := B’ und gehen zu (1.3).

(L5) Fallsd;; =0Vi€ {1,...,t} Vs € {1,...,n}, fiir die z,, keine kiinstliche

Variable ist, dann hat das Gleichungssystem zp = D3'b — D5'Dyzy bis
auf Permutationen der Zeilen und Spalten folgende Form:
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und

pr+1 (Q:N)

: = * — * *
YN

Zpm
Mitys = (Zp, - 2p,)s TB = (Zpgars -+ > Zpm)s 2N = (TN, YN))-
Setzen wir also die kiinstlichen Variablen Null, so ist der obere Teil des
Gleichungssystems

yp =0 —0xn

unabhingig von der Belegung von xzy stets erfiillt, d. h. wir kénnen al-
le Zeilen D;., ..., D,. streichen. Ist I = {t + 1,...,m} und J = {j €
{1,...,n} | 2, ist keine kiinstliche Variable } so gilt

rp — (Délb)[ —E]J.CEN

und B = (pi11, - - -, Pm) ist eine zuldssige Basis von A’ := A;. mitrang(A’) =
k:=m—t.

Ist k = n, so gilt wieder P=(A,b) = {x}, und wir enden mit Antwort
(b) andernfalls gilt k < n und wir beenden das Verfahren mit Antwort (c),
STOP!

0

Die Korrektheit des Phase I-Verfahrens (9.24) ist aufgrund der oben gemachten
Bemerkungen offensichtlich. (9.24) zeigt auch, dass man bei der Losung von li-
nearen Programmen im wesentlichen mit der Grundversion des Simplexalgorith-
mus zur Losung von Phase Il auskommit. Es ist lediglich zusétzlich etwas Buchhal-
tung (Einfiihrung kiinstlicher Variablen, Streichen von Spalten und Zeilen) zusétz-
lich durchzufiihren. Auerdem sind u. U. im Schritt (I1.4) Pivotoperationen auf ne-
gativen Pivotelementen erforderlich. Die Pivotformeln dndern sich dadurch aber
nicht.

(9.27) Bemerkung. Liegen Probleme mit nicht vorzeichenbeschrinkten Varia-
blen vor, so wendet man die Transformationsregeln (2.4) aus Kapitel 2 an, um das
Problem in ein LP mit vorzeichenbeschrinkten Variablen zu transformieren.

0

Zur Auffindung einer Anfangslosung gibt es noch andere Varianten (z. B. die M-
Methode), jedoch wird in kommerziellen Codes meist die Zweiphasenmethode
verwendet.
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(9.28) Beispiel (fiir Phase I+II). Gegeben sei das folgende lineare Programm in
Standardform

maxx, — Tg + 213

201 — 39+ 13 = 3
—r1+2r94+ 23 = —1
3r1 — Do = 4

r1,To,x3 > 0

Durch Multiplikation der zweiten Zeile mit —1 machen wir die rechten Seiten
nichtnegativ. Es gilt dann 174 = (6, —10,0), 17b = 8. Wir stellen nun unser
Simplextableau auf, wobei wir kiinstliche Variablen s1, ss, s3 einfiihren. Wir fiigen
dem Simplextableau eine neue oberste Zeile fiir die kiinstliche Zielfunktion hinzu.

T To r3 S1 S22 83
6 —10 0 0 0 0| 0 <« Kkinstliche Zielfunktion
1 —1 2 0 0 0| 0 < akt Zielfunktion
T S1 2 -3 1 1 0 0| 3
52 2 -1 0 1 0|1
S3 3 -5 o 0 0 1| 4
0 2 6 0 —6 0] —6
0 1 3 0 -1 0] -1
T, s 0 1 1 -2 0| 1
Ty 1 -2 =1 0 10 1
S3 0 1 3 0 -3 1 1
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X1 To I3 S1 So  S3

0 0o 0 -2 -2 0| -8

0 0 0 -1 1 0] -2

Ty : x5 0 ;1 5 -2 0] 3
T L I

s3 0 0o 0 -1 -1 1] 0

Das Tableau 75 ist optimal beziiglich der kiinstlichen Zielfunktion. Es gilt

OTAz = OTb. BN {n+1,....,n+m} = {n+3} = {p3} # 0 (d. h. s3
ist in der Basis). Schritt (I.4) wird nicht ausgefiihrt, da dss = 0, also diirfen wir
entsprechend (I.5) die letzte Zeile und die Spalten 4, 5 und 6 streichen. Dies ergibt
das folgende zulédssige Tableau fiir das urspriingliche Problem

T T T3
0 0 0\ —2
z3 0 s 1| 3
T 1 =2 0| 3

Dieses Tableau ist optimal beziiglich der urspriinglichen Zielfunktion. x; = %,
— 1 7. _
xg—O,mg—g,c r =2
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Kapitel 10

Varianten der Simplex-Methode

Nachdem wir nun wissen, wie der Simplexalgorithmus im Prinzip funktioniert,
wollen wir uns in diesem Kapitel iiberlegen, wie die noch offen gelassenen Schrit-
te am besten ausgefiihrt und wie die verschiedenen Updates numerisch giinstig
implementiert werden konnen.

10.1 Der revidierte Simplexalgorithmus

Betrachtet man die Grundversion des Simplexalgorithmus (9.15), so stellt man
fest, dass wihrend einer Iteration i. a. nicht simtliche Spalten der Matrix A bendtigt
werden. Der revidierte Simplexalgorithmus nutzt diese Tatsache aus, indem er
stets nur solche Spalten von A berechnet, die im jeweiligen Schritt benotigt wer-
den.

Alle numerischen Implementationen des Simplexverfahrens benutzen als Grund-
geriist den revidierten Simplexalgorithmus. Wir wollen deshalb im folgenden den
revidierten Simplexalgorithmus in Unterprogramme (Subroutines) zerlegen und
spiter zeigen, wie diese Subroutines bei den jeweiligen numerischen Implemen-
tationsvarianten realisiert werden. Wir gehen immer davon aus, dass wir ein LP in
Standardform (9.1) vorliegen haben. Alle Bezeichnungen werden, wie in Kapitel
9 festgelegt, verwendet.

gl().l) Algorithmus (Revidierter Simplexalgorithmus). Gegeben seien: A, A},
b, cund B.

(1) BTRAN (Backward Transformation)
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(2)

1)

C))

C))

C))

Berechnet: 77 := c§ A' (Schattenpreise)

PRICE (Pivotspaltenauswahl)
T

Berechnet die reduzierten Kostenkoeffizienten: ¢; := (cX); — n' Ane;, fiir
7 =1,...,n — m und wéhlt einen Index s mitc, > 0.

FTRAN (Forward Transformation)
Aktualisiert die Pivotspalte:

d:=Azld=AZ'A,,.

CHUZR (Pivotzeilenauswahl)
Berechnet: \y = min{% | d; >0, i = 1,...,m} und wihlt einen Index
refie{l,...om}| L=\

WRETA (Updating der Basis)

Entterne das r-te Element von B und ersetze es durch q,. Der neue Spalten-
indexvektor heile B’.

Berechnet: Ayl b= Ap'b.
Abbruchkriterium wie iiblich (siehe Schritt (II.1) von (9.15)).
U

Wir werden spiter und in den Ubungen auf numerische Tricks zur Imple-
mentation der Updates eingehen. Es seien hier jedoch bereits einige Vorteile
der revidierten Simplexmethode festgehalten:

Wesentlich weniger Rechenaufwand, speziell bei Programmen mit erheb-
lich mehr Variablen als Gleichungen.

Die Ausgangsmatrix A kann auf externem Speicher bzw. bei diinn besetzten
Matrizen durch spezielle Speichertechniken gehalten werden. Spalten von
A werden je nach Bedarf generiert. (Sparse-Matrix-Techniques).

Die Kontrolle iiber die Rechengenauigkeit ist besser. Insbesondere kann bei
Bedarf mit Hilfe eines Inversionsunterprogramms A5' neu berechnet wer-
den.

Es gibt besondere Speichertechniken, die eine explizite Speicherung von
A" vermeiden. Man merkt sich lediglich die Etavektoren und berechnet
dann iiber die Formel aus (9.10) aus der ersten Basisinversen durch Links-
multiplikation mit den Elementarmatrizen die gegenwirtige Basisinverse.
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10.2 Spalten- und Zeilenauswahlregeln

Wir wollen uns nun damit beschéftigen, wie die noch unspezifizierten Schritte des
Simplexverfahrens “verniinftig” ausgefiihrt werden konnen.

(10.2) Varianten der PRICE-Routine (10.1) (2). Sei S := {j € {1,...,n} |
¢; > 0} # (. Folgende Regeln sind in der Literatur eingehend diskutiert worden
und werden bei schlichten Implementationen des Simplexverfahrens angewendet.

(1) Kleinster-Index-Regel: Wihle s = min{j € S}

(2) Kleinster-Variablenindex-Regel: Wihle s € S, so dass

¢s =min{g; € N | j € S}.
(3) Steilster-Anstieg-Regel: Wihle s € S, so dass ¢; = max{¢; | j € S}.
(4) GroBter-Fortschritt-Regel: Berechne fiir jedes j € S zuniéchst

)\é = H’lln{ab—I @jj > 0,2=1,... ,m} und g; = E])\%

Wihle s € S, sodass g, = max{g; | j € S}

(5) Varianten von (4): Es gibt unzihlige Varianten von (4), einige davon sind
beschrieben in:

D. Goldfarb, J. K. Reid: “A practicable steepest-edge simplex algorithm”,
Mathematical Programming 12 (1977), 361-371.

P. M. S. Harris: “Pivot selection methods for the Devex LP code”, Mathe-
matical Programming 5 (1973), 1-28.

H. Crowder, J. M. Hattingh: “Partially normalized pivot selection in linear
programming”’, Math. Progr. Study 4 (1975), 12-25.

Die Regel (10.2) (1) ist die rechentechnisch einfachste. Man durchlduft den Vek-
tor ¢, sobald ein Index s mit ¢, > 0 gefunden ist, hort man auf und geht zum
nichsten Schritt. Die reduzierten Kosten miissen also nicht alle berechnet werden.
Dadurch wird viel Aufwand gespart, aber aufgrund der simplen Wahl von s ist die
Gesamtzahl der Pivotoperationen im Vergleich zu anderen Regeln recht hoch.

Ahnliches gilt fiir Regel (2). Hier miissen jedoch alle reduzierten Kostenkoeffizi-
enten berechnet werden. Diese Regel ist jedoch aus einem theoretischen Grund,
der noch diskutiert werden soll, interessant.
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Die Regel (3) ist die Regel, die bei einfachen Implementationen (keine sophistifi-
zierten Tricks) am hédufigsten verwendet wird und bei Problemen bis zu mittleren
GroBenordnungen (jeweils bis zu 500 Variablen und Zeilen) recht gute Ergebnisse
zeigt. Thr liegt die Idee zu Grunde, dass diejenige Variable in die Basis genommen
werden sollte, die pro Einheit den groften Zuwachs in der Zielfunktion bringt.

Es kann natiirlich sein, dass die Nichtbasisvariable mit dem grof3ten Zuwachs pro
Einheit nur um sehr wenige Einheiten erhoht werden kann und dass ein Wechsel
zu einer anderen Basis einen wesentlich groeren Gesamtfortschritt bringt. Hier-
zu ist Regel (4) geschaffen. Bei ihr wird fiir jeden moglichen Basiswechsel der
tatsdchliche Zuwachs g; der Zielfunktion berechnet, und es wird der Basiswechsel
vorgenommen, der den insgesamt groflten Fortschritt bringt. Diese Verbesserung
wird natiirlich durch einen erheblichen rechnerischen Mehraufwand erkauft, bei
dem es fraglich ist, ob er sich lohnt.

Aufgrund von Erfahrungen in der Praxis kann gesagt werden, dass sich die trivia-
len Regeln (1), (2) und (3) fiir kleinere bis mittlere Problemgro3en bewihrt haben,
jedoch fiir groBe LPs, Modifizierungen von (10.2) (4), wie sie in den Literaturan-
gaben beschrieben sind, benutzt werden. Die trivialen Regeln fiihren im allgemei-
nen zu insgesamt mehr Pivotoperationen. Die komplizierten Regeln versuchen
die Anzahl der Pivotoperationen minimal zu gestalten. Hierbei ist ein wesentlich
hoherer Rechenaufwand erforderlich (viele Spalten von A sind zu generieren und
fiir jede Spalte ist Ay zu berechnen), der bei kleineren Problemen durchaus einem
mehrfachen Basisaustausch entspricht und sich daher nicht auszahlt. Bei groflen
Problemen ist i. a. der Basiswechsel rechenaufwendiger als die komplizierte Aus-
wahl der Pivotspalte. Hier zahlt sich dann die sorgféltige Auswahl der Pivotspalte
bei der Gesamtrechenzeit aus.

Bei der Auswahl von Pivotzeilen gibt es nicht so viele interessante Regeln, aber
hier kann durch geschickte Wahl die Endlichkeit des Simplexverfahrens erzwun-
gen werden.

Im folgenden gehen wir davon aus, dass der Spaltenindex s durch eine Spaltenaus-

wahlregel (10.2) bestimmt wurde und setzen R := {i € {1 ...,m} | 2 = \}.
Wir treffen zunichst eine Definition.

(10.3) Definition. Ein Vektor 27 = (zy,...,z,) € K" heiBt lexikographisch
positiv (wir schreiben: x > 0), wenn die erste von Null verschiedene Komponente
positiv ist (d. h. ist i :== minsupp(z), dann ist x; > 0). Wir schreiben x > y, falls
x—y >0 gilt
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(10.4) Bemerkung. “>" definiert eine totale Ordnung im K". Wir schreiben x >~
y <= z >y V x = y und bezeichnen mit lex-min S das lexikographische
Minimum einer endlichen Menge S C K".

U
(10.5) 1. Lexikographische Zeilenauswahlregel. Wihle r € R so dass
%M(AE}A)T. = lex—min{aiis(AglA)i, | s >0, i€ {1,...,m}}.
U

Mit Regel (10.5) wird jedes Simplexverfahren unabhéngig von der Spaltenaus-
wahlregel endlich.

(10.6) (Endlichkeit des Simplexalgorithmus). Wird im Simplexverfahren die
1. Lexikographische Regel (10.5) verwendet, so endet der Algorithmus nach end-
lich vielen Schritten, gleichgiiltig, welche Spaltenauswahlregel verwendet wird.

Beweis : Wir zeigen zuerst:

(@ (A ). < (A5 AL Vi £

ars K]
das heif}t, das lexikographische Minimum wird eindeutig angenommen. Seien r
und 7’ Indizes mit

(%) Lz, = L aztay,

Ars Qg

(A5 A = (e A))

s (T A,.). Damit

r

und 0. B. d. A. sei A = (Ap, Ay). Dann gilt (A;'A),.
und (A5'A),. = (L, A,.) und () impliziert (eI, A,.)

folgt e, = Zr=¢ ., und somit r = r’. Also gilt (a).

Ayt g

Sei Ap nun eine zuldssige Basis von A (z. B. die Startbasis (evtl. auch die der
Phase 1)) und sei T’ das zugehorige Simplextableau (vgl. (9.16)). O. B. d. A. sei

T — 0 € —cL AL
I A AR
(evtl. ist eine Permutation der Spalten der Ausgangsmatrix notwendig). Sei B’ =
(pla <oy Pr—1,4s, Pr+1, - - - 7pm) Dann gllt

(b) (TB/)T‘- =0
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denn (7). > 0 und @,s > 0 (vgl. Formel (9.18) (a)). Da nach Voraussetzung
(Tg)i. = 0Vi=1,...,m,folgt

(c) (T = 0Vimita, <0
vgl. (9.18) (a).

Aus (a) folgt nun (7);. = 2=(Tg),. fir alle i # r mit a;s > 0, d. h.

Qrs

(d) (Tp)i. = 0Vimita; > 0.

Somit sind bei Anwendung der 1. Lexikographischen Regel stets alle Zeilen (Tg);.
(7 # 0) des Simplextableaus lexikographisch positiv, d. h. es gilt fiir 2 aufeinan-
derfolgende Basen B und B’ (vgl. (9.18) (a))

(Tg)o. — (TB)o. = — (723)08 (Tg),. <0,

a’!’S

denn (T),s > 0. Also sind alle Simplextableaus verschieden und da nur endlich
viele zuldssige Basislosungen und somit Simplextableaus existieren, folgt nun die
Behauptung. U

(10.7) 2. Lexikographische Zeilenauswahlregel. Wihle » € R, so dass
1, (1 .
—(Ag"),. = lex—mm{_—(AB )i | @is >0, 1€ {1,... ,m}}.

Qs Qs

0

Die Anwendung der 2. Lexikographischen Regel garantiert auch Endlichkeit des
Simplexverfahrens, analog zu Satz (10.6) (siehe Kall oder Dantzig S. 269, diese
folgt aus der Storungsmethode).

(10.8) Weitere Zeilenauswahlregeln.

(1) Kleinster-Index-Regel: r := min R.

(2) Kleinster-Variablenindex-Regel: Wihle » € R, so dass p, = min{p; €
B i€ R}.

Keine der beiden Regeln in (10.8) kann fiir sich allein Endlichkeit des Simplex-
verfahrens bewirken. Aber eine Kombination von (10.8) (2) und (10.2) (2) schafft

€S.
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(10.9) Bland-Regel: R. Bland (“New finite pivoting rules for the simplex me-
thod”, Mathematics of Operations Research 2 (1977), 103—107) hat gezeigt, dass
das Simplexverfahren auch endlich ist, wenn sowohl bei der Spaltenauswahl (PRICE-
Routine) als auch bei der Zeilenauswahl die Kleinster-Variablen-Index Regel an-
gewendet wird.

0

Von Avis und Chvatal (“Notes on Bland’s pivoting rule”, Mathematical Program-
ming Studies 8 (1978), 24-34) sind Untersuchungen iiber die Praktikabilitdt der
Bland-Regel gemacht worden. Dabei hat sich gezeigt, dass 1. a. die Anzahl der Pi-
votoperationen bei Anwendung der Bland-Regel wesentlich hoher liegt als z. B. bei
der Steilster-Anstieg Regel (10.2) (3). Fiir Computerimplementierungen ist die
Bland-Regel selbst bei hochdegenerierten Problemen nicht gut geeignet.

(10.10) Worst-Case Verhalten des Simplexverfahrens. Zu fast allen bekannten
Pivotauswahlregeln (speziell zu allen, die hier genannt wurden) kennt man heute
eine Klasse von Polyedern und Zielfunktionen, so dass der Simplexalgorithmus
bei Anwendung einer zugehorigen Auswahlregel durch alle Ecken des Polyeders
lauft. Da die Anzahl der Ecken dieser Polyeder exponentiell mit der Anzahl der
Variablen wichst, sagt man, dass das Simplexverfahren ein exponentielles worst-
case Verhalten besitzt.

10.3 Die Behandlung oberer Schranken

In linearen Programmen kommen héufig Beschrinkungen der folgenden Form
VOr:
0<zx<u.

Da diese strukturell sehr einfach sind, kann man sie algorithmisch besser behan-
deln als allgemeine Ungleichungen. Normalerweise fiihren wir Ungleichungen
durch Einfiigung von Schlupfvariablen wie folgt in Gleichungen und Nichtnega-
tivitdtsbedingungen tiber:

r+xT=u, x>0,7>0.

Ist jedoch der Wert von x (bzw. ¥) festgelegt, so ist der Wert der Komplementérvaria-
blen = (bzw. z) bereits eindeutig bestimmt. Diesen Vorteil kann man nun so
ausnutzen, dass man im Simplexverfahren nur eine der beiden Variablen mit-
schleppt und die zusitzliche Gleichung vollig weglisst. Fiir jede Zeile oder Spal-
te muss jedoch festgehalten werden, ob sie z oder der Komplementérvariablen
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T = u — x entspricht. Die Zeilenauswahlregeln sind ebenfalls etwas komplizier-
ter, da eine neue in die “Basis” hineinzunehmende Variable nur maximal bis zu
ihrer Beschrinkung erhoht werden darf und die librigen Basisvariablen ebenfalls
ihre Schranken nicht iiberschreiten diirfen.

Wir wollen im folgenden die sogenannte Obere-Schranken-Technik zur Be-
handlung von linearen Programmen der Form

max CTI

(10.11) Az =b
0<z<u

besprechen. Diese “upper-bound-technique” behandelt nur explizit nach oben be-
schrinkte Variablen. Sind einige der Variablen nicht explizit nach oben beschrénkt,
so legen wir, um die weitere Diskussion und die Formeln zu vereinfachen, fest,
dass ihre obere Schranke +o0 ist. Das heilit, die Komponenten von u haben Werte
aus der Menge R, U {+o0}.

Weiter bendtigen wir eine erweiterte Definition von Basis und Nichtbasis. Wir
halten uns im Prinzip an Konvention (9.3), lassen jedoch zu, dass der Vektor
der Indizes von Nichtbasisvariablen positive und negative Indizes enthalten kann.
Durch das Vorzeichen wollen wir uns merken, ob eine Nichtbasisvariable die obe-
re oder untere Schranke annimmt, und zwar legen wir fest, dass fiir eine Nicht-
basisvariable g, der Wert x,, Null ist, falls das Vorzeichen von g, positiv ist,
andernfalls ist der Wert von z,, die obere Schranke u,,. Um dies formeltech-
nisch einfach aufschreiben zu konnen, treffen wir die folgenden Vereinbarun-
gen. Ist B = (p, ..., pm) ein Spaltenindexvektor, so dass Ap eine Basis ist und
N = (q,--.,qnm) wie in (9.3) definiert, dann sei

(1012) N = (61) te 76n7m) mit qz =G oder qz = =4
= (a9 >0)

10.13 - Z!

U0 N = (@17, <0)

Die in B, N* und N~ enthaltenen Indizes bilden also eine Partition der Spal-
tenindexmenge {1,...,n} von A. Bei einer Rechnerimplementation geniigt es
natiirlich, sich N zu merken, denn N = ([q,], ..., [q,_,,|)- Ist Ap regulér, so nen-

nen wir Ap eine E-Basis (erweiterte Basis) von A und N eine E-Nichtbasis von
A. Der Vektor x € K™ mit

IN+ == 0
(1014) IN- = UN-
rpB = Aélb — AglANfuNf
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hei3t E-Basislosung zur E-Basis Ap.

Eine { E-Basis Ap

E-Basislésung = } heillt zulassig, wenn

0 < zp < up und heilit nicht degeneriert (nicht entartet), falls 0 < zp < ug,
andernfallidegeneriert (entartet). Gibt es keine oberen Schranken, so gilt offen-
bar N = N = N und alle Formeln reduzieren sich auf den bereits behandelten
Fall.

(10.15) Satz. Gegeben sei ein Polyeder P := {z € K" | Ax = b,0 < = < u}

mit rang(A) = m. Ein Vektor x € K" ist genau dann eine Ecke von P, wenn x
zuldssige I/-Basislosung ist.

Beweis : Es gilt P = P(D,d) mit

A b

—A )

D= I d= U
i 0

Also folgt mit Satz (8.9): x Ecke von P <= rang(Deq({z})) = n. Seien J =
eq({z}) und Jy, Jo, J5, Jy so gewihlt, dass

Ay,
— Ay, *
Dy = 0 I, 0
0 0 —1I,,

Gilt rang(D;.) = n, so besitzt A, . vollen Rang und mit K := {1,...,n}\
(JsU Jy) ist Ap := Ay U, i reguldr. Man verifiziert sofort, dass Ap zuldssig ist,
wenn N~ = J;, NT = J, gewihlt wird. Die Riickrichtung ist nun evident. [

Wir kennzeichnen also im Weiteren Basen, Nichtbasen und Basislésung von (10.11)
mit einem £, um sie von den in Kapitel 9 eingefiihrten Begriffen zu unterscheiden.

(10.16) Algorithmus.  (Upper-Bound-Technique)

zur Losung von linearen Programmen der Form (10.11).
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Wie nehmen an, dass v € (R U{+o00})" gilt und dass eine zulissige E-Basis Ap
vorliegt. Wie beschreiben lediglich die Phase II. Es seien also gegeben: zulissige
E - Basis Ap, Az, b= Az'b,c, B= (p1,...,pm) und N = (qy, . . ., Gp_rn) (N,

N+, N~ kénnen daraus bestimmt werden), b = Aglb - A;lANfuNf.

1)

2)

3

C))

BTRAN:

T._ T -1
Berechne " 1= cz Ay

PRICE:

Berechne ¢ := ¢, — 77 Ay und wihle ein s € {1,...,n —m} mit

_ >0 falls q,>0
"1<0 falls G, <0

mittels irgendeiner der Pivotspaltenauswahlregeln. Gibt es keinen solchen
Index s, so ist die aktuelle E'-Basislosung optimal.

Begriindung: Offenbar gilt x € {y € K" | Ay = 0,0 <y < u} <
rp = Aglb — A;AN+1’N+ — AglANfa:Nf und 0 < g, zn+,2n- < U
Also ist

e = ngB + C%+$N+ + C%,JTNf
_ T A1 T T p—1 T T A—1

=aTb+ (chy — T An+)an+ + (ch- — T An-)aN-.

Da fiir die gegenwirtige F-Basislosung gilt x - = uy-, zy+ = 0, kann der
Zielfunktionswert nur verbessert werden, wenn fiir eine Nichtbasisvariable
qs entweder gilt g, > O und ¢, = (c& — TITAy), > 0 oder g, < 0 und
cs < 0.

FTRAN:

Berechne d := AR'A., = A...

CHUZR:

Setze 0 = sign(q,) und berechne

b;

Ao = min{aa“ | o@;s >0, i=1,...,m}
A ;:mjn{%|06is<0,izl,...,m}
Az 1= Uy,
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(a) Ist keine der Zahlen \y, A1, Ay endlich, so ist das Programm (10.11)
unbeschrinkt (das kann natiirlich nur vorkommen, wenn x,, nicht ex-
plizit beschrinkt ist).

(b) Ist \g = min{\g, \1, A2}, so wihle einen Index

b

e{ied{l,..., —
refie{l . mh| —

= )\0,061'5 > O}

mittels irgendeiner Pivotzeilenauswahlregel.

(c) Ist \; = min{)\g, A1, Ao} so wiihle

bi—u

ref{ie{l,...,m}| Pi= )\, 0G; < 0}

(5]
mittels irgendeiner Pivotzeilenauswahlregel.

(d) Ist \y = min{ g, A\, Ao} so setze G, := —q,, berechne b neu und gehe
zuriick zur PRICE-Routine (2).

(5) WRETA:

SCtZCB/ = (ph e 7p7"—1a QSapT-‘rh e 7pm)7N = (qp e 755717@@%17 e 7qn7m)?
wobei ¢ = p,, falls \y = min_{>\0,>\]_,)\2}, bzw. ¢ = —p,, falls \; =

min{ A, \1, Ao }. Berechne Ag, b= Ag'b — Agt An-un-.

Begriindung: Die Pivotzeilenauswahl (CHUZR-Routine) dient dazu, die Zeilen-
auswahl so zu bestimmen, dass die transformierten Variablen nach erfolgter Pi-
votoperation wieder zulédssig sind. Entsprechend der Transformationsregeln beim
Pivotisieren mit dem Pivotelement @, (vergleiche (9.10)) muss gewihrleistet sein,
dass nach Ausfiihrung des Pivotschrittes fiir die neue E-Basislosung folgendes
gilt:

= QAic= .
) 0<z), =b — —2b, < uy,, firi #r,
aT’S
/ 1 T
6) 0< Lyy = __br < Ugs

rSs

7) x;r S {O’upr}’
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) x,. € {0,uq,}, fiiri # s.

Wollen wir nun den Wert der Variablen z,, um A > 0 dndern (d. h. erh6hen,
falls g, > 0, bzw. um A erniedrigen, falls g, < 0), so konnen wir das so
lange tun bis entweder

— eine Basisvariable den Wert ihrer oberen oder unteren Schranke annimmt
oder

— die Nichtbasisvariable ¢, den Wert ihrer anderen Schranke annimmt.

Aus letzterem folgt natiirlich, dass A < u,, gelten muss, ansonsten wiirden
wir bei Erhohung (g, > 0) die obere Schranke bzw. bei Erniedrigung (g, <
0) die untere Schranke fiir x,, verletzen. Dies erklirt die Bestimmung von
Ao in (4).

Ist g, > 0, so bewirkt eine Erh6hung von z,, um den Wert A, dass x;i = l:)Z — NG
gilt. Aus der Bedingung «) erhalten wir daher die folgenden Schranken fiir A:
b fiir g, > 0

s

IN

S
Ay

Sal
|

A
A

IA

i —Up. A
—> fiir a;s < 0.

78

Ist g, < 0, so bewirkt die Verminderung von z, (= u,, ) um den Wert A\ > 0, dass

x;i = b, + A\ gilt. Aus «) erhalten wir somit:

IA
Sall

i fiira;, <0

by e
i fiir @, > 0.

Qs

Ql
S

IN

Dies begriindet die Definition von Ay und A;. Sei nun A, = min{\g, A1, A2}
Gilt A\pnin = Ao, so wird einfach der Wert einer Nichtbasisvariablen von der ge-
genwirtigen Schranke auf die entgegengesetzte Schranke umdefiniert. Die Basis
dndert sich dadurch nicht, jedoch konnte aufgrund der Auswahl in PRICE eine
Zielfunktionsverbesserung erreicht werden. Gilt A, = A; oder Ay, = Ao, so
fithren wir einen iiblichen Pivotschritt durch. Bei A,;, = \; wir die neue Nicht-
basisvariable x;,, mit Null festgesetzt, da die untere Schranke von z,, die stérkste
Einschrinkung fiir die Verdnderung von z,, darstellte. Bei A, = A2, wird analog
xp, eine Nichtbasisvariable, die den Wert ihrer oberen Schranke annimmt. [

Wir wollen nun anhand eines Beispiels die Ausfiihrung von Algorithmus (10.16)
in Tableautechnik demonstrieren. Dabei werden wir keine neuen Tableau-Update-
Formeln definieren, sondern mit den bekannten Formeln fiir die Pivotschritte rech-
nen. Wir fiihren lediglich eine zusitzliche Spalte ein, in der jeweils aus b und ¢ der
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Wert der gegenwirtigen £-Basislosung berechnet wird. Ist also ¢ der gegenwirti-
ge Wert der Basislosung und x5 = Ap'b = b so hat die zusitzliche Spalte in der
ersten Komponente den Eintrag ¢, := —cy — ¢y uy-, und die restlichen Kompo-
nenten berechnen sich durch

[:) = l_)— ZNfuNf.

(10.17) Beispiel. Wir betrachten das folgende LP, dessen Losungsmenge in Ab-
bildung 10.1 dargestellt ist

max 2x1 + X

—I1+ T <3
1+ T2 <2
Ty <3 (=w)
) S 1 (: Ug)
x1, T2 > 0.
21
1
1 2
Abb. 10.1

Wir fithren 2 Schlupfvariablen x3, 24 ein (mit oberen Schranken +o00) und erhal-
Co

ten als Anfangstableau 7{ (mit zusitzlicher Spalte (g), die mit der Spalte (_%0)
identisch ist, da keine Nichtbasisvariable von Null verschieden ist):

= (3,4)
Ty: 3 —1 1,2
4 1

\V)
— = =N
(e} — O W
= (el Fan I N
N N[O
N wi= | O

Wir wihlen die erste Spalte als Pivotspalte, d. h. g; = 1. Schritt (4) CHUZR ergibt

_32 2 3

Ao = — = 2, )\ ist wegen uz = oo nicht definiert , Ay = u; = 27

Q91
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d. h. A\pin = Ao. Wir fiihren also Schritt (4) (d) aus, setzen g, := —¢;,d. h. g, =

—1, und berechnen b neu. Die neue letzte Spalte, d. h. die neue E-Basislosung
zur Basis Ap erhalten wir aus der (normalen) Basislgsung wegen N~ = (1) wie

folgt:
- z 3/-1 2
=b—A =(2)—-= =
== (3)-3(0) - ()

[l

und der Zielfunktionswert erhoht sich um ¢;.u; = 2 - % — 3. Mithin erhalten wir
als nichstes Tableau (mit ¢, := —¢q;)
-1 2 3 4
2 1 0 0‘ O‘ -3 B = (3,4)
Ty : 3 -1 1 1 0 3| 2 N=(-1,2)
4 1 1 0 1| 2 %

Als Pivotspalte kommt nur die 2. Spalte (¢, = 2) in Frage. CHUZR ergibt

5

o2

1
Ao = =5 A1 nicht definiert , \y = uy = 1.
Die Wahl der Austauschzeile in (4) (b) ergibt ein eindeutig bestimmtes r = 2. Wir
filhren dann (5) in Tableautechnik aus. Wir fiihren also einen Standardpivotsghritt

auf dem Element a3, = 1 durch und korrigieren anschlieBend b und ¢y, um b und
Co zu erhalten.

-1 2 3 4
1 0 0 —1\ —2\ ~I B=(3,2)
Th: 3 =2 0 0 -1 -3 32 N =(-1,4)
2 11 0 1 2| 3
Dieses Tableau ist optimal, mit x; = %, To = % Zur Erlduterung der iibrigen

Fiélle beginnen wir noch einmal mit Tableau 7{, wéhlen aber die 2. Spalte als
Pivotspalte. CHUZR ergibt

b1
Ao = _—1 = —, A nicht definiert , Ay = 1.
a12 2

In diesem Falle machen wir einen Standardpivotschritt mit dem Pivotelement
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Aps = a1 = 1.

1 2 3 4
3 0 -1 0\ -1 -1 B = (2,4
T 2 -1 1 1 0 i : N =(1,3
4 2 0 -1 1 3 3

Die gegenwiirtige Basislosung wird wie {iblich in eine F-Basislosung transfor-
miert. Als Pivotspalte kommt nur die erste in Frage. CHUZR ergibt

ZZ)Q 3 lz)l — U2 1 3
N=—"7—=—, A\ = =—, A =u ==
0 as 4’ ! ai 2’ 2 t 2

()\min = )\1)

Wir fiihren nun Schritt (5) des Algorithmus (10.6) durch einen Pivotschritt auf
ars = a;; = —1 aus und berechnen das gesamte Tableau neu. AnschlieBend
miissen wir die rechteste Spalte des Tableaus korrigieren. Da \,;, = \; wird die
neue Nichtbasisvariable x5 mit ihrer oberen Schranke us = 1 belegt (und g; = —2
gesetzt). Wir miissen daher vom neuberechneten b = (—%, g)T noch das uy-fache
der zum Index 2 gehorigen Spalte von A also A.; = (—1,2)T) subtrahieren. Vom

Zielfunktionswert ¢ subtrahieren wir us - ¢ = 1 - 3. Daraus ergibt sich

1 =2 3 4

0 3 2 0\ 1\ —2 B=(1,4)
T, : 1 1 -1 -1 0 -3 3 N =(-2,3)
4 0 2 11 23

1 -2 3 4
0 -1 0 —2\ —4\ -3 B =(1,3)
Ts © 1 1 1 0 1 2 1 N = (—2,4)
3 o 2 1 1 I
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Als Pivotspalte kommt nur A1, also die 2. Spalte von 75, in Frage,d. h. ¢; = ¢1 =
2,q, = —2. Wir erhalten durch CHUZR

by — 1
! U1:—,/\QZUQ:1.

Ao undefiniert, \; = ——
oan 2

Unser Pivotelement ist somit a;; = 1. Wie iiblich fiihren wir einen Standardpi-
votschritt durch. Da wir die neue Nichtbasisvariable x; mit ihrer oberen Schranke
U, = % belegen, ziehen wir wieder vom neuberechneten b das u;-fache der zu 1

gehorigen Spalte von A (das ist 4., = (1, —2)T) ab, um b zu erhalten.

-1 2 3 4
1 0 0 —1\ —2\ —1I B=(2,3)
T : 2 1 1 0 1 2 : N = (—1,4)
3 -2 0 1 -1 -3 32
Wir haben wieder die Optimalldsung erreicht. U

Analog zu oberen Schranken konnen natiirlich auch untere Schranken behandelt
werden. Ferner kann man auch allgemeine obere Schranken (generalized upper
bounds, GUB), dies sind Restriktionen der folgenden Form: ) x; < a, auf dhnli-
che Weise beriicksichtigen. Bei solchen Restriktionen konnen ebenfalls Pivotsche-
mata entworfen werden, die wesentlich weniger Speicher- und Rechenaufwand
erfordern als die Standardmethode. Weiterhin gibt es effiziente Techniken zur Be-
handlung von sogenannten variable upper bounds (VUB) der Form 0 < 2 < y.

10.4 Das duale Simplexverfahren

Wir wollen nun eine Variante des Simplexverfahrens darstellen, die — wie wir
noch sehen werden — bei bestimmten Problemstellungen von Vorteil ist. Sei Ag
eine Basis von A, und betrachte das Paar dualer linearer Programme:

T

maxctx —
(P) Az = b (D) WA > T
r > 0
bzw.
max ¢l x minu’'b
rgp = Aélb—ABlANZL'N UTAB Z Cg
zy,zp > 0 ul'Ay > L
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(10.18) Definition. Die Basis Ap von A heiBt primal zuliissig, falls AZ'b > 0

und dual zulissig, falls ¢ = ¢, — c5AZ' Ay < 0. Die zugehongen Basislosun-
gen x bzw. uw mit vp = Ap W, oy = 0 bzw. ul = cBA heiBBen dann primal

bzw. dual zuléssig.

(10.19) Satz. Sei P = {u € K™ | uT A > ¢''}. Der Vektor u ist genau dann eine
Ecke von P, wenn u eine dual zulissige Basislosung ist.

Beweis : Sei u Ecke von P = P(—AT, —c) und I = eq({u}). Mit Satz (8.9)
folgt rang((—AT);.) = m, d. h. es existiert B C I mit Ap Basis von A, und
es gilt u”l Ap = c§, P Ay > k. Also ist u? = cLAL" und AL Ay > cN,
d. h. Ap ist dual zuldssig. Ist umgekehrt Ap dual zuldssig, so ist U = c5AZ!

aufgrund von Satz (8.9) eine Ecke von P. U

(10.20) Bemerkung. Ist Ap eine Basis von A, und sind z bzw. u die zu Apg
gehorenden (primalen bzw. dualen aber nicht notwendigerweise zulidssigen) Ba-
sislosungen, so gilt: ¢f'z = uTb.

Beweis : uTb = cLAL'0 = cLap = . 0

(10.21) Folgerung. Ist Ag eine Basis von A, so ist A optimal genau dann, wenn
Ap primal und dual zuléssig ist.

Beweis : (Dualitiitssatz).

(10.22) Folgerung. Ist Ag eine optimale Basis fiir das Programm (P), dann ist
cE AL eine optimale Losung des zu (P) dualen Programms (D).

0

Der Vektor 7w := ¢ BA 5 (mit Ap dual zulidssig) heilt der Vektor der Schatten-
preise (vgl. 6konomische Interpretation der Dualitit und Schritt (1) in (10.1)).

Wir wollen nun die dem dualen Simplexverfahren zugrunde liegende Idee ent-
wickeln und bemerken, dass — im Prinzip — das duale Simplexverfahren das
primale Simplexverfahren angewendet auf das duale Problem ist. Sei Ap eine
Basis von A, so ldsst sich (9.1) umformen in:

machA 'b+elay
xg,ay 2> 0
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oder
cEAG'D + maxelzy
(10.24) Ary < b
N Z 0

Das zu (10.24) duale Programm lautet (bei Weglassung des konstanten Terms
cE AL'b der Zielfunktion):

min u?b
(10.25) A > ¢
u > 0

Die Einfiihrung von Schlupfvariablen yx (und Variablenumbenennung yp = )
ergibt:
— max —BTy B
y =2 0

Durch eine lange Kette von Umformungen ist es uns also gelungen, ein LP in
Standardform (9.1) in ein anderes LP in Standardform (10.26) zu transformieren.
Was haben wir gewonnen? Nicht viel, es sei denn, die Basis Ap ist dual zulissig.
Denn in diesem Falle gilt, dass die rechte Seite von (10.26), also —¢, nichtne-
gativ ist. Also ist die Matrix [ eine zuldssige (Ausgangs-)basis fiir (10.26), und
wir konnen auf (10.26) den Simplexalgorithmus (direkt mit Phase 1I beginnend)
anwenden.

Eine besonders interessante Anwendung ergibt sich, wenn das urspriingliche Pro-

blem die Form

max CT(I,'

Ax b

x 0
hat, wobei ¢ < 0 und b # 0 ist. Hier ist eine dual zulédssige Basis direkt gegeben,
wihrend eine primal zulédssige Basis erst mittels Phase I gefunden werden miisste.

IV INA

(10.27) Algorithmus (duale Simplexmethode).
Input: A € K, ¥ € K™, ¢ € K™
Output: optimale Losung x des LP max{c'z | Az = b,z > 0}.

Phase I:
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Bestimmung eines Subsystems Ax = b, x > 0 mit P=(A,b) = P=(A",l),
welches (9.2) ertiillt (falls moglich) und Bestimmung einer dual zuldssigen
Basis Ap von A. Berechne: A = Az Ay, b= A5'b, e = —cL AL Ay
(Dieser Teil des Algorithmus wird analog zur Phase I (9.24) der Grundver-
sion des Simplexalgorithmus ausgefiihrt.)

Phase II: Optimierung

(IL.1) (Optimalititspriifung)
Giltb; > 0 (i = 1,...,m), so ist die gegenwirtige Basislosung optimal
(Ap ist primal und dual zulassig). Setze xg = b und zy = 0, andernfalls
gehe zu (11.2).

(IL.2) (Bestimmung der Pi votzei]e)
Wihle einen Index r mit b, < 0.

(IL.3) (Priifﬂng auf Beschrinktheit des Optimums)
Gilt A,. > 0, so hat das duale Programm keine endliche Losung, also ist
P=(A,b) = 0. STOP!

S

(I1.4) Berechne \q := min{ la,; <0,7=1,... ,n}.

Qrj

(IL5) (Bestimmung der Pivotspalte)

Wihle Index s € {j € {1,...,n—m} | _C—] = Ao}
rj
(IL.6) (Pivotoperation)
Setze Ay := EAR" mit E aus Satz (9.10), und berechne alle notwendigen
Parameter neu. Gehe zu (11.1).

0

Der duale Simplexalgorithmus wurde 1954 von Lemke entwickelt. Wie wir gera-
de gezeigt haben, ist er (nach Transformation) jedoch nichts anderes als die An-
wendung des primalen Simplexalgorithmus auf das duale Problem. Aus diesem
Grunde hat sich lange Zeit niemand die Miihe gemacht, eine ,,echte’ Implementa-
tion des dualen Verfahrens vorzunehmen. Als in den 90er Jahren die Anwendung
der ganzzahligen Optimierung immer wichtiger und Schnittebenenverfahren (die
wir spiter erkldren werden) als die zentralen Methoden zur Losung ganzzahliger
Optimierungsprobleme erkannt wurden, sind erstmals duale Methoden program-
miert worden. Zur Uberraschung vieler erwiesen sich diese dualen Codes als (in
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der Praxis) schneller als die primalen, so dass sie heute bei praktischen Rechnun-
gen dominieren, siche Bixby (2002) fiir den experimentellen Nachweis und die
heuristische Begriindung.

(10.28) Tableauform des dualen Simplexalgorithmus. Wollen wir das duale
Simplexverfahren auf das Problem (10.23) (mit dual zuldssiger Basis Ag) anwen-
den, so konnen wir das verkiirzte Tableau

—b —20

VT

I
I
=

verwenden und auf dieses Tableau die Update Formeln des verkiirzten Simplexta-
bleaus (diese sind in Schritt (I.7) von (9.15) angegeben) anwenden. Jedoch zeigt
eine einfache Uberlegung, dass wir bei der Auswahl der Indizes r und s entspre-
chend (II.2) bzw. (IL.5) die Updateformeln (I1.7) aus (9.15) auch direkt auf die
Matrix A bzw. b und ¢ anwenden konnen und zwar genau in der Form wie sie in
(9.15) (I1.7) aufgeschrieben wurden (um das neue Tableau V7" zu erhalten).

VT =

-y | 2

Wir fiihren also die Transponierung bzw. den Vorzeichenwechsel nicht explizit
durch, sondern beachten den Vorzeichenwechsel bzw. die Transponierung implizit
bei der Bestimmung der Pivotzeile bzw. Pivotspalte.

Dann konnten wir aber auch wieder das primale (verkiirzte) Tableau verwenden
und anhand dieses Tableaus sowohl den primalen als auch den dualen Simplexal-
gorithmus durchfiihren. O

(10.29) Das Tucker-Tableau. Fiir die nachfolgende spezielle Form linearer Pro-
gramme erhalten wir primale und duale Optimalldsungen direkt aus der Tableau-
rechnung. Wir betrachten:

max ¢!z minu’'b
(P) Az <b (D) ulA>cr
x>0 u>0
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oder mit Schlupfvariablen

max 2 max 2

dr—2z = 0 ul'b + 2 =0
Ar—b = -—u —cl+uTA =2T
T, U > 0 U, T >0

oder in Tableauschreibweise

C1,C2,...,Cp <0
by
A z
by
N = Nichtbasisvariable des primalen Programms

= Basisvariable des dualen Programms
Basisvariable des primalen Programms
= Nichtbasisvariable des dualen Programms

Ein solches Tucker-Tableau heif3t primal zuldssig, wenn b > 0, und dual zulissig,
wenn ¢ < 0.

Fiihren wir den primalen oder dualen Simplexalgorithmus bis zum Optimaltableau
durch, so sind die jeweiligen Optimallosungen gegeben durch:

Ty@= 0 i=1,....,n optimale L.osung des primalen Programms.
UNGH= —C 1=1,...,n ) )
upmpn= 0 i=1,... ’m} optimale Losung des dualen Programms.

0

Hat man eine Optimallosung von einem LP in Standardform ausgehend berechnet,
so ldsst sich die Optimallosung des dualen Programms nicht ohne Weiteres aus
dem Tableau ablesen.

(10.30) Beispiel (dualer Simplexalgorithmus). Wir betrachten die folgenden
zueinander dualen Programme (P) und (D). Die Losungsmenge von (P) sei mit P
bezeichnet, die von (D) mit D. P und D sind in Abbildung 10.2 dargestellt.

max —x; — 2o min —2y3 — 3y,
—r1— 1y < =2 (x3) —y3—2ys > —1 (—u)
P D
(P) —2x1— w3 < =3 (a4) (D) —Ys— Yo > —2 (—y2)
T, =2 0 Y3, ¥4 = 0
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X, Ya
Ne __
N Sl
1 & 1
NE L BN N
El 1E \\ ' p DS\K :
Abb. 10.2

Wir schreiben das Tucker-Tableau zu diesem Problem auf.

1 2
~1 —2\ 0
3 -1 —1| -2
4 -2 -1 -3
N=(1,2) =
B=(34) =

rp = 0 Ys =
g = 0 Ys =
r3 = —2 n o=
Ty = -3 Y = 2

primale Nichtbasis, duale Basis
primale Basis, duale Nichtbasis

Die gegenwirtige Basis ist dual aber nicht primal zuldssig. Wir machen einen

Update mit dem Pivotelement a,; = ¢,; = —2. Das neue Tableau hat folgende
Form.
4 2
- o3l - -2 B-)
1 1 1
3 2 T2 T2
1 1 3
1 2 a2l 2
_3 _
xry = 2 } _ EQ Ys ? } — D2
To = 0 Ys = 5
Es folgt ein Pivotschritt mit @, = @11 = —3.
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3 2
-1 —1‘ -2 N =(3,2), B=(4,1)
4 —2 1 1
I -1 1 2
S EE T R
Dieses Tableau ist optimal. U

10.5 Zur Numerik des Simplexverfahrens

Dieser Abschnitt ist nur dulerst kursorisch und oberfldchlich ausgearbeitet. Eine
sorgfaltige Behandlung des Themas wiirde eine gesamte Spezialvorlesung erfor-
dern. Wir empfehlen dem Leser die Bemerkungen zur Numerik in

V. Chvatal, “Linear Programming”, Freeman, New York, 1983, (80 SK 870 C
564)

oder das Buch

M. Bastian, “Lineare Optimierung groB3er Systeme”, Athendum/Hain/Skriptor/
Hanstein, Konigstein, 1980, (80 ST 130 B 326)

zu lesen, das einem Spezialaspekt dieses Themas gewidmet ist und diesen eini-
germafen erschopfend behandelt. Das Buch

B. A. Murtagh, “Advanced Linear Programming: Computation and Practice”,
McGraw-Hill, New York, 1981, (80 QH 400 M 984).

ist ganz Rechen- und Implementierungstechniken der linearen Optimierung ge-
widmet. Generelle Methoden zur Behandlung spezieller (z. B. diinn besetzter oder
triangulierter oder symmetrischer) Matrizen im Rahmen numerischer Verfahren
(etwa GauB-Elimination, Matrixinvertierung) finden sich in

S. Pissanetsky, “Sparse Matrix Technology”, Academic Press, London, 1984,
(80 SK 220 P 673).

Generell wird bei Implementationen die revidierte Simplexmethode verwendet.
Es gibt zwei grundsitzliche Varianten fiir die Reinversion: Produktform der In-
versen (PFI), Eliminationsform der Inversen (EFI).
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(10.31) Produktform der Inversen. B~! liegt in Produktform vor:
B'=FE,-Ey_;-...-E, mitFE; aus Satz (9.10).

Prinzip: GauB3-Jordan Verfahren.

Freiheitsgrade:

a) Positionen der Pivotelemente,

b) Reihenfolge der Pivots.
a) hat Einfluss auf die numerische Stabilitit

b) hat Einfluss auf die Anzahl NNE (nicht Null Elemente) im Etafile (Spei-
cherung der Spalten 1) von FEj).

Beispiel.

|

[
— =
O O =

1
0
0
-1 0 0 1

besitzt folgende Produktform-Darstellungen der Inversen:

a) Pivotisieren auf der Hauptdiagonalen von “links oben” nach “rechts unten”

ergibt

1 1 1
1 —1\ /1 -1 1 -1 1

1 1 1

B 1 ~1 1 -1 . 11
1 2 1

1 -1 2 -1 1 1

3 -3 1 -1 1/ \1 1

Zu speichern sind 16 Werte (+ Positionen).

b) Pivotisieren auf der Hauptdiagonalen von “rechts unten” nach “links oben”

ergibt:

: 1 -1 1 -1 1 ~1
. 11 1 1 0 1 0
Br=11 0 1 1 1 0

1

I 1 0 1 0 1 1

Zu speichern sind 10 Werte (+ Positionen)

Folgende Gegebenheiten sollten bei der Pivotauswahl beriicksichtigt wer-
den:
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(10.32) Esist giinstig, in einer Spalte mit wenigen NNE zu pivotisieren, da dann
die Etavektoren diinn besetzt sind.

(10.33) Es ist giinstig, in einer Zeile mit wenigen NNE zu pivotisieren, da dann
in anderen Zeilen der umgeformten Restmatrix potentiell weniger neue NNE ent-
stehen.

(10.34) Es ist aus Griinden der Stabilitit nicht giinstig, ein Pivotelement zu
wihlen, dessen Betrag sehr klein ist.

In den Inversionsroutinen, die bei den ersten Implementationen des Simplexver-
fahrens benutzt wurden, beachtete man nur die numerische Stabilitdt, nahm sich
die Spalten der Basismatrix in der Reihenfolge, in der sie abgespeichert waren,
multiplizierte sie mit den bereits bestimmten Elementarmatrizen und pivotisier-
te auf der Komponente mit dem grofSten Absolutbetrag. Spédter nahm man eine
Vorsortierung der Basisspalten in der Weise vor, so dass die diinn-besetzten zu-
erst bearbeitet wurden: dies war ohne groen Aufwand moglich, da aufgrund der
spaltenweisen Speicherung der NNE die “column counts” (Anzahl NNE einer be-
stimmten Spalte) bekannt waren.

Heutzutage wird die Inversion iiblicherweise in 2 Phasen zerlegt:

(10.35) Boolesche Phase. Entscheidung iiber Pivotposition!

(10.36) Numerische Phase. Rechentechnisch giinstige Ausfiihrung des Pivot-
schrittes!

Die folgende Beobachtung iiber Dreiecksmatrizen ist fiir Implementationen niitz-
lich.

(10.37) Bemerkung. Sei B eine untere (m, m)-Dreiecksmatrix mit b; # 0 i =
1,...,m. Dann ist durch

BilZEm'Emfl'...'EQ'El
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und
1 0
1
1 bis
E; = — , dy =L 0>
’ bj Toby
—djr; 1

A 1

eine Darstellung von B! in Produktform gegeben.

0

Einige Inversionsverfahren versuchen, diese schone Eigenschaft von L-Matrizen
(lower triangular) auch bei der Inversion anderer diinn besetzter Matrizen auszu-
nutzen. Die gegebenen Basismatrizen werden dabei durch implizites Vertauschen
von Zeilen und Spalten so umgeformt, dass sie L-Matrizen moglichst dhnlich wer-
den und z. B. folgendes Aussehen haben:

"Bump" Bump strukturiert
in L—Matrix mit "Spikes"

Abb. 10.3

Der Bereich, der nicht in Dreiecksform gebracht werden kann, wird Bump ge-
nannt.

Diese Methode wird z. B. verwendet in der Preassigned Pivot Procedure (Heller-
man und Rarick) und ist implementiert in OPTIMA (CDC) und MPS/III (IBM).

Wir betrachten nun
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(10.38) Eliminationsform der Inversen (EFI)

Die Grundlage dieser Methode bildet die folgende Beobachtung:

(10.39) Satz (LU-Zerlegung). Ist B eine regulire (_m, m)-Matrix, so gibt es ei-
ne Matrix B, die durch Spaltenvertauschungen aus B hervorgeht und sich in der

Form B = LU darstellen lasst, wobei L eine untere und U eine obere Dreiecks-
matrix ist. Es gilt B~ = U~'L~1,

Prinzipielles Vorgehen: Gaul3’sches Eliminationsverfahren.

Die Festlegung der Pivotpositionen und ihrer Reihenfolge erfolgt wie bei der PFI

in einer vorgeschalteten Booleschen Phase. Da U~ = U, - Us - ... U,, mit
1 —U14
—Ui—14
U, = 1
1

gilt, ist der Rechenaufwand bei der Inversion geringer als bei der PFI, was sofort
aus der Tatsache folgt, dass die U, bereits durch die Spalten von U gegeben sind
und die L; sich durch weniger Rechenoperationen ergeben als die entsprechenden
Elementarmatrizen bei der PFI.

Die nachfolgende Beschreibung der Inversionsroutine des LP-Codes MPSX/370
der Firma IBM ist dem oben genannten Buch von Bastian (Seite 31 ff) entnom-
men.

(10.40) Die Inversionsroutine von MPSX/370. Die Routine INVERT von
MPSX/370 beruht auf der im vorhergehenden besprochenen LU-Zerlegung der
Basismatrix. Sie ist zur Inversion grofer diinn-besetzter Matrizen entwickelt wor-
den; es wird daher versucht, durch eine sehr weitgehende Listenverarbeitung den
Aufwand proportional zur Anzahl der von Null verschiedenen Elemente (NNE)
in der Darstellung der Inversen zu halten.

(a) Die Boolesche Phase

In der Booleschen Phase dieser Inversionsroutine werden die Pivotpositio-
nen so vorbestimmt, dass die Anzahl der NNE in der Darstellung der Inver-
sen moglichst gering wird (vgl. Benichou u. a.).

Zunichst wird die Besetzungsstruktur der Ausgangsmatrix in die Form zwei-
er Listen iibertragen: die eine Liste enthilt spaltenweise die Zeilenindices
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der NNE, und in der anderen werden entsprechend zeilenweise die Spalten-
indices gespeichert. Dariiber hinaus werden noch column und row counts
(Anzahl der NNE in einer Spalte bzw. Zeile) festgehalten. Auf diese Weise
wird ein rascher Zugriff auf Spalten oder Zeilen nach dem Kriterium der
Besetzungsdichte ermdglicht.

Die Bestimmung der Pivotpositionen erfolgt in drei Schritten, wobei die
beiden ersten Schritte der Identifizierung des “Bumps” in den oben bespro-
chenen Triangularisierungsverfahren entsprechen:

1. Wihle Spalten mit row count 1; dadurch sind die zugehorigen Pivot-
zeilen ebenfalls eindeutig festgelegt.

Die Spalten- und Zeilenindices der NNE dieser Spalten werden aus
den beiden Listen entfernt und die row und column counts angepasst.
Dadurch entstehen moglicherweise wieder Zeilen mit row count 1, die
anschlieBend ausgewihlt werden.

2. Entsprechend wie im Schritt 1 werden dann Spalten mit column count
1 ausgewihlt, Pivotspalten und -zeilen aus den Indices-Listen gestri-
chen und row sowie column counts angepasst.

Das Ergebnis der beiden ersten Schritte ist die Umordnung von Spal-
ten der Ausgangsmatrix so, dass die vorbestimmten Pivotelemente auf
der Hauptdiagonale liegen. Durch symmetrisches Vertauschen der Zei-
len und Spalten geméf der vorgesehenen Pivotfolge erhilt man eine
Matrix B der folgenden Gestalt:

us

Der Nukleus N entspricht dem Bump beim Verfahren von Hellerman
und Rarick und in der Tat konnte dies Verfahren auch zur Zerlegung
des Nukleus benutzt werden.

172



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

3. Stattdessen beruht der Schritt 3 der Reinversionsroutine von MPSX/370
auf einer LU-Zerlegung des Nukleus in der Booleschen Matrix, wobei
die folgenden einfachen Auswahlregeln angewandt werden:

— wihle unter den Spalten mit minimalem column count eine solche
als Pivotspalte, die ein NNE in einer Zeile mit moglichst kleinem
row count besitzt;

— wihle als Pivotzeile eine Zeile mit minimalem row count unter
den Zeilen mit NNE in der Pivotspalte.

Ist eine Pivotposition bestimmt worden, so werden die beiden Indices-
Listen aktualisiert; die Anpassung der row und column counts erfolgt
entsprechend.

Durch besondere Mafnahmen wird versucht, das Durchsuchen von Li-
sten sowie die Suche nach NNE in Vektoren einzuschrinken (eine de-
taillierte Beschreibung der eingesetzten Methoden findet man bei Gu-
stavson). So wird die Pivotwahl z. B. dadurch vereinfacht, dass zu je-
der Spalte j, in der noch nicht pivotisiert wurde, nicht nur der column
count sondern auch der minimale row count unter den Zeilen mit NNE
in Spalte j mitgefiihrt wird. Spalten mit gleichem column count und
minimalem row count werden verkettet. Zusitzlich werden die Listen
der Zeilen- und Spaltenindices von NNE zu der vorbestimmten Pivot-
position fiir die numerische Phase aufgehoben:

— die Liste der Spaltenindices in der Pivotzeile gibt die Spalten an,
die aktualisiert werden miissen (durch Umspeicherung erhélt man
zu jeder Spalte die Adressen derjenigen Etavektoren, die zur Ak-
tualisierung dieser Spalte herangezogen werden miissen);

— die Liste der Zeilenindices in der Pivotspalte entspricht der Beset-
zung mit NNE in der aktualisierten Pivotspalte, und ihre Speiche-
rung verhindert, dass die gesamte Spalte nach NNE durchsucht
werden muss.

Werden die Listen im Verlaufe zu umfangreich und damit auch die Ak-
tualisierung zu aufwendig, so wird die Boolesche Matrix explizit als
Matrix umgespeichert (ein Byte pro Element). Ist diese Matrix voll-
besetzt oder erreicht sie eine vom Benutzer zu spezifizierende Dichte,
so wird die Boolesche Phase abgebrochen.

(b) Die Numerische Phase

In der Numerischen Phase werden die Pivotspalten in der Reihenfolge, die
in der Booleschen Phase vorbestimmt wurde, aktualisiert und die Etavek-
toren gebildet. Die Etavektoren von L~! und U~! werden dabei auf ge-
trennten Files, dem L-File und dem U-File, abgespeichert. Die Etavektoren
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zu L' und zu U! ergeben sich direkt aus den Ausgangsdaten und werden
sofort extern gespeichert. Bei der anschlieBenden Zerlegung der Nukleus-
spalten hilt man die neu entstehenden Etaspalten des L-Files zunédchst im
Hauptspeicher, sofern genug Speicherplatz vorhanden ist.

Sei d diejenige Basisspalte, aus der die Elementarmatrizen L; und Uy, be-
rechnet werden sollen. Ausgangspunkt ist die Spalte

~

dZ:Lk_l...LQ'Ll'd,

die man sich in einem Arbeitsbereich erzeugt (man beachte, dass die Eta-
vektoren von Ly, ..., L; nicht bendtigt werden, wenn L' aus j Spalten be-
steht).

Diejenigen Komponenten von d, die in Zeilen liegen, in denen bereits pivo-
tisiert wurde, liefern nun den Etavektor von Uy; aus den anderen ergibt sich
der Etavektor von L.

Wegen der in der Booleschen Phase geleisteten Vorarbeiten sind hierbei nur
sehr wenige Suchvorginge erforderlich:

— die Pivotzeile ist bereits bekannt;

— diejenigen vorausgegangenen Pivots, die fiir die Berechnung von d re-
levant sind, sind bekannt; das L-File muss also nicht durchsucht wer-
den, sondern auf die bendtigten L; kann direkt zugegriffen werden;

— die Indices der NNE in der aktualisierten Spalte sind von vornherein
bekannt; dies erleichtert nicht nur die Abspeicherung der Etavektoren
sondern auch das Loschen des Arbeitsbereichs fiir die nachfolgenden
Operationen.

Ist ein vorbestimmtes Pivotelement dem Betrag nach zu klein bzw. durch
Differenzbildung tatsdchlich gleich Null, so wird die betreffende Spalte
zunichst zuriickgestellt bis alle anderen vorbestimmten Pivots durchgefiihrt
worden sind. Die Verarbeitung dieser Spalten ist wesentlich aufwendiger, da
keine Informationen aus der Booleschen Phase verwendet werden konnen.
Die Pivot-Wahl in den zuriickgestellten Spalten sowie in denjenigen Spal-
ten, fiir die in der Booleschen Phase kein Pivotelement bestimmt wurde,
erfolgt nach dem Gesichtspunkt der numerischen Stabilitit: man entschei-
det sich fiir die Komponente mit dem groBten Absolutbetrag in einer Zeile,
in der noch nicht pivotisiert worden ist (Pivoting for Size).
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Kapitel 11

Postoptimierung und parametrische
Programme

Wir haben bisher die Theorie (und Praxis) des Simplexverfahrens entwickelt unter
der Annahme, dass die Daten, A, b, und c¢ fest vorgegeben sind. Bei praktischen
Problemen konnen jedoch hiufig nicht alle der bendtigten Zahlen mit Sicherheit
angegeben werden, d. h. es kann Unsicherheit {iber die Beschriankungen b oder den
zu erwartenden Gewinn ¢’z geben. Man muss also die Tatsache mit in Betracht
ziehen, dass die Wirklichkeit nicht exakt in das lineare Modell abgebildet wurde
bzw. werden konnte. Dariiber hinaus konnen im Nachhinein zusétzliche Variablen
oder Restriktionen auftreten, die bei Aufstellung des Modells iibersehen wurden
oder nicht beriicksichtigt werden konnten.

Wir werden uns nun iiberlegen, wie wir gewisse auftretende Anderungen behan-
deln konnen, wenn wir z. B. die optimale Losung des urspriinglichen Programms
gefunden haben. Wir wollen uns auf die folgenden Fille beschrinken:

1. Variation der rechten Seite b.

2. Variation der Zielfunktion c.

3. Anderung einer Nichtbasisspalte.

4. Hinzufiigung einer neuen Variablen.

5. Hinzufiigung einer neuen Restriktion.

Im Prinzip konnten wir natiirlich versuchen, eine Theorie zu entwerfen, bei der
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Schwankungen aller Daten beriicksichtigt werden. Das ist jedoch auBerordentlich
kompliziert, und es gibt dariiber kaum rechnerisch verwertbare Aussagen.

Wir gehen im weiteren davon aus, dass ein LP in Standardform (9.1) gegeben ist
und dass wir eine optimale Basis Ag von A kennen.

11.1 Anderung der rechten Seite b

Wir wollen uns zunichst iiberlegen, welchen Einfluss eine Anderung der rechten
Seite auf die Optimallosung bzw. den Wert der Optimallésung hat.

(11.1) Anderung der Optimallosung. Gegeben seien ein LP in Standardform
9.1)
max{c’z | Az = b,x > 0}

und eine optimale Basis Ag von A. Die neue rechte Seite des LP sei &/ := b + A.
Wir berechnen die neue Basislosung zur Basis Ap. Diese ergibt sich aus:

vy = AZ b+ A) =25+ AG'A, 2y =0.

Gilt 2’y > 0, so ist die neue Basislosung optimal, da sich ja an den reduzierten

Kosten ' = ¢k — c5 A5 Ay nichts geéindert hat, d. h. es gilt weiterhin ¢ < 0.

Gilt 23 # 0, so ist die neue Basislosung primal nicht zuldssig. Die Optimalitits-
bedingung ¢ < 0 ist jedoch weiterhin erfiillt. Das aber heiflit nach (10.18), dass
die Basis dual zulissig ist. Folglich haben wir mit Ap eine zulédssige Basis fiir die
duale Simplexmethode (10.27), und wir konnen direkt mit Phase II von (10.27)
mit der Neuberechnung der Optimallésung beginnen. U

In diesem Zusammenhang sei auf eine wichtige Funktion, die die Anderung des
Zielfunktionswertes eines LP bei Variationen der rechten Seite angibt, hingewie-

sen. Diese Funktion hat interessante Eigenschaften, von denen wir nachfolgend
einige auffiihren wollen. Die Funktion

L:{beK"|P (AL #0} — KuU{oo}
definiert durch
(11.2) L(b) :=sup{c’z | Ax = b,z > 0}
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heifit Perturbationsfunktion bzgl. des LPs

max CT T

Ax =10
x>0

Es bezeichne
RP(A):={be K™ | P~(A,b) # 0}

den Definitionsbereich von L (wegen 0 € RP(A) ist RP(A) # () und
hypo(L) := {(U) c K™ |v e RP(A), z €K, L(v) > z}
z
den Epigraphen von L.

(11.3) Satz. Die Menge hypo(L) ist ein polyedrischer Kegel.

Beweis : Offenbar ist hypo(L) eine Projektion des polyedrischen Kegels { (27, v, 2)T |
Ar —v =0,z >0, c’x — z > 0} auf die (v, z)-Koordinaten. Also ist nach (6.1)
hypo(L) ein Polyeder, das trivialerweise ein Kegel ist. U

(11.4) Bemerkung.
3b € RP(A) mit L(b) < oo <= Vb € RP(A) gilt L(b) < cc.

Beweis : Sei V := {z € K" | Az = 0}, dann gibt es zu jedem b € K™ einen
Vektor z(b) € K" mit P=(A,b) = (V 4 z(b)) N K. Folglich gilt fiir alle b
RP(A) : L(b) = 00 <= L(0) = oc. 0

(11.5) Satz. Ist L # oo, so gibt es Vektoren g' € K™ (i = 1,..., k), so daB
L(v) =min{v’¢" |i=1,...,k}

fiir alle v € RP(A) gilt.

Beweis : Mit Satz (11.3) ist K := hypo(L) ein polyedrischer Kegel. Also gibt es

nach Bemerkung (2.6) eine (r,m + 1)-Matrix B, so dass K = P(B,0) gilt. Da

L(0) > 0,ist ()) ¢ K fiir alle = > 0. Also kann die letzte Spalte von B kein
Nullvektor sein, und wir konnen o. B. d. A. annehmen, dass B die Form

o= (% )
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mit A # 0 besitzt. Da L # oo, folgt mit (11.4) L(0) < oo, und daraus folgt
direkt L(0) = 0. Also wissen wir, dass (°) € K. Dies impliziert A > 0. Sei
0.B.d. A. h = 1. Dann gilt: hypo(L) = {(v",2)" | Hv <0, Gv > z}, und es
ist L(v) = 2 < G;.v = z fiir ein i. Bezeichnen ¢' (i = 1,...,k) die Zeilen
von (4, so gilt

L(v) = min{v’g" |i=1,...,k}.

U
(11.6) Folgerung. Die Perturbationsfunktion L ist stiickweise linear und konkav.

O

Speziell folgt daraus, dass sich der Wert der Zielfunktion eines linearen Pro-
gramms stetig mit einer Variation der rechten Seite des LP dndert. Die stetige
Anderung lisst sich durch (11.5) explizit angeben. Sie ist “fast iiberall” linear, bis
auf einige “Knicke”.

11.2  Anderungen der Zielfunktion ¢

Wir gehen wieder davon aus, dass wir eine Optimalbasis Az von (9.1) kennen und
dass sich die Zielfunktion ¢ um A &ndert. Da wir eine Basis Ap gegeben haben,
konnen wir die neuen Kosten der Basislosung ausrechnen. Es gilt

(" + ATz = (ch + AR AR+ (e + A% — (ch + AF) AR An)zy
=chb+cry + ALb+ (AL — AT A) 2y,
N———

=A

(a) Wird keiner der Koeffizienten von ck geiindert (ist also Ap = 0), dndert
sich wegen xy = 0 der Zielfunktionswert der Basislosung zur Basis Ap
nicht.

(b) Sind die neuen reduzierten Kosten ¢ + A nicht positiv, so ist das Optima-
litdtskriterium (9.13) (b) weiterhin erfiillt, d. h. Ag bleibt die optimale Ba-
sis, jedoch édndert sich u. U. der Wert der zugehorigen Basislosung wenn

Ap # 0.

(c) Ist einer der Koeffizienten ¢; + Zj positiv, so wenden wir Phase II des pri-
malen Simplexalgorithmus mit (zuldssiger) Anfangsbasislosung A g auf das
neue Problem an.
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(Zur Berechnung von A geniigt die Kenntnis von A oder Agl und Ay.)

An den obigen Berechnungen kann man sehen, wie man eine Schar von linearen
Programmen, bei denen entweder nur b oder nur ¢ einer Anderung unterworfen
wird, 16sen kann.

11.3 Anderungen des Spaltenvektors A.j,j=N(s)

Wollen wir die s-te Nichtbasisspalte (d. h. die j-te Spalte von A) um A dndern
und kennen wir die Basisinverse Agl, so konnen wir die neue s-te Spalte von A
berechnen durch

A = AN (A, +A) = A, + AGA

Die Basislosung = zu Ap bleibt weiterhin primal zuldssig, da diese Anderung
keinen Einfluss auf 3 = b, Ty = 0 hat. Jedoch bleibt 7 i. a. nicht optimal, da
sich der s-te Koeffizient der reduzierten Kosten (j = N(s)) wie folgt d@ndert

¢ =c;— LA+ AF'A)

_ T T 4-1
=cj —cgAs —cgAg A

wobei u eine optimale duale Losung ist.

Die Optimalitdt der gegenwirtigen Basislosung 7 bleibt genau dann erhalten,
wenn ¢, < ul A gilt. Andernfalls konnen wir die neue Optimalldsung mit Phase II
des primalen Simplexalgorithmus berechnen, wobei wir von der zuldssigen Basis
Ap ausgehen (die revidierte Methode ist natiirlich von Vorteil).

(Bei Anderung einer Basisspalte kann man kaum Vorhersagen machen. Es muss
neu invertiert werden. Dabei kann sowohl primale als auch duale Zulissigkeit
verloren gehen, und es kann passieren, dass Az nach Anderung einer Basisspalte
singuldr wird und damit keine Basis mehr ist.)

(11.7) Beispiel. Wir betrachten nochmals unser Beispiel (10.30)

max —Ij; — 2o

—T1 — T2 S —2
—2ZL‘1 — X9 S -3
T, >0
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Das optimale (Tucker) Tableau ist:

-1 -1 -2
-2 1 1
-1 1 2

duale Losung y3 = 1, y4 = 0 primale Losung x1 = 2, 2o = 0

Die Spalte A., ist eine Nichtbasisspalte. Wir untersuchen, um wieviel diese Spalte
gedndert werden kann, ohne Optimalitit zu verlieren.

also @, = —1—(1,0)(5) = -1 -«

<0 <<= —-1-a<0 < a>-1

Die obige Basislosung ist also fiir alle linearen Programme der Form

max —Ij; — 2o

—r1+(a— 1)z < =2
—2r1 4+ (B—-1)zy < =3
T, = 0

optimal, wenn nur o > —1 gilt. Zur geometrischen Interpretation sieche Abbildung
11.1. U
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A.1(B=0) a=-1 (=Zielfunktion)
A. 2(0(20)

Abb. 11.1

11.4 Hinzufiigung einer neuen Variablen

Sei A.,+1 die neue Spalte von A und ¢, der Zielfunktionswert der neuen Varia-
blen z,1. Wir verldngern den Vektor N der Nichtbasisindizes um eine Kompo-
nente und setzen N(n —m + 1) := n + 1. Wir berechnen

= — T p—1
Cn—m+1 ‘= Cny1 — CBAB A-n-{—l'
N——

uT

Gilt ¢, 41 < 0, so bleibt aufgrund von (9.13) (b) die alte Losung optimal. An-
dernfalls fiihren wir mit der Anfangsbasis Ag den primalen Simplexalgorithmus
aus. Dabei ist

Z-nfm+1 = AZglA-n+1~
Im ersten Schritt wird die neue Variable in die Basis aufgenommen.
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11.5 Hinzufiigung einer neuen Restriktion

Zu den bestehenden Nebenbedingungen fiigen wir die neue Restriktion

n
Am+1,.ZE = E Am+1,L5 = bt
=1

hinzu.

1. Fall: Die Basislosung = zu Ap erfiillt A,,,+1.7 = by 1.

In diesem Fall ist * auch die optimale Losung des erweiterten Problems. Ist
die neue Zeile linear abhzngig von den iibrigen Zeilen von A, so ist die neu
hinzugefiigte Gleichung irrellevant fiir das Problem und kann gestrichen
werden. Ist die neue Zeile linear unabhéngig von den iibrigen, so ist = eine
entartete Basislosung. Eine der Nichtbasisvariablen wird mit Wert O in die
Basis aufgenommen und die Basis entsprechend erweitert.

2. Fall: Die Basislosung 7 erfiillt die neue Gleichung nicht.

Wir fiihren eine neue Schlupfvariable z,, ;1 > 0 (mit dem Zielfunktionswert
¢n+1 = 0) ein und veridndern die neue Gleichung in

n

Z Apm1,iTi £ Tpg1 = by,

i=1
wobei wir ein + Zeichen schreiben, falls A,,11. 7 > b,,41 gilt, andern-
falls ziehen wir z,, 1 ab. Wir verldngern B um eine Komponente und setzen
B(m+1) :=n+1,d. h. wir nehmen z,,; mit dem Wert b, = — b1 —
A,+1.7| in die Basis auf. Da byni1 negativ ist, ist die neue Basis primal
nicht zulissig; wir haben jedoch keine Anderung an der Zielfunktion vorge-
nommen, d. h. die reduzierten Kosten sind weiterhin nicht positiv. Also ist
die gegenwirtige neue Basis dual zuléssig. Die neue Basis hat die Form

Ag 0
Am+1,B ]- '

Die Basisinverse lisst sich wie folgt schreiben:

A 0
—Am+1,BA]_31 1)
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Die neue (m + 1)-te Zeile von A lautet:

—Am+1,Bz + AN = Zm+1,. .

Wir fiihren nun einen dualen Pivotschritt auf der (m + 1)-ten Zeile von A
durch, wobei wir versuchen, die Variable x,, | aus der Basis zu entfernen.

Ergibt der duale Beschrinktheitstest (Zm%. > 0(10.27) (11.3)), dass das
duale Problem unbeschrinkt ist, so ist das neue primale Problem unzulissig,
d. h. die Hyperebene A,,, 1.2 = by, 41 hat einen leeren Schnitt mit der Men-
ge der zuldssigen Losungen des alten Problems, und wir konnen den Algo-
rithmus beenden.

Andernfalls fithren wir Phase II des dualen Simplexalgorithmus (10.27) aus.
Endet der Algorithmus mit einer primal und dual zuldssigen Losung, so gibt
es eine optimale primale Losung z* mit z;,_, = 0. Diese kann wie folgt
konstruiert werden, falls x, ; nicht bereits Null ist:

Sei 2’ die primale zulidssige Basislosung nach Beendigung des dualen Ver-
fahrens und = die Anfangsbasislosung bei Beginn des dualen Programms,
d.h. 41 = b1 < 0. Setzen wir

/
X
L n+1
A= - =
Tn+1 =~ Tn+l

sogilt A > 0,daz,,; >0und Z,1; <O0.Seiz*:= AT+ (1— A2, dann

gilt
x; >0 firi=1,...,n, da7;>0,2">0
* _ ‘T%.H — / m/n-»-l /
Tntl = @ —gpma Tl T Tnpy = e e g

_ ro= / / / ’ — /
T —Tngl (‘T”Jrlxn"'l — Tnt1Tn41 + Lpp1Tny1 — xn+1«rn+1)

=0.
Also gilt z* > 0 und ferner

e =Xz +(1—Ncl'a!

Daraus folgen die Zulidssigkeit und die Optimalitédt von x*.
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Kapitel 12

Die Ellipsoidmethode

In (10.10) haben wir angemerkt, dass man Beispiele von Polyedern und Zielfunk-
tionen konstruieren kann, so dass der Simplexalgorithmus alle Ecken der Poly-
eder durchliuft. Die in den Ubungen besprochene Klasse von Klee & Minty-
Beispielen, bei denen dieser Fall auftritt, ist definiert durch n Variable und 2n
Ungleichungen. Die zugehorigen Polyeder haben 2" Ecken. Es ist offensichtlich,
dass 2" Iterationen des Simplexalgorithmus zu nicht tolerierbaren Rechenzeiten
fiihren. Man kann zwar zeigen (Borgwardt “The Average Number of Pivot Steps
Required by the Simplex-Method is Polynomial”, Zeitschrift fiir Operations Re-
search 26 (1982) 157-177), dass das Laufzeitverhalten des Simplexalgorithmus
im Durchschnitt gut ist, aber dennoch bleibt die Frage, ob es nicht moglich ist, ei-
ne generelle “niedrige” Schranke fiir die Anzahl der Iterationensschritte des Sim-
plexalgorithmus (mit einer speziellen Zeilen- und Spaltenauswahlregel) zu finden.
Dieses Problem ist bis heute ungelost!

Im Jahre 1979 hat L. G. Khachiyan (“A polynomial algorithm in linear program-
ming”, Doklady Akademia Nauk SSSR 244 (1979) 1093-1096, engl. Uberset-
zung in Soviet Mathematics Doklady 20 (1979) 191-194) gezeigt, dass lineare
Programme in “polynomialer Zeit” gelost werden konnen. Das Verfahren, dass er
dazu angegeben hat, die sogenannte Ellipsoidmethode, arbeitet allerdings vollig
anders als der Simplexalgorithmus und scheint in der Praxis im Laufzeitverhalten
dem Simplexalgorithmus “im Durchschnitt” weit unterlegen zu sein. Theoretisch
beweisbar ist jedoch, dass es keine Beispiele linearer Programme (z. B. vom Klee
& Minty-Typ) gibt, die die Ellipsoidmethode zu exorbitanten Laufzeiten zwingen.

Die dieser Methode zugrundeliegenden Ideen benutzen ganz andere geometrische
Uberlegungen, als wir sie bisher gemacht haben. Aulerdem sind zu einer kor-
rekten Implementation so viele numerische Details zu kldren, dass der zeitliche
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Rahmen dieser Vorlesung durch eine vollstindige Diskussion aller Probleme ge-
sprengt wiirde. Wir wollen daher nur einen Uberblick iiber die Methode geben
und nur einige Beweise ausfiihren.

12.1 Polynomiale Algorithmen

Um das Laufzeitverhalten eines Algorithmus exakt beschreiben zu konnen, ist
es notwendig Maschinenmodelle, Kodierungsvorschriften, Algorithmusbeschrei-
bungen etc. exakt einzufiihren. Dies wird z. B. in einer Vorlesung, die das The-
ma ,, Komplexititstheorie®“ ausfiihrlich behandelt, gemacht. Hier wollen wir die
wichtigsten Konzepte dieser Theorie informell fiir den Spezialfall der linearen
Programmierung einfiihren. Eine mathematisch exakte Darstellung der Theorie
findet man z. B. in dem Buch

M. R. Garey & D. S. Johnson, “Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completeness”, Freeman, San Francisco, 1979, (80 ST 230 G 229).

Zunachst miissen wir unser Konzept, dass Zahlen aus dem Korper K gewihlt wer-
den konnen, aufgeben. Jede Zahl, die wir in unserem Berechnungsmodell betrach-
ten, muss endlich kodierbar sein. Es gibt aber kein Kodierungsschema, so dass
z. B. alle reellen Zahlen durch endlich viele Symbole beschrieben werden kénn-
ten. Wir beschrinken uns daher auf rationale Zahlen. Haben wir eine Ungleichung

aTxgoc

mit a € Q", a € Q, so konnen wir auf einfache Weise das kleinste gemeinsame
Vielfache p der Nenner der Komponenten von a und des Nenners von « bestim-
men. Die Ungleichung

paTx < pa

hat offenbar die gleiche Losungsmenge wie a’x < «, wihrend alle Koeffizien-
ten dieser Ungleichung ganzzahlig sind. Der Fall rationaler Daten ldsst sich also
direkt auf den Fall ganzzahliger Daten reduzieren. Es ist zwar hédufig einfacher un-
ter der Voraussetzung ganzzahliger Daten zu rechnen, und fast alle Aufsitze zur
Ellipsoidmethode machen diese Annahme, wir wollen aber dennoch fiir dieses
Kapitel voraussetzen:

(12.1) Annahme. Alle Daten linearer Programme sind rational, d. h. fiir jedes
LP der Formmax ¢z, Az < bgiltc € Q", A € Q™™ b e Q™. 0

Nun miissen wir die Frage kldren, wie Daten “gegeben” sind. Da unsere Computer
uiblicherweise mit Binidrcodes arbeiten, wollen wir annehmen, dass alle vorkom-
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menden ganzen Zahlen binidr kodiert sind. Die bindre Darstellung einer ganzen
Zahl n benétigt [log,(|n| + 1)] Stellen (Bits) und eine Stelle fiir das Vorzeichen.
Wir nennen daher

(12.2) (n) := [logy(In| +1)] + 1

die Kodierungslinge von n. Jede rationale Zahl r hat eine Darstellung r = g mit
p und q teilerfremd und ¢ > 0. Wir nehmen immer an, dass rationale Zahlen in
dieser Form dargestellt sind. Also konnen wir sagen, dass die Kodierungslidnge
einer rationalen Zahl r =  gegeben ist durch

(r) == {p) + (@)
Die Kodierungslinge einer Matrix A = (a;;) € Q™™ (oder analog eines Vek-
tors) ist gegeben durch

(12.3) (A) =D (ay).

i=1 j=1

Daraus folgt, daB die Kodierungslinge eines linearen Programms der Form max ¢’ .,

Ax < b gegeben ist durch
() + (A) + (b).
Um iiber Laufzeiten sprechen zu kdnnen, miissen wir uns iiberlegen, wie wir die
Laufzeit eines Algorithmus messen wollen. Wir legen fest, dass wir dazu zunéchst
die
Anzahl der elementaren Rechenschritte

ziahlen wollen, wobei elementare Rechenschritte die arithmetischen Operationen
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, Vergleich

von ganzen Zahlen oder rationalen Zahlen sind. Dies reicht aber noch nicht aus,
denn wie jeder weil}, dauert z. B. die Multiplikation grofer ganzer Zahlen ldanger
als die Multiplikation kleiner ganzer Zahlen. Wir miissen also die Zahlengrofen
in Betracht ziehen und jede elementare Rechenoperation mit der Kodierungslinge
der dabei involvierten Zahlen multiplizieren. Fiir unsere Zwecke ist folgende De-
finition angemessen.

(12.4) Definition. Die Laufzeit eines Algorithmus A zur Losung eines Pro-
blemsII (kurz L 4(I1)) ist die Anzahl der elementaren Rechenschritte, die wihrend
der Ausfiihrung des Algorithmus durchgefiihrt wurden, multipliziert mit der Ko-
dierungslinge der (beziiglich ihrer Kodierungslidnge) groBten Zahl, die wéihrend
der Ausfiihrung des Algorithmus aufgetreten ist. U

Die beiden folgenden Begriffe sind entscheidend fiir das Verstidndnis des Weite-
ren.
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(12.5) Definition. Sei A ein Algorithmus zur Losung einer Klasse von Proble-
men (z. B. die Klasse aller linearen Optimierungsprobleme). Die Elemente (Pro-
bleme) dieser Klasse (z. B. spezielle lineare Programme) bezeichnen wir mit I1.

(a) Die Funktion f, : N — N definiert durch

fa(n) :=max{L4(I) | die Kodierungsliange der Daten
zur Beschreibung von 11 ist héchstens n}

heiBt Laufzeitfunktion von A.

(b) Der Algorithmus A hat eine polynomiale Laufzeit (kurz: A ist ein polyno-
mialer Algorithmus), wenn es ein Polynom p : N — N gibt, so daf3

fa(n) < p(n) VneNgil.
U

Polynomiale Algorithmen sind also solche Verfahren, deren Schrittzahl multipli-
ziert mit der Kodierungsldnge der groBten auftretenden Zahl durch ein Polynom
in der Kodierungslidnge der Problemdaten beschrinkt werden kann. Fiir die Klasse
der linearen Programme der Form max ¢’ z, Az < b muss also die Laufzeit eines
Algorithmus durch ein Polynom in (A) + (b) + (c) beschrinkt werden konnen,
wenn er polynomial sein soll. Wie die Klee & Minty-Beispiele zeigen, ist der Sim-
plexalgorithmus kein polynomialer Algorithmus zur Losung linearer Programme!

12.2 Reduktionen

Die Ellipsoidmethode ist kein Optimierungsverfahren, sondern lediglich eine Me-
thode, die in einem gegebenen Polyeder einen Punkt findet, falls ein solcher exi-
stiert. Wir miissen daher das allgemeine lineare Optimierungsproblem auf diesen
Fall zuriickfiihren. Aus Kapitel 2 (allgemeine Transformationsregeln) wissen wir,
dass jedes lineare Programm in der Form

max ¢l
(12.6) Az < b
z > 0

geschrieben werden kann. Das zu (12.6) duale Programm ist

min b’y
(12.7) ATy > ¢
y =2 0
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Aus dem Dualititssatz (5.14) wissen wir, dass (12.6) und (12.7) genau dann opti-
male Losungen haben, deren Werte gleich sind, wenn beide Programme zulédssige
Losungen haben. Daraus folgt, dass jedes Element (z) des Polyeders P, definiert
durch

—cr b" 0

A 0 b

(12.8) 0 —AT (x) <|-c
—1 0 y 0

0 I 0

eine Optimallésung x von (12.6) und eine Optimalldsung y von (12.7) bestimmt.
Dies impliziert, dass es zur Losung von (12.6) geniigt, einen Punkt in (12.8) zu
finden.

Der obige ,,Trick®, das Primal- und das Dualprogramm zusammenzufassen, blidht
natiirlich das zu bearbeitende System ungeheuer auf. Eine andere Methode der
Reduktion ist die bindre Suche, die wir nun schildern. Zur korrekten Darstellung
bendtigen wir jedoch noch einige (auch fiir andere Zwecke) wichtige Hilfssitze.
Zunichst wollen wir einige Parameter durch die Kodierungsliange abschitzen. Um
den ersten Hilfssatzes zu beweisen, bendtigen wir die bekannte Hadamard-Unglei-
chung, die besagt, dass das Volumen eines Parallelepipeds in R mit Kantenldngen
dy, . ..,d, nicht groBer ist als das Volumen des Wiirfels mit Kantenlidngen dy, . . . , d,,.
Bekanntlich ist das Volumen eines Parallelepipeds, das durch die Vektoren a4, . . . , a,
aufgespannt wird, nichts anderes als der Absolutbetrag der Determinante der Ma-
trix A mit Spalten A.; = ay, ..., A., = a,. Die Hadamard-Ungleichung lautet
also

(12.9) |det Al < [T 1Az

j=1
(12.10) Lemma.

(a) Fiir jede Zahlr € Q gilt: |r| < 2W=1 — 1,

(b) Fiir je zwei rationale Zahlen r, s gilt: (rs) < (r) + (s).

(c) Fiir jeden Vektor x € Q" gilt: ||z, < ||z||, < 2®—" —1.

(d) Fiir jede Matrix A € Q™ gilt: | det(A)| < 207" — 1.
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Beweis :
(a) und (b) folgen direkt aus der Definition.
(c)Seix = (xq,...,1,)T € Q", dann gilt nach (a)
Vol =14 3200 sl < TTi (1 + fa])

< H?:l fzi)—1

= 2@,
Die Ungleichung ||z|js = />y 27 < >, |z5] = |||y ist trivial.
(d) Aus der Hadamard-Ungleichung (12.9) und (c) folgt

L+ [det(A)] <1+ 1A 2 < TI= (T + [[Agll2)
< IT0, 24— = old—n®

0

Diesen Hilfssatz konnen wir zur Abschidtzung der ,,Grof3e” der Ecken von Poly-
edern wie folgt benutzen.

(12.11) Satz. Fiir jede Ecke v = (vy,...,v,)’ eines Polyeders P der Form
P(A,b), P=(A,b) oder P = {x € R" | Az < b,z > 0}, A € Q™" b € Q™,
gilt

(a) Der Absolutbetrag des Zihlers von v; ist hochstens 2N +)=n* " der Abso-
lutbetrag des Nenners von v; ist hochstens oA i =1,... n.

(b) || < 2XN+O=20% 1y — 1 .

(¢) Falls A € Z(™" so gilt |v;] < 20— j =1 n.

Beweis : Ist v Ecke von P, so gibt es nach Satz (8.9) eine regulidre Untermatrix
und einen entsprechenden Untervektor des Restriktionensystems von P, so dass
v die eindeutig bestimmte Losung des hierdurch bestimmten Gleichungssystems
ist. Wir fiihren den Fall P = {x | Ax < b,z > 0} vor. Die beiden anderen Fille
verlaufen analog.
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Es gibt also eine (n,n)-Matrix D, deren Zeilen Zeilen von A oder negative Ein-
heitsvektoren sind und einen entsprechenden Vektor d, dessen Komponenten Ele-
mente von b oder Nullen sind, so dass v die eindeutige Losung von Dz = d ist.
Nach Cramer’s Regel gilt dann fiir: = 1,...,n

det DZ
V; =
det D

wobei D; aus D dadurch entsteht, dass die ¢-te Spalte von D durch den Vektor d
ersetzt wird. Hat D Zeilen, die negative Einheitsvektoren sind, so bezeichnen wir
mit D die Matrix, die durch Streichen dieser Zeilen und der Spalten, in denen sich
die Elemente —1 befinden, entsteht. Aufgrund des Determinantenentwicklungs-
satzes gilt | det D| = |det D|, und ferner ist D eine Untermatrix von A. Daraus
folgt mit (12.10) (d)

|det D| = | det D| < 2P < o(A)—n*

Analog folgt
| det D;| < 2(A+®—7*

Damit ist (a) bewiesen.

Ist | det D| > 1, dies ist z. B. dann der Fall, wenn A € Z(™"™ gilt, so erhalten wir

mit (a) ,

|Ui| S |det Dz| S 2<A>+(b>—n .
Hieraus folgt (c).

Ist |det D| < 1, so miissen wir | det D| nach unten abschitzen. Sei ¢ = []; ; g;;
das Produkt der Nenner der Elemente d;; = % von D. Dann gilt |det D| =
ij

@, und sowohl ¢ als auch ¢| det D| sind ganze Zahlen. Aus (12.10) (a), (b)
folgt

g = ][ a <2 <22t < (D)= < o(A)—n*
12

Daraus ergibt sich

|det D;| | det Dslq
|det D| ~ q|det D|

lv;| < < |det Dy|q < 224+ (0)=20%,

Damit ist auch (b) bewiesen. U

Da nach Satz (8.12) alle Polyeder P der Form P = {x | Az < b,z > 0}
spitz sind und nach Folgerung (8.15) lineare Programme {iiber spitzen Polyedern
optimale Ecklosungen haben (falls sie iiberhaupt Optimallésungen haben) folgt:
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(12.12) Satz. Das lineare Programm (12.6) hat eine Optimallosung genau dann,
wenn die beiden linearen Programme

max ¢! x
Ar < b
(12.13) e > 0
z; < 22<A>+<b>—2n2’ i=1, .n
max ¢’ x
Az < b
(12.14) e > 0
< 2AFO)-MT 1 i1

eine Optimallosung haben und die Werte der Optimallosungen iibereinstimmen.
Die Zielfunktionswerte von (12.13) und (12.14) stimmen genau dann nicht iibe-
rein, wenn (12.6) unbeschrankt ist. (12.6) ist genau dann nicht 16sbar, wenn (12.13)
oder (12.14) nicht losbar ist. U

Wir haben damit das lineare Programmierungsproblem (12.6) iiber einem (all-
gemeinen) Polyeder auf die Losung zweier linearer Programme iiber Polytopen
reduziert. Wir miissen also im Prinzip nur zeigen, wie man LP’s iiber Polytopen
16st.

(12.15) Satz. Ist P # () ein Polytop der Form P(A,b), P=(A,b) oder P = {z |
Ax < bz > 0} mit A € QU™ p e Q™, so kann fiir ¢ € Q" das lineare
Programm max ¢!z, x € P nur Optimalwerte in der endlichen Menge

§i= {2 € Q| |p| < n2HOIE 1 < g < 2O

annehmen.

Beweis : Da alle Optimalwerte Zielfunktionswerte von Ecken von P sind, brau-
chen wir nur die Werte c¢’'v, v Ecke von P, abzuschiitzen. Sei alsov = (vy, ..., v,)7
eine Ecke von P. Wie im Beweis von (12.11) konnen wir feststellen, dass die
Komponenten v; von v eine Darstellung der Form

detD;
YT qetD d

haben, wobei D eine reguldre Untermatrix von A bzw. (’?) ist und D; aus D
dadurch hervorgeht, dass die i-te Spalte von D durch einen Untervektor der rech-
ten Seite ersetzt wird. Satz (12.11) zeigt d < 2(0-7% p, < 2A+E—n* Sej nun
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c= (%, e i—:)T € Q" eine teilerfremde Darstellung der Zielfunktion, so gilt
T ~sp 1 - - t
— = — 12752 mlttZ:t'...-tn7ti;:__
©f ;tid dt 2" ! .
Aus (12.10) (a) folgt t = t1 - ... - t, < 2{0=1. . 9lta)=1 — 95.({t)=1) < 9{c)—n
und somit

q:= dt S 2<A>+(C>—n2_n )
Analog folgt

n Si)— —n26(c)—n c)—n2—n
pi=Y spily <Y 200 1Ot glen < o020 ‘
=1 =1

0

Satz (12.15) gibt uns nun die Moglichkeit, das Verfahren der bindren Suche zur
Losung von max c¢’'z,x € P anzuwenden. Diese Methode funktioniert beziiglich
der in Satz (12.15) definierten Menge S wie folgt.

(12.16) Binire Suche.

(1) Wihle ein Element s € S, so dass fiir S’ := {t € S |t < s} und §" :=
{teS|t>s}gil
S <1571 < IS+ 1.

(2) Uberpriife, ob das Polyeder
P,={x| Az <bx>0,c"z > s}
nicht leer ist.
(3) Ist P, Ieer, so setze S := S’, andernfalls setze S := S”.

4) Ist|S| = 1, so gilt fiir s € S: s = max{c’z | Ax < b,z > 0}, und jeder
Punkt in P, ist eine Optimallésung von max ¢l x,x € P. Andernfalls gehe
zu (1).

0

Die Korrektheit dieses Verfahrens ist offensichtlich. Ist die Bindrsuche auch effi-
zient? Da in jedem Schritt die Kardinalitdt |S| von S (fast) halbiert wird, ist klar,
dass hochstens

(12.17) N = [log,(|S| + 1)]
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Aufspaltungen von S in zwei Teile notwendig sind, um eine einelementige Menge

zu erhalten. Also muss Schritt (2) von (12.16) N-mal ausgefiihrt werden. Nach
(12.15) gilt
|S] < 97, 92(A) +(b)+3(c)—2n°—2n i

und daraus folgt, dass Test (2) von (12.16) hochstens
(12.18) N = 2(A) + (b) + 3{c) — 2n* — 2n + logy n + 2

?

mal durchgefiihrt wurde. Ist Test (2) in einer Zeit ausfiihrbar, die polynomial in
(A) + (b) + (c) ist, so ist auch die bindre Suche ein polynomialer Algorithmus,
da ein polynomialer Algorithmus fiir (2) nur N-mal also nur polynomial oft aus-
gefiihrt werden muss.

(12.19) Folgerung. Es gibt einen polynomialen Algorithmus zur Losung linearer
Programme genau dann, wenn es einen Algorithmus gibt, der in polynomialer Zeit
entscheidet, ob ein Polytop P leer ist oder nicht und der, falls P # (), einen Punkt
in P findet.

0

Damit haben wir das lineare Programmierungsproblem reduziert auf die Frage der
Losbarkeit von Ungleichungssystemen, deren Losungsmenge beschrénkt ist.

12.3 Beschreibung der Ellipsoidmethode

In diesem Abschnitt setzen wir n > 2 voraus. Wir wollen zunichst einige Eigen-
schaften von Ellipsoiden beschreiben. Wir erinnern daran, dass Ellipsoide volldi-
mensionale konvexe Korper im R” sind, die eine besonders einfache Darstellung
haben. Und zwar ist eine Menge £/ C R" ein Ellipsoid (mit Zentrum a) ge-
nau dann, wenn es einen Vektor a € R" und eine (symmetrische) positiv definite
Matrix A gibt, so dass gilt

(12.20) E=E(Aa) ={zcR"|(z—a)A (z —a) <1}

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass fiir symmetrische Matrizen A € R(""
die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1)  Aist positiv definit.
(ii))  A~!ist positiv definit.
(12.21)  (iii)) Alle Eigenwerte von A sind positive reelle Zahlen.
(iv) det(A;r) > 0 fiir alle Mengen [ = {1,...,i},i=1,...,n.
(v) A = BT B fiir eine regulire Matrix B € R(™™),
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Das Ellipsoid E(A, a) ist durch die (ebenfalls positiv definite) Inverse A~! von
A definiert. Das erscheint zunéchst seltsam, liegt aber daran, dass sich viele Ei-
genschaften von F(A, a) aus algebraischen Eigenschaften von A ableiten lassen.
Z. B. ist der Durchmesser (d. h. die Lénge der lingsten Achse) von E(A, a) gleich
2v/A, wobei A der groBte Eigenwert von A ist. Die lingsten Achsen sind durch
die Eigenvektoren, die zu A gehoren, gegeben. Die Symmetrieachsen von F (A, a)
entsprechen ebenfalls den Eigenvektoren von A. In Abbildung 12.1 ist das Ellip-

soid F(A, 0) dargestellt mit
16 0
A= (0 4) '

Die Eigenwerte von A sind A = 16 und A = 4 mit den zugehorigen Eigenvektoren
ey = (1,0)" und ey = (0,1)”. Der Durchmesser von E(A, 0) ist 2v/A = 8.

Abb. 12.1

Zu jeder positiv definiten Matrix A gibt es eine eindeutig bestimmte positive defi-
nite Matrix, die mit Az bezeichnet und Wurzel von A genannt wird, mit

A= A3 A3,

Die Einheitskugel S(0,1) C R" (um den Nullpunkt mit Radius 1) ist das Ellipsoid
E(I,0). Man rechnet leicht nach, dass gilt:

(12.22) E(A,a) = A25(0,1) + a.

Damit sei die Aufzdhlung von Eigenschaften von Ellipsoiden beendet. Wir wollen
nun die geometrische Idee, die hinter der Ellipsoidmethode steckt, erldutern.
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(12.23) Geometrische Beschreibung der Ellipsoidmethode. Gegeben sei ein
Polytop P. Wir wollen einen Punkt in P finden oder beweisen, dass P leer ist.
(1) Konstruiere ein Ellipsoid Eq = E(Ag, ag), das P enthiilt. Setze k := 0.

(2) Ist das gegenwiirtige Ellipsoid “zu klein”, so brich ab mit der Antwort “P
ist leer”.

(3) Teste ob der Mittelpunkt a;, von Ej, in P enthalten ist.
(4) Gilta;, € P, dann haben wir unser Ziel erreicht, STOP.
(5) Giltay ¢ P, dann gibt es eine P definierende Ungleichung, sagen wir
'z <n,
die von ay;, verletzt wird, d. h. c"a;, > ~. Mit
E,=E,Nn{r| 'z <cla}

bezeichnen wir das Halbellipsoid von E}, das P enthilt. Wir konstruieren
nun das Ellipsoid kleinsten Volumens, das E;, enthalt und nennen es Ej. 1.

(6) Setze k := k + 1 und gehe zu (2).

0

Das Prinzip des Verfahrens ist klar. Man zdunt das Polytop P durch ein Ellipsoid
E), ein. Ist das Zentrum von E, nicht in P, so sucht man sich ein kleineres Ellip-
soid Ej. 1, das P enthilt und fihrt so fort. Die Probleme, die zu kldren sind, sind
die folgenden:

— Wie findet man ein Ellipsoid, das P enthdlt?
— Wie kann man £}, aus E}, konstruieren?
— Wann kann man abbrechen, d. h. was heif3t “zu klein”?

— Wieviele Iterationen des Verfahrens sind durchzufiihren?

Die nachfolgenden Sitze beantworten diese Fragen, wobei wir nur einige der Be-
weise, die zum Nachweis der Polynomialitit des Verfahrens notwendig sind, an-
geben wollen.
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Unser Anfangsellipsoid soll eine Kugel mit dem Nullpunkt als Zentrum sein. Ent-
halten die Restriktionen, die das Polytop P definieren, explizite obere und unter
Schranken fiir die Variablen, sagen wir

ZZSZEZ<UZ, ’i:].,...,’n,

SO sel

(12.24) R = Z(maxﬂui\, I:[})2.

Dann gilt trivialerweise P C S(0, R) = E(R*I,0). Andernfalls kann man zeigen

(12.25) Lemma. Sei P ein Polyeder der Form P(A,b), P=(A,b) oder {x € R" |
Az < b,z >0} mit A€ Q™™ bec Qm, dann gilt

(a) Alle Ecken von P sind in der Kugel S(0, R) enthalten mit

R .= \/522(A>+(b>72n2'

(b) Ist P ein Polytop, so gilt P C S(0, R) = E(R*I,0).

Beweis : Nach Satz (12.11) gilt fiir jede Ecke v* = (vy,...,v,) von P
o] < 22O (G 1),

und daraus folgt fiir die euklidische Norm von v:

va < y/nmax{v?} < +/n 92AA)+(b)—2n*
i=1

Also ist jede Ecke von P in S(0, R) enthalten. Ist insbesondere P ein Polytop, so
folgt daraus P C S(0, R). O

loll =

Damit haben wir durch (12.24) oder (12.25) ein Anfangsellipsoid £ gefunden,
mit dem wir die Ellipsoidmethode beginnen konnen. Die Konstruktion von Fj
aus Iy, geschieht wie folgt.
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(12.26) Satz. Sei E), = E(Ag,ar) C R™ ein Ellipsoid, ¢ € R™ \ {0} und E}, :=
{x e R" | Tx < cTay} N Ey. Setze

1
(12.27) di= ——Aic,

(12.28) Qg o= a — qd,

(12.29) Apir = 3 (A, — 2ddD),

dann ist Ay, positiv definit und Ejy, := FE(Agi1,ax.1) ist das eindeutig be-

stimmte Ellipsoid minimalen Volumens, das FE;_ enthilt.

Beweis : Siehe R. G. Bland, D. Goldfarb & M. J. Todd, “The Ellipsoid Method: A
Survey”, Operations Research 29 (1981) 1039—-1091 oder M. Grotschel, L. Lovasz
& A. Schrijver (1988). U

Wir wollen kurz den geometrischen Gehalt der Schritte in Satz (12.26) erldutern.

Ist ¢ € R™, und wollen wir das Maximum oder Minimum von ¢’ z iiber F}, finden,
so kann man dies explizit wie folgt angeben. Fiir den in (12.27) definierten Vektor
d und
Zmax ‘= Qg +d,  Zpin = a — d

gilt

A zmax = max{c’z |z € Ey} = cTay, + /T Axe,

A zmin =min{c’z |z € Ex} = cla, — VT Aje.
Diese Beziehung kann man leicht — z. B. aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
— ableiten. Daraus folgt, dass der Mittelpunkt a;; des neuen Ellipsoids E}; auf
dem Geradenstiick zwischen a;, und z,,;, liegt. Die Linge dieses Geradenstiicks
ist ||d||, und ag; erreicht man von a; aus, indem man einen Schritt der Linge
%H ||d|| in Richtung —d macht. Der Durchschnitt des Randes des Ellipsoids Ej 1
mit dem Rand von Ej, wird gebildet durch den Punkt z,,;, und E} := {z | (z —
ar)TAp(z — ax) = 1} N{z | 'z = c’a;}. B} ist der Rand eines “(n — 1)-
dimensionalen Ellipsoids” im R".

In Abbildung 12.2 sind das Ellipsoid Ej aus Abbildung 12.1 und das Ellipsoid
FE}.1, definiert durch Satz (12.26) beziiglich des Vektors ¢! = (—1, —2) darge-
stellt. ), ist gestrichelt eingezeichnet. Als Anfangsdaten haben wir daher: Die ver-
letzte Ungleichung ist —z; — 229 < —4. Die zugehorige Gerade {z | —x1 —2x5 =
—4} ist ebenfalls gezeichnet.

o Q) a0 o= (D).
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Die Formeln (12.27), (12.28), (12.29) ergeben:
1 (4
d - 7%(2)1’ 1 (4 0.9428
apy1 = ap — 3d = Wﬁ(z) ~ (0:4714)’
32 —8
Apn = 5 (A = Hdd") = § (—8 8) ’
By = E(AkJrla Clk+1)-

Abb. 12.2

Das Stopkriterium der Ellipsoidmethode beruht auf einem Volumenargument. Nach
Konstruktion ist klar, dass das Volumen von Fj; (bezeichnet mit vol(Ej.1))
kleiner ist als das von Fj. Man kann den Volumenschrumpfungsfaktor explizit
berechnen. Er hingt nur von der Dimension n des Raumes R" und nicht etwa von
Update-Vektor c ab.

(12.30) Lemma.
+1 -1 %
—V01<Ek+1) = il " <em < 1.
vol(Ej) n+1 n—1
Beweis : Siehe Grotschel, Lovasz & Schrijver (1988), Lemma (3.1.34). U

Wir sehen also, dass mit den Formeln aus Satz (12.26) eine Folge von Ellipsoiden
konstruiert werden kann, so dass jedes Ellipsoid Ej; das Halbellipsoid Ej, und
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somit das Polytop P enthélt und dass die Volumina der Ellipsoide schrumpfen.
Die Folge der Volumina konvergiert gegen Null, muss also einmal das Volumen
von P, falls P ein positives Volumen hat, unterschreiten. Daher muss nach endlich
vielen Schritten der Mittelpunkt eines der Ellipsoide in P sein, falls P # (). Wir
wollen nun ausrechnen, nach wievielen Schritten, dies der Fall ist.

(12.31) Lemma. Seien P = P(A,b) C R", p= {z € R" | Az < b}, und
R .= \/ﬁ22(A)+<b)72n2.

(a) Entweder gilt ]%: () oder
vol(P NS(0, R)) > 2~ (DA +B)—n?)
(b) Ist P volldimensional (d. h. dim P = n), dann gilt

vol(P N S(0, R)) = vol(P NS(0, R)) > 0.
0

Lemma (12.31) zusammen mit Lemma (12.25) sind geometrisch und algorith-
misch interessant. Die beiden Hilfssitze implizieren folgendes.

— Wenn ein Polyeder P nicht leer ist, dann gibt es Elemente des Polyeders,
die “nah” beim Nullvektor liegen, d. h. in S(0, R) enthalten sind.

— Es reicht aus zu iiberpriifen, ob P N S(0, R) leer ist oder nicht. Daraus kann
man schlieen, dass P leer ist oder nicht.

— Will man einen Konvergenzbeweis iiber Volumen fiihren, so sollte man
strikte statt normale Ungleichungssysteme betrachten. Denn ein striktes Un-
gleichungssystem ist entweder unldsbar oder seine Losungsmenge hat ein
positives (relativ groBBes) Volumen.

Damit konnen wir die Ellipsoidmethode formulieren.

(12.32) Die Ellipsoidmethode.
Input: A c Q™™ be Q™.

Output: Ein Vektor x € Q" mit Ax < b oder die Feststellung, dass {x € R™ |
Ax < b} leer ist.
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(1) Initialisierung: Setze

Ag:= R2I, mit R = /n22A+0)-20%oder R durch andere Vorinformationen
kleiner gewihlt),

ag = 0,

ko= 0,

N:= 2n((3n+1)(A) + (2n + 1){(b) — n?).
(Das Anfangsellipsoid ist £y := F/( Ay, agp).)
(2) Abbruchkriterium:

(2.a) Giltk = N, dann hat Ax < b keine Losung, STOP!
(2.b) Gilt Aay, < b, dann ist eine Losung gefunden, STOP!

(2.c) Andernfalls sei ¢! irgendeine Zeile von A derart, dass der Mittelpunkt
ay von Ly, die entsprechende Ungleichung verletzt.

(3) Update: Setze

1 1

(3.a) agyy = ag — n_H\/mAkc
(3.b) App1 = 2 (A — 2L —AuecTAT)

n2-1 n+lcT Age
(Exs1 = E(Ags1, aryq) ist das neue Ellipsoid.)
k:=k+ 1.
Gehe zu (2). U

(12.33) Satz. Die Ellipsoidmethode arbeitet korrekt.

Beweis : Gibt es ein & < NN, so dass Aa, < b, so ist offenbar ein Vektor aus
P(A,b) gefunden. Bricht die Ellipsoidmethode in Schritt (2.a) ab, so miissen wir

zeigen, dass Pi= {z | Az < b} kein Element besitzt.

Angenommen 1037& (). Sei P" der Durchschnitt von ]?, mit £y. Dann gilt nach Lem-
ma (12.31), dass das Volumen von P’ mindestens 2~ ("+D(A)+®)—n") petriigt. Ist
ar nicht in P(A,b), 0 < k < N, so wird in (2.c) eine verletzte Ungleichung
gefunden, sagen wir ¢z < . Wegen v < ¢’ a;, enthilt das Halbellipsoid

B, =E.n{z|cr <clay}
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die Menge P'. Das durch die Formeln (3.a), (3.b) konstruierte neue Ellipsoid £}, 4
ist nach Satz (12.26) das volumenméBig kleinste Ellipsoid, das E}. enthilt. Wegen
P’ C Ej, gilt natiirlich P’ C Ej,. Daraus folgt

P CE,, 0<k<N.
Das Volumen des Anfangsellipsoids £y kann man wie folgt berechnen:

vol(Ey) = v/det(R2I) V,, = R"V,,,

wobei V,, das Volumen der Einheitskugel im R" ist. Wir machen nun eine sehr
grobe Abschitzung. Die Einheitskugel ist im Wiirfel W = {z € R" | |z;| <
1,4 = 1,...,n} enthalten. Das Volumen von W ist offensichtlich 2". Daraus
folgt
VOI(E0> < R"on — 2n(2<A>+(b>—2n2+log\/ﬁ+l)
< 9(2(A)+(b)—n?)

)

In jedem Schritt der Elliplsoidmethode schrumpft nach (12.30) das Volumen um
mindestens den Faktor e2». Aus der Abschitzung von vol(Ej) und der in (1) von
(12.33) angegebenen Formel fiir NV erhalten wir somit

vol(Ey) < e vol(Ep) < 9—(n+1)((A)+(b)—n?)

Also gilt vol(Ey) < vol(P') und P* C El. Dies ist ein Widerspruch. Hieraus
folgt, dass P’ und somit {z | Az < b} leer sind, wenn die Ellipsoidmethode in
(2.a) abbricht. U

Aus (12.31) (b) folgt nun unmittelbar

(12.34) Folgerung. Ist P = P(A,b) C R" ein Polyeder, von dem wir wissen,
dass es entweder volldimensional oder Ieer ist, dann findet die Ellipsoidmethode
entweder einen Punkt in P oder beweist, dass P leer ist.

0

Nun kann man natiirlich einem durch ein Ungleichungssystem gegebenen Po-
lyeder nicht unmittelbar ansehen, ob es volldimensional ist oder nicht. Ferner
konnen gerade diejenigen Polyeder, die durch Transformation linearer Programme
entstehen (siehe (12.8), hier gilt immer ¢z = b”y), nicht volldimensional sein, so
dass die Ellipsoidmethode zu keiner befriedigenden Antwort fiihrt. Diesen Defekt
kann man jedoch durch die folgende Beobachtung reparieren.

(12.35) Satz. Seien A € Q™ und b € Q™, dann hat das Ungleichungssystem
Ax <b

206



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

hat genau dann eine LOosung, wenn das strikte Ungleichungssystem
Az < b+27247 00

eine Losung hat. Ferner kann man aus einer Losung des strikten Ungleichungssy-
stems in polynomialer Zeit eine Losung von Ax < b konstruieren. U

Damit ist die Beschreibung der Ellipsoidmethode (bis auf die Abschitzung der
Rechenzeit) vollstindig. Wollen wir entscheiden, ob ein Polyeder P(A,b) einen
Punkt enthilt, konnen wir die Methode (12.32) auf das Ungleichungssystem Ax <
b anwenden. Finden wir einen Punkt in P(A, b), dann sind wir fertig. Andernfalls
wissen wir, dass P(A,b) nicht volldimensional ist. In diesem Falle kénnen wir
auf Satz (12.35) zuriickgreifen und starten die Ellipsoidmethode neu, und zwar
z. B. mit dem ganzzahligen Ungleichungssystem

(12.36) 2HA+O) gy < 22A+Op 4 1.

Entscheidet die Ellipsoidmethode, dass das zu (12.36) gehorige strikte Unglei-
chungssystem keine Losung hat (Abbruch in Schritt (2.a)), so konnen wir aus
(12.35) folgern, dass P(A,b) leer ist. Andernfalls findet die Ellipsoidmethode
einen Vektor 2/, der (12.36) erfiillt. Gilt 2’ € P(A,b), haben wir das gewiinschte
gefunden, falls nicht, kann man mit (einfachen Methoden der linearen Algebra)
aus 2’ einen Punkt z € P(A, b) konstruieren, sieche (12.35).

Zur Losung linearer Programme kann man die in Abschnitt 12.2 besprochenen
Reduktionen benutzen. Entweder man fasst das lineare Programm (12.6) und das
dazu duale (12.7) zu (12.8) zusammen und sucht wie oben angegeben im nicht
volldimensionalen Polyeder (12.8) einen Punkt, oder man wendet ‘N-mal, siche
(12.18), die Ellipsoidmethode fiir niederdimensionale Polyeder des Typs P aus
(12.16) (2) im Rahmen eines binidren Suchverfahrens (12.16) an.

In jedem Falle ist das Gesamtverfahren polynomial, wenn die Ellipsoidmethode
(12.32) polynomial ist.

12.4 Laufzeit der Ellipsoidmethode

Wir wollen nun die Laufzeit der Ellipsoidmethode untersuchen und auf einige
bisher verschwiegene Probleme bei der Ausfiihrung von (12.32) aufmerksam ma-
chen. Offenbar ist die maximale Iterationszahl

N =2n((3n + 1)(A) + (2n + 1){b) — n*)
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polynomial in der Kodierungsliange von A und b. Also ist das Verfahren (12.32)
genau dann polynomial, wenn jede Iteration in polynomialer Zeit ausgefiihrt wer-
den kann.

Bei der Initialisierung (1) besteht kein Problem. Test (2.a) ist trivial, und die
Schritte (2.b) und (2.c) fiihren wir dadurch aus, dass wir das Zentrum a, in die
Ungleichungen einsetzen und iiberpriifen, ob die Ungleichungen erfiillt sind oder
nicht. Die Anzahl der hierzu bendtigten elementaren Rechenschritte ist linear in
(A) und (b). Sie ist also polynomial, wenn die Kodierungslinge des Vektors a1
polynomial ist.

An dieser Stelle beginnen die Schwierigkeiten. In der Update-Formel (3.a) muss
eine Wurzel berechnet werden. 1. a. werden also hier irrationale Zahlen auftreten,
die natiirlich nicht exakt berechnet werden konnen. Die (moglicherweise) irratio-
nale Zahl v/c” Ajc muss daher zu einer rationalen Zahl gerundet werden. Dadurch
wird geometrisch bewirkt, dass der Mittelpunkt des Ellipsoids E}, ein wenig ver-
schoben wird. Mit Sicherheit enthélt das so verschobene Ellipsoid nicht mehr die
Menge E;. (siche Satz (12.26)) und moglicherweise ist auch P(A, b) nicht mehr
in diesem Ellipsoid enthalten. Also bricht unser gesamter Beweis der Korrektheit
des Verfahrens zusammen.

Ferner wird beim Update (3.b) durch moglicherweise grofle Zahlen geteilt, und es
ist nicht a priori klar, dass die Kodierungslinge der Elemente von A; | bei wie-
derholter Anwendung von (3.b) polynomial in (A) + (b) bleibt. Also miissen auch
die Eintrdge in A, gerundet werden. Dies kann zu folgenden Problemen fiihren.
Die gerundete Matrix, sagen wir A}, ist nicht mehr positiv definit und das Ver-
fahren wird sinnlos. Oder Aj_ , bleibt positiv definit, aber durch die Rundung hat
sich die Form des zugehdrigen Ellipsoids, sagen wir £} | so geéindert, dass £
das Polyeder P(A, b) nicht mehr enthilt.

Alle diese Klippen kann man mit einem einfachen Trick umschiffen, dessen Kor-
rektheitsbeweis allerdings recht aufwendig ist. Die geometrische Idee hinter die-
sem Trick ist die folgende. Man nehme die bindre Darstellung der Komponenten
des in (3.a) berechneten Vektors und der in (3.b) berechneten Matrix und runde
nach p Stellen hinter dem Bindrkomma. Dadurch dndert man die Lage des Mit-
telpunkts und die Form des Ellipsoids ein wenig. Nun blédst man das Ellipsoid ein
bisschen auf, d. h. man multipliziert Ay, mit einem Faktor ( > 1 und zwar so,
dass die Menge E; beweisbar in dem aufgeblasenen Ellipsoid enthalten ist. Durch
die VergroBerung des Ellipsoids wird natiirlich die in (12.30) bestimmte Schrump-
fungsrate verschlechtert, was bedeutet, dass man insgesamt mehr Iterationen, sa-
gen wir N/, durchfiihren muss. Daraus folgt, dass der Rundungsparameter p und
der Aufblasparameter ( aufeinander so abgestimmt sein miissen, dass alle gerun-
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deten und mit ¢ multiplizierten Matrizen A;, 1 < k& < N’ und alle gerundeten
Mittelpunkte ay, 1 < k < N’ polynomial in (A) + (b) berechnet werden konnen,
so dass alle Ay, positiv definit sind, P N S(0, R) in allen Ellipsoiden E}, enthalten
ist und die Iterationszahl N’ ebenfalls polynomial in (A)+ (b) ist. Dies kann in der
Tat durch Anwendung von Abschitzungstechniken aus der Analysis und linearen
Algebra realisiert werden, siehe Grotschel, Lovasz & Schrijver (1988).

Die Ellipsoidmethode (mit Rundungsmodifikation) ist also ein polynomialer Al-
gorithmus, der entscheidet, ob ein Polyeder leer ist oder nicht. Mit Hilfe der im
Vorhergehenden beschriebenen Reduktion kann sie dazu benutzt werden, lineare
Programme in polynomialer Zeit zu 16sen.

Wie sich der Leser denken kann, gibt es eine ganze Reihe von Varianten der Ellip-
soidmethode, die dazu dienen sollen, schnellere Konvergenz zu erzwingen. Derar-
tige Varianten sind z. B. in Bland, Goldfarb & Todd (1982), Grotschel, Lovasz &
Schrijver (1988) und M. Akgiil, “Topics in Relaxation and Ellipsoidal Methods”,
Pitman, Boston, 1984, beschrieben. Aus Platz- und Zeitgriinden konnen wir hier
nicht weiter darauf eingehen.

12.5 Ein Beispiel

Wir wollen hier den Ablauf der Ellipsoidmethode anhand eines Beispiels im R?
geometrisch veranschaulichen. Wir starten mit dem folgenden Polyeder P(A,b) C
R? definiert durch

— T1 — T2 < —2
3ZE1 S 4
—2[E1 + 2ZE2 S 3

Dieses Polyeder P ist in der Kugel (Kreis) um den Nullpunkt mit Radius 7 ent-
halten. Diese Kugel soll unser Anfangsellipsoid Ey = F/(Ay, 0) sein. Wir fiihren
mit dieser Initialisierung die Schritte (2) und (3) des Ellipsoidverfahrens (12.32)
durch. Wir rechnen natiirlich nicht mit der eigentlich erforderlichen Genauig-
keit sondern benutzen die vorhandene Maschinenprizision. In unserem Fall ist
das Programm in PASCAL geschrieben, und die Rechnungen werden in REAL-
Arithmetik durchgefiihrt, d. h. wir benutzen ein Mantisse von 3 byte und einen
Exponenten von 1 byte zur Zahlendarstellung. Das Verfahren fiihrt insgesamt 7
Iterationen durch und endet mit einem zulédssigen Punkt. In den nachfolgenden
Abbildungen 12.3,...,12.9 sind (im MaBstab 1:2) jeweils die Ellipsoide £} und
E}..1 mit ihren Mittelpunkten a, und ai.1, k = 0, ..., 6 aufgezeichnet. Man sieht
also, wie sich die Form und Lage eines Ellipsoids in einem Iterationsschritt dndert.
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Das Startellipsoid ist gegeben durch

49 0
al = (0,0), A:<O 49).

Neben jeder Abbildung sind das neue Zentrum a,; und die neue Matrix Ay,
mit Fy 1 = F(Agi1,ax1) angegeben. Jede Abbildung enthilt die Begrenzungs-
geraden des Polytops P, so dass man auf einfache Weise sehen kann, welche
Ungleichungen durch den neuen Mittelpunkt verletzt sind. Die Abbildung 12.10
enthilt eine “Gesamtschau” des Verfahrens. Hier sind alle wihrend des Verfah-
rens generierten Ellipsoide (im MaBstab 1:1) gleichzeitig dargestellt. Man sieht
hier recht gut, wie die Mittelpunkte “herumhiipfen” und auf den ersten Blick kei-
ne “Ordnung” in der Folge der Mittelpunkte zu erkennen ist.

ap = (00,00
A= (49.000 0.0
0
0.0 49.000

a; = (16499, 1.6499)

A, = [ 435555 -21.7777
-21.7777 43.5555

Abb. 12.3
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8y = (-0.5499, 2.7499)
_ (19.3580 -9.6790
A, =

-9.6790 48.3951

Abb. 12.4

ay = (0.4871, 0.6758)

A, (17:2071 43018
43018 30.1125

Abb. 12.5
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ay = (1.4458, 2.2098)

A = 15.5894 -6.0299
4 7 \-6.0299 21.351

Abb. 12.6

8s5=(0.1297, 2.7188)

_f 6.9286 -2.6799 )
As =\ 26799 26.3603

Abb. 12.7
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ap = (0.6449. 1-1618)

AG:( 7.1148 2.8443])

%

2.8443 15.751
Abb. 12.8
%/ a, = (1.2661,2.317)
A= ( 6.3988 -1.9726)
-1.9726 10.2372
Abb. 12.9
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Kapitel 13

Der Karmarkar-Algorithmus und
Innere-Punkte-Methoden

Im Jahre 1984 hat N. Karmarkar (AT&T Bell Laboratories) einen neuen Algo-
rithmus zur Losung linearer Programme entwickelt. Karmarkar’s Aufsatz “A New
Polynomial Time Algorithm for Linear Programming” ist in der Zeitschrift Com-
binatorica, Vol. 4, Nr. 4, 1984, 373-395, veroffentlicht. Im Herbst 1984 hat Kar-
markar auf Vortragen mitgeteilt, dass sein Verfahren nicht nur theoretisch polyno-
mial ist (wie auch die in Kapitel 12 beschriebene Ellipsoidmethode), sondern in
der Praxis (Implementation bei AT& Bell Laboratories) erheblich rascher als das
Simplexverfahren arbeitet. Karmarkar behauptete, dass die Implementation seines
Algorithmus etwa 50-mal schneller ist als MPSX, ein von der Firma IBM ange-
botenes und auf dem Simplexalgorithmus basierendes Softwarepaket zur Losung
linearer Programme, das zur damaligen Zeit als eines der besten LP-Pakete galt.

Da bei grof3en Industriefirmen sehr groe LP’s téglich in nicht unerheblicher Zahl
gelost werden, war die Ankiindigung Karmarkars auf sehr grof3es Interesse bei
Praktikern gestofen. Ja, sein Verfahren hat sogar Aufsehen in der Presse verur-
sacht. Zum Beispiel haben New York Times, Science, Time, Der Spiegel (falsch
— wie bei Artikeln iiber Mathematik iiblich), Die Zeit, Stiddeutsche Zeitung (sehr
ordentlich) iiber Karmarkars Verfahren berichtet, wie immer natiirlich unter dem
Hauptaspekt, dass dadurch Millionen von Dollars gespart werden konnen.

Im Nachfolgenden wollen wir die Grundidee des Algorithmus von Karmarkar
darstellen. Neu- und Uminterpretation dieser Idee haben zu einer stiirmischen
Entwicklung gefiihrt, bei der insbesondere in den 80er und 90er Jahren hunderte
Artikel geschrieben wurden. Die hierbei entworfenen Algorithmen, genannt ,,In-
terior Point* oder ,,Barrier“Methoden haben zu Codes gefiihrt, die dem Simplex-
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Algorithmus ebenbiirtig sind. In der Vorlesung habe ich iiber das prinzipielle Vor-
gehen der Innere-Punkte-Verfahren, ihre Vorziige und Nachteile einen Uberblick
gegeben, den ich jedoch nicht schriftlich ausgearbeitet habe. Ich verweise hierzu
auf die Biicher: Roos, Terlaky, and Vial (2006), Interior point methods for line-
ar optimization (2nd edition), Springer, und Wright (1997), Primal-dual interior-
point methods, SIAM.

13.1 13.1 Reduktionen

Wie der Simplexalgorithmus und die Ellipsoidmethode, so ist auch der Karmarkar-
Algorithmus auf einen speziellen Problemtyp zugeschneidert und nicht auf allge-
meine lineare Programme anwendbar. Wie iiblich miissen wir daher zunichst zei-
gen, dass ein allgemeines LP so transformiert werden kann, dass es mit Karmar-
kars Algorithmus geldst werden kann. Die Grundversion des Karmarkar-Algorithmus
(und nur die wollen wir hier beschreiben) ist ein Verfahren zur Entscheidung, ob
ein Polyeder einer recht speziellen Form einen Punkt enthélt oder nicht. Das Pro-
blem, das Karmarkar betrachtet ist das folgende.

(13.1) Problem. Gegeben seien eine Matrix A € Q™™ und ein Vektor ¢ € Q",
entscheide, ob das System

eine Losung hat, und falls das so ist, finde eine. [

Um den Karmarkar-Algorithmus starten zu konnen, ist die Kenntnis eines zuldssi-
gen Startvektors im relativ Inneren von {z | Az = 0,17z = 1,z > 0} notwendig.
Wir wollen sogar noch mehr fordern, und zwar soll gelten

(13.2) T:=11 erfiilll Az =0.

Trivialerweise erfiillt 7 die Bedingungen 177 = 1,7 > 0. Gilt ¢’z < 0, ist man
natiirlich fertig. Die eigentliche Aufgabe besteht also darin, aus = einen Punkt zu
konstruieren, der alle Bedingungen von (13.1) erfiillt.

Wir werden nun, wie bei der Darstellung der Ellipsoidmethode, ein allgemeines
LP in ein (bzw. mehrere) Probleme des Typs (13.1) umformen.

Wir wissen bereits, dass jedes LP in ein LP in Standardform (9.1) transformiert
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werden kann. Gegeben sei also das folgende Problem

max w’ x
(13.3) Bxr = b
z > 0

mitw € Q", B € Q™, b € Q™. Wie in Abschnitt 12.2 gezeigt gibt es zwei prin-
zipielle Reduktionsmoglichkeiten. Man fasst (13.3) und das dazu duale Problem
wie in (12.8) zusammen, oder man fiihrt die in (12.16) beschriebene Binérsuche
durch. Wir stellen hier kurz die Reduktion iiber Binérsuche dar. Daraus ergibt sich
auch, wie man die Kombination des primalen mit dem dualen Problem behandeln
kann.

Genau wie in (12.16) angegeben (und mit den in den davor angegebenen Sitzen
vorgelegten Begriindungen) fiithren wir eine binédre Suche durch iiber der Menge

S = {§ c Q | |p| < n2(3)+<b)+2(w)fn27n’ 1<g< 2<B>+<w>fn27n}

der moglichen optimalen Zielfunktionswerte (falls (13.3) eine endliche Optimalldsung
hat). Zur Bestimmung einer optimalen Losung von (13.3) sind nach (12.18) hochstens

N :=2(B) + (b) + 3(w) — 2n® — 2n + logy n + 2
Aufrufe eines Algorithmus notig, der fiir ein s € S entscheidet, ob

wlx

< s
(13.4) Bxr = b
r > 0

eine Losung hat. Genau dann, wenn wir zeigen konnen, dass (13.4) in polyno-
mialer Zeit gelost werden kann, haben wir also ein polynomiales Verfahren zur
Losung von (13.3). Wir wissen aus Satz (12.11), dass wir alle Variablen durch
92(B)+{®)~2n peschriinken konnen. Fiihren wir fiir die Ungleichung in (13.4) eine
Schlupfvariable 2,1 ein, so gilt 0 < z,,1 < || < n2B)+E+2w)=n*-n_Getzen
wir also

M — n(22<B>+(b>—2n2 + 2<B>+(b>+2<w>—n2—n)

?

so ist (13.4) genau dann 16sbar, wenn

x1

B 0 : S \b
(13.5) Tpi1
2?211 €T <M
T; >0,t=1,...,.n+1
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losbar ist. Fithren wir eine weitere Schlupfvariable x, .o ein (d. h. es gilt nun
x € R™2) und skalieren wir die Variablen um, so ist (13.5) genau dann losbar,
wenn

L wl 1 0 1 (s) . _O

1Tz =1
z;>0,1=1,...,n4+2

16sbar ist. Von der i-ten Zeile der Matrix C'(i = 0,...,m) ziehen wir nun das
¢;-fache der letzten Gleichung 172 = 1 ab. Dadurch machen wir die ersten
m + 1 Gleichungen homogen und erreichen, dass aus dem Ungleichungs- und
Gleichungssystem (13.6) ein dquivalentes System der folgenden Form wird:

Dz = 0
(13.7) 172z = 1
z > 0

Um die Voraussetzung (13.2) herzustellen, fiihren wir eine weitere Schlupfvaria-
ble x,,, 3 wie folgt ein. Wir betrachten

Dx — Dlx,.3 = 0
(13.8) 1To 4+ 2,03 = 1
z, > 0,i=1,....,n+3.

Offenbar hat (13.7) genau dann eine Losung, wenn (13.8) eine Losung mit x,,, 3 =
0 hat. Setzen wir

A= (D, —DI]_) c @(m+1,n+3)7 c = (0’ . ,O, 1)T c Qn+3

und betrachten wir z als Vektor im R"*3, so hat also (13.7) genau dann eine
Losung, wenn

(13.9) Ar =0, 1Tz=1, >0, dz<0
eine Losung hat. Ferner erfiillt nach Konstruktion der Vektor
7= (L, L) e Qi

beziiglich des Systems (13.9) die Forderung (13.2).

Folglich kann jedes lineare Program durch polynomial viele Aufrufe eines Algo-
rithmus zur Losung von (13.1) (mit Zusatzvoraussetzung (13.2)) geldst werden.
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13.2 Die Grundversion des Karmarkar-Algorithmus

Wir wollen nun das Karmarkar-Verfahren zur Losung von (13.1) unter der Zu-
satzvoraussetzung (13.2) beschreiben. Wie wir am Ende des letzten Abschnittes
gesehen haben, konnen wir jedes LP in eine Folge von Problemen der Form (13.1)
transformieren, und wir kdnnen sogar das Zentrum des Simplex {z € R" | 172 =
1,z > 0} als Startpunkt wihlen. Im weiteren betrachten wir also das folgende

(13.10) Problem. Gegeben seien eine Matrix A € Q™™ und ein Vektor c € Q".
Es seien

E={zeR" |17z =1} (Hyperebene)

Y= FENRY (Simplex)

Q:={r e R"| Ax =0} (linearer Raum).

Ferner wird vorausgesetzt, dass der Vektor@ := %]l in 3 NS enthalten ist. Gesucht
ist ein Vektor v € Q™ mit

reP:=xnQ, dz<o. 0

Problem (13.10) kann sicherlich dadurch gelost werden, daf} eine Optimallésung
des folgenden Programms bestimmt wird.

min ¢’z
Az = 0 min ¢’z
(13.11) 17z = 1 bzw. r € QNENRY
zr > 0

Offenbar ist der optimale Zielfunktionswert von (13.11) genau dann grofler als
Null, wenn (13.10) keine Losung hat. Unser Ziel wird nun sein (13.11) statt
(13.10) zu 16sen, wobei wir voraussetzen, dass %IL fiir (13.11) zuléssig ist.

Es erscheint natiirlich reichlich umsténdlich, ein lineares Programm, sagen wir
der Form (13.3), durch Bindrsuche auf eine Folge von Zulédssigkeitsproblemen
(13.10) zu reduzieren, die dann wieder durch spezielle lineare Programme der
Form (13.11) gelost werden. Diesen Umweg kann man durch die sogenannte Sli-
ding Objective Function Technique begradigen. Die dabei notwendigen zusitzli-
chen Uberlegungen tragen jedoch nicht zu einem besseren Verstindnis der Grund-
version des Verfahrens bei, um die es hier geht. Ziel dieses Kapitels ist nicht die
Darstellung einer besonders effizienten Version des Karmarkar-Algorithmus son-
dern dessen prinzipielle Idee.
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Geometrische Beschreibung eines Iterationsschrittes

Zur Losung von (13.11) hat Karmarkar ein Verfahren entworfen, das wie fast alle
Optimierungsverfahren (insbesondere die Methoden der nichtlinearen Optimie-
rung) auf der folgenden simplen Idee beruht. Angenommen man befinde sich an
einem zulidssigen Punkt, sagen wir 2, dann sucht man eine Richtung (also einen
Vektor d € R™), beziiglich der die Zielfunktion verbessert werden kann. Darauf-
hin bestimmt man eine Schrittlinge p, so dass man von z* zum nichsten Punkt
2F*1 .= 2F + pd gelangt. Der nichste Punkt ¥+1 soll natiirlich auch zulissig sein
und einen “wesentlich” besseren Zielfunktionswert haben.

Die Essenz eines jeden solchen Verfahrens steckt natiirlich in der Wahl der Rich-
tung und der Schrittlinge. Bei derartigen Verfahren tritt haufig die folgende Si-
tuation ein. Man ist in der Lage, eine sehr gute Richtung zu bestimmen (d. h. die
Zielfunktion wird in Richtung d stark verbessert), aber man kann in Richtung d
nur einen sehr kleinen Schritt ausfiihren, wenn man die zuldssige Menge nicht ver-
lassen will. Trotz guter Richtung kommt man also im Bezug auf eine tatsichliche
Verbesserung kaum vorwirts und erhdlt u. U. global schlechtes Konvergenzver-
halten. Man muss sich also bemiihen, einen guten Kompromiss zwischen “Qua-
litat der Richtung” und “mdogliche Schrittlinge” zu finden, um insgesamt gute
Fortschritte zu machen.

Ist man — wie im vorliegenden Fall — im relativen Inneren der Menge P, aber
nah am Rand und geht man z. B. in Richtung des Normalenvektors der Zielfunk-
tion, so kann man sehr schnell an den Rand von P gelangen, ohne wirklich weiter
gekommen zu sein, siehe Abbildung 13.1.

Zielfunktion

gute Richtung, geringer Fortschritt schlechtere Richtung, aber groRer Fortschritt
Abb. 13.1
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Karmarkars Idee zur Losung bzw. Umgehung dieser Schwierigkeit ist die folgen-
de. Er fiihrt eine projektive Transformation aus, die den Simplex X auf sich selbst,
den affinen Teilraum (2 auf einen anderen affinen Teilraum §2" abbildet und den re-
lativ inneren Punkt 2* auf das Zentrum +1 von ¥ wirft. P wird dabei auf ein neues
Polyeder P, abgebildet. Offenbar kann man von %]l aus recht grof3e Schritte in alle
zuldssigen Richtungen machen, ohne sofort den zuldssigen Bereich P, zu verlas-
sen. Man bestimmt so durch Festlegung einer Richtung und einer Schrittlinge von
%]l ausgehend einen Punkt y**! € P, und transformiert diesen zuriick, um den
niichsten (zulissigen) Iterationspunkt 2**! € P zu erhalten.

Zur Bestimmung der Richtung macht Karmarkar folgende Uberlegung. Ideal wiire
es natiirlich, direkt das Optimum des transformierten Problems zu bestimmen.
Aber die lineare Zielfunktion des urspriinglichen Problems wird durch die pro-
jektive Transformation in eine nichtlineare Abbildung iibergefiihrt, so dass dies
nicht so einfach zu bewerkstelligen ist. Dennoch kann man diese transformierte
Zielfunktion auf natiirliche Weise linearisieren. Mit ¢’ « sei die neue (linearisierte)
Zielfunktion bezeichnet. Man hat nun ein neues Problem: Es soll eine lineare Ziel-
funktion iiber dem Durchschnitt eines Simplex mit einem affinen Raum optimiert
werden, wir erhalten

minél x

(13.12) r e YNENRY

Dieses Problem ist offenbar wiederum vom Typ unseres Ausgangsproblems (13.11).
Aber diese neue Aufgabe ist ja nur ein Hilfsproblem! Moglicherweise ist daher ei-
ne gute Approximation der Optimalldsung von (13.12) ausreichend fiir das, was
wir bezwecken. Durch die Losung einer Vereinfachung dieses Problems (13.12)
konnten u. U. ein Richtungsvektor und eine Schrittlinge gefunden werden, die von
hinreichend guter Qualitit beziiglich globaler Konvergenz des Verfahrens sind.
Die Vereinfachung, die wir betrachten wollen, geschieht dadurch, dass die bei der
Druchschnittsbildung beteiligte Menge R’} durch die groBte Kugel, sagen wir K,
mit Zentrum %IL, die im Simplex Y. enthalten ist ersetzt wird. Statt (13.12) wird
also die Aufgabe

min ¢!

(13.13) r € QNENK

betrachtet. Man optimiere eine lineare Zielfunktion tiber dem Durchschnitt einer
Kugel K mit einem affinen Raum €)' N E. Dieses Problem ist ohne Einschaltung
eines Algorithmus durch eine explizite Formel 16sbar. Durch die Optimalldsung
von (13.13) werden die gesuchte Richtung und die Schrittlinge explizit geliefert.
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Eine Modifikation ist jedoch noch nétig. Das Optimum iiber Q' N E N K isti. a. ir-
rational und muss gerundet werden. Dadurch ist es moglich, dass y**! nicht mehr
im relativen Inneren von P, bzw. der niichste (gerundete) Iterationspunkt 2**!
nicht mehr im relativ Inneren von P liegt. Statt & wihlt man daher eine kleinere
Kugel K’ mit dem gleichen Zentrum, so dass auch nach Rundung und Riicktrans-
formation garantiert ist, dass der nédchste Iterationspunkt ein relativ innerer Punkt
ist.

Analytische Beschreibung eines Iterationsschrittes

Die oben gegebene anschauliche Darstellung wollen wir nun explizit vorfiihren.
Wir starten also mit Problem (13.11). Wir setzen (wie beim Simplexverfahren)
voraus, dass A vollen Zeilenrang hat. Aulerdem kennen wir mit x¥ einen rela-
tiv inneren Punkt von P. Ist D = diag(z*) die (n,n)-Diagonalmatrix, die die

Komponenten z%, . .., z* von z* auf der Hauptdiagonalen enthiilt, so ist durch
(13.14) Ty () ! -1
: r)=——D'x
F 17Dz

eine projektive Transformation definiert. (7 (x) ist natiirlich nur dann endlich,
wenn v ¢ H = {y € R* | 1TD~'y = 0} gilt. Wir werden beim Rechnen
mit 7}, diese Einschrinkung nicht weiter erwdhnen und gehen davon aus, dass
klar ist, wie die Formeln, die 7}, enthalten, zu interpretieren sind.) Die projektive
Transformation 7}, hat, wie leicht zu sehen ist, folgende Eingeschaften:

(13.15) Eigenschaften von 7}.

(@ x>0 = Ti(z) >0.

(b) 172 =1 = 17T},(z) = 1.

(©) Ty '(y) = grp; Dy fiir alle y € 3.

d Ti(X) =%

() Pp:=Ti(P)=T(2NN) =3NKQy wobei ) ={y € R" | ADy = 0}.

() Tp(2zF) = =D 'a* = 11 € P,

222



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

Die Transformation T}, ist also eine bijektive Abbildung P — P, und X — .,
die den Punkt 2* in das Zentrum %]l von Y abbildet. Aus (13.15) folgt

minc’r = minclz = min T '(y) = min ]lTlDycTDy

(13.16) éx:() r€P y € P, =T,(P) Al;y:0
1T'z=1 1T'y=1

z >0 y >0

Das letzte Programm in (13.16) ist das in der geometrisch-anschaulichen Erldute-
rung weiter oben genannte Pogramm mit nichtlinearer Zielfunktion ]lTl—DyDy. Wir
linearisieren diese durch Weglassen des Nenners wie folgt:

(13.17) ¢ =c"D

und erhalten das lineare (Hilfs)-Programm

mincly
ADy = 0
(13.18) 1Ty = 1
y =2 0

Wir vereinfachen (13.18) dadurch, dass wir die Nichtnegativititsbedingung in
(13.18) durch die Bedingung ersetzen, dass y in einer Kugel um %]l liegt. Die
groffte Kugel mit diesem Zentrum, die man dem Simplex X einbeschreiben kann,
hat den Radius ;) Wie bereits erwihnt, miissen wir aus technischen Griinden

n(n—1
eine kleinere Kugel wéhlen. Es wird sich zeigen, dass man mit der Hilfte dieses
optimalen Radius auskommt. Wir betrachten also das Programm

min ¢’y
ADy = 0
ly =31l < 53—

Das Minimum von (13.19) kann explizit bestimmt werden.

(13.20) Lemma. Die Optimallésung von (13.19) ist der Vektor

e Ly 1 1 (I — DAT(AD?AT)"'AD — 1117)Dc
YT T 2 aln= 1) (I — DAT(AD2AT)AD — 1117)De]|
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Beweis : Zunichst projizieren wir ¢ orthogonal auf den linearen Raum L := {z €
R™ | ADz = 0,172 = 0}. Setzen wir

AD
2= ()
so ist die Projektion von ¢ auf L gegeben durch

¢= (I - B (BB 'B)e,

denn offenbar gilt B¢ = 0, (¢ — ¢)7¢ = 0. Beachten wir, dass AD1 = Az* =0
gilt, so folgt durch einfaches Ausrechnen

BET _ (AD?AT  AD1\  [AD?AT 0
\ADD)T 171 ) 0 n
(AD?AT)~1 0

(BBT)_l = 0 1

BT(BBT)"\B = DAT(AD?AT)1AD + 1117,

und somit
¢= (I - DAT(AD*A")"'AD — 1117)e.

Fiir y € L gilt nach Konstruktion ¢'y = ETy und somit ist das Minimum von
(13.19) gleich dem Minimum der Funktion ETy unter den Nebenbedingungen von
(13.19). Aufgrund unserer Konstruktion ist dieses Minimum gleich dem Mini-
mum von .

minc y

ly = 71l <5—=

1
2 /n(n-1)’

also dem Minimum einer linearen Zielfunktion iiber einer Kugel. Offenbar wird
das Minimum hier durch den Vektor angenommen, den man durch einen Schritt
vom Mittelpunkt %]l aus in Richtung —¢ mit der Linge des Kugelradius erhiilt,
also durch

pey 111 1
Yyt =—-1— -———=.
n 2/n(n—1) |
Hieraus folgt die Behauptung. U

Damit haben wir ein Minimum von (13.19) analytisch bestimmten kénnen und
unser vereinfachtes Hilfsproblem gelost. Den nichsten Iterationspunkt erhélt man
durch Anwendung der inversen projektiven Transformation 7 ! auf den in (13.20)
bestimmten Vektor y/**!:

_ 1
(1321) xk+1 — Tk 1(yk+1) — WDZ/C+1-
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Dem Hilfsprogramm (13.19) kann man iibrigens noch eine andere geometrische
Interpretation geben. Setzen wir

z:=Dy bzw. y:=D 'z

so kann man (13.19) wie folgt schreiben

min ¢’ z
Az =0
(13.22) T, 1
2 € E(mD27 L)

Denn wegen (13.17) gilt ¢y = ¢”z und aus D~'z* = 1 folgt:
1 11 _ 1
ly =31l < 5=— <= D72 = D7l
= D= L)) <
— (z— %xk)TD_Q(Z ) )
— (z—+2F)(dn(n —1))D2(z — ta*) <1

&2 2 € B(yp D2 L)

IN

Gehen wir vom Ursprungsproblem (13.11) aus, so bedeutet dies also, dass wir in
unserem Hilfsprogramm die Originalzielfunktion c und den linearen Raum ¢ un-
verindert lassen. Wir ersetzen die Hyperebene E durch Ey, = {2 | 17D~z = 1}
und die Nichtnegativititsbedingung = € R’} durch das Ellipsoid E(mD2, L)
und optimieren hieriiber. Aus einer Optimalldsung, sagen wir 2z, von (13.22)
erhalten wir eine Optimallosung von (13.19) durch

yk+1 — D_12k+1.

Wie im Beweis von (13.20) kann man zeigen, dass (13.22) durch eine direkte
Formel gel6st werden kann (das folgt natiirlich auch aus (13.20) durch die obige
Gleichung), und zwar gilt:

(13.23)

TR S| 1 D(I — DAT(AD?*AT)"'AD — 1117)Dc
TR T2 /a(n=1) (I - DAT(AD?AT)TAD — 1117) De||’
Hieraus ergibt sich iiber (13.21) eine neue (einfache) Formel zur Berechnung des

nichsten Iterationspunktes.

1 1
K+l . _ b+l _ k1
(13.24) o= o S Dy"™ = [T R?

Damit haben wir die wesentlichen Bestandteile eines Iterationsschrittes des Karmarkar-
Algorithmus beschrieben und kénnen ihn zusammenfassend darstellen, wobei noch
das Abbruchkriterium zu begriinden ist.
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(13.25) Der Karmarkar-Algorithmus.

Input: A € Q™ und c € Q". Zusiitzlich wird vorausgesetzt, dass %A]l =0
und cT'1 > 0 gilt.

Output: Ein Vektor x mit Az = 0,172 = 1, x > 0 und ¢’z < 0 oder die
Feststellung, dass kein derartiger Vektor existiert.

(1) Initialisierung. Setze

2 RS
o
1
W O3~
=

n((A) + 2(c) —n)

(2) AbbruchKkriterium.
(2.a) Gilt k = N, dann hat Ax = 0, 172 = 1, 2 > 0, ¢’z < 0 keine
Losung, STOP!
(2.b) Giltc"xF < 270~ dann ist eine Losung gefunden. Falls ¢’ z* < 0,
dann ist z* eine Losung, andernfalls kann wie bei der Ellipsoidmetho-
de (Satz (12.34)) aus z* ein Vektor T konstruiert werden mit ¢’z < 0
Az =0,1"2 =1, > 0, STOP!
Update.
(3) (3.a) D := diag(z")
(3.b) ¢:= (I-DAT(AD*AT)"'AD—111") Dc (siehe Beweis von (13.20))

|-
ol

E41 . 19 1 1
By =l - s =T
(G.d) T+ = mDykﬂ
3Be) k=k+1
Gehe zu (2).

0

Die Geschwindigkeit des Algorithmus héngt natiirlich nur von der Implemen-
tierung des Schrittes (3) ab. Wir haben hier die aus Lemma (13.20) gewonnene
Formel (13.21) fiir den nichsten Iterationspunkt z*+! gewdhlt. Man kann s
natiirlich auch {iiber (13.23), (13.24) bestimmen. Wesentlich ist, dass man eine
Update-Formel findet, in der moglichst wenig arithmetische Operationen auftre-
ten.
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Es ist offensichtlich, dass die Hauptarbeit von (3) im Schritt (3.b) liegt. Fiihrt
man ihn kanonisch aus, so werden O(n?) Rechenschritte bendtigt. Man beachte,
dass sich in jedem Schritt nur die Diagonalmatrix D dndert. Diese Tatsache kann
man, wie Karmarkar gezeigt hat, ausnutzen, um (3) in O(n?®) Rechenschritten zu
erledigen. Die Laufzeit betriigt dann insgesamt O(n??((A) + (c))).

Wie bei der Ellipsoidmethode konnen bei der Ausfiihrung des Karmarkar-Algo-
rithmus irrationale Zahlen (durch Wurzelziehen in (3.c)) auftreten. Wir sind also
gezwungen, alle Rechnungen approximativ auszufiihren. Die dadurch auftreten-
den Rundungsfehler akkumulieren sich natiirlich. Wir miissen also unsere Run-
dungsvorschriften so einrichten, dass beim Abbruch des Verfahrens eine korrekte
Schlussfolgerung gezogen werden kann. Auch das kann man wie bei der Ellip-
soidmethode erledigen. Dies sind (auf Abschitzungstechniken der linearen Alge-
bra und Analysis beruhende) Tricks, mit deren Hilfe Verfahren (13.25) in einen
polynomialen Algorithmus abgewandelt werden kann. Da insgesamt héchstens N
Iterationen durchgefiihrt werden, folgt

(13.26) Satz. Die Laufzeit des (geeignet modifizierten) Karmarkar-Algorithmus
(13.25) zur Lésung von Problemen des Typs (13.10) ist O(n*®((A)+(c))?). 0O

Wir wollen im Weiteren die Rundungsfehler vernachlédssigen und annehmen, dass
wir in perfekter Arithmetik arbeiten. Es bleibt noch zu zeigen, dass Algorithmus
(13.25) mit einem korrekten Ergebnis endet.

Zunichst liberlegen wir uns, dass alle Punkte x¥ im relativ Inneren von QN E NRY
enthalten sind.

(13.27) Lemma. Fiirallek € {0,1,..., N} gilt Az* = 0, 2% > 0, 172* = 1.

Beweis : Durch Induktion iiber £! Fiir £ = 0 gilt die Behauptung nach Voraus-
setzung. Fiir k + 1 ist ¢ die Projektion von ¢ auf {z | ADz = 0,17z = 0}, siehe
Beweis von (13.20). Daraus folgt AD¢ = 0, 17¢ = 0. Mithin ergibt sich

|-

(AT DyFt ) Azt = ADy** = AD(11 — 5 ——= 0)

2 /n(n-1) |
AD(11) = AzF = 0.

c

Daraus folgt Az**+! = 0.

Um zF

1

1
2 /n(n—1) ) )

sagen wir 7; < 0, so gilt 3 37, (7, — %)2 < m - - %)2 S o) 2

> 0 zu zeigen, stellen wir zunichst fest, dass K := {y | [ly — 11| <
} € R7}. Denn gibt es ein j € K mit einer nichtpositiven Komponente,
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4;23(2f41) < 0, ein Widerspruch. Daraus folgt y*** > 0, und (13.21) ergibt direkt

k> 0.
Aus (13.21) folgt ebenalls sofort, dass 17 2%+ = 1 gilt. 0

Entscheidend fiir die Abschitzung der Anzahl der Iterationsschritte ist die folgen-
de Beobachtung.

(13.28) Lemma. Gibteseinx > 0 mit Ax = 0, 172 = 1 und ¢’z < 0 dann gilt
fiir alle k
(CT13k+1>n 9 (CTxk)n

[T 2™~ el =

0

Wir wollen uns nun iiberlegen, wieviele Iterationen im Verfahren (13.25) hochstens
durchgefiihrt werden miissen. Der erste Iterationspunkt ist der Vektor

20 = %]l.
Daraus folgt mit einer groben Abschitzung aus (12.10) (a)
"’ < %Z?:l leif < %Z?:l 20071 < %2@_”'
Aus Lemma (13.28) ergibt sich (unter den dort gemachten Voraussetzungen)
(Tt _ <2> NGEDE
[T = = \e) IL=?

und somit wegen [/, 2¥ < lund [, 2? = ()"

(13.29)

In jedem Schritt schrumpft also der Zielfunktionswert um den nur von der Dimen-
sion n abhéngigen Faktor % . Setzen wir

(13.30) N :=3n((A4) + 2n(c) — n)

dann gilt
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(13.31) Satz. Es gibt einx > 0 mit Ax = 0, 172 = 1, ¢’z < 0 genau dann,
wenn es ein k € {0, ... N} gibt mit

Lk < 9= (A=ta)

Beweis : “=—> ” Angenommen, es gibtein z € P = ¥ N Q mit ¢’z < 0, dann
sind die Voraussetzungen von Lemma (13.28) erfiillt und folglich gilt mit (13.29)
und (13.30)

N
g@N<<<2)”2@—n<2—M%@p
e

wobe1 wir die Tatsache ausgenutzt haben, dass 3 > ﬁ gilt.

)

“4= " Angenommen ¢’ z* < 27~ gilt fiirein k € {0,...,N}. Da P # 0,
ein Polytop ist, wird min{c’z | x € P} in einer Ecke von P angenommen. Nach
Satz (12.15) ist der Optimalwert dieses Programms eine rationale Zahl %’ mit

2

1 < g < 2WHDHE 20 _ o(A)+(e)

Aus 2 < gk < 270 folgt dann 2 < 0. .
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Kapitel 14

Duale Heuristiken, Relaxierungen

In den Kapiteln 9 — 12 haben wir uns damit beschéftigt, wie man (gute) zuldssige
Losungen fiir ein kombinatorisches Optimierungsproblem findet.

Mit den in diesen Kapiteln vorgestellten Methoden berechnet man obere Schran-
ken (bzw. untere Schranken) fiir Minimierungsprobleme (bzw. Maximierungspro-
bleme). Kapitel 13 brachte eine ganz andere Betrachtungsweise: probabilistische
Analyse von Verfahren bzw. Optimalwerten. Nun wollen wir uns Sicherheit ver-
schaffen, und zwar dadurch, dass wir Methoden angeben, die die Zielfunktions-
werte von der “anderen Seite” beschrinken.

Dieses Thema ist meiner Meinung nach genau so wichtig, wie der Entwurf von
Primalheuristiken. Denn nur durch die gleichzeitige Kenntnis guter unterer und
oberer Schranken kann man sich ein Bild von der Qualitit von Losungen machen.
Leider wird der Berechnung derartiger Schranken in der Literatur bisher wenig
Beachtung geschenkt, in der Praxis scheint diese Moglichkeit weithin unbekannt
zZu sein.

Wie bereits gesagt, wollen wir Verfahren, die fiir ein Maximierungsproblem eine
obere Schranke bzw. fiir ein Minimierungsproblem eine untere Schranke fiir den
optimalen Zielfunktionswert bestimmen, duale Heuristiken nennen. Duale Heuri-
stiken liefern i. a. keine zuldssigen Losungen, ermdglichen aber — zusammen mit
primalen Heuristiken — héufig gute Abschitzungen des optimalen Zielfunktions-
wertes.

Wir haben bereits mehrere duale Heuristiken kennengelernt, ohne dies explizit
zu sagen. Denn bei jeder primalen Heuristik, fiir die wir eine Giitegarantie be-
wiesen haben, muss ten wir eine Abschédtzung des Optimalwertes finden. Diese
Abschitzung kann man als duale Heuristik ansehen. Wir lassen einige dieser Me-
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thoden direkt Revue passieren.

Beginnen wir mit der LIST-Heuristik (9.3) fiir das Parallel-Shop-Problem (9.1).
Hier stehen m identische Maschinen parallel zur Verfiigung, und n Aufgaben mit
Bearbeitungsdauern 4, ...,%¢, sind gegeben. Offenbar muss insgesamt . ;
Bearbeitunszeit zur Verfiigung gestellt werden. Verteilen wir diese gleichméBig
auf alle m Maschinen, so gilt fiir die optimale Losung c,p¢

1 n
Copt Z E z; ti .
1=

Diese triviale Abschidtzung haben wir in (9.6) benutzt. Wir konnen sie natiirlich
als duale Heuristik auffassen.

Bemerkung (12.8) liefert die folgende Dualheuristik fiir das 0/1-Rucksackproblem:
(14.1) Dualheuristik fiir das 0/1-Knapsackproblem.

Imput: c¢;,....c, € N,ay,...,a, € N,beN.

Output: Obere Schranke fiir den Optimalwert ¢,y von

max{c’'z | e’z < b,z € {0,1}"}

1. MIN := +o00

2. DOk =0TOn — 1: MIN := min{MIN, =% ¢; + &L(b— 3% a))}.

k41 Jj=1

3. Gib MIN aus.

Fiir die Christofides-Heuristik (10.1) (g) haben wir in Satz (10.4) gezeigt, dass
sie ein %-approximatives Verfahren fiir das symmetrische TSP mit Dreiecksun-
gleichung ist. Ist Ty eine durch die Christofides-Heuristik gefundene Tour, so
gilt daher fiir jede optimale Tour T, die Abschitzung c(T,y) > 2¢(Tch). Also

kann man aus der (primalen) Christofides-Heuristik eine duale Heuristik fiir das
euklidische symmetrische TSP machen.
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14.1 Zwei Relaxierungstechniken

Derzeit werden im wesentlichen zwei grundsitzliche Relaxierungstechniken fiir
kombinatorische Optimierungsprobleme benutzt. Diese wollen wir hier kurz be-
schreiben und an Beispielen erldutern. Eine Methode, Relaxierungen zu verbes-
sern, wird in Abschnitt 14.2 vorgefiihrt.

Generell ist eine Relaxierung eine “Einbettung” eines Problems in ein grofleres.
Uns interessieren die beiden folgenden Relaxierungen.

(14.2) Definition. Gegeben sei ein kombinatorisches Optimierungsproblem (E,Z, c).

(a) Jedes kombinatorische Optimierungsproblem (E',7' ), in das (E,Z,c)
eingebettet werden kann, nennen wir eine kombinatorische Relaxierung
von (E,Z,c). “Einbettung” heiBt hier, es gibt eine injektive Abbildung ¢ :
E — E' mitp(I) €T firalle] € Tundc(l) = (¢(1)) tiralle I € T.

(b) Jedes lineare Programm max (oder min) e, Ax. < b, x > 0 mit der
Eigenschaft {x € K¥ | Az < b,x > 0,z ganzzahlig } ist die Menge der
Inzidenzvektoren von Z heif3t LP-Relaxierung von (F,Z, c).

0

Was konnen wir nun mit Relaxierungen anfangen? Angenommen (FE,Z, ¢) ist ein
kombinatorisches Maximierungsproblem. Aus der Einbettungsvorschrift folgt di-
rekt

(14.3) max{c'(I') | I' e '} > max{c(I) | [ € T}
fiir jede kombinatorische Relaxierung von (E,Z, ¢) und analog
(14.4) max{c'z | Az < b,x > 0} > max{c(l) | [ € I}

fir jede LP-Relaxierung von (E,Z, c). Entsprechendes gilt fiir Minimierungs-
probleme. Daraus ergibt sich, dal jeder Algorithmus zur Losung einer kombi-
natorischen oder LP-Relaxierung eines kombinatorischen Optimierungsproblems
als Dualheuristik angesehen werden kann. Der Erfolg derartiger Dualheuristiken
hingt natiirlich ganz entscheidend von der Wahl der Relaxierung ab. Bei kombi-
natorischen Relaxierung ist das Erreichen von zwei Zielen wiinschenswert:

(14.4) (@) |Z'| — |Z| soll moglichst klein sein, d. h. Z’ soll nur einige wenige
Elemente mehr als Z enthalten. Dadurch besteht die begriindete Hoft-
nung, daB} die Optimallsung iiber Z’ bereits in Z liegt bzw. die Opti-
malwerte der beiden Probleme nicht stark voneinander abweichen.
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(b) (E',Z,c) ist effizient (polynomial) 16sbar.

Bei LP-Relaxierungen sollten das Polyeder {z | Az < b,z > 0} moglichst
“nahe” an conv{x! | I € T} liegen, und ferner sollte das LP max c¢’x, Az < b,
x > 0 moglichst effizient 10sbar sein.

Dem Thema LP-Relaxierungen und der Losung derartiger linearer Programme
werden wir die Kapitel 18 und 19 widmen und dort genauer auf die derzeit gege-
benen Moglichkeiten eingehen, kombinatorische Optimierungsprobleme mit Hil-
fe linearer Optimierungsverfahren zu 19sen.

Wir geben einige Beispiele fiir kombinatorische und LP-Relaxierungen an.

(14.5) 2-Matching Relaxierung des symmetrischen TSP. FEin perfektes 2-Matching
(kurz 2-Matching) ist eine Kantenmenge M eines Graphen G, so dass jeder Kno-

ten auf genau zwei Kanten liegt. 2-Matchings sind also Vereinigungen von kno-
tendisjunkten Kreisen, so dass jeder Knoten auf einem Kreis liegt. Offenbar ist
jede Tour ein 2-Matching. Daraus folgt fiir jede Zielfunktion ¢ : K¥ — K

min{c(M) | M 2-Matching } < min{c¢(7T’) | T Tour } .

Minimale 2-Matchings kann man mit einem Algorithmus von Edmonds in po-
lynomialer Zeit bestimmen. Jedoch sind bisher noch keine wirklich effizienten
2-Matching Codes entwickelt worden, so dass die Niitzlichkeit der 2-Matching-
Relaxierung des symmetrischen Travelling-Salesman-Problems noch nicht inten-
siv untersucht wurde. U

Um ein Beispiel fiir die Abweichung des Wertes einer 2-Matching Losung von der
minimalen Tourlénge zu geben, habe ich mit LP-Techniken (Schnittebenenverfah-
ren, siehe Kapitel 19) ein minimales 2-Matching fiir das 120-Stiddte Deutschland-
Problem, dessen kiirzeste Rundreise in Abbildung 2.3 dargestellt ist, berechnet.
Dieses minimale 2-Matching ist in Abbildung 14.1 zu sehen. Die Linge dieses
2-Matchings betragt 6694 km, wihrend die optimale Tourldnge 6942 km betragt.
Das minimale 2-Matching ist also 3,57 % kiirzer als die Optimaltour.
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2-Matching fiir das 120-Stadte Deutschland-Problem, Linge: 6694 km
Abb. 14.1

(14.6) 1-Baum-Relaxierung des symmetrischen TSP. Sei G = (V| E) ein
zweifach zusammenhingender Graph und v ein Knoten von . Jede Kantenmen-
ge B, die aus einem aufspannenden Baum von GG — v und zwei Kanten, die mit
v inzidieren, besteht, heifit 1-Baum (von (). Die Menge aller 1-Bdume von G
ist das Basissystem eines Matroids auf F, siehe Kapitel 5. Man kann also einen
minimalen 1-Baum von G' mit dem Greedy-Algorithmus (5.19) bestimmen. Kon-
kret berechnet man zunéchst mit einem der Algorithmen aus Abschnitt 4.1 einen
minimalen aufspannenden Baum von GG — v, dazu fiigt man zwei Kanten, die mit
v inzidieren, deren Gewichtsumme minimal ist.
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Jede Tour des K, ist ein 1-Baum des K,,, denn sie besteht aus einem hamilton-
schen Weg von K,, — v und den beiden Kanten, die v mit den Endknoten des
hamiltonschen Weges verbinden. Daher gilt fiir jede Zielfunktion ¢ € K¥

min{c(B) | B 1-Baum } < min{¢(T) | T Tour }.
O

Wie wir oben angemerkt haben, sind 1-Bdume sehr einfach zu berechnen. Fiir
das 120-Stddte Deutschland-Problem ist ein minimaler 1-Baum (v = Knoten 13
= Berlin) in Abbildung 14.2 dargestellt. Seine Léange betrdgt 6 025 km. Er ist
also 13,21 % kiirzer als die Optimaltour. I. a. ist die 1-Baum-Relaxierung erheb-
lich schlechter als die 2-Matching-Relaxierung, aber sie ist viel einfacher zu be-
rechnen. In Abschnitt 14.2 werden wir sehen, wie man die 1-Baum-Relaxierung
erheblich verbessern kann.

minimaler 1-Baum: Linge 6025 km

Abb. 14.2

(14.7) Zuordnungsrelaxierung des asymmetrischen TSP. Gegeben sei ein voll-
standiger Digraph (ohne Schleifen) D = (V, A) mit Bogengewichten ¢, € K fiir
alle a € A. Gesucht ist eine Bogenmenge Z minimalen Gewichts, so dass je-
der Knoten jeweils Anfangsknoten und Endknoten genau eines Bogens aus Z ist.
Jede Zuordnung ist also die Vereinigung knotendisjunkter gerichteter Kreise, so
dass jeder Knoten auf genau einem Kreis liegt. Offenbar ist jede Tour eine Zuord-
nung. U

Diese Version des Zuordnungsproblems ist ein Spezialfall des Problems, einen
kostenminimalen Fluss in einem Digraphen zu finden. Fiir dieses Zuordnungs-
problem gibt es sehr effiziente Algorithmen (worst-case-Laufzeit 0(n?), praktisch
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schneller). Es ist die “beliebteste” Relaxierung des asymmetrischen Travelling-
Salesman-Problems und wird mit gutem Erfolg in Branch & Bound Verfahren fiir
das asymmetrische Travelling-Salesman-Problems eingesetzt, siche Kapitel 15.

Die Zuordnungsrelaxierung des asymmetrischen Travelling-Salesman-Problems
nimmt eine Zwitterstellung zwischen den beiden Relaxierungstypen ein. Wie man
leicht sieht ist das folgende ganzzahlige Programm eine 0/1-Formulierung des
asymmetrischen Travelling-Salesman-Problems

(14.8)
min ) * Z%l Cijij
0 S =1 firalle j € V
(i1) Z?:L#i zi=1 firalle: € V
GiD  Ssew D emas; Tu< W[ =1 firalle W CV,3< W] <n—1
@iv) z;;> 0 fiir alle (7,7) € A
(V) r;; ganzzahlig  fiir alle (4,75) € A

Die Ungleichungen (iii) nennt man Kurzzyklus-Bedingungen. Léisst man diese aus
(14.8) weg, so erhilt man eine Formulierung des Zuordnungsproblems aus (14.7)
als ganzzahliges Programm. Aus den Resultaten von Kapitel 8 folgt, dass in die-
sem Programm die Ganzzahligkeitsbedingung iiberfliissig ist, da alle Basislosun-
gen des Systems (i), (ii1), (iv) ganzzahlig sind. Das Zuordnungsproblem ist al-
so auch eine gewisse LP-Relaxierung des asymmetrischen Travelling-Salesman-
Problems.

Damit wollen wir kurz auf weitere LP-Relaxierungen eingehen, weiterfiihrende
Studien dieses Themas folgen in den Kapiteln 18 und 19.

(14.9) LP-Relaxierungen des Stabile-Mengen-Problems (siche (2.14)). Sei
G = (V, E) ein Graph mit Knotengewichten ¢, fiir alle v € V. Gesucht ist ei-
ne stabile Menge maximalen Gewichts. Da keine stabile Knotenmenge S C V
eine Kante wv enthalten kann, sieht man sofort, dass das LP

max y |, oy, Coly

1) Ty +2,< 1 fiir alle uv € £
(14.10) (i1) 0<z,<1 firallev € V
(iii) T, ganzzahlig  fiirallev € V

eine 0/1-Formulierung des Stabile-Mengen-Probems ist. Das LP, das aus (14.10)
durch Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingung (iii) entsteht, ist somit eine LP-
Relaxierung des Stabile-Mengen-Problems. Man kann beweisen, dass alle Ba-
sislosungen dieses LP’s genau dann ganzzahlig sind, wenn G ein bipartiter Graph
ist. Diese LP-Relaxierung ist einfach (mit Spezialalgorithmen) 16sbar, liefert al-
lerdings i. a. keine allzu guten oberen Schranken fiir das Maximalgewicht einer
stabilen Menge. U
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Man kann diese LP-Formulierung (14.10) auf vielfédltige Weise verschérfen. Um-
fangreiche Untersuchungen dieser Art sind in Grotschel, Lovasz & Schrijver (1986)
zu finden.

(14.11) LP-Relaxierung des Knotenfirbungsproblems (2.15). Gegeben sei ein
Graph G = (V, E) mit Knotengewichten b, € Z,, v € V. Gesucht ist eine Folge
stabiler Mengen (eine Fiarbung) S, ..., S;, so dass jeder Knoten in mindestens
b, dieser Mengen liegt und ¢ minimal ist. Jeder stabilen Menge S C V' ordnen wir
eine ganzzahlige Variable \g zu. (Die Anzahl der stabilen Mengen eines Graphen
ist i. a. exponentiell in |V|!) Die Variable \g gibt an, wie oft die stabile Menge S
in einer Farbung S, ..., S; vorkommt. Ist S die Menge der stabilen Teilmengen
von V, so ist folglich

min ) ¢ ¢ Ag

(14.12) (1) ZSes,ves As> b, firallev € V',
(ii) Ag> 0 firalle S € S,
(iii) Ag ganzzahlig fiiralle S € §

eine Formulierung des Knotenfdrbungsproblems als ganzzahliges lineares Pro-
gramm (in exponentiell vielen Variablen). Ldsst man die Ganzzahligkeitsbedin-
gung (ii1) in (14.12) weg, so erhilt man eine LP-Relaxierung des Féarbungspro-
blems.

Es ist natiirlich unklar, wie man ein derartig groles LP 16sen kann. Wir wollen
daher auf die LP-Dualitit zuriickgreifen und weiter relaxieren. Das zu diesem LP
duale lineare Programm lautet

max i by,
(14.13) (1) Y oves To< 1 firalle S C S

(1) z,> 0 firalleveV

Das Programm (14.13) hat |V/| Variable und |S| + |V/|, also i. a. exponentiell
viele Nebenbedingungen. Aus der Dualitédtstheorie wissen wir, dass jede Losung
von (14.3) einen Wert hat, der nicht grofer ist als der Wert jeder Losung der
LP-Relaxierung von (14.12), also insbesondere liefert jede zuléssige Losung von
(14.13) eine untere Schranke von (14.12) und somit eine untere Schranke fiir den
Wert einer Knotenférbung.

Man kann zeigen, dass Probleme des Typs (14.13) A/P-schwer sind, aber da jede
Losung von (14.13) eine untere Schranke fiir (14.12) liefert, kann man versuchen
mit Heuristiken “gute” Losungen von (14.13) zu finden.

Offenbar ist jeder Inzidenzvektor einer Clique von G eine (ganzzahlige) Losung
von (14.13). Also liefert jede Heuristik fiir das Cliquenproblem (2.14) eine untere
Schranke fiir (14.12). U
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14.2 Lagrange-Relaxierungen

Wir wollen nun eine Methode vorstellen, mit der man gegebene Relaxierungen
verbessern kann. Wir werden die Idee zunichst an der 1-Baum-Relaxierung des
symmetrischen TSPs erklédren (hierbei ist sie auch von Held & Karp (1970) ent-
wickelt worden), und sie dann in voller Allgemeinheit formulieren. Wir beginnen
mit einer simplen Beobachtung.

(14.14) Lemma. Gegeben sei ein symmetrisches TSP mit Entfernungen c;;,1 <
i <j<mn.Seien);,i=1,...,n, Knotengewichte, \ :=>_"_ | \; und

C;jI:Cij—i—)\i—F)\j, 1§z<]§n
Fiir das modifizierte TSP mit Entfernungen c;; gilt:

d(T) =cT)+2>"  Ni=cT)+ X\ fiiralle Touren T,
d(B) =c(B)+Y ", dg(i)\;, fiiralle I-Biume B,

wobei dg(i) den Grad des Knotens i im 1-Baum B bezeichnet. Das heift, die
optimalen Touren beziiglich c bleiben auch optimal beziiglich ¢/, wéhrend ein op-

timaler 1-Baum beziiglich ¢ nicht unbedingt optimal beziiglich ¢ ist.

Beweis : Trivial. 0

(14.15) Folgerung. Gegeben sei ein symmetrisches TSP mit Entfernungen c;;
1 <4 < j <n.Dann ist

AER™ "Bl—Baum

f*:=max( min (c¢(B)+ Z(dB(Z') —2)\))
i=1
eine untere Schranke fiir die Lénge der optimalen Tour.

Beweis : Jede Tour ist ein 1-Baum, und es ist dy(i) = 2 fiir jeden Knoten i in
jeder Tour T'. Also gilt fiir jede Tour T'

oT) + Z(dT(i) — 2\ = ¢(T),

d. h. fiir jedes A € K" ist der Wert des minimalen 1-Baumes hochstens so grof3
wie die Linge der kiirzesten Tour. U
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(14.16) Beispiel. Wir betrachten erneut das 6-Stiddte TSP aus Beispiel (10.2). Die
Entferungen sind in Tabelle 10.1 angegeben. Wir eliminieren Wuppertal und er-
halten den in Abbildung 14.3 dargestellten minimalen 1-Baum mit Linge 403 km.

o
47 /
/ 35

175

Abb. 14.3

Wir fiihren als Knotengewichte A\ = 15, \p = —120, \g = =5, A\p =0, A\ =0
ein und erhalten die in Tabelle 14.1 wiedergegebene Entfernungsmatrix.

-5 0 0 —120 15 0

A B D F K w
) A — 85 80 134 80 116
0 B 85 — 7 55 43 84
0 D 80 7 — 112 62 29
—120 F 134 55 112 — 84 116
15 K 80 42 62 84 — 70

0 w 116 84 29 116 70 —

Tabelle 14.1

Der kiirzeste 1-Baum beziiglich der neuen Entferungen hat die Linge 478 km und
ist in Abbildung 14.4 dargestellt.
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29
/ :
80 Y 70

77

Abb. 14.4
Damit haben wir also eine bessere untere Schranke fiir die optimale Tour gefun-
den.
U

Wir wissen zwar, wie wir 1-Bdume schnell berechnen konnen, aber wie soll das
in (14.15) formulierte freie Maximierungsproblem (iiber alle A € K™) gelost wer-
den? Wie finden wir f*?

Auf folgende Weise konnen wir eine Funktion f : K™ — K definieren:

Bl1—Baum

(14.17) F(\) == min <C(B)+Z(d3(z') —2))\1-),

d. h. f ist eine Funktion, deren Auswertung die Berechnung der Optimallosung
eines Optimierungsproblems erfordert. Und das Problem, f* zu finden, ist damit
das unbeschrinkte Optimierungsproblem

max f(A).

AeKn

Um diese Situation zu analysieren, verallgemeinern wir die vorliegende Fragestel-
lung:

Wir betrachten ein (AVP-schwieriges) ganzzahliges lineares Programm der folgen-
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den Form

*

c¢* :=min 'z
Ar =D
Dz <d
r >0
x ganzzahlig,

wobei D eine (m, n)-Matrix sei.

Wir setzen
P ={xeR"| Az = b, Dz < d,r > 0,z ganzzahlig} ,
Q ={reR"| Dz <d,x >0, r ganzzahlig} .

(14.20) Definition. Die Funktion f : R™ — R definiert durch
fA) :=min{c"z + \'(Azx —b) |z € Q}

heiBt Lagrange-Funktion von (14.18), der Vektor A € R" heifit Vektor der
Lagrange-Multiplikatoren. Das Optimierungsproblem

max f(\)

AER™

heiBt Lagrange-Relaxierung von (14.18).

0

Die in (14.17) definierte Funktion ist die Lagrange-Funktion des symmetrischen
TSP beziiglich der 1-Baum Relaxierung. Denn, wie wir wissen, ist das folgende
Programm eine ganzzahlige Formulierung des TSP:

(14.21)
min ¢’z
i z(0w)= 2 firallev e V
(i) Z(EW)) < [W|—1 firalleW CV\{1},3<|W|<n—3
i) 2(3(1) < 2
(iv) —2(3(1)) < —2
(v) r< 0
(vi) x> 0
(vi) x ganzzahlig.

Schreiben wir das Gleichungssystem (i) von (14.21) als Az = b und die Unglei-
chungen (ii), ... ,(v) als Dx < d, so ist die in (14.17) definierte Funktion genau
die Lagrange-Funktion von (14.21).
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(14.22) Satz. Seien (Q und P (siehe (14.19)) nicht leer und () endlich. Dann gilt:

(a) Die Lagrange-Funktion f()\) := min,cq(c'z + AT (Az — b)) ist konkav,
stiickweise linear und nach oben beschrinkt.

(b) Sei \* € R" mit
FNT) = max f(A)

AER™
eine Optimallosung der Lagrange-Relaxierung von (14.18), so gilt

J) <,

d. h. f(\*) ist eine untere Schranke fiir den Optimalwert von (14.18).

Beweis : (a) Wir konnen fiir jeden Vektor = € () eine affine Funktion g, in A wie
folgt definieren:

g:(N) == cTa+ AT (Az - b).
Da @ endlich ist, ist f als Minimum endlich vieler affiner Funktionen darstellbar,
d. h.

f(/\) = 3161651 g:c(/\) .

Wir zeigen

1) fistkonkav. Es ist zu beweisen: f(aA+(1—a)u) > af(A)+(1—a)f(p)
fiir alle 0 < o < 1 und fiir alle A\, p € R".

flad+ (1 —a)p) = mingeg g(aX + (1 — a)p)
= mingeg(aga(A) + (1 — @)ga (1))
> amingeq g.(A) + (1 — o) mingeq g, (1)
=af(N)+ 1 —a)f(u).

2) f ist stiickweise linear. Sei fiir jedes © € Q: L, := {A € R" | f(\) =
92(A)}. Es gilt natiirlich J,, L. = R". Wenn wir zeigen konnen, dass L,
konvex ist, dann gilt f(A\) = g,(\) VA € L,. Somit ist f linear auf L,,
d. h. stiickweise linear auf R". L, konvex <= a) + (1 — a)pu € Ly, fiir
allel > o > Ound fiiralle A\, u € L,,.

Guo (@A + (L= a)p) = fleA+ (1= a)p) = af (N) + (1 = a) f(p) =
g (A) + (1 = @)gay (1) = gao(aA + (1 = a)pu) .

Daraus folgt, L, ist konvex, und somit ist f stiickweise linear.
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3) f ist nach oben beschrinkt. Sei = € P beliebig. Dann gilt fiir jeden belie-
bigen Vektor der Lagrange-Multiplikatoren

AER™: F(N) = minga(M) < g=(\) = 7.

Daraus folgt insbesondere, dass f(\) < ¢* fiir alle A € R™ gilt.

(b) ist offensichtlich. U

Es besteht nun das Problem, das Maximum der Lagrange-Funktion f zu bestim-
men. Die Standardverfahren der nichtlinearen Optimierung (die wir in der Vorle-
sung “Optimierungsmethoden II”” behandeln werden) kann man hier nicht anwen-
den, da die Funktion f i. a. nicht differenzierbar ist. Eine Verallgemeinerung des
Gradientenkonzepts aus der Analysis fiihrt jedoch zu einer Losungsmoglichkeit.

(14.23) Definition. Sei f : R™ — R eine konkave Funktion, dann heif}t ein
Vektor u € R™ ein Subgradient an f im Punkte x, € R™, falls gilt

f(z) = f(zo) <u(x —x) fiirallex € R™.
Die Menge
Of(zo) := {u € R™ | u ist Subgradient an f in z¢}

heiBt Subdifferential von f in x,. U

(14.24) Bemerkung. Ist die konkave Funktion f differenzierbar in g, so gilt

Of (o) = {V f(w0)},

wobei v/ f () den Gradienten von f an der Stelle x, bezeichnet. U

Fiir die speziellen Lagrange-Funktionen, die wir hier betrachten, konnen wir die
Subdifferentiale einfach berechnen.

(14.25) Satz. Sei Q nicht leer und endlich und f(\) := mingcq(c’z + AT (Az —
b)), so gilt folgendes: Setzen wir fiir \g € R™, Ly := {zg € R™ | f(\g) =
cTag+ A(Azg — 1)}, so ist

Of(No) = conv{(Azo —b) | zo € Lo} .
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Aus Zeitgriinden konnen wir auf den Beweis von (14.25) hier nicht eingehen.
Satz (14.25) hat einen einfachen geometrischen Gehalt. Fiir jedes A\ € R™ ist
0f(\o) ein Polytop. Dieses Polytop erhilt man wie folgt. Man nehme alle Punkte
r € R™, die das Minimum des Optimierungsproblems min{c’z + A\ (Ax — b) |
x € @} realisieren, also alle Optimalwerte beziiglich des Vektors der Lagrange-
Multiplikation \y. Dann bilde man die konvexe Hiille all dieser Punkte und erhélt
das Subdifferential 0 f(\).

(14.26) Beispiel. Im Falle des symmetrischen TSPs gilt fiir einen Vektor von
Knotengewichten

A= (A1, )
dp(1) —2
dp(2) — 2 . :
If(\) = conv{ | B optimaler 1-Baum beziiglich ¢ } :
dB(n) -2

Hat man einen optimalen 1-Baum B beziiglich A\, so kann man also einen Sub-
gradienten der Lagrange-Funktion f direkt aus den Knotengraden von B able-
sen. U

Der folgende Satz verallgemeinert die uns aus der Schule bekannte Tatsache, dass
ein Punkt z* eine differenzierbare konkave Funktion f maximiert, wenn die Ab-
leitung von f in z* Null ist.

(14.27) Satz. Ein Vektor * € R™ maximiert die konkave Funktion f genau
dann, wenn 0 € O f (z*).

Beweis : Falls 0 € 0f(z*), dann ergibt die Subgradientenungleichung der Defi-
nition:

flx) = f@*) <0 (x —2%) = f(z) < f(2¥) fiirallez € R™.

0 = 07 (z — 2*). Daraus folgt 0 € df(z*), O

Falls f(2*) maximal ist, soist f(z) < f(2*) fir allex € R™, also f(z)— f(z*) <

Zur Losung der Optimierungsaufgabe aus (14.20) ist die folgende Methode vor-
geschlagen worden:

(14.28) Subgradientenverfahren.

Input: konkave Funktion f : R® — R
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Gesucht: max{f(z) |z € R"}

—~

Wihle \o € R™ beliebig, setze j := 0.
Berechne f(\;) und Of ().
Ist ein (noch zu definierendes) STOP-Kriterium erfiillt?

Falls ja, so ist eine “gute” untere Schranke fiir das Maximum oder das Ma-
ximum selbst gefunden. — STOP.

Falls nein, gehe zu 4.
Wiihle neues )\, setze z. B.

Mg o= A+ g /[l
wobei t; € R eine Schrittlinge ist und u; € 0f(};).

Setze 7 := 7 + 1 und gehe zu 2.

Beziiglich des Verfahrens (14.28) kann man Folgendes beweisen.

(14.29) Satz (Polyak, 1967). Falls die konkave Funktion f : R™ — R ein
Maximum besitzt und falls die Folge (t;) der Schrittlingen die Bedingungen
(a) t; > 0 fiiralle j € N,
(b) lim;_,t; =0,
(© > 2ot =00

erfiillt, so gilt
lim f()\;) = max f(\).

j—o0 AER™

U

Bei konkreten Rechnungen zeigt sich allerdings im allgemeinen, dass die (nach
(14.29) theoretisch existierende) Konvergenz praktisch nicht erreicht wird. Ab-
bildung 14.5 zeigt einen typischen Verlauf des Wertes f();), abhidngig von der
Schrittzahl j.
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opt £Q )

Schrittzahl j

Abb. 14.5

Mit anderen Schrittlingenparametern kann man praktisch i. a. ein schnelleres An-
wachsen der Funktionswerte f(J;) erreichen, jedoch theoretisch nicht unbedingt
eine konvergente Methode. Da es sich ja hier “nur” um eine Heuristik zur Be-
stimmung unterer Schranken handelt, ist der Konvergenzaspekt gleichgiiltig. Man
bricht einfach nach einer bestimmten Rechenzeit oder einem STOP-Kriterium ab
und benutzt den bisher besten Zielfunktionswert als untere Schranke.

Aus empirischer Erfahrung kann man festhalten, dass die Schrittlingen ¢; pro-
blemabhingig zu wihlen sind und dass sie i. a. durch experimentelle Berechnung
bestimmt werden miissen. Ein Beispiel fiir eine derartige Schrittlingenwahl ist in
Schritt 5 des Algorithmus aus Beispiel (14.30) zu finden.

(14.30) Beispiel. Bei praktischen Versuchen beziiglich des symmetrischen TSP
hat sich folgendes Vorgehen (modifiziertes Subgradientenverfahren) recht gut bewéhrt:

Input: symmetrisches TSP mit Zielfunktion ¢, ¢;; > 0,1 <17 < j < n.

Output: untere Schranke L fiir den Optimalwert des TSP.

1. Initialisierung:
U sei eine obere Schranke fiir die kiirzeste Tour (mit Heuristik gefun-
den).
L := 0 (gegenwiirtig beste untere Schranke),
AT :=(0,0,...,0) (Anfangsknotengewichte),
0 < a <2 (. a. a := 2) (Skalierungsfaktor fiir die Schrittldnge),

€1, €9, €3 > 0 numerische Genauigkeitsschranken, Zahlparameter k.
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2. Berechne den kiirzesten 1-Baum B beziiglich ¢* (d. h. cﬁj = cij + i +Aj).
Falls B eine Tour ist — STOP.

3. Berechne einen Subgradienten durch u; := dg(i) — 2 fir: = 1,...,n.
4. Setze L := max{L,c(B) + \'u} (gegenwirtig beste untere Schranke).

4.1 GiltU — L < ¢g — STOP (gewiinschte Giite erreicht).

4.2 Hatsich L in den letzten £k Schritten nicht wenigstens um €5 verbessert
— STOP. (Wir geben auf, weil das Verfahren stagniert. Weiterrech-
nen wére nur Zeitverschwendung).

5. Setze

U-L
D U
Ist t < e3 — STOP. (Die Schrittldnge ist so klein geworden, dass nume-
risch nichts mehr passieren wird. Wir geben auf.)

t:=« (Schrittldnge).

6. Setze A := A\ 4 tu und gehe zu 2.

ENDE.

Wir haben zu Testzwecken o := 2, k := 100 und £, 2,5 := 1073 gesetzt und
fiir unser 6-Stéddte Beispiel (10.2) das obige Programm ausgefiihrt.

20,8
o ~ 3 ( : )\@0
/
/ 16,77
@\ '2,22 Q>/ \
() —
40,81
276 lterationen
403 km
-121,18
F
Abb. 14.6
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Das Subgradientenverfahren hat nach 276 Iterationen (d. h. 276 1-Baum Berech-
nungen) eine Tour geliefert. Damit ist diese Tour die optimale Losung unseres 6-
Stadte Problems. Die optimalen Knotengewichte der 6 Stidte sind in Abbildung
14.6 verzeichnet. (Diese Tour wurde auch durch einige unserer Primalheuristiken
aus Kapitel 10 gefunden.) U

Es ist zu bemerken, dass die Optimallosung von

max f(\)

AER™

im Falle des TSP (und nicht nur hier) nicht unbedingt eine Tour liefern muss,
sondern es konnen durchaus “gaps” auftreten.

Trotzdem hat sich der Subgradientenansatz iiber die Lagrange-Relaxierung spe-
ziell fiir Probleme mittlerer Groenordnung bewihrt. Verfahren dieser Art liefern
1. a. sehr gute untere (bzw. bei Maximierungsproblemen obere) Schranken und
kombiniert mit Branch & Bound (siehe Kapitel 15) gehoren sie vielfach zu den
besten Algorithmen, die wir fiir schwere kombinatorische Optimierung kennen.

Zum Ende dieses Abschnittes mochten wir noch zwei TSP-Beispiele vorfiihren
und auf einige (numerische) Eigenschaften des Subgradientenverfahrens zur Losung
der Lagrange-Relaxierung hinweisen.

Die Werte (und damit unteren Schranken), die Verfahren (14.28) liefert, hingen
natiirlich stark von den gewihlten STOP-Kriterien ab. Je nachdem, wie man in
dem Spezialverfahren (14.30) fiir das TSP die Parameter k, 1, €5, €3, o setzt, wird
man natiirlich andere Resultate erhalten. Auerdem muss man bei der 1-Baum
Relaxierung einen Knoten v spezifizieren. Obwohl theoretisch die Wahl von v
irrelevant ist (fiir alle v ist max{f(\) | A € R"} gleich), zeigt sich doch bei
praktischen Rechnungen, dass unterschiedliche untere Schranken, abhédngig von
der Wahl, auftreten konnen. Wir demonstrieren das am folgenden Beispiel, von
dem mir U Zaw Win berichtet hat.

(14.31) 14-Stidte Burma-Problem. Burma besteht aus 14 Bundeslidndern. Zur
Erinnerung an den Freiheitskampf gegen England und zur Festigung der natio-
nalen Einheit wird in jedem Jahr die Nationalflagge auf eine Rundreise durch
die Hauptstiddte der 14 Bundesldnder geschickt. Diese Hauptstiddte sind mit ihren
geographischen Koordinaten in Tabelle 14.2 aufgelistet. Die Rundreise beginnt
jeweils am 30. Januar eines jeden Jahres in der Bundeshauptstadt Rangoon, fiihrt
dann durch die iibrigen 13 Stiddte und kehrt zum Nationalfeiertag am 12. Februar
nach Rangoon zuriick. Der Transport der Flagge erfolgt — je nach Verkehrsver-
bindungen — zu Fuf} (Mandalay nach Sagaing), mit dem Schiff, dem Auto oder
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dem Flugzeug. Wir gehen davon aus, dass die Entfernung zwischen den Stidten
durch die Luftliniendistanzen auf der Erde gegeben sind (man berechnet diese mit
Hilfe des Programms (2.20) aus den Daten der Tabelle 14.2. Die so bestimmte
Entfernungsmatrix findet sich in Tabelle 14.3.) Wie sollte die Rundreise der Na-
tionalflagge ausgelegt werden, so dass der Reiseweg moglichst kurz ist? U
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14-Stidte in Burma (Geografische Koordinaten)
14

1 Rangoon 1647 96.10
2 Bassein 16.47 94.44
3 Sittwe 20.09 92.54
4 Haka 22.39 93.37
5 Myitkyina 25.23 97.24
6 Mandalay 22.00 96.05
7 Taunggyr 20.47 97.02
8

Pegu 17.20 96.29

9 Moulmein 16.30 97.38
10 Tavoy 14.05 98.12
11 Pa-an 16.53 97.38

12 Sagain 21.52 95.59
13 Loikaw 19.41 97.13
14 Magwe 20.09 94.55

Tabelle 14.2

14-Stadte in Burma (Distanzen auf Erdoberfliche)

14

1

1.0

153 510 706 966 581 455 70 160 372 157 567 342 398
422 664 997 598 507 197 311 479 310 581 417 376
289 744 390 437 491 645 880 618 374 455 211

491 265 410 664 804 1070 768 259 499 310

400 514 902 990 1261 947 418 635 636

168 522 634 910 593 18 284 239

389 482 757 439 163 124 232

154 406 133 508 273 355

276 43 623 358 498

318 898 633 761

582 315 464

275 221

247

Tabelle 14.3
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Fiir das Burma-Problem (14.31) haben wir eine Rundreise mit Hilfe des Farthest-
Insert-Algorithmus (10.1) (d) und dem Anfangskreis 7, 11,14 berechnet. Diese
Rundreise hat die Lange 3 322 km und ist in Abbildung 14.7 (a) dargestellt. Um
die Qualitit dieser Losung abzuschitzen, haben wir untere Schranken mit Hilfe
des Subgradientenverfahrens (14.30) berechnet.

Wihlen wir als Knoten v des 1-Baumes den Knoten 1 (Rangoon), so erhalten wir
den in Abbildung 14.7 (b) gezeigten 1-Baum der Léange 3 313.58398 km. Die “op-
timalen” Knotengewichte sind in Abbildung 14.6 (b) an den Knoten eingetragen.

Wihlen wir als Knoten v den Knoten 8 (Pegu), so erhalten wir einen 1-Baum
der Liange 3 316.98 km. Er ist in Abbildung 14.7 (c) dargestellt. Die “optimalen”
Knotengewichte sind dort ebenfalls verzeichnet.

Wir sehen also, dass bei unterschiedlicher Wahl des Knotens v in der 1-Baum-
Relaxierung aufgrund unserer heuristischen Stopregeln verschiedene untere Schran-
ken berechnet werden konnen. Da unser Burma-Problem ganzzahlige Daten hat,
wissen wir, dass die kiirzeste Rundreise nicht kiirzer als 3 317 km sein kann. Der
maximale absolute Fehler der von uns gefundenen Rundreise belduft sich somit
auf 5 km, dies entspricht einem maximalen relativen Fehler von etwa 0,15 %.

e e -270,63 e -263,54

@ -61,47 4779 0
@ 41,81

33’%\
-2,14

(34 g5 49 J
52,44
16,13 20,33

-12393 11967

17766 11526

-127,73 © 139

Abb. 14.7
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SchlieB3lich wollen wir noch demonstrieren, dass nicht nur bei den bisher betrach-
teten kleinen “Spielbeispielen” durch die Lagrange-Relaxierung gute Resultate
erzielt werden, sondern auch bei groBen. Erinnern wir uns an das 120-Stddte
Deutschland-Problem mit Optimallosung 6 942 km, siehe Abbildung 2.3. Die
(einfache) 1-Baum-Relaxierung, siehe Abbildung 14.2, brachte eine (nicht allzu
gute) untere Schranke von 6 025 km (Knoten v = 13 = Berlin).

Wir haben das Subgradientenverfahren aus (14.30) auf diese 1-Baum-Relaxierung
angesetzt und laufen lassen, bis eines der STOP-Kriterien erfiillt war. Das Er-
gebnis ist in Abbildung 14.8 zu sehen. (An einigen Knoten sind die Lagrange-
Multiplikatoren der letzten (“optimalen”) Losung verzeichnet). Dieser 1-Baum
hat eine Linge von 6912 km. Die Abweichung dieses Wertes von der Linge der
Optimaltour betrdgt also nur noch 0,43 %.

-197.6

\////
; Y ﬁ optimaler 1-Baum 6912 ki

Abb. 14.8
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Kapitel 15

Branch & Bound-Verfahren

Wir wollen uns nun mit ganzzahliger und gemischt-ganzzahliger Optimierung
beschiftigen und werden eine Verfahrensklasse angeben, mit der man derartige
Probleme exakt 16sen kann. Sie basiert auf der Strategie, alle moglichen Losun-
gen auf geschickte Weise zu enumerieren und durch Benutzung von Primal- und
Dualheuristiken den Rechenaufwand zu beschrénken.

Die generelle Idee dieser sogenannten Branch & Bound-Verfahren ist ganz ein-
fach. Wir betrachten ein Minimierungsproblem. Man benutze zunéchst eine Primal-
und eine Dualheuristik (Berechnung von Bounds), sind die Werte der gefundenen
Losung gleich, ist man fertig. Falls nicht, wird die Losungsmenge partitioniert
(Branching), und die Heuristiken werden auf die Teilmengen angewandt. Ist fiir ei-
ne (oder mehrere) dieser Teilmengen die fiir sie berechnete untere Schranke nicht
kleiner als die beste bisher gefundene obere Schranke, braucht man die Losungen
in dieser Teilmenge nicht mehr zu betrachten (man erspart sich also die weitere
Enumeration). Ist die untere Schranke kleiner als die beste gegenwirtige obere
Schranke, muss man die Teilmenge weiter zerteilen. Man fdhrt so lange mit der
Zerteilung fort, bis fiir alle Losungsteilmengen die untere Schranke mindestens so
grof} ist wie die (global) beste obere Schranke.

Techniken dieser Art erscheinen in der Literatur unter einer Vielzahl von Namen
wie z.B.:

- Branch & Bound-Verfahren,

- Verfahren der implizierten Enumeration,

- Divide-and-Conquer-Methoden,

- Backtracking-Methoden,

- Zerlegungs-Verfahren etc.
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Durch geeignete Darstellung kann man zeigen, dass jede dieser Techniken ein
Spezialfall der librigen ist, d. h. im Prinzip tun diese Verfahren alle das gleiche,
sie unterscheiden sich nur beziiglich der jeweils angewendeten Strategie bzw. Phi-
losophie. Manche Autoren machen sehr feine Unterschiede zwischen diesen Me-
thoden, wir wollen jedoch alle Verfahren, die Enumerationstechniken benutzen,
Branch & Bound-Algorithmen nennen.

Das Prinzip der Branch & Bound-Verfahren ist trivial, theoretisch sind sie nicht
sonderlich interessant, aber es scheint so, dass man ohne sie einfach nicht aus-
kommt. Bei den meisten in der Praxis erfolgreichen Methoden zur Losung schwie-
riger kombinatorischer oder ganzzahliger Optimierungsprobleme wird irgendwann
einmal Branch & Bound eingesetzt.

Noch eine Warnung! So simpel die Idee ist, so schwierig ist es 1. a. Branch &
Bound-Methoden effizient zu implementieren. Eine Hauptschwierigkeit besteht
darin, “gute” Zerlegungstechniken und einfache Datenstrukturen zu erfinden, die
die effiziente Abarbeitung und Durchsuchung der einzelnen Teilmengen ermogli-
chen. Ganz allgemein kann man diesen Algorithmentyp formalisiert wie folgt dar-
stellen.

(15.1) Allgemeines Branch & Bound-Verfahren.

Input: Eine Menge L von zuldssigen Losungen (implizit gegeben) und eine
Zielfunktion ¢ : L — K, die jedem S € L einen Wert c¢(S) zuordnen.

Output: Losung von
(P) maxc(9).

SeL

Annahme: Wir nehmen an, dass es ein ,,Universum“L gibt mit L C L, dass
c(S) wohldefiniert ist fiir alle S € L und dass das relaxierte Problem (RP) maxg 7 c(S)
,einfach® l6sbar ist. Ferner soll die Losung von (RP) in ,,nicht-trivialem** Zusam-
menhang mit der Losung von (P) stehen. Wir nehmen also an, dass wir P rela-
xieren konnen und (durch die Losung von (RP)) eine effiziente Dualheuristik zur
Vertiigung steht.

1. Berechne eine obere Schranke U fiir (P). Man wende z. B. eine Primalheu-
ristik an oder setze U := —oc.

2. Setze K = {L} (K ist die Menge der Kandidatenmengen)

3. Falls K = () — STOP (die beste gegenwirtige Losung ist eine Opti-
mallosung von (P)). Andernfalls wahle eine Menge M € K. (Diesen Schritt
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nennt man Branching oder Verzweigung. Man muss sich hier genau iiber-
legen, welche der noch nicht bearbeiteten Kandidatenmengen untersucht
werden soll.)

4. Bounding: Wiihle eine “geeignete” Menge M C L mit M C M, so dass
das relaxierte Problem

(RPM) maxc(S)
SeM
einfach™ zu losen ist. (Das auf M eingeschrénkte Ursprungsproblem wird
also relaxiert. Wegen M C M bildet der Wert ¢(S*) der Optimallosung S*
von (RPM) eine obere Schranke (Bound) fiir den Wert der Optimallosung

(PM) maxc(S)

SeM
5. Ist ¢(S*) < U, so hat keine Losung aus M und somit auch keine aus M
einen besseren Wert als die beste bereits bekannte Losung von (P), d. h. die

Losungen aus M brauchen nicht weiter betrachtet zu werden. Entferne also
M aus K und gehe zu 3.

6. Ist S* € L und ¢(S*) > U, so ist eine zulissige Losung fiir (P) gefun-
den, deren Wert besser als U ist. Da die beste Losung aus M gefunden ist,
braucht M nicht mehr weiter untersucht zu werden.

Entferne M aus KC, setze U := ¢(S*) und gehe zu 3.

7. Separation (Zerlegung): Es gilt also ¢(S*) > U und S* ¢ L. In diesem Fal-
le war die Berechnung der unteren Schranke nutzlos, da wir keine verwert-
bare Aussage machen konnen. Wir zerlegen daher M in “geeignete” klei-
nere Mengen My, M, ..., My, entfernen M aus IC, fiigen My, M, . .., M
zu K hinzu und gehen zu 3. 0

Falls M in den Schritten 5. oder 6. verworfen wird, so sagt man, dass M ausgelotet
(fathomed) worden ist.

Ist man in Schritt 7 angelangt, so ist es héufig niitzlich zu versuchen, aus S* eine
zulédssige Losung S von M zu konstruieren, um damit (durch eine Primalheuristik)
die obere Schranke verbessern zu konnen.

Branch & Bound-Verfahren unterscheiden sich vor allem durch die Wahl verschie-
dener Relaxierungen L, durch unterschiedliche Zerlegungsstrategien in 7. und
durch die Auswahl der nidchsten Kandidatenmenge in 3. Mit jedem Branch &
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Bound-Verfahren kann man einen sogenannten Branch & Bound-Baum assozi-
ieren, der iiber die Verzweigungen Auskunft gibt. Ein derartiger Verzweigungs-
baum ist in Abbildung 15.1 gezeigt.

4/ 6  61\10 7 818 9\14

Ende Ende Ende
wegen wegen wegen
6<U=7 zul. Lsg. 9<U=10
mit Wert
10>U=7,

Lo

nunmehralso U = 10

Zul.
mit
U=1

13

Ende wegen 11 <U=12 Ende 15
13 16\’

I‘231

Optimallésung zul. Lés. U=13 ="

Abb. 15.1

Bei der Losung des Teilproblems 1 wird eine obere Schranke mit Wert 20 gefun-
den und durch eine Heuristik eine zulédssige Losung von (P) mit Wert 7. Links
vom jeweiligen Knoten ist die Reihenfolge vermerkt, in welcher die Teilprobleme
gelost wurden, rechts neben den Knoten die jeweils berechnete obere Schranke.
Bei der Losung des 6. Teilproblems wird eine zulédssige Losung mit Wert 10 ge-
funden. Das 15. Teilproblem liefert die Optimalldsung.

Das Hauptproblem bei der Implementierung von Branch & Bound-Verfahren be-
steht darin, dass man sich alle Kandidatenmengen merken muss. Dies muss auf
geschickte Weise geschehen, um nicht zu viel suchen zu miissen und nicht zu
viel Speicherplatz zu vergeuden. Aullerdem muss man dafiir Sorge tragen, dass
der Baum nicht zu grofl wird und der Speicherplatz ausreicht. Man muss also in
vielerlei Hinsicht Kompromisse schlie3en, um ein praktikables Verfahren zu ent-
werfen.

Das Branch & Bound-Verfahren ist so organisiert, dass in jedem Schritt folgendes
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gilt

Eine zuldssige Losung S gehort entweder zu einer bereits verworfenen
Menge oder sie ist in genau einer der Kandidatenmengen enthalten.

Falls also die Menge der zuldssigen Losungen endlich ist und jedes Subproblem
(RPM) in endlicher Zeit geldst wird, bricht das Verfahren nach endlich vielen
Schritten ab, wenn wir die (sinnvolle) Konvention treffen, dass einelementige
Mengen M nicht relaxiert werden.

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie wir die Branch & Bound-Technik bei ganz-
zahligen Programmierungsproblemen einsetzen konnen.

(15.2) Das Branch & Bound-Verfahren von Dakin fiir gemischt-ganzzahlige
Programme.

Input: Gemischt-ganzzahliges Programm mit rationalen Daten

max ¢z
- _ Axr = b
(MIP™)=(MIFY) : >0,

x; ganzzahlig fiir alle i € N,

Py :={x| Az = b,z > 0, x; ganzzahlig fiir alle i € N,}

1. Setze:
untere Schranke

U:=
Kandidatenmengen KC:
k
T

{P 0}
Zahlindex

gegenwirtig beste Losung (am Anfang leer)

2. Falls K = (), dann STOP.
Ergebnis: Falls U = —o0, so hat (M 1 P~) keine Losung.

FallsU > —o0, soistU der Optimalwert und = eine Optimallosung.
3. Branching: Waihle eine Menge P; € K.

4. Bounding: Lose das durch Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingung ent-
stehende lineare Programm (LM 1 P;) max c'z, © € LP;.

5. Ist LP; = () oder (LM I P;~) unbeschrénkt, so sei ¢* = —oo, andernfalls sei
x* die Optimallésung von (LM I P;") und c* der Optimalwert.
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6. Istc* < U, so entferne P; aus K.

7. Istc* > U und z] € Z Vi € Ny, so setze
U := c¢*, T := 2" und entferne P; aus K.

8. Separation: Im Falle ¢* > U und z} ¢ Z fiir einige ©« € N, wihle ein
i € Ny mit x; € 7. Entferne P; aus K und setze

Peyr =Pi0{z |z < [27]},
Piyo = Pi0{z |2 > [x]]},
k =k+2

und gehe zu 2.

(15.3) Bemerkung. Die Daten des gemischt-ganzzahligen Programms (M1 P~)
seien — wie in (15.2) verlangt — rational.

(a) Ist (LM1IP=) unzuldssig oder unbeschrinkt, so bricht das Verfahren von
Dakin ab und zeigt an, dass (M IP~) keine Losung oder keine endliche
Optimallosung besitzt.

(b) Hat (LM IP~) ein endliches Optimum, und ist Py # (), so findet das Ver-
fahren von Dakin nach endlich vielen Schritten eine Optimallosung von
(M1P=), da alle ganzzahligen Werte der z;, i € Ny, durchsucht werden.

(c) Hat (LM IP7) ein endliches Optimum, und ist Py = (), so kann (theore-
tisch) durch Einfiihrung einer unteren Schranke fiir den Zielfunktionswert
ein endlicher Abbruch erzwungen werden.

Folglich ist das Dakin-Verfahren ein endliches Verfahren zur Losung gemischt-
ganzzahliger Programme. U

(15.4) Bemerkung. Das urspriingliche lineare Programm (LP-Relaxierung von
(M IP=)) wird bei den verschiedenen Verzweigungsschritten jeweils um sehr ein-
fache Ungleichungen, nimlich um obere bzw. untere Schranken der Variablen
erweitert. Fiir diesen Spezialfall kennen wir bereits eine Variante des Simplexal-
gorithmus (dualer Simplexalgorithmus mit oberen Schranken, (upper-bounding-
technique), siehe “Optimierungsmethoden I”°, Kapitel 10), die es erlaubt, die obe-
ren Schranken durch Transformationen im Tableau implizit zu beriicksichtigen,
ohne die Ungleichungen explizit hinzuzufiigen. U
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(15.5) Beispiel. Wir betrachten das folgende rein-ganzzahlige Problem
max—"7x;—3xy—413
142194313 —24 =8
3131+ To+ 3 —T5— 5
;> 0,i=1,...,5
x; ganzzahlig,7 =1,...,5
Py sei die Losungsmenge dieses Programms. Eine optimale Losung des zugehori-
gen linearen Programms ist gegeben durch z3 = x4 = x5 = 0 und

2
ry = 5

_ 19
To = 5

¢ = —% .
Wir merken uns bei jedem Programm den Wert der Optimallosung und den gegen-
wirtigen Wert der unteren Schranke U. Da das Problem rein ganzzahlig ist, muss
der Zielfunktionswert rein ganzzahlig sein, wir konnen also den Wert des LP-
Optimums abrunden und erhalten damit eine untere Schranke fiir alle ganzzahli-

gen Losungen des gegenwirtig gelosten LP. Fiir P, erhalten wir

¢t =-15
U =—-

Zur Verzweigung wihlen wir die Variable x5 und fiigen einerseits z2 < 3 und
andererseits x5 > 4 zu den Nebenbedingungen von P, hinzu. Wir erhalten auf
diese Weise neue Kandidatenmengen Py, P,. Fy wird aus K entfernt. Wir merken
uns, was wir getan haben bildlich in dem in Abbildung 15.2 gezeigten Branch &
Bound-Baum.
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Abb. 15.2

Unsere Kandidatenmenge X enthélt nunmehr die Mengen P;, P,. Wir entscheiden
uns zur Losung von max ¢!z, x € P;. Die Optimallosung der LP-Relaxierung
dieses Problems ist die folgende: 4 = x5 = 0 und

ry = %
To = 2
r3 = %
¢* =—2  (Abrunden ergibt ¢* = —15).

Wir tragen dieses Resultat in den Branch & Bound-Baum 15.2 ein. Da die obige
Losung nicht ganzzahlig ist, miissen wir P; weiter zerlegen. Wir wihlen dazu die
Variable x;, wobei wir zu den Restriktionen von P; einerseits z; > 1, anderer-
seits ;1 < 0 hinzufiigen konnen. Wir entfernen P, aus K und fiigen die neuen
Kandidatenmengen P; und P, zu K hinzu, siehe Abildung 15.3.

*=-18
= -17

Abb. 15.3

Die Kandidatenmenge enthélt nun P, P; und P;. Wir 16sen P; und erhalten x; =
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0, x5 = 0 und

Ty =
z3
Ty
ct =-17.

I
R N W

Die optimale Losung der LP-Relaxierung von P; ist also ganzzahlig. Wir haben
die untere Schranke verbessert und setzen U := —17, aullerdem ist die Menge Ps
vollstindig erledigt, wir konnen sie aus K eliminieren.

Es verbleiben P, und P; in K. Wir entscheiden uns zur Bearbeitung von Pj. Das
Optimum der LP-Relaxierung von max ¢z, x € P, ist: 74 = 0 und

r, = 1
To = 3
T3 = %
T5 = 3
¢* =—2 (Abrunden ergibt ¢* = —18).

Also ist der Wert des LP-Optimums kleiner als der Wert der gegenwirtig besten
ganzzahligen Losung. P, ist damit auch vollstindig erledigt. Die oben erzielten
Resultate sind auch in Abbildung 15.3 eingetragen.

In der Kandidatenmenge ist nur noch P». Die Optimallosung der LP-Relaxierung
von max clxz, x € Py ist x5 = x5 = 0 und

n o=
r9 = 4
o= 1
¢t = —% (Abrunden ergibt c* = —15).

Die Losung ist weder ganzzahlig noch unterschreitet der Optimalwert die ge-
genwirtig beste Schranke. Wir verzweigen beziiglich x; und fiigen einerseits x; <
0 und andererseits x; > 1 zu P, hinzu. Wir erhalten neue Mengen P, Fy, die wir
zu K addieren. P, wird aus KC entfernt. Der gegenwértige Branch & Bound-Baum
ist in Abbildung 15.4 gezeigt.
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Abb. 15.4
Wir 16sen die LP-Relaxierung von max c’x, x € P und erhalten
To = 5
T4 = 2 x; = 0 sonst
¢t =-—15.

Diese Losung ist ganzzahlig, und wir sind mit unserem Algorithmus fertig, da P
keine bessere ganzzahlige Losung enthalten kann, denn eine ganzzahlige Losung
in P, hat hochstens den Wert —15. Damit ist eine optimale Losung des Ausgangs-
problems gefunden. U

Ich glaube, dass damit das Prinzip der Branch & Bound-Verfahren klar ist. Wich-
tig ist, eine Relaxierung zu wihlen, die schnell 16sbar ist und gute Schranken lie-
fert, also eine gute duale Heuristik auszuwéhlen. Im Dakin-Verfahren haben wir
einfach die kanonische LP-Relaxierung gewdhlt.

Wir wollen nun noch ein einfaches Beispiel eines Branch & Bound-Verfahrens
angeben und zwar eines fiir das asymmetrische TSP.

Der GroBvater aller Branch & Bound-Algorithmen ist das Verfahren von Litt-
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le, Murty, Sweeny & Karel zur Losung asymmetrischer Travelling-Salesman-
Probleme, das 1963 veroffentlicht wurde und in dem der Name Branch & Bound-
Algorithmus geprigt wurde. Weil dieses Verfahren so einfach ist, wollen wir es
hier kurz besprechen, jedoch darauf hinweisen, dass es zur Losung groer Proble-
me nicht besonders geeignet ist.

(15.6) Das Verfahren von Little et al fiir das asymmetrische Travelling-Salesman-
Problem.

Input: asymmetrisches TSP auf n Stadten gegeben durch Distanzmatrix ¢ =
(Cij) mitc; =00t =1,...,nundc; > 0.

Output: Optimallbsung des gegebenen TSPs.

Verfahrensweise: Zeilen- und Spaltenreduktion der Matrix C' und sukzessive
Erzeugung von Teilproblemen.

Ein Teilproblem ist definiert durch
P (EINS, NULL, I, J, C, L, U)

wobei  EINS = die Menge der auf 1 fixierten B6gen
NULL = die Menge der auf 0 fixierten Bogen
C = die Distanzmatrix des Teilproblems
I = die Zeilenindizes von C'
J = die Spaltenindizes von C
L = die untere Schranke fiir das Teilproblem
U = die obere Schranke tiir das Globalproblem

1. Definiere das Anfangsproblem
P®,0,{1,...,n},{1,...,n},C,0,+00),

wobei C' die Ausgangsmatrix ist, und setze dieses Problem auf die Problem-
liste.

2. Sind alle Teilprobleme gelost — STOP. Andernfalls wihle ein ungeldstes
Teilproblem P(EINS, NULL, I, J, C, L, U) aus der Problemliste.
Regel: Wihle das Problem mit kleinster unterer Schranke oder das Problem,
bei dem EINS am meisten Elemente enthélt. Bei (a) erhidlt man hoffentlich
eine optimale Tour, bei (b) hat man das Problem schnell abgearbeitet.

3. Bounding:

a) Zeilenreduktion:
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FOR alli € I DO:

Berechne das Minimum der i-ten Zeile von C'
Cijo = 5116151 Cij

Setze Cij ‘= Cij — Cij \V/] eJ
und L .= L + Cijo

END;

b) Spaltenreduktion
FOR all j € J DO:

Berechne das Minimum der j-ten Spalte von C
Cipi = 1IN ;5
0 er Y

Setze Cij -= Cij — Cipj VielundL := L + Cigj
END;

c) Ist L > U, so entferne das gegenwirtige Teilproblem aus der Pro-
blemliste und gehe zu 2.

d) Definiere den Nulldigraphen Gy = (V, A) mit A := EINS U{(i,j) €
I x J ’ Cij = O}
e) Enthilt G, keine Tour so gehe zu 4.
f) Enthilt G eine Tour, so hat die Tour die Léinge L.
f1) Entferne alle Teilprobleme aus der Problemliste, deren untere Schran-
ke groBer gleich L ist.
f;) Setze in allen noch nicht gelosten Teilproblemen U := L.
f3) Gehe zu 2.

(i. a. wird der Nulldigraph G nicht berechnet sondern so lange enu-
meriert bis nur noch (2, 2)-Probleme iibriggeblieben sind.)

4. Branching:
a) Wihle nach einem Plausibilitéitskriterium einen Bogen (i, 7), der
0 oder 1 gesetzt wird.
z. B. Definiere u(i,j) := min{cy; | k € J\ {j}} + min{cy; |
ke I'\{i}} — ¢;j d. h. u(i, j) sind die Zusatzkosten (Umwegko-

sten), die entstehen, wenn wir von i nach j gehen, ohne (i, j) zu
benutzen.
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Branching-Regel: Wihle (i,j) € I x J, so dass

Cij = 0 und
u(i, j) = max{u(p,q) | cpg = 0}

(Wiihle also einen Bogen, der zu mdglichst hohen Umwegkosten

fiihrt)

b) Definiere die neuen Teilprobleme

wobei C' aus C' durch Streichen der Zeile i und der Spalte
j entsteht und cj; := oo (zur Vermeidung des Kurzzyklus

(i,7))-

b,) P(EINS, NULLU {(i,j)},1,J,C", L,U),
wobei C" aus C' entsteht durch c;; := oo.

Fiige diese Teilprobleme zur Problemliste hinzu und gehe zu 2.

0

Das Hauptproblem bei (15.6) ist — wie immer — die Buchhaltung der Teilpro-
bleme. Die Anzahl der Touren in 4. b;) ist kleiner als die in 4. by), die Wahl von
(1, j) wird so getroffen, dass “hoffentlich” in 4. b;) eine optimale Tour ist.

(15.7) Beispiel. Wir beginnen mit P = (0,0, {1,...,6},{1,...,6},C,0, 400}

Zeilenmin

+

Anfangsmatrix ocodb 1 216 1
6 006 3 7 2 2

1 4001 25 1

4 3 3 o0b 4 3

1 51 2005 1

6 2 6 4 500 2

10

Spaltenmin

o4 0206
4004150
0 3000 1 4
1 00oc02 1
0401004
4 04 2 3 o
000O0O0O

Die Zeilenreduktion (Schritt 3. a)) ergibt insgesamt einen Wert von 10, die Spal-
tenreduktion erbringt nichts, da nach der Zeilenreduktion bereits jede Spalte eine
Null enthilt. Die untere Schranke ist somit . = 10. Wir konnen nun den Nulldi-
graphen (5 definieren. Er ist in Abbildung 15.5 dargestellt (alle Bogen mit dem

Wert 0 sind eingezeichnet.). GGy enthélt keine Tour
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Nulldigraph
Abb. 15.5

Wir verwenden die in Schritt 4. a) angegebene Branchingregel und wiéhlen den
Bogen (i, j) = (2,6) mit u(2,6) = 2. Das Ausgangsproblem ist nun erledigt. Wir
definieren zwei neue Teilprobleme.

Erstes neues Problem: P = ({(2,6)},0,{1,3,4,5,6},{1,2,3,4,5},C", 10, 00)

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 o040 20 0 o4 020

3 0 30001 0 0 3000 1
C" = 4 100002 0 — 1 0 0002
5 040 1 o0 0 0 401

6 4004 2 3 2 202 01

Die untere Schranke (nach Zeilen- und Spaltenreduktion) fiir dieses Teilproblem
ist L =12.
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) (=)

@ é/ ’

Abb. 15.6
Zweites neues Problem: P = (0, {(2,6)},{1,2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6},C", 10, c0)

Cl/ —

Ok OO R R
ok O wR
N = S =
S =R
O wy o~ oo
— R k=Yoo
l cocooco~o
l
o~ o wy
Ok O wg W~
o o R® wo
R = =N
W R o~k o
R wowyg w

IS

Die untere Schranke fiir das zweite Problem ist ebenfalls 12. Das Verfahren wird
auf diese Weise fortgefiihrt. Insgesamt erhilt man den in Abbildung 15.7 darge-
stellten Branch & Bound-Baum. [
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Problemnummer
(2,6) Untere Schranke

Die Probleme 5, 6 und 7 brauchen nicht
weiter zerlegt zu werden, da in Problem 8
eine Tour mit Wert 13 gefunden wurde.

Tour gefunden
L=U=13

Abb. 15.7

Das Verfahren (15.6) ist sehr simpel und (daher) in der Praxis nicht sonderlich
effizient. Wesentlich bessere Ergebnisse erzielt man bei Benutzung der Zuord-
nungsrelaxierung (14.7). Der Leser sollte nun in der Lage sein, ein auf der Zuord-
nungsrelaxierung basierendes Branch & Bound-Verfahren selbst zu entwerfen.

Recht gute Erfolge sind fiir das symmetrische TSP bei Benutzung der 1-Baum
Lagrange-Relaxierung (siehe (14.30)) zu verzeichnen. Mit einem derartigen Branch
& Bound-Verfahren sind Travelling-Salesman-Probleme mit bis zu 150 Stidten
gelost worden. Wir deuten hier kurz an, wie man das 14-Stidte Burma-Problem
(14.31) auf diese Weise 10sen kann.

Wir haben als Knoten v der 1-Baum-Relaxierung den Knoten v = 1 (Rangoon)
gewihlt. Das Subgradientenverfahren (14.30) liefert den in Abbildung 14.6 (b)
gezeigten “optimalen® 1-Baum mit Wert 3 313.58 km. Damit wissen wir, dass die
kiirzeste Rundreise (aufgrund der Ganzzahligkeit der Daten) nicht langer als L :=
3 314 km sein kann.

Wir entscheiden uns beziiglich der Kante 1,2 zu verzweigen. Das heil3t, wir defi-
nieren ein erstes Teilproblem, bei dem alle Rundreisen, die Kante 1,2 nicht ent-
halten, und ein zweites, bei dem alle Rundreisen die Kante 1,2 enthalten. Statt
nun die kiirzeste Rundreise fiir jedes dieser zwei Teilprobleme zu berechnen, be-
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stimmen wir mit Verfahren (14.30) neue “optimale* 1-Bdume (unter den gerade
festgelegten Nebenbedingungen). (14.30) liefert, dass der optimale 1-Baum von
Burma, der die Kante 1,2 nicht enthilt, mindestens die Linge 3 345 km hat. Da
wir eine Rundreise der Linge 3 322 km kennen (sieche Abbildung 14.6 (a)), kann
keine in Teilproblem 1 enthaltene Rundreise optimal sein. Also kénnen wir fol-
gern, dass jede kiirzeste Rundreise durch Burma die Kante 1,2 enthalten muss.
Da der (global) optimale 1-Baum die Kante 1,2 enthilt, brauchen wir keine Neu-
berechnung des 1-Baumes fiir Teilproblem 2 vorzunehmen, sondern verzweigen
erneut.

Wir zerlegen nun Teilproblem 2 in Teilproblem 3 (alle diejenigen Rundreisen, die
die Kante 1,8 enthalten) und Teilproblem 4 (alle diejenigen Rundreisen, die die
Kante 1,8 nicht enthalten). Man beachte, dass bei Teilproblem 3 durch die Festle-
gung, dass alle Touren die Kanten 1,8 und 1,2 enthalten miissen, impliziert wird,
dass die Rundreisen weder Kanten 1,4 (i # 1,2, 8) noch die Kante 2,8 enthalten
konnen. Diese implizierten Restriktionen benutzt man natiirlich bei der Berech-
nung des optimalen 1-Baumes. Fiir Teilproblem 3 bestimmt man also einen opti-
malen 1-Baum unter allen (auch den implizierten) Restriktionen und erhilt durch
(14.30) einen 1-Baum mit Wert 3 335 km. Teilproblem 3 kann also keine optimale
Tour enthalten. Fiir Teilproblem 4 erhélt man einen 1-Baum mit Wert 3 321.9 km.
Aufgrund der Ganzzahligkeit der Daten und der Tatsache, dass man eine Tour der
Linge 3 322 km kennt, kann man nun schlieBen, dass diese Tour optimal ist. Der
Branch & Bound-Baum dieses Vorgehens ist in Abbildung 15.8 dargestellt.

Abb. 15.8
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Insgesamt sind also nur 4 Aufrufe des Subgradientenverfahrens notwendig ge-
wesen, um die Optimalitdt der durch FARTHEST INSERT gefundenen Burma-
Rundreise nachzuweisen.
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Kapitel 16

Theorie der ganzzahligen und
gemischt-ganzzahligen Optimierung

Wir mochten hier auf Kapitel 1 der Vorlesung zuriickverweisen. In diesem Kapi-
tel sind die verschiedenen Typen linearer ganzzahliger und gemischt-ganzzahliger
Programme formuliert und erklirt worden. Fast die gesamte bisherige Vorlesung
hat sich mit Spezialféllen dieser Probleme beschiftigt. In Kapitel 15 haben wir mit
dem Branch & Bound-Verfahren einen allgemeinen Ansatz zur Losung linearer
ganzzahliger Programme dargestellt. Nun soll eine zweite generelle Methode zur
Losung derartiger Probleme vorgestellt werden: das sogenannte Schnittebenen-
verfahren. Hierzu benotigen wir jedoch ein wenig Theorie, die in diesem Kapitel
zusammengestellt ist.

Wir werden uns hauptsédchlich auf ganzzahlige Programme konzentrieren und
gemischt-ganzzahlige nebenbei (in Anmerkungen) behandeln.

16.1 Einfiihrung

In der Vorlesung haben wir uns bereits intensiv mit der Polyedertheorie beschiftigt.
Zur Erinnerung: Polyeder sind Teilmengen des K" der folgenden Form

P(A,b) = {z € K" | Az < b},

d. h. Polyeder sind Durchschnitte von endlich vielen abgeschlossenen Halbraum-
en. Wir haben gezeigt, dass Polyeder auch eine andere Darstellung besitzen. Es
gibt namlich endliche Mengen V' C K" und £ C K", so dass gilt

P(A,b) = conv(V) + cone(E) .
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Eine Seitenfliche eines Polyeders P ist eine Teilmenge /' C P mit der Eigen-
schaft: Es existiert eine Ungleichung ¢’z < cymit P C {z € R" | ¢’z < ¢y} und
F ={xz € P|clz = cy}. Wir haben gezeigt, dass zwei Typen von Seitenfliichen
eine besondere Rolle spielen, ndmlich die Ecken und die Facetten, d. h. die mini-
malen und die maximalen echten Seitenflichen (im Sinne der Mengeninklusion).

Zur Notationsvereinfachung fiihren wir nun einige neue Bezeichnungen ein.

(16.1) Definition

(a) Seien A € K™ und b € K™, dann setzen wir
IP(Ab) ={xeZ"| Az < b}
und

IP=(Ab) ={ze€Z"| Az =b,z > 0}.

(b) Seien A € Km™) B € K(mn2) ynd b € K™, dann setzen wir

MIP(A,B,b) :={(;) € K" | Az + By < b,z € Z"}
und
MIP=(A,B,b) ={(}) € K" | Az + By = b,x,y > 0,2 € Z"}.

U

IP(A,Db) ist also die Menge aller ganzzahligen Vektoren im Polyeder P(A,b),
IP=(A,b) ist die Menge aller ganzzahligen Vektoren im Polyeder P=(A,b). Ana-
loges gilt fiir

MIP(A, B,b) und MIP=(A, B,b). Im Weiteren gehen wir davon aus, dass alle
auftretenden ganzzahligen linearen Programme entweder in der Form

(16.2) max c'x oder (16.3) max clx
x € IP(AD) x € IP=(A,D)
und alle gemischt-ganzzahligen Programme entweder in der Form
(16.4) max clx +d'y oder (16.5) max clx +d'y

gegeben sind. Statt des Wortungetiims ,,ganzzahliges lineares Programm® schrei-
ben wir in Zukunft hiufig IP oder GLP und statt ,,gemischt-ganzzahliges lineares
Programm* MIP oder GGLP. Um die Unterschiede zwischen linearen, ganzzahli-
gen und gemischt-ganzzahligen Programmen und zwischen den Mengen P(A, b),
IP(A,b), MIP(A, B,b) zu verdeutlichen, betrachten wir zunichst ein Beispiel.
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(16.6) Beispiel.

(a) Gegeben sei das folgende IP, dessen Losungsmenge [ P(A, b) in Abbildung
16.1 dargestellt ist. Die Menge [ P(A, b) enthilt 8 Vektoren, die als dicke
Punkte gekennzeichnet sind.

max 2z1+ o

T+ 2 § 5
— T1+ X9 < 0
6LU1 + 2;32 < 21
1,22 > 0 und ganzzahlig.
Zielfunktion
LP-Optimum
2 ~ ’
Tl o
IP-Optimum
0 1 2 3V 3,5
Abb. 16.1

(b) Wir streichen im obigen IP die Ganzzahligkeitsforderung fiir z; und erhal-
ten so ein MIP.
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MIP-Optimum

2. "

Abb. 16.2

Die Menge der zulidssigen Losungen dieses MIP besteht aus den drei dick ge-
zeichneten Streifen in Abbildung 16.2.

Aus den beiden obigen Abbildungen ist klar, dass die Optimallosungen der LP-
Relaxierung des ganzzahligen Programms (a), des IPs aus (a) und des MIPs aus
(b) verschieden sind. U

Das Ziel dieses und des nédchsten Kapitels ist die Anwendung polyedertheoreti-
scher Methoden auf IPs und MIPs. Die Mengen I P(A,b), [P=(A,b), MIP(A, B,b)
und

MIP=(A, B,b) sind nach Definition Teilmengen von Polyedern. Wenn man die
konvexe Hiille dieser Mengen bildet, so konnte man (intuitiv) meinen, dass dann
auch wieder ein Polyeder entsteht. Abbildung 16.3 zeigt z. B. das durch die
Ungleichungen aus (16.6) (a) (ohne Ganzzahligkeitsbedingung) definierte Poly-
eder P(A,b), die konvexe Hiille der Losungen von (b) und die konvexe Hiille der
Losungen von (a). Alle diese Mengen sind Polyeder.
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MIP-Optimum

Abb. 16.3

Waire dies immer so, so konnten wir u. U. alle bereits diskutierten Methoden zur
Losung linearer Programme (Simplexverfahren, Ellipsoidmethode, Karmarkar-
Algorithmus) benutzen, um ganzzahlige Probleme anzugehen. Jedoch ist i. a. die
konvexe Hiille von IP’s oder MIP’s kein Polyeder, wie das nachfolgende Beispiel
zeigt.

(16.7) Beispiel. Wir betrachten das Programm

max p
(*) 0<p <V2
p €Q.

Bekanntlich ist v/2 keine rationale Zahl. Jede irrationale Zahl kann aber durch
rationale Zahlen beliebig genau (z. B. von unten) angenéhert werden. Daher hat
(*) kein Maximum. Wir verwandeln nun () in ein ganzzahliges Programm, in-
dem wir die rationale Zahl p als Bruch ¥ mit nichtnegativen ganzen Zahlen z,y
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schreiben. Wir erhalten

max —\/595 +vy
—V2z+y <0
r >1
y >0
x,y ganzzahlig.

(%)

Das Programm (xx) hat die folgenden Eigenschaften:

(a) Es gibt zuldssige Losungen.

(b) Der Zielfunktionswert ist nach oben durch 0 beschrinkt, da 0 das Optimum
des zugehorigen (reellen) LPs ist.

(c) Es gibt keine ganzzahlige Optimallosung (sonst wire /2 rational).

Bezeichnen wir mit S die Losungsmenge von (xx), so folgt aus (a), (b), (¢):
conv(S) ist kein Polyeder.

Denn fiir jeden Zielfunktionsvektor ¢ gilt trivialerweise max{c’z | z € S} =
max{c’z | z € conv(S)}. Da fiir ¢/ = (—+/2,1) das Problem max{c’z | z €
S} keine Optimalldsung hat, hat auch max{c’z | z € conv(S)} keine. Wire
conv(S) ein Polyeder, so miisste, da die Zielfunktion —+/2x 4y iiber S und somit
iiber conv(S) beschrinkt ist und da conv(S) # () gilt, das lineare Programm
max{c’z | z € conv(S)} eine Optimalldsung haben. 0

Die Tatsache, dass im obigen Beispiel conv(.S) kein Polyeder ist, hat zwei Griinde:

Die Daten des Programms sind irrational.

S ist unbeschrinkt.

Wir werden zeigen, dass man unter der Annahme, dass ein Programm eine der
beiden Eigenschaften nicht hat, das gewiinschte Resultat beweisen kann.

Dabei ist die Aussage, dass die konvexe Hiille der ganzzahligen Punkte eines
durch rationale Ungleichungen definierten Polyeders ein Polyeder ist, nicht tri-
vial. Sie wird im néchsten Abschnitt behandelt.

(16.8) Satz. Ist B C K" eine beschrinkte Menge, dann ist conv{z € B | x

ganzzahlig } ein Polytop. Ferner gibt es eine ganzzahlige (m,n)-Matrix D und
deZ" mitconv({x € B |{z € Z"}) = P(D,d).
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Beweis : Ist B beschrinkt, so ist /B := {x € B | x ganzzahlig} natiirlich end-
lich. Wir wissen, dass die konvexe Hiille einer endlichen Menge ein Polytop ist.
Da IB C Qm, ist conv(/B) ein Polytop in Q™. Daraus folgt, dass conv(/B) eine
Darstellung der Form P(D’,d’) hat mit D', d’ rational. Durch Multiplikation der
Zeilen von D'x < d' mit geeigneten ganzen Zahlen ldsst sich ein System Dz < d
mit den gewiinschten Eigenschaften konstruieren. U

Aus (16.8) folgt unmittelbar, dass fiir jede Matrix A € K" und jeden Vektor
b € K™, mit P(A,b) beschrinkt, die Menge conv(/P(A,b)) ein Polytop (mit
einer ganzzahligen Darstellung) ist.

16.2 Ganzzahlige Punkte in rationalen Polyedern

Aufgrund der Vorbemerkungen in Abschnitt 16.1 wollen wir uns nun auf Pro-
bleme beschrinken, bei denen alle Daten rational sind. Zur Abkiirzung nennen
wir ein Polyeder P C K" rational, wenn es eine Matrix A € Q0™ yund einen
Vektor b € Q™ gibt mit P = P(A,b). Wir wissen, dass ein Polyeder genau
dann rational ist, wenn es endliche Mengen V' C Q" und £ C Q" gibt mit
P = conv(V) + cone(E). Der Einfachheit halber werden wir uns auch auf ra-
tionale Wertebereiche beschrianken und nur Polyeder in Q" betrachten.

Ist P eine beliebige Teilmenge des reellen oder rationalen Vektorraums, so setzen
wir

Py := conv{z € P | x ganzzahlig}.
Ist also zum Beispiel P = P(A, b) ein Polyeder, so bezeichnet / P(A, b) die ganz-
zahligen Punkte in P und P; die konvexe Hiille von I P(A,b). Wir zeigen nun,
dass P; wiederum ein Polyeder ist. Wir wissen dies bereits aus (16.8), falls P
beschrinkt ist. Ferner gilt offenbar

(16.9) Satz. Ist C' ein rationaler Kegel, so gilt
C - O] .

Beweis : Ein rationaler Kegel C' hat die Form C' = cone(E), E C Q" endlich.
Durch Multiplikation der Vektoren aus E mit geeigneten ganzen Zahlen erhilt
man eine Menge ' C Z" mit C' = cone(E’). Jeder ganzzahlige Vektor in C'
ist also konische Kombination der Vektoren aus E’. Daraus folgt die Behaup-
tung. U

Damit kdnnen wir nun zeigen:
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(16.10) Satz. Ist P ein rationales Polyeder, dann ist P; ebenfalls ein (rationales)
Polyeder. Ferner gilt rec(P) = rec(Py).

Beweis : P hat eine Darstellung der Form P = () 4+ C, wobei @) ein Polytop
und C' = rec(P) ein Kegel ist. Nach Satz (16.9) konnen wir annehmen, dass
C = cone{yy,...,ys} giltmity; € Z",i = 1,...,s. Wir setzen

=1

und behaupten:

Pr=(Q+B)+C.
Aus dieser Behauptung folgt der Satz, denn )+ B ist beschrinkt, also ist (Q+ B);
ein Polytop; und falls P; # (), dann ist C' der Rezessionskegel von P;.

Wir beweisen zunichst P; C (@) + B); + C. Es sei p ein ganzzahliger Punkt in
P. Dann gibt es Vektoren ¢ € () und ¢ € C mit p = ¢ + c. Der Vektor ¢ hat
eine Darstellung der Form ¢ = Y ._, f;y;, f1; > 0. Setzen wir ¢ := >, [ 1]y
und b := ¢ — ¢/, dann ist ¢ ganzzahlig; und weil p und ¢’ ganzzahlig sind, ist
auch ¢ + b = p — ¢’ ganzzahlig. Ferner gilt nach Definition b € B. Daraus folgt
¢g+be(Q+ B)undsomitp = (¢+b) + € (Q+ B); + C.

Aus (Q+B);+C C P +C = P+ Cr = (P+C); = P folgt die umgekehrte
Inklusion. U

Analog kann man zeigen

(16.11) Satz. Sind A € Q™) B € Q™*"2, b € Q™, dann ist
conv{rx € MIP(A,B,b)}

ein rationales Polyeder. 0

Wir haben schon mehrfach angemerkt, dass fiir ¢ € Q", S C Q" folgendes gilt:
max{c’z | z € S} = max{c’z | 2 € conv(S)}.

Die obigen Sitze zeigen also, dass wir IP’s oder MIP’s in lineare Programme
transformieren konnen. Haben wir damit eine Losungsmethode fiir ganzzahlige
und gemischt-ganzzahlige Programme gefunden? Nicht ganz, denn sind IP’s oder
MIP’s durch (16.2), (16.3), (16.4) oder (16.5) gegeben, so ist iiberhaupt nicht klar,
wie man die Ungleichungen finden kann, die aus den ganzzahligen oder gemischt-
ganzzahligen Programmen lineare Programme machen. Wir wissen nun zwar, dass
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es theoretisch geht, aber ob es praktisch durchfiihrbar ist, ist a priori nicht zu
sehen.

Bevor wir dieser Frage nachgehen, wollen wir untersuchen, ob man aus Infor-
mationen iiber die Kodierungslingen der Ungleichungen eines Systems Ax < b
Abschitzungen iiber die Kodierungslingen der Facetten von P(A,b); ableiten
kann. Zunichst beweisen wir einen Hilfssatz.

(16.12) Lemma. Sei P C Q" ein Polyeder.

(a) Hat P eine Darstellung der Form P = P(A,b), so daB die Kodierungslinge
jeder Ungleichung des Systems Az < b hochstens  ist, dann gibt es end-
liche Mengen V C Q" und E C Q™ mit P = conv(V') + cone(F), so dal3
die Vektoren aus V U E héchstens die Kodierungslinge 4n?p haben.

(b) Hat P eine Darstellung der Form P = conv(V') + cone(FE), so dal3 die
Kodierungslinge jedes Vektors aus V' U E hochstens v ist, dann gibt es ein
Ungleichungssystem Az < b mit P = P(A,b), so daB jede Ungleichung
des Systems hochstens die Kodierungslinge 3n?v hat.

Beweis : (a) Angenommen die Voraussetzungen von (a) gelten, dann gibt es Un-
gleichungen al-Tx < b,a; € Qb € Qi =1,...,m,die P definieren, mit
{a;) + (b;) < pfiri = 1,...,m. Aus “Optimierungsmethoden I”” wissen wir,
dass es endliche Mengen V, E C Q" gibt mit P = conv(V') + cone(E), so dass
die Komponenten der Vektoren aus V' U I entweder 0 oder Quotienten von zwei
Subdeterminanten der folgenden Matrix sind

T
aj , bl
C = :
T
Ay s bm

Sei D eine quadratische (k, k)-Untermatrix von C', dann folgt aus einfachen Ab-
schiatzungen (Hausaufgabe!)

(det D) < 2(D) — k*.
Da nach Voraussetzung (D) < ke gilt, erhalten wir
(det D) < 2(D) — k* < 2n¢p.

Die Zihler und Nenner der Komponenten der Vektoren aus V' U E haben al-
so hochstens die Kodierungslinge 2n¢, somit hat jede Komponente héchstens
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die Kodierungsliange 4ny und damit jeder dieser Vektoren hochstens die Kodie-
rungslinge 4n’p.

(b) beweist man dhnlich. (Hausaufgabe!) U

(16.13) Satz. Sei P = P(A,b) C Q™ ein rationales Polyeder, so dass die Kodie-
rungslinge jeder Ungleichung des Systems Ax < b hochstens o ist. Dann gibt es
ein Ungleichungssystem Dz < d mit P; = P(D,d), so dass die Kodierungslinge
jeder Ungleichung des Systems hichstens 15n5¢ ist.

Beweis : Ist P; = (), so ist die Behauptung trivial. Wir kénnen also annehmen,
dass P; # () gilt.

Nach Lemma (16.12) gibt es eine Darstellung von P der Form

P = conv{vy,...,v:} + cone{ys,...,ys},

so dass jeder der Vektoren vy, ..., v, y1,--.,Ys hochstens die Kodierungsliange
4n%p hat. Wir setzen

Q=Pn{zeQ"|—(n+12"% <z, < (n+1)2"%i=1,... n}
und zeigen

(*) PI:QI‘FCOHV{?JM---,.%}-

Die Inklusion O in (x) gilt trivialerweise. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen,
wihlen wir einen beliebigen (ganzzahligen) Vektor x € P. Fiirj = 1,..., s sei y}
derjenige ganzzahlige Vektor, der aus y; dadurch entsteht, dass man y; mit dem
k. g. V. der Nenner der Komponenten von y; multipliziert. Die Kodierungslinge
von y; ist somit hdchstens 4n3p. Aufgrund des Satzes von Caratheodory kénnen
wir z in folgender Form darstellen

T =AU+ Ny Yl
wobei A\, ..., Ay, i1y ..oy pbs > 0, Ay +. ..+ = 1 und hochstens n der rationalen

Zahlen pi; von Null verschieden sind. Wir setzen nun

x = )\1U1—|—...+>\t1}t+(ﬂ1_ I_,ulj)yi—i_—i_('us_ \-’MSJ)y;
" =Ly L))y

Da x und z” ganzzahlig sind, ist auch 2’ = x — 2” ganzzahlig. Fiir jeden der
Vektoren v; und y hat jede seiner Komponenten einen Betrag, der nicht groBer
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als 247°¢ ist. Da hochstens n der Zahlen i1, - .., s von Null verschieden sind, gilt
Mt A (= )+ A (us— | ps]) < m+1; also hat jede Komponente von
2’ einen Absolutbetrag, der nicht groBer als (n + 1)247°¢ ist. Mithin gilt 2/ € Q.
Da 2" € cone{y),...,y.}, gehort z = 2’ + 2" zu Q; + cone{y, ..., ys}. Daraus
folgt die Gleichheit in (x).

Sei Z die Menge der ganzzahligen Vektoren in (). Nach Definition hat jeder Vek-
tor in Z hochstens die Kodierungslinge 5np. Aufgrund von () gilt

P; = conv(Z) + cone{yy, ..., ys}.

In dieser Darstellung von P; als Summe eines Polytops und eines Kegels hat je-
der Vektor hichstens die Kodierungslinge 5nyp; folglich konnen wir aus Lemma
(16.12) (b) schlieBen, dass P; durch ein Ungleichungssystem Dz < d darge-
stellt werden kann, so dass jede Ungleichung dieses Systems hochstens die Ko-
dierungslidnge 15n°¢ hat. O

Im obigen Beweis haben wir eine Aussage mitbewiesen, die fiir weitere Anwen-
dungen interessant ist.

(16.14) Folgerung. Sei P = P(A,b) ein rationales Polyeder, so dass die Kodie-
rungsliange jeder Ungleichung des Systems Ax < b hochstens  ist. Falls P einen
ganzzahligen Vektor enthilt, dann gibt es in P einen ganzzahligen Vektor, der im
Wiirfel

{r €eQ"|—(n+1)2"% <z < (n+1)2"°7}

enthalten ist, und es gibt in P einen ganzzahligen Vektor der Kodierungslinge
hochstens 5n. O

Aus dieser Folgerung ergibt sich eine wichtige komplexititstheoretische Konse-
quenz.

(16.15) Folgerung. Das Entscheidungsproblem “Hat ein gegebenes rationales
Ungleichungssystem Az < b eine ganzzahlige Losung?” ist in der Klasse N'P.

Beweis : Um (nichtdeterministisch) zu zeigen, dass eine ganzzahlige Losung
von Azx < b existiert, konnen wir einfach eine Losung y raten. Die Korrektheit
der geratenen Losung y kann aber nur dann (durch Substitution von y in das
Ungleichungssystem) in polynomialer Zeit tiberpriift werden, wenn die Kodie-
rungsldnge von y polynomial in (A) + (b) ist. Aus (16.14) folgt, dass — wenn
Ax < b liberhaupt eine ganzzahlige Losung hat — eine ganzzahlige Losung y
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mit (y) < 5n*(A,b) existiert. Also kann man tatsichlich eine “kleine” ganzzah-
lige Losung von Ax < b raten, wenn das Entscheidungsproblem eine ja-Antwort
besitzt. U

Ein weiteres interessantes Korollar von (16.13) ist die folgende Beobachtung.

(16.16) Folgerung. Sei P C Q" ein Polyeder, tiir das es eine Beschreibung P =
P(A,b) gibt, so dass jede der Ungleichungen des Systems hochstens die Kodie-
rungslinge ¢ hat, und sei ¢ € Q". Falls max{c’z | x € P, x ganzzahlig} endlich
ist, dann gibt es eine Optimallosung, deren Kodierungslinge héchstens 5n ist,
und der Absolutbetrag des Optimalwertes dieses IP’s ist hochstens 9le)+onto—2n,

Beweis : Aus dem Beweis von Satz (16.13) folgt, dass das Maximum von max{c’ x |
x € P,x ganzzahlig} in einem der Vektoren z € Z (das sind die ganzzahligen
Vektoren aus Q) angenommen wird. Aus (z) < 5nty folgt die erste Behauptung.
Die zweite folgt mit Cauchy-Schwarz und Lemma (12.10) (c) aus

’CTJJ’ < HCH2HZH2 < <2<C>*n _ 1)(2(,2)771 _ 1) < 2(c)+5n4<pf2n.
U

Folgerung (16.16) bzw. (16.14) impliziert, dass fiir ein ganzzahliges Programm
max ¢z, z € IP(A,b) mit c € Z" die Menge der mdglichen Optimallésungen
im Wiirfel

{z €Z"| —(n+1)2"" A0 < g, < (n + 1)247(A0)

liegt und dass der Optimalwert dieses IP’s, wenn er existiert, eine ganze Zahl z*
im folgenden Intervall ist

_2(c)+5n4<A,b>72n < o* < 2(c>+5n4<A,b)72n.

Daraus folgt direkt, dass IP’s durch binédre Suche gelost werden konnen, wir haben
dazu “lediglich” die Entscheidungsfrage

“Gibt es einen Vektor x € IP(A,b) mit "'z > 2*?”

fiir die 2* aus dem obigen Intervall zu 16sen. Leider ist jedoch das letztere Ent-
scheidungsproblem NP-vollstiandig.

Analoge Resultate wie die oben fiir ganzzahlige Programme bewiesenen, lassen
sich auch fiir gemischt-ganzzahlige Programme ableiten. Aus ihnen folgt die End-
lichkeit des Dakin-Verfahrens (15.2).
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16.3 Schnittebenentheorie

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt gezeigt, dass fiir jedes rationale Polyeder
P die Menge F;, die konvexe Hiille der ganzzahligen Punkte in P, ein Polyeder
ist (P; nennt man héufig das zu P gehorige ganzzahlige Polyeder). Ferner haben
wir bewiesen, dass es fiir P = P(A,b) eine Darstellung P; = P(D, d) gibt, so
dass die Ungleichungen des Systems Dz < d ,kleine” Koeffizienten haben. Wir
wollen nun der Frage nachgehen, ob man Dx < d algorithmisch bestimmen kann
und ob man die Anzahl der Ungleichungen von Dx < d durch ein Polynom in der
Anzahl der Ungleichungen von Ax < b beschrinken kann.

Die erste Frage hat eine positive Antwort, die zweite nicht. Selbst dann, wenn ein
kombinatorisches Optimierungsproblem in polynomialer Zeit gelost werden kann,
kann die Anzahl der Ungleichungen, die notwendig sind, um die konvexe Hiille
der zuldssigen Punkte zu beschreiben, exponentiell in den Daten des Problems
sein. Wir geben hierzu ein Beispiel.

Ein Matching ) ist eine Teilmenge der Kantenmenge eines Graphen G = (V, F),
so dass jeder Knoten v € V' auf hochstens einer Kante von M liegt.

Das Matching-Problem ist die Aufgabe, in einem Graphen G = (V, E') mit Kan-
tengewichten c, € Q fiir alle e € E ein Matching maximalen Gewichts zu fin-
den. Aus der Definition konnen wir eine Formulierung des Matching-Problems
als ganzzahliges Programm ableiten. Diese lautet

T

max ¢’ x
2(6(v)) = D eesy Te < 1 VoeV
(16.17) Te >0 Veec &

z. € {0,1} VecE.

Hierbei ist 6(v) die Menge aller Kanten, die den Knoten v enthalten. Bezeichnen
wir mit P(G) die Menge der zuldssigen Losungen von (16.17) ohne Ganzzahlig-
keitsbedingung und mit MATCH(G) die konvexe Hiille aller Inzidenzvektoren
von Matchings in G, so gilt offenbar

P(G); = MATCH(G).

Man kann zeigen, dass
P(G) = MATCH(G)

genau dann gilt, wenn G bipartit ist und keine isolierten Knoten hat (Folgerung aus
der totalen Unimodularitdt der Matrix-Restriktionen in 16.17, falls GG bipartit ist).
Man kann ferner zeigen (Edmonds (1965)), dass MATCH(G) durch das folgende
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System von Ungleichungen beschrieben werden kann:

(16.18) o(E(W)) < (W] -1) VW C V,|W| > 3 und ungerade,
Te >0 Vee E.

Hierbei bezeichnet £'(1V) die Menge aller Kanten, bei denen beide Endknoten in
W liegen.

Falls G der vollstindige Graph K,, n > 3 ist, ist das System (16.18) nicht
redundant, d. h. jede der in (16.18) angegebenen Ungleichungen definiert eine
Facette von MATCH(K,). Somit hat MATCH(K,,) rund 2"~ ' Facetten; dar-
aus folgt, dass die Speicherkomplexitit jeder vollstindigen Beschreibung von
MATCH(K,) exponentiell in der Kodierungslinge von K, bzw. (16.17) ist. Folg-
lich gibt es (fiir das Matching-Polyeder und somit generell) keinen Algorithmus,
der aus einem Ungleichungssystem Az < b eine vollstindige Beschreibung von
P(A,b); der Form P(A,b); = {x | Dx < d} konstruiert und dessen Laufzeit
polynomial in (A) + (b) ist.

Trotz dieses negativen Resultates ist es — wie wir noch sehen werden — sinn-
voll, sich Gedanken zu machen, wie man aus Ax < b ein System Dx < d mit
P(A,b); = P(D, d) algorithmisch konstruieren kann. Dies wird mit sogenannten
Schnittebenenmethoden gemacht. Hier wollen wir den theoretischen Hintergrund
dieser Verfahren erldutern.

(16.19) Definition. Es seien A € Q™™ und b € Q™. Mit S bezeichnen wir das
System der linearen Ungleichungen Ax < b, und wir setzen P := P(A,b).

(a) Wir sagen, dass eine Ungleichung d”x < dy, d € Z", zum elementaren
Abschluss von S gehort, wenn es einen Vektor A € Q™, A > 0 gibt mit

MNA =d7
und |\Th] <d,.
(b) Wir setzen ¢°(S) := S und bezeichnen die Menge aller Ungleichungen, die
zum elementaren Abschluss von S gehdren mit e'(.S).
(c) Fiir k > 1 definieren wir e*(S) := (S U " 1(S)).
(d) cl(S) := U, €"(5) heiBt der Abschluss von S.

(e) Wir setzen P® = P und P* := {x € Q" | x erfiillt alle Ungleichungen des
Systems e*(S)}.
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0

Der (einfache) Hintergrund der obigen Begriffsbildung ist der folgende. Fiir jeden
Vektor A € Q™, A > 0 wird die Ungleichung

(AA)z < ATb

von allen Punkten aus P(A,b) erfiillt. Ist AT A ein ganzzahliger Vektor, so ist fiir
jeden Vektor x € TP(A,b) der Wert (AT A)z eine ganze Zahl. Folglich erfiillt in
diesem Falle jeder Vektor x € P(A,b); die Ungleichung

(AT A)z < |ATh].

Diese Ungleichung (also eine Ungleichung des elementaren Abschlusses) ist so-
mit giiltig fiir das Polyeder P(A,b);. Durch Induktion folgt, dass jede Unglei-
chung aus dem Abschluss cl(S) von S giiltig beziiglich P(A, b); ist. Es ist rela-
tiv erstaunlich, dass cl(S) alle Ungleichungen enthilt, die Facetten von P(A,b);
definieren. Der folgende Satz fasst die Eigenschaften der Abschlussoperationen
zusammen.

(16.20) Satz. P = P(A,b) C Q" sei ein rationales Polyeder, dann gilt:

(a) Ist Tz < ¢y mitc € Z™, ¢y € 7 giiltig beziiglich Py, dann ist c"x < ¢, ein
Element von cl(Ax < b).

(b) Es gibt eine ganze Zahl k > 0, so dass cl(Az < b) = eF(Ax < b) gilt
und dass endlich viele der Ungleichungen aus e*(Ax < b) das Polyeder P;
definieren, d. h. es gibt ein k > 0 mit

P =P,
(c) Seic € Z", dann gibt es eine ganze Zahl k > 0, so dass fiir das ganzzahlige
Programm
(%) max{c’z |z € IP(A,b)}

und das lineare Programm
(xx) max{c’z | v € P*}

gilt: (x) hat keine bzw. keine endliche Losung genau dann, wenn (xx) keine
bzw. keine endliche hat. Sind (x) und (x*) endlich I6sbar, so stimmen die
Maxima iiberein.
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Beweis : Siehe V. Chvital, “Edmonds’ polytopes and a hierarchy of combinato-
rial problems”, Discrete Mathematics 4 (1973) 305-337 fiir beschrénkte Polyeder
und A. Schrijver, “On cutting planes”, Annals of Discrete Mathematics 9 (1980)
291-296 fiir den allgemeinen Fall. U

Man kann anhand von Beispielen zeigen, dass das k in Satz (16.20) (b) bzw. (c)
beliebig grof sein kann, siehe Chvétal (1973). Mit einigem Recht kann man sagen,
dass ein Problem mit “groBem £ schwieriger ist als eines mit ,.kleinem‘. Die Zahl
k misst in einem gewissen Sinne die ,,Ndhe zur Ganzzahligkeit* eines linearen
Programmierungsproblems.

Trotzdem bleibt festzuhalten, dass man nach Satz (16.20) aus den Daten eines Po-
lytopen P (A, b) prinzipiell das definierende Ungleichungssystem des zugehorigen
ganzzahligen Polytopen P; = conv(IP(A, b)) konstruieren kann. Wir werden im
nichsten Kapitel sehen, dass dieses Verfahren sogar algorithmisch ausgewertet
werden kann und zu einem endlichen Algorithmus fiihrt. Zum Abschluss dieses
Abschnitts betrachten wir noch ein Beispiel.

(16.21) Beispiel. (a) Gegeben sei das folgende Ungleichungssystem Az < b

(1) 331+2$2 S 3
(2) T <1
(3) -1 <0
(4) - T2 S 07

dessen Losungsmenge P (A, b) in Abbildung 16.4 dargestellt ist.
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Abb. 16.4
Es gilt 1P(4,0) = {(0). (), (})- ()} und damit
Pr=conv(IP(Ab) ={r € R?* |2y < L,z < 1,2y > 0,25 > 0} .
Zum Beispiel gilt ¥y + 7o < 2 € €!(S), denn
(1)+(2) = 201+ 209 <4 — 21+ 19 < 2.

Zur Beschreibung von conv(/ P(A, b)) fehlt noch die Ungleichung x5 < 1, aber
auch diese ist in €' (.9) enthalten, denn

(1)+(3) = 219 <3 = xQSg —_— ngl:'_%J-
Damit haben wir gezeigt c1(S) = ¢'(5), d. h.

P; = conv(IP(A,b)) = ﬂ{x €ER*|a'x <apce(9)}.

(b) Hausaufgabe!

Gegeben sei das folgende Ungleichungssystem S

1) —krty <0
) ka+y < k

dessen Losungsmenge in Abbildung 16.5 zu sehen ist.
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N 1=

Abb. 16.5

Die ganzzahligen Losungen von S sind die Vektoren (J), (). Zeigen Sie

)
@ y< i
(5) —y <0 gehoren zu ' (S)
(6) r<1
ii) Die Ungleichung (7) y < 0 gehdort nicht zu e!'(S), falls k¥ > 2 (offenbar
gehort (7) zu cl(.9)). 0

(16.22) Hausaufgabe. Zeigen Sie, dass fiir jeden Graphen G gilt
MATCH(G) = P(G)',

d. h. das Ungleichungssystem (16.18) gehort zum elementaren Abschluss des Un-
gleichungssystems (16.17).
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Kapitel 17

Allgemeine Schnittebenenverfahren
der ganzzahligen Programmierung

In Kapitel 16 haben wir gesehen, dass die konvexe Hiille der Losungen eines
ganzzahligen oder gemischt-ganzzahligen Programms nicht unbedingt ein Poly-
eder sein muss (Beispiel (16.7)). Unter der Voraussetzung der Rationalitit der
Daten oder Beschridnktheit der Losungsmenge kann jedoch gezeigt werden (Sitze
(16.8), (16.10)), dass diese konvexe Hiille immer ein Polyeder ist. Da wir zur
Losung ganzzahliger und gemischt-ganzzahliger Programme das Simplexverfah-
ren bzw. andere Verfahren der linearen Programmierung einsetzen wollen, werden
wir voraussetzen miissen, dass alle Daten rational sind. Fiir Probleme aus der Pra-
xis ist dies immer der Fall, da auf einem Rechner sowieso nur rationale Zahlen
reprisentiert werden konnen. Haben wir ein Ungleichungssystem Ax < b mit
rationalen Daten, so kann jedes Matrixelement als Bruch mit positivem Nenner
geschrieben werden, das gleiche gilt fiir den Vektor b. Daher konnen wir fiir jede
Ungleichung A;.x < b; das kleinste gemeinsame Vielfache k; der Nenner bestim-
men. Die Ungleichung

kA < kb

definiert denselben Halbraum und hat nur ganzzahlige Elemente. Auf diese Weise
erhalten wir ein ganzzahliges System Dz < d, so dass P(A,b) = P(D,d) gilt.
Daraus folgt, dass es keine Einschrinkung der Allgemeinheit ist, wenn wir statt
Rationalitit der Daten Ganzzahligkeit der Daten fordern.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels seien alle Daten von Ax < b, bzw.
Ax = b, etc. ganzzahlig.
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Wir wissen also, dass bei ganzzahligen Daten die konvexe Hiille der Losungen
eines IP oder MIP ein Polyeder ist und dass der Optimalwert eines ganzzahligen
oder gemischt-ganzzahligen Programms mit dem Optimalwert des linearen Pro-
gramms {iber der konvexen Hiille {ibereinstimmt. Ferner haben wir in Satz (16.20)
gesehen, dass ein lineares System zur Beschreibung der konvexen Hiille in einem
gewissen Sinne “effektiv* konstruierbar ist. Wir werden uns nun damit beschifti-
gen, wie diese polyedertheoretischen Erkenntnisse mit Hilfe von Schnittebenen-
verfahren algorithmisch ausgewertet werden kdnnen.

17.1 Ein Schnittebenenverfahren fiir ganzzahlige Pro-
gramme
Schnittebenenverfahren arbeiten im Prinzip wie folgt:

(17.1) Allgemeines Schnittebenenverfahren fiir ganzzahlige Programme
Input: A e Z™ bheZm™ ceZn

Output: Optimale Losung des ganzzahligen Programms

max ¢’z
(I1P7) Az =b
T >0
x ganzzahlig

1. Lose das zu (16.3) gehorige lineare Programm (LP), das durch Weglas-
sen der Ganzzahligkeitsbedingung entsteht. Hat (LP) keine endliche Op-
timallésung, so ist (16.3) unbeschrinkt, bzw. IP=(A,b) = (). Falls (LP)
beschrinkt ist, so sei x* eine Optimallésung von (LP).

2. Ist x* ganzzahlig — STOP (gib x* aus). Andernfalls bestimme eine Un-
gleichung d*'z < dy mit folgenden Eigenschaften (Schnittebene)

d¥z*> d()
dfz <dy VaxelIP(ADb)

3. Fiige die Ungleichung d* x < d, unter Hinzufiigung einer Schlupfvariablen
zum gegenwidrtigen System hinzu. Nenne dieses neue System (16.3) und
gehe zu 1.
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Fiir ganzzahlige Programme der Form (16.2) und fiir gemischt-ganzzahlige Pro-
gramme verlaufen Schnittebenenverfahren analog.

Schnittebenenverfahren unterscheiden sich nur durch die Art Bestimmung der
Schnittebenen — dafiir gibt es verschiedene Techniken — und durch die Art der
Losung des erweiterten linearen Programms. Im Allgemeinen wird Schritt 1 bei
der ersten Ausfithrung mit dem primalen Simplexverfahren geldst und nach jeder
Austiihrung von Schritt 3 mit Hilfe der dualen Simplexmethode.

Der Name Schnittebene kommt daher, dass die gegenwirtige Optimallosung ab-
geschnitten wird, sieche Abbildung 17.1.
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LP-Optimum

Zielfunktion

—
ganzzahliges

Opti <+
ptimum Schnittebenen

-

CITTTTTTTITTYT T

LIII I LIl LIl i1l

1 2 3

Abb. 17.1

Satz (16.20) besagt, dass mit Hilfe des Abschlussoperators cl im Prinzip Schnitt-
ebenen konstruiert werden konnen, so dass irgendwann die konvexe Hiille der
ganzzahligen Punkte erreicht ist. Die Frage ist nun, ob eine (mdglichst einfache)
Regel angegeben werden kann, die Schnittebenen erzeugt und endliche Konver-
genz garantiert. Bis zum Jahre 1958 sind verschiedene Regeln konstruiert worden,
die aber alle nicht funktionierten. Gomory gelang dann 1958 die Entwicklung ei-
nes endlichen Schnittebenenverfahrens fiir (rein-)ganzzahlige Programme. Spéter
hat er weitere Techniken zur Schnittebenenerzeugung entworfen, die auch im Fal-
le gemischt-ganzzahliger Programme arbeiten.

294



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

Bevor Gomory seine Methode verdffentlichte war von Dantzig (s. Garfinkel-Nem-
hauser (1972) S. 166) der folgende Schnitt vorgeschlagen worden. Ist eine optima-
le Losung des zu (16.3) gehorigen LP nicht ganzzahlig, so muss mindestens eine
der Nichtbasisvariablen /N von Null verschieden sein, wegen der Ganzzahligkeit
also mindestens 1, daraus folgt, dass die Ungleichung

ij Z 1
JjEN

von allen ganzzahligen Punkten aber nicht von der gegenwértigen Optimalldsung
erfiillt wird. Sie liefert also eine Schnittebene. Gomory und Hu haben 1963 ein
Beispiel konstruiert, fiir das ein Verfahren mit diesen Schnittebenen nicht endlich
terminiert.

Wir geben nun eine Klasse ,,guter Schnittebenen® an.

(17.2) Lemma. Gegeben sei ein ganzzahliges Programm (I P~) max ¢’ x, Az =
b, x > 0 und ganzzahlig mit ganzzahligen Daten. Sei Ap eine Basis der LP-
Relaxierung (LP~), und sei h # 0 eine ganze Zahl, dann sind

(3) ZjeN(LhEijJ — hai]‘)l'j < th;zJ — hl_)z, VieB

(0) > jen(he;] — hej)zy < [het] — het,
Schnittebenen, genannt fundamentale Schnittebenen, falls hb; bzw. hc* nicht
ganzzahlig sind. Dabei seien: ¢* der Wert der Basislosung zu Ag von (LP~), und

(wie iiblich) B die Indizes der Basisvariablen, N Indizes der Nichtbasisvariablen
und

A= (ay) = Az' Ay, b=Ap'b, e = (cy — cpA) und & = —¢.

Beweis : Jedes System Az = b hat beziiglich einer Basis Ap die Darstellung
xp = Ag'b— Ag' Ayxy = b— Axy. (Die Basislosung beziiglich Ap ist gegeben
durch zg = b, xy = 0.) Es gilt also

X; :l_)i —Zi.IN Vie B
bzw.

JEN
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Multiplizieren mit h € Z, h # 0, ergibt
JEN

Da bei Zuléssigkeit x;, > 0V k gelten muss, konnen wir die Koeffizienten auf der
linken Seite von (2) abrunden und erhalten so aus der Gleichung (2) eine giiltige
Ungleichung

JEN

Fiir ganzzahlige Losungen ergibt die linke Seite von (3) einen ganzzahligen Wert.
Wenn wir somit die rechte Seite ebenfalls abrunden, bleibt die neu entstehende
Ungleichung fiir alle z € IP=(A,b) giiltig. Wir erhalten also die fiir /P~ (A, b)
giiltige Ungleichung

(4) ha; + Y | hag;)w; < |hb] .
JEN
Ziehen wir nun (2) von (4) ab, so ergibt sich die giiltige Ungleichung

(5) > (|h@i;| — ha)x; < |hb;] — hb; Vi € B.

JEN

Ist nun die gegenwirtige Basislosung nicht ganzzahlig, so gibt es ein ¢ € B mit

b; & 7. Ist hb; & 7Z, so besagt die Ungleichung (5), dass die linke Seite kleiner
oder gleich | hb;| — hb; < 0 sein muss. Da 2y = 0 fiir die Basislosung gilt, erfiillt
die gegenwirtige Basislosung die Ungleichung (5) nicht, wird also abgeschnitten.

Der Zielfunktionswert ¢y := ¢’z beziiglich der Basis Ap lisst sich wie folgt
berechnen:

co=c'x=chrp+(ck — CBA "An)eny = chb+ ¢l ay,

wobei ¢ die reduzierten Kosten sind. Setzen wir ¢ = —¢, so ergibt dies
co+ oy = cgl_) =:c*.

Multiplizieren mit h € Z ergibt

(6) hCo + Z héjxj = hc*.

JEN
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Fiir zuldssige Punkte x gilt z; > 0, also liefert Abrunden

(7) heo + Y | héj]z; < he'.

JEN

Ist © ganzzahlig, so ist ¢y ganzzahlig, weil ¢ € Z" ist; also stehen auf der linken
Seite von (7) nur ganze Zahlen, folglich kann die rechte Seite von (7) ebenfalls
abgerundet werden, ohne die Giiltigkeit fiir Punkte aus / P=(A, b) zu verlieren. Es
ergibt sich

(8) hey + Zthéjjxj < |het].

JEN

Ziehen wir (6) von (8) ab, so erhalten wir

(9) S(1héy) — h)e; < Lhet] — he.

JEN
was zu zeigen war. U

Es ist klar, dass ein ganzzahliges Programm mit ganzzahligen Daten als Opti-
malwert eine ganze Zahl haben muss. Haben wir das zu (/ P~) gehorige linea-
re Programm (LP=) gelost, und hat dieses keinen ganzzahligen Optimalwert,
so konnen wir mittels einer Schnittebene des Typs (b) die gegenwértige Basis-
16sung abschneiden. Ist der Optimalwert des LP ganzzahlig, aber die optimale
Basislosung nicht ganzzahlig, so gibt es wegen x = 0 eine Basisvariable x; mit
x; = b; ¢ 7. Dann konnen wir mit einer Ungleichung des Typs (a) wiederum die
gegenwirtige Basislosung abschneiden.

Die obigen Uberlegungen zeigen also, dass zu jeder nichtganzzahligen Basislosung
eines LP eine Schnittebene existiert, die beziiglich aller ganzzahligen Punkte zulés-
sig ist, die die betrachtete Basislosung abschneidet, und die — was wichtig ist —
sehr einfach aus den LP-Daten abgeleitet werden kann. Im Prinzip kann dieses
Verfahren unendlich lange dauern, wir werden aber zeigen, dass bereits fiir den
Spezialfall ~ = 1 unter gewissen Voraussetzungen endliche Konvergenz gezeigt
werden kann.

(17.3) Folgerung. Die Voraussetzungen seien wie in Lemma (17.2). Wir setzen

fij = Ei]- —I_a”J Z € B, ] € N

foj = —¢ —|—-¢] jeN (diese rationalen Zahlen nennt
fio:= b —|bi] 1€ B man gebrochene Teile)
foo = c* —I_C*J .
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Falls f;y # 0 fiiri = 0 oder « € B, dann ist der erste Gomory-Schnitt

Z —fijr; < —fio

JEN

eine Ungleichung, die fiir alle Punkte aus I P=(A,b) zuléssig ist und die die ge-
genwirtige Basislosung abschneidet. U

Wir stellen nun einen Algorithmus zusammen, der auf der Basis des Simplex-
Verfahrens ganzzahlige Programmierungsprobleme 16st. In einer ersten Phase wird
mit dem primalen Simplexalgorithmus eine optimale Losung des zugehorigen
LP produziert, dann werden Schnittebenen abgeleitet — und zwar erste Gomory-
Schnitte — um die das Restriktionensystem erweitert wird. Mit dem dualen Sim-
plexverfahren wird anschlieBend eine Reoptimierung vorgenommen. Der Algo-
rithmus ist sehr ausfiihrlich dargestellt.

(17.4) Erster Gomory-Algorithmus.

Input: AecZ™ beZm, ceZnm
Output: Losung des ganzzahligen Programms (I P~)

T

max ¢ x
Ax = b
x > 0, x ganzzahlig

Zur einfacheren Darstellung des Algorithmus fithren wir folgende Notation ein:

Qoo := Co (gegenwirtiger Zielfunktionswert)

apj 1= —¢; 7 =1,...,n (negativer Wert der Zielfunktionskoeffizienten, um die
Schnitte aus der Zielfunktion einfacher ableiten zu konnen)

a;o = b 1 =1,...,m (rechte Seite)

Unser (I P~) lautet also in der neuen Notationsform

n
max aopg = — Zj:l Qo T 5

ijla”a:]—alo iri=1,....,m

z; >0 wundganzzahligj=1,...,n
(LP~) ist das obige Programm ohne Ganzzahligkeitsbedingungen.

1. In einer Phase 1 wird die Zuldssigkeit des zugehorigen (L P~) gepriift.
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1.1 Falls (L P~) unzuléssig ist, ist natiirlich auch (I P=) unzuléssig.
— STOP.

1.2 Ist (LP~) zuldssig, so endet die Phase 1 mit einer zulédssigen Basis.
Hierbei konnen u. U. einige linear abhingige Zeilen von Ax = b ge-
strichen worden sein. Wir wiirden dann mit dem reduzierten System
beginnen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass A vollen Rang
m hat. Wir erhalten also

B = (p17p27 s apm) ) N = (qlana s 7qnfm)
und somit eine Basismatrix Ag von A

2. Wir berechnen

ARt
A = Aj'Ayx (m,n — m)-Matrix
ao= Az'b= Az'a, m-Vektor
. = —(c& —cEAZ'Ay)  (n — m)-Vektor
= aly—algA
doo = c5AL'b = —al zay

Primaler Simplex-Algorithmus (Voraussetzung: zuldssige Basis bekannt).

3. (Optimalititspriifung)
Gilt ap; > O fiir j = 1,...,n — m, so ist die gegenwirtige Basislosung
optimal. Gehe zu Schritt 8. Andernfalls gehe zu Schritt 4.

4. (Bestimmung der Austauschspalte)
Wihle einen Index s € {1,...,n — m}, so dass aps < 0 gilt. (Hierzu
haben wir mehrere Moglichkeiten kennengelernt; z. B., wihle s, so dass @,
minimal ist.)

5. (Priifung auf Beschrinktheit des Optimums)

Gilta;s < 0fiirz = 1,...,m, so ist das lineare Programm unbeschrinkt,
also ist entweder (I P=) unbeschrinkt oder hat keine zuléssige Losung. —
STOP.

6. (Bestimmung der Austauschzeile)

6.1 Berechne )\, := min{fo

18

Ql|8l

Eis>0,i:1,...,m}
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6.2 Wihle einen Index r € {1,...,m}, so dass gilt

a1”0

=N\

a’I"S

(Hierzu haben wir in Kapitel 10 von “Optimierungsmethoden I”’ meh-
rere Moglichkeiten kennengelernt, die die Endlichkeit des Verfahrens
garantieren.)

7. (Basisaustausch, Pivotoperationen)

7.1 Setze

B/ = (p17p27"'apr—17QS7pT+17"'apm)
!
N = (q17Q27'"7QS—17praQS+1a~~'>Qn—m)

7.2 (Neuberechnung der erweiterten Matrix A)
Fiihre folgende Pivotoperationen durch

- 1
721 Gy :=—
Qs
= arg . .
722 aj:=—,7=0,1,....,n—m;j #s.
aTS
= ais . .
723 Gy :=——,i=0,1,....m;i #r.
Arg
= — aisarj . . .
724  aj=a;———1=0,1,..., m;i#r,7=0,1,...,n—m;
a‘?"s
J# s

7.3 Setze B:= B', N := N,und@;; :=a;;i=0,...,m;j=0,...,n—
m und gehe zu Schritt 3.

Ende des primalen Simplex-Algorithmus
Bestimmung der Schnittebenen, Optimalititstest

8. (Priifung auf Ganzzahligkeit der Losung)
Gilt a;p € Z fiir: = 0,1,...,m, so ist die optimale Losung des ge-
genwirtigen LP ganzzahlig und folglich auch eine optimale Losung

von (I P7).
Ausgabe: Zielfunktionswert agg
Optimallosung
=0 VieN
;= ap VieB
STOP.

Andernfalls gehe zu Schritt 9.
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9. (Ableitung einer neuen Restriktion, Schnittebenengenerierung)
Wihle ein i € {0,1,...,m} so dass G;o & Z (hierfiir kann man sich

mehrere Strategien iiberlegen), und setze fiir j = 0,1,...,n —m
Ay, = — (@i — |@y]).
Fiige die Zeile
aerl,Oaaerl,l; s 7am+1,nfm

als (m + 1)-ste Zeile zum gegenwirtigen Tableau hinzu.

10. (Basiserweiterung)
Nimm die zur neu hinzugefiigten Ungleichung gehorige Schlupfva-
riable z,,; mit dem Wert @, in die Basis auf, d. h. setze B =
(p1,p2,- -+, Pm,n + 1) und setze

m:=m-+1, n:=n+1.
Gehe zu Schritt 11.

Duales Simplex-Verfahren (Voraussetzung: dual zulédssige Basis bekannt)

Wir haben das duale Simplex-Verfahren und das Vorgehen bei Hinzuftigung
einer neuen Restriktion, falls eine Basislosung des linearen Programms be-
kannt ist, bereits behandelt. Das zum (primalen) linearen Programm

(LP™)max ¢'z, Ax = b,z > 0

duale Programm lautet min u?b,u” A > c. Die zu einer Basis Az von A
gehorige Basislosung ist zp = Aglb, zy = 0. Falls x5 > 0 ist, heifsit
diese Basislosung primal zulissig, da sie eine zuldssige Losung von (LP~)
darstellt. Eine Basislosung hei3t dual zuldssig, wenn der Vektor CEA; eine
zuldssige Losung des dualen Programms ist. Eine Basislosung ist also genau
dann dual zulissig, wenn c5AZ'A > T gilt, bzw. (1) cbAZ A > b
und (2) chglAN > ¢k gilt. Bedingung (1) ist natiirlich immer erfiillt,
Bedingung (2) ist erfiillt, wenn ¢© := ¢k — cLAZ' Ay < 0 ist. Dies ist
aber gerade die primale Optimalititsbedingung (die reduzierten Kosten sind
nicht positiv). Es folgt, dass eine Basislosung primal und dual zuléssig ist
genau dann, wenn sie optimal ist.

Erweitern wir unser Restriktionssystem um eine Schnittebene, so konnen
wir durch Aufnahme der Schlupfvariablen in die Basis sofort eine neue Ba-
sis bzw. Basislosung angeben. Da der Wert der neuen Basisvariablen nach
Konstruktion negativ ist, ist die Basislosung nicht primal zuléssig. Sie ist je-
doch dual zulissig, da sich die reduzierten Kosten nicht gedndert haben. Wir
haben somit eine Startbasis zur Ausfiihrung des dualen Simplexverfahrens.
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11. (Optimalititstest, d. h. Test auf primale Zulidssigkeit)
Gilta,y > 0,7 =1, ..., m soist eine optimale Losung des gegenwarti-
gen linearen Programms gefunden, gehe zu Schritt 8.
Andernfalls gehe zu Schritt 12.

12. (Bestimmung der in die duale Basis eintretenden Variablen)
Wihle einen Index r € {1,...,m} mita,, < 0. (Hierzu gibt es wie-
derum mehrere Strategien, z. B. @, minimal.)

13. (Priifung auf Beschrinktheit des Optimums)
Gilta,; > 0, fir j = 1,...,n — m, so hat das duale Programm keine
endliche Optimallosung, d. h. das primale Programm hat tiberhaupt
keine Losung, also gilt I P=(A,b) = (). — STOP.

14. (Bestimmung der aus der dualen Basis austretenden Variablen)
14.1 Berechne )\ := max{? |a,; <0,7=1,...,n— m}.
Tj
14.2 Wihle einen Index s € {1,...,n —m}, so dass gilt

aOs
— =X

aT’S

(mehrere Strategien moglich, falls s nicht eindeutig bestimmt ist).
15. (Basisaustausch, Pivotoperation)
15.1 Setze

B = (pl,pg,..-,pr—1,Qs’Pr+17~-apm)
N' = (q17q27"'7q8—17p7"’q5+1""’qn_m)'

15.2 (Neuberechnung des Tableaus)

— 1
152.1 @ = —
Arg
1522 @j:=—,7=0,1,...,n—m;j #s.
a/T’S
= ais . .
1523 a:=——,1=0,1,...,m;i #r.
a/T’S
= — aisarj . . .
1524 @ :=a;———,1=0,1,....m;i#7r,j=0,1,...,n—
Arg
m; J # S.

15.3 Setze B := B’, N := N’, und
Eijzzﬁij fl'ir@':O,...,m;j:O,...,n—m

und gehe zu Schritt 11.
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Ende des dualen Simplex-Algorithmus.

Ende des ersten Gomory-Verfahrens. U

(17.5) Beispiel. Wir 16sen das folgende ganzzahlige Programm mit dem
ersten Gomory-Algorithmus. Die Losungsmenge ist in Abbildung 17.2 dar-

gestellt.
max 1+ 29

T3 — (1) T <4
Ty — (2) 214+ 22< 10
s — (3) — 1+ 2255
x1, 222> 0,
x1, sy ganzzahlig

/]\
Schlupfvariable

T Schlupfvariable

Abb. 17.2
(a) Anfangsbasis = Schlupfvariable, B = (3,4,5), N = (1,2).
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1. Tableau

-1 =2
3 4 0 5=
4 10 2 1 r=23
) o —1 1
4
B

Eine Pivotoperation ergibt das 2. Tableau.

1
10 -3
1 0 s=1
5/ 3 —1 r=2
5 -1 1
3. Tableau
4 5
15 1 1 Optimalititstest erfiillt
7 1 1
33| -3 3
5 1 1
L3 3 —3
2 3 3 % Optimallosung z, = 2,15 = 2
1

c* =

Ende des primalen Simplexverfahrens

b) Schnittebenenbestimmung
AuBer der Zielfunktionszeile konnen alle anderen Zeilen zur Schnittebenen-

berechnung benutzt werden, da a;o € Z, i = 1, 2, 3. Wir bestimmen alle drei
Schnittebenen (Kandidaten fiir die neue vierte Zeile des Tableaus).

—F) =3 =—(3-0) = -3,

Wl

1. Zeile: ay9 = —(

w1
|

wlo

~—
I

— 5, an = —(
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Daraus resultiert die Schnittebene

2 1 1
—5%1— 3% < —5

3 3 3

In den urspriinglichen Variablen — wenn wir x4, = 10 — 22y — x5 und
T5 = b + x1 — T substituieren — ergibt dies:

2 1
——(10 — 2.%1 — LL’Q) — 5(5 + 1 — l’g) S —%
—20—|—4ZE1+21’2—5—I1+£L’2 S -1
3r1+ 31y <24
Unsere Schnittebene ist also dquivalent zur Ungleichung:
Ty + Xo S 8.
2. Zeile: 540 = —%, Ay = —%, Qg9 = —%
1 2 < 2
37 T3 =3

bzw. in urspriinglichen Variablen

—10+2]I1+ZE2—10—21’1+21’2 S—Q
31’2 S 18
das heift, die Schnittebene ist dquivalent zu:
T2 S 6

3. Zeile: Gy = —3, Ty = —3, Ggp = —3 also
1 2 < 2
——xy — —xy < —= .
3737 =3

Damit ergibt sich dieselbe Schnittebene wie bei der Ableitung aus der
zweiten Zeile.

Die beiden auf diese Weise gefundenen Schnittebenen sind in Abbil-
dung 17.3 dargestellt.
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Schnittebene aus der 2. und 3. Zeile

a pd

Schnittebene aus der 1. Zeile

Abb. 17.3

An dem obigen Beispiel kann man sehen, dass die Gomory-Schnitte ver-
schieden “tief” sein konnen. Der Schnitt aus der zweiten Zeile ist tiefer, weil
der Durchschnitt von P mit dem zugehorigen Halbraum echt im Durch-
schnitt von P mit dem aus der ersten Zeile abgeleiteten Halbraum enthal-
ten ist. Die Schnittebene aus der zweiten Zeile ergibt zusammen mit den
urspriinglichen Ungleichungen sogar die konvexe Hiille der ganzzahligen
Punkte. Daraus folgt, dass bei Hinzufiigung dieses Schnittes das ganzzahli-
ge Optimum erreicht wird.

Bei normalem Durchlauf des Algorithmus hétten wir wahrscheinlich den
ersten Schnitt gewihlt, deshalb fiigen wir diesen zusammen mit der neuen
Schlupfvariablen x4 zu unserem Tableau hinzu.
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Neues Tableau

4 5
15 11
7 1 1
3 3| —3 3
1 5 11
3 3 3
) 20 1 2
3 3 3
6 —i |-3| -i Zeil
-3 3 -3 < neue Zeile,

Schlupfvariable z¢ in der Basis

¢) Duales Simplexverfahren angewendet auf das obige Tableau

r = 4
3
)\0 = —3
5= 1
Die Pivotoperation ergibt:
6 5
2 3 1 di Tableau i imal
5 5 5 ieses Tableau ist optimal,
3 g —% % jedoch nicht ganzzahlig
3 1 1
Logl 3 =3
13 1 1
2 5 3 2
1 3 1
4 31 -2 2
d) Ableitung eines neuen Schnittes aus der Zielfunktion @5y = —3, @51 = —3,
5o = —%. Daraus ergibt sich
1 1 < 1
——x5— =g < —=.
27 270 = 9

Wegen x5 = 5 + 1 — x5 und ¢ = 8 — 27 — x5 sieht diese Ungleichung in
den urspriinglichen Variablen wie folgt aus

IQSG

Diese Ungleichung hitten wir bereits nach Losung des Anfangs-LP mit dem
primalen Verfahren aus der 2. oder 3. Zeile erhalten konnen.
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Neues Tableau

N
©

—
|5 wico woren

N NIW = NI N= Nw O

NI NI N = = o= O

N B~ N =W

ol o= N

<— neue Zeile, Schlupfvariable x;

e) erneute Anwendung des dualen Simplexverfahrens

14

Ot == NN = W
= > N \C R )
o
[E—

N

entartete Basislosung, wegen x4, = 0

Optimallosung gefunden:

ry = 2
Ty = 6
ct =14

Der Gesamtablauf des Verfahrens ist in Abbildung 17.4 zusammengefasst.
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1. Schnitt

optimale Losung nach Hinzufiigen des ersten Schnittes

T~ optimale LP-Losung

2. Schnitt

Optimale Losung nach Hinzuftigen des zweiten
Schnittes = optimale ganzzahlige Lésung

Abb. 17.4

(17.6) Beobachtungen zum ersten Gomory-Algorithmus.

(a) Zeigt das primale Simplexverfahren in Schritt 5 die Unbeschranktheit der
LP-Relaxierung an, so ist (I P~) nicht sinnvoll 16sbar, d. h. entweder unbe-
schrinkt oder I P=(A,b) = ().

(b) Wird in Schritt 13 die

Unbeschrinktheit des dualen Programms zum ge-

genwirtigen LP (dieses ist das um Schnittebenen erweiterte urspriingliche
LP) festgestellt, so ist [ P=(A,b) = 0.

(c) Obwohl an zwei Stellen des Algorithmus die Unzuldssigkeit von (/P~)
festgestellt werden kann, gibt es keine Garantie dafiir, dass der Algorithmus
in dieser Form die Unzulidssigkeit auch beweist. Wir konnen diesen Mangel
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mit der Einfiihrung von Schranken , siehe Folgerung (16.14) (oder (16.16)),
reparieren und einen Zusatzschritt formulieren.

(d) Falls das primale oder duale Simplex-Verfahren eine nicht ganzzahlige Losung
liefert, so kann das Schnittebenen-Unterprogramm theoretisch immer einen
Gomory-Schnitt finden, der diese Losung abschneidet. Wir schreiben hier
“theoretisch”, da bei praktischen Rechnungen mit reeller floating-point--
Arithmetik aufgrund von Rundefehlern und ToleranzgréB8en die Entschei-
dung, ob eine Grofle ganzzahlig ist oder nicht, schwierig zu fillen ist.

0

Bevor wir uns dem Beweis der Korrektheit von Algorithmus (17.4) zuwenden,
formulieren wir einige Zusatzregeln — die allerdings nur von theoretischem In-
teresse sind.

(17.7) Sonderregeln zum ersten Gomory-Algorithmus.

(a) Ein Vektor a heil3t lexikographisch grofer als ein Vektor b, wenn entweder
ay > by giltoder ein k existiert mit 1 < k <n,a; =b; firi =1,... k-1
und a > by.

Die Spalten des Simplextableaus (inklusive der 0-ten Zeile) bezeichnen wir
wie immer mit A.;, d. h.

Z.j: a:lj j=1...,n—m.
G
Wir gestalten unser Verfahren so, dass alle Spalten Z.j, 7 =1...,n—

m nach Ende des primalen Simplexverfahrens lexikographisch positiv sind
und weiterhin bleiben.

Ist die optimale LP-Losung nicht dual entartet, d. h. sind alle (negativen)
reduzierten Kosten ay; positiv, so ist die lexikographische Positivitit offen-
bar gegeben. Da aufgrund der Optimalitit ap; > 05 = 1,...,n — m gilt,
kann kein ayp; < 0 sein. Probleme treten auf, wenn einige ay; = 0 sind.
Durch Umstellen der Zeilen des Tableaus kann u. U. lexikographische Po-
sitivitdt erreicht werden. Falls dies nicht geht, dann fiigen wir eine Unglei-
chung hinzu, die die lexikographische Positivitit gewdhrleistet und keine
Ecke von conv(/ P=(A, b)) abschneidet. Diese Ungleichung kann ganzzah-
lige Punkte abschneiden, ldsst aber mindestens eine der ganzzahligen Op-
timallosungen, falls tiberhaupt welche existieren, iibrig. Eine Ungleichung

310



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2009/2010

(b)

(c)

dieses Typs ist z. B.

N ay < (n—m)(n+ 1)2 A4

jEN
was aus (16.14) folgt.

Diese Ungleichung fligen wir dann als erste Zeile unterhalb der Zielfunk-
tion in unser Tableau ein, wobei eine neue Schlupfvariable addiert werden
muss. Die Schlupfvariable geht mit dem Wert der rechten Seite in die Basis.
Nunmehr ist unser Tableau lexikographisch positiv, da @p; > Ound @;; = 1
firj=1,...,n—m.

Zur Beibehaltung der lexikographischen Positivitit muss eine besondere
Spaltenauswahlregel benutzt werden.

1428ei S ={j € {Ll,....n—m} | 3% = N, @r; < O}.
Wihle denjenigen Index s € S, so dass =-A., der lexikographisch groBte
der Vektoren %Z,j, j € Sist.

a

Hausaufgabe: Ist r eine in Schritt 12 gewihlte Pivotzeile und s eine mit
obiger Regel bestimmte Pivotspalte, dann ist das Tableau nach der Pivot-
operation weiterhin lexikographisch positiv.

Wir miissen noch gewihrleisten, dass der Algorithmus erkennt, dass (1 P~)
unbeschrinkt oder I P=(A,b) leer ist. Hierzu gibt es zwei Moglichkeiten.
Aus den Folgerungen (16.14), (16.16) kann man ableiten, dass der Abso-
lutwert des Optimalwertes nicht groBer als 257" (40)=2n jgt bzw. dass die
Menge der Optimallosung von (I P~) im Wiirfel

W .= {ZL’ c 7" | _(n + 1>24n3<A,b> <z < (n + 1)24n3(A,b)}

liegt. Wir konnen daher entweder die Restriktion von W zu unserem ur-
spriinglich ganzzahligen Programm hinzufiigen (auf diese Weise haben wir
allgemeine ganzzahlige Programme auf beschrinkte ganzzahlige Program-
me reduziert) oder wir bauen in Schritt 8 die folgende Abfrage ein:

Zusatz zu Schritt 8

Gilt fiir den gegenwirtigen Zielfunktionswert aop @  ap <
_2<c>+5n4<A,b>—2n’

so besitzt das ganzzahlige Programm keine zulissige Losung. — STOP.

Es muss darauf hingewiesen werden, dass dieses Abbruchkriterium, die
Entdeckung der Unzuldssigkeit des (I P=) nur theoretisch gewihrleistet,
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denn die obige Schranke ist i. a. ungeheuer grofl und kaum auf dem Rechner
darstellbar. Der Gomory-Algorithmus diirfte selbst bei sehr kleinen Beispie-
len Tausende von Jahren brauchen, um mit diesem Kriterium abzubrechen.

(d) Ferner miissen wir noch gewdhrleisten, dass die Schnittebenen in einer be-
stimmten Weise ausgewihlt werden, und zwar leiten wir den ersten Gomory-
Schnitt immer aus der am weitesten oben stehenden Zeile des Tableaus ab

Zusatz zu Schritt 9
Wihle den kleinsten Zeilenindex i € {0,1,...,m} mit a;y & Z.

e) Wir wollen nun noch eine Regel einfiihren, die garantiert, dass die Zahl
unserer Zeilen, d. h. die Zahl der Restriktionen nicht beliebig grof3 wer-
den kann. Angenommen nach Ende des dualen Simplexverfahrens ist eine
Schlupfvariable z,;, die zu einer Gomory-Schnittebene gehort, Basisvaria-
ble. Dann hat x,; den Wert a;o > 0. Ist z,; > 0, so bedeutet das, dass die
Schnittebene beziiglich der gegenwirtigen Losung nicht bindend ist. Strei-
chen wir die Schnittebene aus unserem gegenwirtigen Restriktionensystem
und eliminieren wir die Schlupfvariable, so ist unsere gegenwirtige Losung
eine optimale Basislosung des neuen Systems. Ist z,, = 0, so ist die Ba-
sislosung entartet, zwar liegt die gegenwirtige Losung auf der Schnittebe-
ne, jedoch konnen wir die Schnittebene weglassen, ohne die Optimalitét zu
verlieren. Das Streichen einer Zeile des Tableaus kann jedoch dazu fiihren,
dass das Tableau nicht mehr lexikographisch positiv ist.

Man kann jedoch zeigen (siehe Garfinkel & Nemhauser (1972), S. 163—164): Wird
bei einer Pivotoperation eine Variable, die Schlupfvariable einer Schnittebene ist,
in die Basis aufgenommen, so konnen die Pivotzeilen nach der Pivotoperation ge-
strichen und die Schlupfvariable eliminiert werden, so dass das reduzierte Tableau
weiterhin lexikographisch positiv ist.

Zusatz zu Schritt 9

15.2.5 Ist die neue Basisvariable die Schlupfvariable einer Schnittebene,
so streichen wir die r-te Zeile des Tableaus und das r-te Element von B’.
Anschlieend setzen wir m = m — 1, n = n— 1 und numerieren die Zeilen
mit Index > r + 1 und die Schlupfvariablen neu.

Diese Zusatzregel garantiert uns, dass nur urspriingliche Strukturvariable in der
Basis sind, also kann unser Tableau niemals mehr als n Zeilen (plus Zielfunktion)
enthalten. 0

Wir werden anschlieBend zeigen, dass mit diesen Zusatzregeln Konvergenz des
Gomory-Verfahrens bewiesen werden kann. Bei echten Implementationen wird
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jedoch kaum die lexikographische Spaltenauswahlregel (b) benutzt, da andere Re-
geln viel schneller zu einer Optimalldsung des dualen Simplexverfahrens fiihren.
Konvergiert das Gomory-Verfahren mit den anderen Regeln nicht, so konvergiert
es mit der lexikographischen Regel in der Praxis auch nicht. Bei den Schnittebe-
nen nimmt man meistens solche, die einen besonders “tiefen” Schnitt ermogli-
chen und nicht die erste mogliche. In der Praxis ist das Weglassen von Restriktio-
nen ebenfalls umstritten, wobei hier keine “guten” Strategien angegeben werden
konnen.

(17.8) Satz. Sei (IP~) ein ganzzahliges Programm der Form (16.3) mit ganz-
zahligen Daten, dann liefert der erste Gomory-Algorithmus (14.4) mit den Zu-
satzregeln (14.7) nach endlich vielen Schritten eine ganzzahlige Ldsung, oder er
weist nach endlich vielen Schritten nach, dass entweder (I P~) unbeschrinkt oder
(IP=(A,b)) leer ist.

Beweis : Der Beweis verlauft wie folgt: Wir wissen, dass bei jedem Schritt des
dualen Simplexalgorithmus der Zielfunktionswert abnimmt oder gleich bleibt. Al-
so kann nach einem Durchlauf des dualen Simplexalgorithmus der Zielfunktions-
wert nicht groler geworden sein. Wir zeigen nun zuerst, dass bei Ausfiihrung des
Gomory-Verfahrens der Zielfunktionswert nach endlich vielen Schritten einen fe-
sten ganzzahligen Wert annimmt und sich der Zielfunktionwert von da an nicht
mehr dndert. Dann zeigen wir, dass nach weiteren endlich vielen Schritten das Ta-
bleauelement @y, einen festen ganzzahligen Wert annimmt und diesen Wert fortan
beibehilt. Wir fiihren diese Argumentation weiter und zeigen, dass das gleiche fiir
@, A30, - - - gilt. Aufgrund der “Streichregel” (Zusatz zu Schritt 15) wissen wir,
dassunser Tableau niemals mehr als n Zeilen enthalten kann. Da nach endlich vie-
len Schritten @;o ganzzahlig ist und der Wert sich nicht mehr verdndert, da nach
weiteren endlich vielen Schritten das gleiche fiir ayy gilt usw., ist nach endlich
vielen Schritten das letzte Tableauelement @,,o (m < n) ganzzahlig. Damit ist
dann eine ganzzahlige Losung des (I P~) gefunden.

Liefert der Gomory-Algorithmus nach endlich vielen Durchldufen die Unbeschrénkt-
heit oder die Unzuléssigkeit von (1 P~), so ist der zweite Teil unserer Behauptung
gezeigt.

Damit der Gomory-Algorithmus nicht nach endlich vielen Schritten abbricht, miis-
sen also das primale LP und anschlieBend jedes duale LP ein endliches Optimum
haben. Aufgrund der Zusatzregel zu Schritt 8 kann der Zielfunktionswert zum
dualen Programm niemals kleiner werden als —2{(©+57*(4.)=2n qarays folgt, dass
die Folge (ak,)ren der Zielfunktionswerte nach dem k-ten Durchlauf des dualen
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Programms eine nach unten beschrinkte, monoton fallende Folge ist. Diese Folge
konvergiert also.

Wir untersuchen nun, wie sich der Algorithmus verhilt, wenn der Optimalwert
@k, des k-ten dualen Programms nicht ganzzahlig ist.

Die Zusatzregel (d) zu Schritt 9 besagt, dass die neue Schnittebene aus der Ziel-
funktionszeile abgeleitet werden muss. Fligen wir die Schnittebene zum Tableau
hinzu, so wird die neue Schlupfvariable mit dem Wert @,, 410 = |af,| — ak, < 0
Basisvariable. Da das Tableau nach Ende des dualen Verfahrens primal und du-
al zuldssig ist, d. h. @ > 0,72 = 1,...,mund ap; > 0,7 = 1,...,n, ist die
neue Basisvariable die einzige mit negativem Wert. Folglich wird die neu hin-
zugefiigte Zeile m + 1 in Schritt 12 als Pivotzeile gewdhlt. Sei s die in Schritt
14 gewihlte Pivotspalte, dann gilt @,,11s < 0. Weiterhin impliziert Gos > 0,

dassags > dos — |Gos| = fos = —Gmy1s gilt (siehe Schritt 9). Daraus folgt
ay A .. . .
— 0s > 1. Die Pivotoperation in Schritt 15 liefert nunmehr:
—Qm41,s
= —k 6056m+1,0 —k aOs — —k —
app = Aoy — ——— = Qgp + ——= Am+1,0 <Aoo + Gmt1,0
Am+41,s —Om+1,s

= 6]50 + WISOJ - algo = LagoJ .

Also ergibt die erste Pivotoperation nach Hinzufiigung der aus der Zielfunktion
abgeleiteten Schnittebene: Gy < |af,|. Da im weiteren Verlauf bis zur nichsten
Optimallosung @.j' der Zielfunktionswert nicht groBer werden kann, gilt nach
Ende des (k + 1)-ten Durchlaufs des dualen Programms

agg " < lag] -

Nihme der Zielfunktionswert af, nach Beendigung des dualen Verfahrens unend-
lich oft einen nicht ganzzahligen Wert an, so wére nach der geraden abgeleiteten
Beziehung die Folge (af,) nach unten unbeschriinkt. Aufgrund des Zusatzes zu
Schritt 8 wiirde dann aber nach endlich vielen Schritten ein Abbruch erfolgen.
Also ist die Folge (a},) nur endlich oft nicht ganzzahlig. Da sie nach unten be-
schrinkt ist, nimmt sie nach endlich vielen Schritten einen ganzzahligen Wert an
und behilt diesen Wert von da an bei, d. h. die Folge (@f,) ist nach endlich vielen
Gliedern konstant und zwar mit einem ganzzahligen Wert.

Wir wollen uns nun iiberlegen, dassa nach endlich vielen Schritten einen festen
ganzzahligen Wert annimmt und diesen Wert von da an beibehélt. Aufgrund der
obigen Uberlegungen kénnen wir voraussetzen, dassdg, nach dem ko-ten Durch-
lauf des dualen Simplexalgorithmus seinen endgiiltigen ganzzahligen Wert er-
reicht hat. In der Optimallosung des ky-ten dualen Programms hat das Tableau-
element @, einen nicht-negativen Wert (Schritt 11).
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Wir zeigen nun, dass nach Beendigung des ky-ten Durchlaufs bei jeder weiteren
Pivotoperation der Wert von @1 nicht-negativ bleibt, nicht groer wird und dass—
falls die Schnittebene aus der ersten Zeile abgeleitet wird — nach der ersten an-
schlieBenden Pivotoperation a1o < |ayo] gilt.

Nehmen wir an, dass in den Schritten 12 und 14 ein Pivotelement @,, < 0 aus-
gewidhlt wurde. Angenommen @y, > 0, dann folgt aus der Pivotformel 15.2.4
(wegen a,og < 0, a,s < 0, dassder Zielfunktionswert ayy abnimmt. Nach Vor-
aussetzung ist aber agy konstant, also gilt @p; = 0. Folglich muss aufgrund der
lexikographischen Positivitdt des Tableaus a;; > 0 gelten. Daraus ergibt sich:
r # 1. Also ist die erste Zeile nicht die Pivotzeile. Daraus folgt, dass nach dem
ko-ten Durchlauf des dualen Programms als Pivotspalten nur Spalten A. ; in Frage
kommen mit @p; = 0 und dass die erste Zeile A;. niemals Pivotzeile ist. Wird
bei einer Pivotoperation der Wert @, neu berechnet, so kommt wegen r # 1 die
Formel 15.2.4 in Frage also

= - alsa’r‘O
Q10 = 10 — —— .

a’TS

Aufgrund der Regel zur Auswahl von Pivotspalte und -zeile gilt @,y < 0, @, < 0.
Aus a;, > 0 folgt, dassa;g < @y gilt. Mithin wird das Tableauelement @, bei
jeder Pivotoperation kleiner oder bleibt gleich. Wiirde @, irgendwann einmal ne-
gativ, so konnte niemals mehr primale Zuldssigkeit (d. h. @, > 07 = 1,...,m)
erreicht werden, da — wie wir oben gezeigt haben — die erste Zeile niemals Pi-
votzeile wird. Weil aber das duale Simplexverfahren nach endlich vielen Schritten
aufhort, muss a9 immer nicht-negativ bleiben.

Daraus folgt, dassa;g nach dem ky-ten Durchlauf des dualen Programms bei jeder
dualen Pivotoperation nicht groler wird, aber nicht-negativ bleibt. Also ist die
Folge (@) x>k, monoton fallend und nach unten beschrénkt.

Ist @y in der Optimallosung eines dualen Programms nicht ganzzahlig, so wird
aufgrund der Zusatzregel zu Schritt 9 die Schnittebene aus der ersten Zeile abge-
leitet. Ersetzen wir in der obigen Diskussion der Zielfunktion den Zeilenindex 0
durch den Zeilenindex 1, so erhalten wir analog, dassnach dem ersten anschlie3en-
den Pivotschritt gilt: @,q < |@10|. Wire also @jo unendlich oft nicht ganzzahlig,
so wire die Folge (a%,)r>k, nach unten unbeschrinkt. Da aber Null eine untere
Schranke ist, muss (a¥,)z>x, nach endlich vielen Schritten, sagen wir k;, einen
ganzzahligen Wert annehmen und diesen Wert von da an beibehalten.

Um zu zeigen, dass auch @y nach endlich vielen weiteren Schritten ganzzahlig
wird, konnen wir voraussetzen, dassag, und @ bereits ihren endgiiltigen ganzzah-
ligen Wert angenommen haben. Dann verlduft der Beweis vollig analog wie bei
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a19. Auf diese Weise weisen wir nach, dassagg, a1, . . . , @m0 nach endlich vielen
Schritten einen ganzzahligen Wert annehmen. Damit ist der Beweis erledigt. U

Die Ganzzahligkeit aller Daten ist beim Gomory-Algorithmus unbedingt notwen-
dig.

(17.9) Beispiel. Wir 16sen das folgende IP mit dem ersten Gomory-Algorithmus:

max 333’1 + i)

T+ 2z <10.2
1 < 3.87
r1,T2 > 0 und ganzzahlig.
LP-Losung:
1 2 5 2
0 -3 -1 11.61 3 -1
3 86.50 17 11 3 20.71 —17 11
4 10.20 1 2 — 4 6.33 -1
5 387 0 L1387 1

5 3 5 6
14842 16 1
Ti00 13 1 1
2071 17 1 1529
2 ~ 1100 1 11 2 1100 —2 1
2821 23 2 3905
4 1100 11 11 3 4 1100 3 —2
1 13.87 0 1 3.87 1 0
3 5.42 5 —11
542 _5 _ 1
1100 11 11
— fio 0 0

Aus allen Zeilen des letzten Tableaus kann man einen Gomory-Schnitt ableiten,
der die Form
0-25+0- 76 < —fio

hat, mit f;p > 0. Wire dieser Schnitt giiltig, hieBe dies, dass unser Problem keine
ganzzahlige Losung hat, denn diese Ungleichung kann nicht erfiillt werden. Also
liegt der Fehler in der Nichtganzzahligkeit der rechten Seite. U
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Wir wissen ja bereits, dass das ganzzahlige Programmierungsproblem zur Klas-
se der NP-vollstindigen Probleme gehort. Man sollte also nicht erwarten, dass
der Gomory-Algorithmus in polynomialer Zeit lauft. Selbst wenn wir statt des
Simplexalgorithmus ein polynomiales Verfahren (Ellipsoidmethode, Karmarkar-
Algorithmus) zur Losung der jeweils auftretenden LP’s wihlen wiirden, wire das
gesamte Verfahren nicht polynomial, da die Zahl der Schnitte, die man betrach-
ten muss, nicht durch ein Polynom beschrinkt werden kann. Dies verdeutlicht das
folgende ganzzahlige Programm.

(17.10) Beispiel. Fiir eine vorgegebene positive ganze Zahl £ sei

max T
—]{71’1 + X2 S 0
kry +z9 <k
1,2 > 0 und ganzzahlig,

ein ganzzahliges Programm (vergleiche (16.21) (b)). Dieses Programm hat nur
zwei ganzzahlige Losungen, (}) und ({), die beide optimal sind.

Wendet man den Gomory-Algorithmus auf dieses IP an, so wird man feststellen,
dass bis zur Auffindung einer Optimallésung [%1 — 1 Gomory-Schnitte benotigt
werden. Die Inputldnge des obigen LP kann durch 8(k) abgeschitzt werden. Die
Anzahl der Gomory-Schnitte kann also nicht durch ein Polynom in log &k be-
schriankt werden. Daraus folgt, dassdie Anzahl der Iterationen des Gomory-Algo-
rithmus nicht polynomial in den Ausgangsdaten ist. U

17.2 Ein Schnittebenenverfahren fiir gemischt-ganz-
zahlige Programme

Die vorhergehenden Uberlegungen zur Losung ganzzahliger Programme mit Hilfe
von Schnittebenen-Verfahren lassen sich recht einfach auf den gemischt-ganzzah-
ligen Fall iibertragen. Hierzu miissen wir uns nur tiberlegen, wie wir eine geeig-
nete Schnittebene ableiten konnen. Gegeben sei also ein gemischt-ganzzahliges
Programm

max ¢z +d'y
Ar+By = b
x,y > 0, x ganzzahlig.

Um Bezeichungen einfacher zu machen, wollen wir dieses Programm in folgender
Form schreiben:
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max clx
(MIP7) Axr = b
x; > 0Ound ganzzahlig,7=1,...,n1 <n
d. h. wir nehmen an, dass die Variablen 7y, ..., z,, mit den niedrigen Indizes
ganzzahlig sind und die {ibrigen rational. Wir setzen N, := {1,...,n;}.

Wir gehen wieder davon aus, dass wir die LP-Relaxierung (LM I P~) von (M1 P~)
betrachten und dort an einer Basislosung angelangt sind, fiir die wir eine Schnit-
tebene ableiten wollen, falls die Variablen z;, « € Ny nicht ganzzahlig sind.

(17.11) Lemma. Gegeben sei ein gemischt-ganzzahliges Programm
(MIP7) max c’ x, Ax = b, x > 0, x; ganzzahlig fiiri € N, = {1,...,n,}

mit ganzzahligen Daten. Sei Ap eine Basis der LP-Relaxierung (LM I P~), dann
gilt:

Ist xp(;) eine Basisvariable mit B(i) € Ny und istb; = @0 € 7, so ist

(*) Z _fijxj — Z dijxj + Z 1ffa}zol’3 < _fz'(]

JENy, JENG JENG

eine Schnittebene, die die gegenwiirtige Basislosung abschneidet, falls fio = a0 —
[@io] = b; — [b;] # 0 gilt.

Hierbei sei B die Indexmenge der Basisvariablen, N die Indexmenge der Nicht-
basisvariablen, Ny die Indexmenge der Nichtbasisvariablen, die der Ganzzahlig-
keitsforderung unterliegen, und Ng := N \ Ny. Wie iiblich ist f;; = a;; — |a;; ]
der gebrochene Teil, und es ist Ng := {j € Ny | @; < 0}, Ng := {j € Ng |
dij > O}

Beweis : O.B.d. A.sei B = (1,2,...,m), N = (m + 1,...,n). Wie iiblich
starten wir mit der Darstellung:

() @ = by = D jen @iy = bi = X jeng Tigs — D jen, Ty
Daraus folgt

Die rechte Seite von (2) ist fiir alle zuldssigen Losungen von (M [ P~) ganz-
zahlig, also gilt entweder
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(3) D jen, fijzj + Zje]\/@ a;jxj — fio 20

oder

) ZjeNZ fijzj + ZjeNQ QijTj — fio < —
Falls (3) gilt, so gilt auch
o) ZjeNZ fijzy + ZjeNé’ Q;jx; > fio-
Falls (4) gilt, so gilt (da fiir alle j gilt: f;; > 0)
(6) ZjeNQj aijry < fio — 1.
Jio

0

Multiplizieren wir (6) mit (< 0), so erhalten wir

D = e f”a}j ;> fo.

Die linken Seiten von (7) und (5) sind beide nicht-negativ; da (5) oder (7)
gelten muss, erhalten wir durch Aufaddieren der linken Seiten

— Jioij
(8) ZjGNZ fijxj + ZjeNa- Qi Tj — ZjGN@ 1——fj~0xj 2 fi(]»
also ist die angegebene Ungleichung fiir alle zuldssigen Losungen giiltig.

Da fiir die gegenwirtige Basislosung .y = 0 gilt, erfiillt diese Basislosung
die Ungleichung nicht. U

Durch eine genaue Analyse des obigen Beweises kann man den Schnitt (x) noch
etwas verbessern.

(17.12) Lemma. Die Voraussetzungen seien wie in Lemma (17.11). Falls es ein
J € Ngz gibt, mit f;; > fi, so kann die obige Ungleichung zu folgender Unglei-
chung verschirft werden:

) 3t 2 I e S s T < g

JGNJr JEN, jEN7L j€N7

wobei N ={j € Ny | fi; < fio}, Ny ={j € Nz | fij > fio}-

Beweis : Da nach Annahme f;0 > 0, gilt f;; > 0V j € N7 . Subtrahieren wir
> jen; Tjvon beiden Seiten von (2), so erhalten wir:
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) 2jens T2 jen: (Fi=1)ai4+2 e ng @it — fio = |@io] =22 e nr (@i ) w5 —
2_jenz [@ij]x; — x;. Da die rechte Seite wiederum ganzzahlig ist, erhalten
wir, dass entweder

A0) D jeny fisy + 2jeny @i 2 fuo

oder

(11) _fﬁm (ZjENZ_ (fi; — Daj + ZjeN@ a;jx; > fio gilt.

Also muss die Summe der beiden linken Seiten groBer oder gleich f;y sein.
Diese Summe ist gerade die behauptete Ungleichung.

Die Koeffizienten von (x) sind die gleichen wie die von (), auler im Falle
j € Ni Aus fij > in fllr] € Ni fOlgt

Jij — Jifij > fio — fiofis

und damit
ol — fi
1= fio
Daraus folgt, dass (x) schirfer ist als (). g

(17.13) Gomory’s gemischt-ganzzahliger Algorithmus.
Input: A € Z™" b e 7™, ¢ € 7", Indexmenge N.

Output: Losung des gemischt-ganzzahligen Programms

max CTJI

(MIP7) Ax b
x 0
T ganzzahlig tiiri € Ny

VI

Setze wie in (17.4): Gip == b;, ¢t = 1,...,m; ay; = —¢;, J = 1,...,m; oo =
Zielfunktionswert.

1. Lose das zugehdérige lineare Programm (LM I P=) mit dem primalen Sim-
plexalgorithmus.

2. Giltay € 7 fiir alle Basisvariablen x g(;y mit B (1) € Ny, so ist eine optimale
gemischt-ganzzahlige Losung von (M I P=) gefunden.
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3. Wihleeini € {0,1,...,m} mita;, ¢ Z, das zu einer ganzzahligen Varia-
blen gehort, und setze

fij =a;; — |a;;| fiirallej € N(Nichtbasisvariable) mitj € N;
foo =00 — [@oo
—fij, fallsj € Niund  fi; < fio
ol —fi ;
_fol(—ffﬂ, fallsj € Ny und  fi; > fio
_ L — Jio
Tl = gy, fallsj € {1,...,n}\ N, und @ >0
fioGij 7 fallsj € {1,...,n}\ Ny und a; <0
1= fio
Fiige die Zeile
am—‘y—l,Ov am-ﬁ-l,l’ s ,am-‘,—lm—m

als (m + 1)-te Zeile zum gegenwirtigen Tableau hinzu. Setze m := m + 1,
n :=n + 1 und erweitere die Basis um die Schlupfvariable n + 1.

4. Lose das erweiterte Programm mit dem dualen Simplexverfahren und gehe
anschlieBend zu 2. O

Fiir das oben angegebene Verfahren fiir gemischt-ganzzahlige Programme kann
man nun analog zu Satz (17.8) zeigen:

(17.14) Satz. Falls die Zusatzregeln (17.7) zum ersten Gomory-Verfahren ana-
log beim gemischt-ganzzahligen Gomory- Verfahren angewendet werden und un-
ter der zusitzlichen Voraussetzung, dass der Wert der Zielfunktion in der Opti-
mallbsung ganzzahlig sein muss, dann liefert der gemischt-ganzzahlige Algorith-
mus von Gomory nach endlich vielen Schritten eine Optimall6sung oder zeigt
nach endlich vielen Schritten an, dass entweder (M I P=) unbeschréinkt oder
MIP=(A, B,b) leer ist.

Beweis : vollig analog zu (17.7). U

Die beiden Schnittebenentypen, die wir bisher kennengelernt haben, sind bei wei-
tem nicht alle, die in Schnittebenenverfahren eingesetzt werden. Die sechziger
Jahre brachten eine Fiille interessanter Studien zu Schnittebenenverfahren. Die
neu erfundenen Schnittebenen erhielten schone Namen wie
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Intersection-Cuts,
Diamond-Cuts,
Polaroid-Cuts,

Cuts from the Hypercube,

Outer-Polar-Cuts

(siehe hierzu Garfinkel & Nemhauser (1972)), jedoch dnderten die neuen Tech-
niken nichts an der bis Mitte der 90er Jahre empirisch beobachteten Tatsache,
dass Schnittebenenverfahren dieser allgemeinen Art relativ ineffiziente Methoden
zur Losung ganzzahliger und gemischt-ganzzahliger Programme sind. Neuimple-
mentierungen von Schnittebenenverfahren in kommerziellen MIP-Codes Ende der
90er Jahre haben zu einer Anderung der ,herrschenden Meinung* gefiihrt. Die
(praktisch effiziente) Einbindung von Schnittebenen in Branch & Bound-Codes
hat zu einer enormen Beschleunigung dieser Verfahren gefiihrt, siche Bixby-Vortrag
am 20.01.2010.

Die beiden Verfahren, die wir hier behandelt haben, werden auch zu den dualen
Verfahren gezihlt und zwar, weil in jedem Schritt eine dual zuldssige Losung
behalten wird und das Ziel ist, eine primal zuldssige und somit dann eine optimale
Losung zu finden.

Da unsere Tableaus auch gebrochene Werte enthalten und aus den gebrochenen
rechten Seiten und den zugehdrigen Tableau-Zeilen Schnitte abgeleitet werden,
nennt man die Verfahren (17.4) bzw. (17.13) in der Literatur auch

Dual Fractional Integer Programming Algorithm bzw.
Dual Fractional Mixed Integer Programming Algorithm

Es gibt zu diesem Ansatz einige Varianten, und zwar kann man versuchen, mit
einer primal zuldssigen Losung zu starten und immer dann, wenn im néchsten
Simplexschritt eine nicht-ganzzahlige Losung generiert wird, einen Schritt hin-
zuzufiigen und auf diese Weise immer primale Zulédssigkeit zu erhalten. Am En-
de folgt dann aus der dualen Zulédssigkeit die Optimalitét. Verfahren dieses Typs
nennt man primale Schnittebenenverfahren.

Ein groBes Problem, dassbei den “Fractional-Verfahren™ auftritt, sind die Runde-
fehler, die hiufig zum Abbruch ohne Optimalitit filhren. Um diese unangeneh-
men Erscheinungen zu vermeiden, hat Gomory ein Verfahren entwickelt, dassmit
rein ganzzahliger Arithmetik arbeitet und deshalb All-Integer Verfahren genannt
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wird. Hierzu sind ebenfalls Varianten angegeben worden, so dass wir Dual-All-
Integer und Primal-All-Integer Integer Programming Verfahren kennen. Aus
Zeitgriinden konnen wir auf diese Varianten nicht eingehen. In der Praxis werden
sie nicht verwendet.
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