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Vorwort

Die Vorlesung “Lineare Optimierung” ist die zweite Vorlesung (ADM I1) im Zy-
klus des Studienschwerpunktes ”Algorithmische Diskrete Mathematik® an der
TU Berlin in den Studiengdngen Mathematik, Techno- und Wirtschaftsmathema-
tik. Detaillierte Kenntnis der vorausgegangenen Vorlesung ”Graphen- und Netz-
werkalgorithmen* wird nicht vorausgesetzt. Graphen- und Netzwerke und damit
zusammenhangende Probleme werden lediglich als Beispielmaterial verwendet.

In dieser Vorlesung werden hauptsdchlich die Grundlagen der linearen Optimie-
rung (auch lineare Programmierung genannt) behandelt, also einige Aspekte der
linearen Algebra und der Polyedertheorie. Natirlich steht die Entwicklung von
Algorithmen zur Lésung von Optimierungsproblemen im Vordergrund. Sehr ausfiihr-
lich werden der Simplexalgorithmus und seine Varianten behandelt, aber ebenso
werden wir Innere-Punkte-Verfahren, die Ellipsoidmethode und Schnittebenen-
verfahren der ganzzahligen Optimierung diskutieren.

Oktober 2003 M. Grotschel
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Vorbemerkungen

Literatur

Die Literatur zum Thema ,,Lineare Programmierung“ ist Giberwaltigend umfang-
reich. Hierzu rufe man einfach einmal die Datenbank MATH des Zentralblatts
fur Mathematik auf und starte eine Suche nach Biichern, die die Worter linear
und programming im Titel enthalten. Man erhdlt derzeit beinahe 200 Referenzen.
Uber 30 Biicher enthalten die beiden Wérter lineare Optimierung und fast genau-
so viele die Worter lineare Programmierung in ihrem Titel.

Eine Google-Suche nach ,linear programming™ liefert derzeit fast 240.000 Ergeb-
nisse. Der (bei meiner Suche) am hdchsten bewertete Eintrag war ,,Linear Pro-
gramming Frequently Asked Questions®. Diese Webseite, gepflegt von Bob Fou-
rer, hat die URL: ht€p://www-unixX.mcs.anl.gov/otc/Gurdes/Taqg/
I1near-programming-tag.html und ist eine wirklich gute Quelle mit
vielfdltigen und ausgezeichneten Informationen zur linearen Optimierung. Unter
der Rubrik ,, Textbooks” ist hier eine Reihe guter Biicher zum Thema zusammen-
gestellt worden. Ich empfehle aus dieser Auswahl:

e Dantzig, George B., Linear Programming and Extensions, Princeton Uni-
versity Press, 1963. Dies ist der ,,Klassiker* des Gebiets, auch heute noch
eine interessante Quelle, und 1998 im Paperback-Format erneut erschienen.

e Chvatal, Vasek, Linear Programming, Freeman, 1983. Dies ist ein ausge-
zeichnetes Einfuihrungsbuch, das sich insbesondere an Leser mit geringer
mathematischer Vorbildung richtet.

e Padberg, Manfred, Linear Optimization and Extensions, Springer, 2001.
Wenn sie wissen mdochten, was die Berliner Luftbriicke mit linearer Op-
timierung zu tun hat, dann sollten Sie einmal in dieses Buch schauen.

e Schrijver, Alexander, Theory of Linear and Integer Programming, Wiley,
1986. Dieses Buch fasst den Kenntnisstand bis zum Jahre 1985 so gut wie
vollstdndig zusammen, ein herausragendes Buch, das sich an den fortge-
schrittenen Leser richtet.

e Vanderbei, Robert J., Linear Programming: Foundations and Extensions.
Kluwer Academic Publishers, 1996. Eine schone, Praxis bezogene Darstel-
lung von Simplex- und Innere-Punkte-Methoden, Source-Codes zu den im
Buch présentierten Verfahren sind online verfugbar, siehe
http://www.princeton.edu/ rvdb/LPbook/


http://www-unix.mcs.anl.gov/otc/Guide/faq/
linear-programming-faq.html
http://www.princeton.edu/~rvdb/LPbook/ 
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e Wright, Stephen J., Primal-Dual Interior-Point Methods. SIAM Publicati-
ons, 1997. Innere-Punkte-Methoden sind erst Mitte der 80er Jahre entdeckt
und populdr geworden. Wrights Buch behandelt die wichtigsten Verfah-
rensklassen dieses Ansatzes.

Polyedertheorie ist ein wichtiger Aspekt der Vorlesung. Sehr gute Blicher hierzu
sind:

e Grinbaum, Branko, Convex Polytopes, Springer-Verlag, Second Edition,
2003

e Ziegler, Giinter M., Lectures on Polytopes, Springer-Verlag, Revised Editi-
on, 1998

Ein Artikel, der die enormen Fortschritte bei der praktischen Lésung linearer Pro-
gramme seit Anfang der 90er Jahre beschreibt, ist:

e Robert E. Bixby, Solving Real-World Linear Programs: A Decade and More
of Progress, Operations Research 50 (2002) 3-15.

Fortschritte in den letzten Jahren im Bereich der ganzzahligen und gemischt-
ganzzahligen Optimierung sind dokumentiert in

e Robert E. Bixby. Mary Fenelon, Zonghao Gu, Ed Rothberg, und Roland
Wunderling, Mixed-Integer Programming: A Progress Report, erscheint 2004
in: Grotschel, M. (ed.), The Sharpest Cut, MPS/SIAM Series on Optimiza-
tion.

Lineare Optimierung im Internet: Vermischtes

Umfangreiche Literaturverweise, Preprint-Sammlungen, Hinweise auf Personen,
die sich mit Optimierung und Spezialgebieten davon beschaftigen, verfligbare
Computercodes, Beispiele zur Modellierung von praktischen Problemen, Test-
beispiele mit Daten linearer Programme, etc, findet man u. a. auf den folgenden
Internet-Seiten:

e http://www.optimization-online.org/
(Optimization Online is a repository of eprints about optimization and rela-
ted topics.)


http://www.optimization-online.org/
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http://www-unix.mcs.anl_gov/otc/InteriorPoint/
(Interior Point Methods Online)

http://www-Tp.mcs.anl .gov/otc/Gurde/CaseStudies/
index. html (NEOS Guide: Case Studies)

http://miplib.zib.de
(Testbeispiele fir gemischt-ganzzahlige Optimierungsprobleme)

http://elib.zi1b.de/pub/Packages/mp-testdata/ (Verwei-
se auf Sammlungen von Test-Beispielen wie die Netlib-LP-Testprobleme.)

Im Internet gibt es auch verschiedene Einfiihrungen in die lineare Optimierung.
Solche Webseiten, gerichtet an Anfénger, sind z.B.:

e NtEp://carbon.cudenver .edu/ hgreenbe/courseware’/
LPshort/Zintro.html

e hTtEp: //TiIsher.osu.edu/ croxton 4/tutorial/

Wie oben erwdhnt, wird in dieser Vorlesung besonders viel Wert auf die geometri-
sche Fundierung der linearen Optimierung gelegt. Die Lésungsmengen von linea-
ren Programmen sind Polyeder. Im Internet findet man viele Seiten, die Polyeder
bildlich darstellen. Hier sind zwei Webseiten mit animierten Visualisierungen von
Polyedern:

e NTEP://wWwww.eg-models.de/ (gehe z. B. zu Classical Models, Regu-
lar Solids oder Discrete Mathematics, Polytopes)

e NTtEp://mathworld.woltTram.com/topics/Polyhedra.html

Software

Haufig mochte man Polyeder von einer Darstellungsform (z.B. Lésungsmenge
von Ungleichungssystemen) in eine andere Darstellungsform (z.B. konvexe Hiille
von endlich vielen Punkten) verwandeln, um gewisse Eigenschaften besser zu ver-
stehen. Auch hierzu gibt es eine Reihe von Codes (die meisten stehen kostenlos
zum Download bereit). Eine Sammlung solcher Verfahren ist zu finden unter:

hitp://elib.zib.de/pub/Packages/ mat hpr og/ pol yt h/ 1 ndex. ht i

Die Programmsammlung PORTA stammt aus einer Diplomarbeit, die Thomas


http://www-unix.mcs.anl.gov/otc/InteriorPoint/
 http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/CaseStudies/
index.html
http://miplib.zib.de
http://elib.zib.de/pub/Packages/mp-testdata/ 
http://carbon.cudenver.edu/~hgreenbe/courseware/
LPshort/intro.html
http://fisher.osu.edu/~croxton_4/tutorial/
http://www.eg-models.de/
http://mathworld.wolfram.com/topics/Polyhedra.html
http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/polyth/index.html
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Christof bei mir geschrieben und dann mit anderen Kollegen (u. a. A. Lébel (Z1B))
weiterentwickelt hat. Das deutlich umfangreichere Programmpaket Polymake von
E. Gawrilow und M. Joswig wurde im mathematischen Institut der TU Berlin ent-
wickelt und wird hier weiter gepflegt und ausgebaut.

Es gibt eine Vielzahl von Codes zur Losung linearer Programme und Modellie-
rungssprachen, mit Hilfe derer man praktische Probleme (einigermafien) bequem
in Datensétze verwandeln kann, die LP-Loser akzeptieren. Eine kommentierte
Ubersicht hierzu ist zu finden unter:

e http:/7/www-uni1x.mcs.anl .gov/otc/Gurde/tag/I1near-
programming-taq.htmI#Q2

Eine weitere Liste findet man unter:

e http://eli1b.zi1b.des/pub/Packages/mathprog/ 11nprog/
1ndex.html

Die Zeitschrift OR/MS Today verdffentlicht regelmaRig Ubersichten iiber kom-
merzielle und frei verflighare Software zur Losung linearer Programme. Die letzte
Ubersicht datiert aus dem Jahre 2001.:

e hTTp://110nhrtpub.com/orms/surveys/LP/LP-survey.html

In dieser Vorlesung haben wir Zugang zu dem kommerziellen Code CPLEX der
Firma ILOG. Nach Ansicht vieler ist dies derzeit der weltweit beste Code zur
Losung linearer und ganzzahliger Programme (lhnen steht allerdings nicht die
allerneueste Version zur Verfiigung). Vom Konrad-Zuse-Zentrum (ZIB) wird ein
fur akademische Zwecke kostenlos verfiigbarer Code namens SoPlex zur Ldsung
von LPs angeboten, siehe:

e NtLp://www._zib.desOptimization/sotrtware/sSoplex
Dieses Programm stammt aus der Dissertation von Roland Wunderling aus dem

Jahre 1997 an der TU Berlin und wird am ZIB weiterentwickelt.

Als Modellierungssprache (z. B. zur Erzeugung von Daten im Ip- oder mps-Format,
die von den meisten LP-Losern gelesen werden kdnnen) wird in der Vorlesung
Zimpl angeboten, die von Thorsten Koch (Z1B) entwickelt und gepflegt wird, sie-
he:


http://www-unix.mcs.anl.gov/ otc/Guide/faq/linear-
programming-faq.html#Q2
http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/linprog/
index.html
http://lionhrtpub.com/orms/surveys/LP/LP-survey.html
 http://www.zib.de/Optimization/Software/Soplex
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e NTEpP://www.zib.de/skoch/zimpl/

Zum Schluss noch ein Hinweis auf allgemeine Optimierungsprobleme. Hans Mit-
telmann unterhalt eine Webseite, siehe

e NTECp://plato.la.asu.edusgquide.ntml

die dabei hilft, fur ein vorliegendes Optimierungsproblem geeignete Software aus-
findig zu machen.


http://www.zib.de/koch/zimpl/
http://plato.la.asu.edu/guide.html
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Kapitel 1

Einflhrung

Dieses erste Kapitel dient der Einfiihrung in das Gebiet “Optimierung”. Opti-
mierungsaufgaben werden zunéchst ganz allgemein definiert und dann immer
mehr spezialisiert, um zu Aufgaben zu kommen, Uber die mathematisch inter-
essante Aussagen gemacht werden konnen. Anwendungen der mathematischen
Modelle werden nur andeutungsweise behandelt. Wir beschéftigen uns zundchst
hauptsdchlich mit der Theorie, denn ohne theoretische Vorkenntnisse kann man
keine Anwendungen betreiben.

Eine fiir die Praxis wichtige Tatigkeit ist die Modellbildung oder -formulierung,
also die Aufgabe ein reales Problem der Praxis in eine mathematische Form zu
“kleiden”. Diese Aufgabe wird von Mathematikern hdufig ignoriert oder als tri-
vial betrachtet. Aber es ist gar nicht so einfach, fiir ein wichtiges Praxisproblem
ein “gutes” mathematisches Modell zu finden. Dies muss anhand vieler Beispie-
le gelibt werden, um ,,Modellbildungserfahrung®“ zu gewinnen. Wir werden dies
vornehmlich in den Ubungen zur Vorlesung abhandeln.

1.1 Ein Beispiel

Was ist ein Optimierungsproblem? Bevor wir diese Frage durch eine allgemei-
ne Definition beantworten, wollen wir ein Beispiel ausfuihrlich besprechen, um
zu zeigen, wie Optimierungsprobleme entstehen, und wie man sie mathematisch
behandeln kann. Wir beginnen mit einem (natirlich fir Vorlesungszwecke aufbe-
reiteten) Beispiel aus der Olindustrie.

(1.1) Beispiel (Olraffinierung). In Olraffinerien wird angeliefertes Rohdl durch

1
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Anwendung von chemischen und (oder) physikalischen Verfahren in gewisse ge-
wiinschte Komponenten zerlegt. Die Ausbeute an verschiedenen Komponenten
hangt von dem eingesetzten Verfahren (Crackprozess) ab. Wir nehmen an, dass
eine Raffinerie aus Rohdl drei Komponenten (schweres Ol S, mittelschweres Ol
M, leichtes Ol L) herstellen will. Sie hat zwei Crackverfahren zur Verfiigung, die
die folgende Ausbeute liefern und die die angegebenen Kosten (Energie, Maschi-
nenabschreibung, Arbeit) verursachen. (Zur Verkirzung der Schreibweise kiirzen
wir das Wort “Mengeneinheit” durch ME und das Wort “Geldeinheit” durch GE
ab. 10 M E Rohdl ergeben in:

Crackprozess1l: 2ME S
2ME M Kosten: 3 GE
1ME L

CrackprozeR2: 1ME S
2ME M Kosten: 5 GE
4ME L

Aufgrund von Lieferverpflichtungen muss die Raffinerie folgende Mindestpro-

duktion herstellen:
3ME S

5ME M
4ME L
Diese Mengen sollen so kostenguinstig wie moglich produziert werden.

O

Wir wollen nun die obige Aufgabe (1.1) mathematisch formulieren. Unser Ergeb-
nis wird eine mathematische Aufgabe sein, die wir spéter als lineares Programm
oder lineares Optimierungsproblem bezeichnen werden.

Zunéchst stellen wir fest, dass die Crackprozesse unabhéngig voneinander arbei-
ten und (im Prinzip) mit jeder beliebigen Rohdlmenge beschickt werden kdnnen.
Wir fuhren daher zwei Variable z; und z ein, die das Produktionsniveau der bei-
den Prozesse beschreiben. Wird z. B. x; = 1.5 gewahlt, so bedeutet dies, dass
der Crackprozess 1 mit 15 ME Rohdl beschickt wird, wéhrend bei z, = 0.5 der
Crackprozess 2 nur mit 5 ME Rohdl gefahren wird. Natirlich macht es keinen
Sinn, einen Crackprozess mit negativen Rohélmengen zu beschicken, aber jeder
Vektor z = (x1,72) € R%, x > 0, beschreibt ein mogliches Produktionsniveau
der beiden Prozesse.

Angenommen durch (z1,z5) > 0 sei ein Produktionsniveau beschrieben, dann
folgt aus den technologischen Bedingungen der beiden Crackprozesse, dass sich

2
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der AusstoR an schwerem Ol S auf
2.’,51 + Zo ME S
belduft, und analog erhalten wir

23’)1 +2.’E2 ME M
z; +4zy ME L.

Die Kosten betragen offenbar
z =321 +5zy GE.

Die eingegangenen Lieferverpflichtungen besagen, dass gewisse Mindestmengen
an S, M und L produziert werden missen, das heif3t, ein Vektor (xy,z,) be-
schreibt nur dann ein Produktionsniveau, bei dem auch alle Lieferverpflichtungen
erfullt werden kdnnen, wenn gilt:

201+ 9 >3
201+ 9 > 5

(1.2) T +4ry >4
I 2 0
i) 2 0

Unsere Aufgabe besteht nun darin, unter allen Vektoren (z;,z,) € R?, die die
5 Ungleichungen in (1.2) erfillen, einen Vektor zu finden, der minimale Kosten
verursacht, d. h. bei dem

z =31+ dxy

einen moglichst kleinen Wert annimmt.

Es hat sich eingebirgert, eine derartige Aufgabe ein lineares Programm oder ein
lineares Optimierungsproblem zu nennen, und es wie folgt zu schreiben:

min 3x;, + dxo

unter den Nebenbedingungen:

(1) 2xz1+ x9 >3 (S-Ungleichung)
(2) 2x1+4+ 2x9 >5 (M-Ungleichung)

(1.3) (3) x4+ 4z >4 (L-Ungleichung)
4) z1 20
®) x2 >0

3
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Dabei nennt man die zu minimierende Funktion 3z; + 5z die Zielfunktion des
Problems. Jeder Vektor, der (1), ..., (5) erfullt, heilt zuléssige Losung des Pro-
blems.

Da wir nur 2 Variablen haben, kénnen wir unsere Aufgabe graphisch analysieren.
Ersetzen wir das “>"-Zeichen in (1), ..., (5) durch ein Gleichheitszeichen, so er-
halten wir 5 Gleichungen. Die Losungsmenge einer Gleichung im R? ist bekannt-
lich eine Gerade. Diese 5 Geraden “beranden” die Losungsmenge des Systems der
Ungleichungen (1),. .., (5). Diese Losungsmenge ist in Abbildung 1.1 graphisch
dargestellt. (Der Leser moge sich unbedingt mit der geometrischen Interpretation
von Ungleichungen vertraut machen.)

Gs={x|x,=0}

Losungsmenge von (1), ... (5)

~ {x|3x1+5x2:19}:(3

{x| X, +4x, =4} =G,

| | | ‘ | - Xy
1 2 3 N )
Gs={x|x, =0}
Gi={x|2x; +x =3}

{x|2x,+2% =5 }=6G,

Abb. 1.1

Die Zielfunktion ist natiirlich keine Gerade, sie reprasentiert eine Schar paralle-
ler Geraden. Nehmen wir z. B. den Vektor z = (3,2), der alle Ungleichungen
(1),...,(5) erfullt. Sein Zielfunktionswert ist 19, d. h. bei diesem Produktionsni-
veau treten Gesamtkosten in Hohe von 19 GE auf. In Abbildung 1.1 ist die Gerade
G = {z | 3z1 + bxy = 19} gestrichelt gezeichnet. Die Menge aller derjenigen
Punkte, die auf dieser Geraden liegen und (1),.. ., (5) erflllen, stellen Produkti-
onsniveaus mit Gesamtkosten 19 GE dar.

Geometrisch ist nun klar, wie wir einen Punkt finden kdnnen, der (1),...,(5)
erfillt und die Zielfunktion minimiert. Wir verschieben die Gerade G so lange
parallel in Richtung auf den Punkt (0, 0), bis die verschobene Gerade die L&sungs-
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menge von (1), ..., (5) nur noch tangiert. Fiihren wir dies graphisch durch, so se-
hen wir, dass wir die Tangentialstellung im Punkt z* = (2, 1) erreichen. Die zu G
parallele Gerade

G' ={z | 3z + bxy = 8.5}

beriihrt die Losungsmenge von (1), ..., (5) in nur einem Punkt, ndmlich z*, je-
de weitere Parallelverschiebung wiirde zu einem leeren Durchschnitt mit dieser
Losungsmenge fiihren. Wir schliellen daraus, dass

die Optimalldsung unseres Problems ist, d. h. alle Lieferverpflichtungen kdnnen
bei diesem Produktionsniveau erfiillt werden, und alle anderen Produktionsnive-
aus fuhren zu Gesamtkosten, die hoher sind als die Kosten von 8.5 GE, die beim
Produktionsniveau z* anfallen.

Die vorgefiihrte Losung des Beispiels (1.1) ist anschaulich und sieht recht einfach
aus. Aber es ist klar, dass sich diese graphische Argumentation nicht fur mehr als
zwei Variable durchfiihren lasst. Die graphische Methode ist zwar nitzlich, um
die geometrische Intuition anzuregen, aber zur Losung von linearen Programmen
taugt sie nicht. Und, kdnnen unsere Schluss folgerungen als ein korrekter Beweis
fur die Optimalitét von z* angesehen werden?

Wir wollen daher einen zweiten Versuch zur Losung von (1.1) unternehmen und
betrachten das Problem etwas allgemeiner. Wahlen wir statt der speziellen Ziel-
funktion 3x; + 54 eine beliebige, sagen wir

axi + bxa,

so sehen wir, dass unser Problem gar keine Optimallosung haben muss. Ist némlich
einer der Parameter negativ, sagen wir a < 0, so kdnnen wir den Zielfunktionswert
so klein machen, wie wir wollen. Z. B. gilt fiir die Folge der Punkte (™ := (n, 0),
n €N,
™ erfillt  (1),...,(5) furallen > 4,
az™ + bz{" = na.

Also ist der Wert der Zielfunktion tiber der Losungsmenge (1), .. ., (5) nicht nach
unten beschrénkt. Von unserem Beispiel ausgehend ist eine derartige Zielfunkti-
on natdrlich unsinnig, aber mathematisch miissen derartige Félle behandelt und
klassifiziert werden. Kommt so etwas in der Praxis vor? Naturlich, und zwar ofter
als man denkt! Griinde hierfir liegen in der Regel bei fehlerhafter Dateneinga-
be, falschem Zugriff auf Datenbanken oder irgendwelchen Ubertragungsfehlern.
Auch Lésungsmengen, die aufgrund der eigentlichen Daten nicht leer sein sollten,
konnen auf diese Weise plotzlich leer sein.

5
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Sind « und b nichtnegativ, so ist klar, dass es eine Optimalldsung gibt. Fiihren wir
unser Parallelverschiebungsexperiment mehrmals durch, so werden wir feststel-
len, dass wir immer eine Optimalldsung finden kdnnen, die den Durchschnitt von
zwei der finf Geraden G4, ..., G5 bildet. Man konnte also vermuten, dass dies
immer so ist, d. h. dass immer Optimallosungen gefunden werden konnen, die
(bei n Variablen) den Durchschnitt von n Hyperebenen bilden.

Wir werden spater sehen, dass dies (bis auf Pathologien) in der Tat der Fall ist, und
dass dies eine der fruchtbarsten Beobachtungen in Bezug auf die Lésungstheorie
von Problemen des Typs (1.1) ist.

Die Losungsmenge von (1.3) (1),...,(5) enthélt unendlich viele Punkte. Unse-
re obige Uberlegung hat die Suche auf endlich viele Punkte reduziert, und die-
se Punkte konnen wir sogar effektiv angeben. Wir schreiben die Ungleichungen
(1),...,(5) als Gleichungen und betrachten alle mdglichen 10 Systeme von 2
Gleichungen (in 2 Variablen) dieses Systems. Jedes dieser 10 Gleichungssyste-
me konnen wir mit Hilfe der GauB-Elimination l8sen. Z. B. ist der Durchschnitt
von Gy und G der Punkt y; = (2, 2), und der Durchschnitt von Gy und G der
Punkt y» = (3,2). Der Punkt y; erfiillt jedoch die Ungleichung (2) nicht. Wir
mussen also zundchst alle Durchschnitte ausrechnen, dann tberpriifen, ob der je-
weils errechnete Punkt tatséchlich alle Ungleichungen erfillt, und unter den so
gefundenen Punkten den besten auswahlen.

Dieses Verfahren ist zwar endlich, aber bei m Ungleichungen und »n Variablen
erfordert es (™) Aufrufe der GauB-Elimination und weitere Uberpriifungen. Es
ist also praktisch nicht in verninftiger Zeit ausfuhrbar. Dennoch steckt hierin der
Kern des heutzutage wichtigsten Verfahrens zur Ldsung von linearen Program-
men, des Simplexverfahrens. Man berechnet zunéchst eine Losung, die im Durch-
schnitt von n Hyperebenen liegt, und dann versucht man “systematisch” weitere
derartige Punkte zu produzieren und zwar dadurch, dass man jeweils nur eine Hy-
perebene durch eine andere austauscht und so von einem Punkt auf “zielstrebige”
Weise Uiber “Nachbarpunkte” zum Optimalpunkt gelangt. Uberlegen Sie sich ein-
mal selbst, wie Sie diese Idee verwirklichen wiirden!

Eine wichtige Komponente des Simplexverfahrens beruht auf der Tatsache, dass
man effizient erkennen kann, ob ein gegebener Punkt tatsdchlich der gesuchte
Optimalpunkt ist oder nicht. Dahinter steckt die sogenannte Dualitéatstheorie, die
wir anhand unseres Beispiels (1.1) erldutern wollen. Wir wollen also zeigen, dass
der Punkt z* = (2, ) minimal ist.

Ein Weg, dies zu beweisen, besteht darin, untere Schranken fiir das Minimum
zu finden. Wenn man sogar in der Lage ist, eine untere Schranke zu bestimmen,
die mit dem Zielfunktionswert einer Losung des Ungleichungssystems tberein-
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stimmt, ist man fertig (denn der Zielfunktionswert irgendeiner Losung ist immer
eine obere Schranke, und wenn untere und obere Schranke gleich sind, ist der
optimale Wert gefunden).

Betrachten wir also unser lineares Program (1.3). Wir bemerken zunéchst, dass
man alle Ungleichungen (1),...,(5) skalieren kann, d. h. wir kdnnen z. B. die
Ungleichung

(1) 21’1 + o Z 3
mit 2 multiplizieren und erhalten:
(1,) 4:5‘1 + 23}'2 2 6.

Die Menge der Punkte des R?, die (1) erflllt, stimmt offenbar tberein mit der
Menge der Punkte, die (1') erfullt. Wir kdnnen auch mit negativen Faktoren ska-
lieren, aber dann dreht sich das Ungleichungszeichen um!

Erfullt ein Vektor zwei Ungleichungen, so erfillt er auch die Summe der beiden
Ungleichungen. Das gilt nattirlich nur, wenn die Ungleichungszeichen gleichge-
richtet sind. Addieren wir z. B. zur Ungleichung (1) die Ungleichung (3), so er-
halten wir

3x1 + 529 > 7.

Die linke Seite dieser Ungleichung ist (natirlich nicht rein zuféllig) gerade unse-
re Zielfunktion. Folglich kénnen wir aus der einfachen Uberlegung, die wir ge-
rade gemacht haben, schlieRen, dass jeder Vektor, der (1.3) (1),...,(5) erfullt,
einen Zielfunktionswert hat, der mindestens 7 ist. Der Wert 7 ist somit eine untere
Schranke fiir das Minimum in (1.3). Eine tolle Idee, oder?

Das Prinzip ist damit dargestellt. Wir skalieren die Ungleichungen unseres Sy-
stems und addieren sie, um untere Schranken zu erhalten. Da unsere Ungleichun-
gen alle in der Form “>" geschrieben sind, dirfen wir nur positiv skalieren, denn
zwei Ungleichungen a1z, +asxs < o und by +boxs > 4 kann man nicht addie-
ren. Gibt jede beliebige Skalierung und Addition eine untere Schranke? Machen
wir noch zwei Versuche. Wir addieren (1) und (2) und erhalten

4z, + 3x9 > 8.

Das hilft uns nicht weiter, denn die linke Seite der Ungleichung kann nicht zum
Abschétzen der Zielfunktion benutzt werden. Betrachten wir nun, das 1.5-fache
der Ungleichung (2), so ergibt sich

3$1 + 3:5‘2 2 7.5.

Hieraus schlieen wir: Ist 3z; + 3z > 7.5, dann ist erst recht 3z; + 5z > 7.5,
denn nach (5) gilt ja x5 > 0.
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Daraus kdnnen wir eine Regel fiir die Bestimmung unterer Schranken ableiten.
Haben wir eine neue Ungleichung als Summe von positiv skalierten Ausgangs-
ungleichungen erhalten und hat die neue Ungleichung die Eigenschaft, dass je-
der ihrer Koeffizienten hdchstens so grof3 ist wie der entsprechende Koeffizient
der Zielfunktion, so liefert die rechte Seite der neuen Ungleichung eine untere
Schranke fir den Minimalwert von (1.3).

Diese Erkenntnis liefert uns ein neues mathematisches Problem. Wir suchen nicht-
negative Multiplikatoren (Skalierungsfaktoren) der Ungleichungen (1), (2), (3)
mit gewissen Eigenschaften. Multiplizieren wir (1) mit yq, (2) mit y, und (3) mit
ys, SO darf die Summe 2y, + 2y, + y3 nicht den Wert des ersten Koeffizienten
der Zielfunktion (also 3) Uberschreiten. Analog darf die Summe y; + 2y, + 4ys
nicht den Wert 5 (berschreiten. Und die y; sollen nicht negativ sein. Ferner soll
die rechte Seite der Summenungleichung so gro3 wie moglich werden. Die rech-
te Seite kann man durch 3y, + 5y, + 4y3 berechnen. Daraus folgt, dass wir die
folgende Aufgabe I6sen missen. Bestimme

max 3y, + 5y2 + 4y3

unter den Nebenbedingungen:

21 + 2y + y3 <3
(1.4) Y1 +2ys +4ys <5
Yi,Y2,y3 >0

Auch (1.4) ist ein lineares Programm. Aus unseren Uberlegungen folgt, dass der
Maximalwert von (1.4) hochstens so grol3 ist wie der Minimalwert von (1.3), da je-
de Losung von (1.4) eine untere Schranke fur (1.3) liefert. Betrachten wir z. B. den
Punkt
v = (y1,95,95) = (0,5, 3).

Durch Einsetzen in die Ungleichungen von (1.4) sieht man dass y* alle Unglei-
chungen erfullt. Addieren wir also zum Z-fachen der Ungleichung (2) das 2-fache
der Ungleichung (3), so erhalten wir

3$1 + 53)2 Z 8.5.

Damit wissen wir, dass der Minimalwert von (1.3) mindestens 8.5 ist. Der Punkt
x* liefert gerade diesen Wert, er ist also optimal. Und aulRerdem ist y* eine Opti-
mallosung von (1.4).
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Die hier dargestellten Ideen bilden die Grundgedanken der Dualitdtstheorie der
linearen Programmierung, und sie sind auBRerordentlich niitzlich bei der Entwick-
lung von Algorithmen und in Beweisen. In der Tat haben wir bereits ein kleines
Resultat erzielt, das wir wie folgt formal zusammenfassen wollen.

(1.5) Satz. Es seienc € R*, b € R™, und A sei eine reelle (m,n)-Matrix.
Betrachten wir die Aufgaben

(P) min cT'z unter Az >b, x>0,

(lies: bestimme einen Vektor z*, der Az* > b, z* > 0 erflllt und dessen
Wert cT'z* so klein wie moglich ist),

(D) max y'b unter yTA<c, y>0

(lies: bestimme einen Vektor y*, der y*7A < T, y* > 0 erfuillt und dessen
Wert 3*T'b so groB wie maglich ist),

dann gilt Folgendes:

Seien xo € R™ und yo € R™ Punkte mit Azg > b, 7o > 0 undyl' A < T, yo > 0,
dann gilt
yab < c'zg.

Beweis : Durch einfaches Einsetzen:
Yo b < yg (Amo) = (yp A)zo < ' o
[

Satz (1.5) wird schwacher Dualitatssatz genannt. Fir Optimallésungen x* und
y* von (P) bzw. (D), gilt nach (1.5) y*7b < ¢"z*. Wir werden spater zeigen, dass
in diesem Falle sogar immer y*7b = ¢T'z* gilt. Dies ist allerdings nicht ganz so
einfach zu beweisen wie der obige Satz (1.5).

Unser Beispiel (1.1) stammt aus einer 6konomischen Anwendung. Das lineare
Programm (1.3) haben wir daraus durch mathematische Formalisierung abgeleitet
und daraus durch mathematische Uberlegungen ein neues lineares Programm (1.4)
gewonnen. Aber auch dieses Programm hat einen 6konomischen Sinn.

(1.6) Okonomische Interpretation von (1.4). Als Manager eines (_'_')Ikonzerns
sollte man dariiber nachdenken, ob es iberhaupt sinnvoll ist, die drei Olsorten S,

9
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M, L selbst herzustellen. Vielleicht ist es gar besser, die bendtigten Olmengen auf
dem Markt zu kaufen. Die Manager missen sich also tiberlegen, welche Preise sie
auf dem Markt fur S, M, L gerade noch bezahlen wiirden, ohne die Produktion
selbst aufzunehmen. Oder anders ausgedriickt, bei welchen Marktpreisen fir S,
M, L lohnt sich die Eigenproduktion gerade noch.

Bezeichnen wir die Preise fur eine Mengeneinheit von S, M, L mit y1, ys, y3, SO
sind beim Ankauf der bendtigten Mengen fiir S, M, L genau 3y; + 5ys + 4y3 GE
zu bezahlen. Der erste Crackprozess liefert bei 10 ME Rohéleinsatz 2 ME S, 2
ME M und 1 ME L und verursacht 3 GE Kosten. Wirden wir den Ausstoss des
ersten Crackprozesses auf dem Markt kaufen, so missten wir dafir 2y, + 2y + y3
GE bezahlen. Ist also 2y; + 2y, + y3 > 3, so ist es auf jeden Fall besser, den
Crackprozess 1 durchzufiihren als auf dem Markt zu kaufen. Analog gilt fiir den
zweiten Prozess: Erfiillen die Marktpreise die Bedingung y; + 2ys + 4y3 > 5, SO
ist die Durchfiihrung des Crackprozesses 2 profitabel.

Nur solche Preise y1, v2, y3, die die Bedingungen

201 + 2y + y3 <3
Y1+ 2y +4ys <5
Y1, Y2, Y3 >0

erfillen, kdnnen also das Management veranlassen, auf dem Markt zu kaufen,
statt selbst zu produzieren. Der beim Kauf der durch Liefervertrdge bendtigten
Mengen zu bezahlende Preis belduft sich auf

3y1 + dy2 + 4ys.

Wenn wir diese Funktion unter den obigen Nebenbedingungen maximieren, erhal-
ten wir Preise (in unserem Falle y; = 0, y5 = % Y3 = %), die die Eigenproduktion
gerade noch profitabel erscheinen lassen. Diese Preise werden Schattenpreise ge-
nannt. Sie sagen nichts iber den tatsdchlichen Marktpreis aus, sondern geben in
gewisser Weise den Wert des Produktes fiir den Hersteller an.

Das Resultat y; = 0 besagt z. B., dass das Schwerdl S fur den Hersteller wertlos
ist. Warum? Das liegt daran, dass bei der optimalen Kombination der Crackpro-
zesse mehr Schwerdl anféllt (ndmlich 4.5 ME) als bendtigt wird (3 ME). Das
heil3t, bei jeder Lieferverpflichtung fiir Schwerdl, die zwischen 0 und 4.5 ME
liegt, wiirde sich die optimale Prozess kombination nicht andern, und die gesam-
ten Kosten wéren in jedem Falle die gleichen. Ein gutes Management wird in einer
solchen Situation die Verkaufsmitarbeiter dazu anregen, Schwerdl zu verkaufen.
Bei jedem beliebigen Verkaufspreise winkt (innerhalb eines begrenzten Lieferum-
fangs) Gewinn! Und es gibt weniger Entsorgungsprobleme. Musste der Hersteller
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dagegen eine ME mehr an leichtem Ol L liefern, so miisste die Kombination der
Crackprozesse gedndert werden, und zwar wiirden dadurch insgesamt Mehrkosten
in Hohe von 2 GE anfallen. Analog wiirde bei einer Erhdhung der Produktion von
5 ME mittleren Ols auf 6 ME eine Kostensteigerung um % GE erfolgen.

Diesen Sachverhalt kdnnen wir dann auch so interpretieren. Angenommen, die
Olfirma hat die Prozess niveaus z* = 2, 2 = 0.5 gewdhlt. Ein Mineral6lhandler
mochte 1 ME leichten Ols L zusitzlich kaufen. Ist der Marktpreis mindestens %
GE pro ME L wird die Firma das Geschaft machen, andernfalls ware es besser,
die zusétzliche Einheit nicht selbst zu produzieren sondern von einem anderen
Hersteller zu kaufen. Wiirde der Mineralélhandler 1 ME schweres Ol nachfragen,
wirde die Firma bei jedem Preis verkaufen, denn sie hat davon zu viel.

1.2 Optimierungsprobleme

Wir wollen zunéchst ganz informell, ohne auf technische Spitzfindigkeiten ein-
zugehen, Optimierungsprobleme einfiihren. Sehr viele Probleme lassen sich wie
folgt formulieren.

Gegeben seien eine Menge S und eine geordnete Menge (7, <), d. h. zwischen
je zwei Elementen s,¢ € T gilt genau eine der folgenden Beziehungen s < ¢,
s > t oder s = t. Ferner sei eine Abbildung f : S — T gegeben. Gesucht ist
ein Element z* € S mit der Eigenschaft f(z*) > f(x) fur alle z € S (Maximie-
rungsproblem) oder f(z*) < f(z) fur alle z € S (Minimierungsproblem). Es ist
ublich hierfir eine der folgenden Schreibweisen zu benutzen:

(1.7) max,es f(z) oder max{f(x)|x € S},
' minges f(z) oder min{f(z) |z € S}.
In der Praxis treten als geordnete Mengen (7', <) meistens die reellen Zahlen R,
die rationalen Zahlen Q oder die ganzen Zahlen Z auf, alle mit der natirlichen
Ordnung versehen (die wir deswegen auch gar nicht erst notieren). Die Aufgabe
(1.7) ist viel zu allgemein, um dariiber etwas Interessantes sagen zu kdnnen. Wenn
S durch die Auflistung aller Elemente gegeben ist, ist das Problem entweder sinn-
los oder trivial (man rechnet ganz einfach f(x) fir alle z € S aus). Das heifit, S
muss irgendwie (explizit oder implizit) strukturiert sein, so dass verniinftige Aus-
sagen Uber S moglich sind, ohne dass man alle Elemente in S einzeln kennt. Das
gleiche gilt fur die Funktion f : S — T. Ist sie nur punktweise durch x — f(z)
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gegeben, lohnt sich das Studium von (1.7) nicht. Erst wenn f durch hinreichend
strukturierte “Formeln” bzw. “Eigenschaften” bestimmt ist, weden tieferliegende
mathematische Einsichten mdglich.

Die Optimierungsprobleme, die in der Praxis auftreten, haben fast alle irgendeine
“verniinftige” Struktur. Das muss nicht unbedingt heiRen, dass die Probleme da-
durch auf einfache Weise l6sbar sind, aber immerhin ist es meistens moglich, sie
in das zur Zeit bekannte und untersuchte Universum der verschiedenen Typen von
Optimierungsproblemen einzureihen und zu klassifizieren.

Im Laufe des Studiums werden Ihnen noch sehr unterschiedliche Optimierungs-
aufgaben begegnen. Viele werden von einem der folgenden Typen sein.

(1.8) Ein Kontrollproblem. Gegeben sei ein Steuerungsprozess (z. B. die Be-
wegungsgleichung eines Autos), etwa der Form

&(t) = f(t,2(t), u(t)),
wobei u eine Steuerung ist (Benzinzufuhr). Ferner seien eine Anfangsbedingung
z(0) = xo,
(z. B.: das Auto steht) sowie eine Endbedingung
z(T) =z

(z.B. das Auto hat eine Geschwindigkeit von 50 km/h) gegeben. Gesucht ist eine
Steuerung w fur den Zeitraum [0, 7], so dass z. B.

T
/ u|* dt
0

minimal ist (etwa minimaler Benzinverbrauch).
a

(1.9) Ein Approximationsproblem. Gegeben sei eine (numerisch schwierig aus-
zuwertende) Funktion f, finde eine Polynom p vom Grad n, so dass

|f —pll oder ||f —plle

minimal ist.

12
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(1.10) Nichtlineares Optimierungsproblem. Esseien f, g; (¢ = 1,...,m), h;
(j =1,...,p) differenzierbare Funktionen von R” — R, dann heif3t

min f(x)
gi(z) <0 i=1,...,m

zeR?

ein nichtlineares Optimierungsproblem. Ist eine der Funktionen nicht differen-
zierbar, so spricht man von einem nichtdifferenzierbaren Optimierungsproblem.
Im Allgemeinen wird davon ausgegangen, daB alle betrachteten Funktionen zu-
mindest stetig sind.

O

(1.11) Konvexes Optimierungsproblem. Eine Menge S C R”™ heil3t konvex,
falls gilt: Sind z,y € Sundist A e R, 0 < A < 1,danngilt \x + (1 — \)y € S.
Eine Funktion f : R* — R heil3t konvex, falls firalle A € R, 0 < A < 1 und alle
z,y € R* gilt

M)+ 1 =Nf(y) =z fhz+ (1= A)y).

Ist S C R™ konvex (z. B. kann S wie folgt gegeben sein S = {z € R" | g;(z) < 0,
i =1,...,m} wobei die g; konvexe Funktionen sind), und ist f : R* — R eine
konvexe Funktion, dann ist

min f(z)

z€eS

ein konvexes Minimierungsproblem.

a
(1.12) Lineares Optimierungsproblem (Lineares Programm).
Gegeben seien ¢ € R?, A € R(™™, b ¢ R™, dann heilt
max CT.I
Ax <b
reR”
lineares Optimierungsproblem.
a
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(1.13) Lineares ganzzahliges Optimierungsproblem.

Gegeben seien ¢ € R*, A € R™™) b € R™, dann heilt

maxclz
Azr <b
T € ZL"

lineares ganzzahliges (oder kurz: ganzzahliges) Optimierungsproblem.

O

Selbst bei Optimierungsproblemen wie (1.8), ..., (1.13), die nicht sonderlich all-
gemein erscheinen mogen, kann es sein, dass (bei spezieller Wahl der Zielfunktion
f und der Nebenbedingungen) die Aufgabenstellung (finde ein z* € S, so dass
f(z*) so groR (oder klein) wie moglich ist) keine verniinftige Antwort besitzt. Es
mag sein, dass f tber S unbeschréankt ist; f kann beschrénkt sein tber S, aber
ein Maximum kann innerhalb S nicht erreicht werden, d.h., das "max* mufte ei-
gentlich durch ”sup* ersetzt werden. S kann leer sein, ohne dass dies a priori klar
ist, etc.. Der Leser moge sich Beispiele mit derartigen Eigenschaften tiberlegen!
Bei der Formulierung von Problemen dieser Art muss man sich also Gedanken
darliber machen, ob die betrachtete Fragestellung tberhaupt eine sinnvolle Ant-
wort erlaubt.

In unserer Vorlesung werden wir uns lediglich mit den Problemen (1.12) und
(1.13) beschaftigen. Das lineare Optimierungsproblem (1.12) ist sicherlich das
derzeit fur die Praxis bedeutendste Problem, da sich auRerordentlich viele und
sehr unterschiedliche reale Probleme als lineare Programme formulieren lassen.
AuBerdem liegt eine sehr ausgefeilte Theorie vor, und mit den modernen Verfah-
ren der linearen Optimierung kdnnen derartige Probleme mit Hunderttausenden
(und manchmal sogar mehr) von Variablen und Ungleichungen geltst werden.
Dagegen ist Problem (1.13), viel schwieriger. Die Einschrankung der Ldsungs-
menge auf die zuldssigen ganzzahligen Losungen fuhrt direkt zu einem Sprung
im Schwierigkeitsgrad des Problems. Verschiedene spezielle lineare ganzzahlige
Programme konnen in beliebiger GroRenordnung geltst werden. Bei wenig struk-
turierten allgemeinen Problemen des Typs (1.13) versagen dagegen die Ldsungs-
verfahren manchmal bereits bei weniger als 100 Variablen und Nebenbedingun-
gen.

Uber Kontrolltheorie (Probleme des Typs (1.8)), Approximationstheorie (Proble-
me des Typs (1.9)), Nichtlineare Optimierung (Probleme des Typs (1.10) und
(1.11) werden an der TU Berlin Spezialvorlesungen angeboten. Es ist anzumer-
ken, dass sich sowohl die Theorie als auch die Algorithmen zur Lésung von Pro-
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blemen des Typs (1.8) bis (1.11) ganz erheblich von denen zur Lésung von Pro-
blemen des Typs (1.12) und (1.13) unterscheiden.

1.3 Notation

Wir gehen in der Vorlesung davon aus, dass die Horer die Grundvorlesungen Li-
neare Algebra und Analysis kennen. Wir werden hauptséchlich Methoden der li-
nearen Algebra benutzen und setzen eine gewisse Vertrautheit mit der Vektor- und
Matrizenrechnung voraus.

1.3.1 Grundmengen

Wir benutzen folgende Bezeichnungen:

={1,2,3,...} = Menge der natiirlichen Zahlen,
= Menge der ganzen Zahlen,

Menge der rationalen Zahlen,

= Menge der reellen Zahlen,

AONZ
I

und mit M bezeichnen wir die Menge der nichtnegativen Zahlen in M fir M €
{Z,Q,R}. Wir betrachten Q und R als Kdrper mit der tblichen Addition und
Multiplikation und der kanonischen Ordnung “<”. Desgleichen betrachten wir N
und Z als mit den Ublichen Rechenarten versehen. Wir werden uns fast immer
in diesen Zahlenuniversen bewegen, da diese die fiir die Praxis relevanten sind.
Manche Satze gelten jedoch nur, wenn wir uns auf Q oder R beschrdnken. Um
hier eine saubere Trennung zu haben, treffen wir die folgende Konvention. Wenn
wir das Symbol

K

benutzen, so heifl3t dies immer das K einer der angeordneten Korper R oder Q
ist. Sollte ein Satz nur fur R oder nur fir Q gelten, so treffen wir die jeweils
notwendige Einschrankung.

Fur diejenigen, die sich fir moglichst allgemeine Sétze interessieren, sei an die-
ser Stelle folgendes vermerkt. Jeder der nachfolgend angegebenen Sétze bleibt
ein wahrer Satz, wenn wir als Grundkorper K einen archimedisch angeordneten
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Korper wéhlen. Ein bekannter Satz besagt, dass jeder archimedisch angeordnete
Kdorper isomorph zu einem Unterkorper von R ist, der Q enthdlt. Unsere Sdtze
bleiben also richtig, wenn wir statt K € {Q, R} irgendeinen archimedisch ange-
ordneten Korper K mit Q@ C K C R wabhlen.

Wir kdnnen in fast allen Sétzen (insbesondere bei denen, die keine Ganzzahlig-
keitsbedingungen haben) auch die Voraussetzung “archimedisch” fallen lassen,
d. h. fast alle Satze gelten auch fur angeordnete Korper. Vieles, was wir im K"
beweisen, ist auch in beliebigen metrischen Rd&umen oder Rd&umen mit anderen
als euklidischen Skalarprodukten richtig. Diejenigen, die Spal} an derartigen Ver-
allgemeinerungen haben, sind eingeladen, die entsprechenden Beweise in die all-
gemeinere Sprache zu Ubertragen.

In dieser Vorlesung interessieren wir uns fir so allgemeine Strukturen nicht. Wir
verbleiben in den (fir die Praxis besonders wichtigen) Raumen, die tUber den reel-
len oder rationalen Zahlen errichtet werden. Also, nochmals, wenn immer wir das
Symbol K im weiteren gebrauchen, gilt

K e {R,Q},

und K ist ein Kérper mit den iblichen Rechenoperationen und Strukturen. Natirlich
istKy ={zeK|z>0}

Die Teilmengenbeziehung zwischen zwei Mengen M und N bezeichnen wir wie
ublichmit M C N.Gilt M C Nund M # N, so schreibenwir M C N. M \ N
bezeichnet die mengentheoretische Differenz {x € M | z ¢ N}.

1.3.2 Vektoren und Matrizen

Ist R eine beliebige Menge, n € N, so bezeichnen wir mit
Rn

die Menge aller n-Tupel oder Vektoren der Lange n mit Komponenten aus R.
(Aus technischen Griinden ist es gelegentlich niitzlich, Vektoren z € RP, also
Vektoren ohne Komponenten, zu benutzen. Wenn wir dies tun, werden wir es
explizit erwdhnen, andernfalls setzen wir immer n > 1 voraus.) Wir betrachten
Vektoren x = (z;);=1,.., € R™ immer als Spaltenvektoren d. h.

I
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wollen wir mit Zeilenvektoren rechnen, so schreiben wir z% (lies: x transpo-
niert). Die Menge K" ist bekanntlich ein n-dimensionaler Vektorraum tber K.

Mit "
ZUT»’U = Z TilYi
i=1

bezeichnen wir das innere Produkt zweier Vektoren z,y € K". Wir nennen z
und y senkrecht (orthogonal), falls z7y = 0 gilt. Der K ist fiir uns immer
(wenn nichts anderes gesagt wird) mit der euklidischen Norm

T

]| := VaTz

ausgestattet.

Fur Mengen S, T C K" und o € K benutzen wir die folgenden Standardbezeich-
nungen fir Mengenoperationen

S+T ={z+yeK'|zeSyeT},
S—T ={z—yeK'|zeSyeT},
aS ={azeK" |z €S}

Einige Vektoren aus K" werden hdufig auftreten, weswegen wir sie mit besonde-
ren Symbolen bezeichnen. Mit e; bezeichnen wir den Vektor aus K”, dessen j-te
Komponente 1 und dessen tibrige Komponenten 0

sind. Mit 0 bezeichnen wir den Nullvektor, mit 1 den Vektor, dessen Komponenten
alle 1 sind. Also

0
() 0 1
0 : :
=11, o=|: |, 1=
0

Lo

Welche Dimension die Vektoren e;, 0, 1 haben, ergibt sich jeweils aus dem Zu-
sammenhang.

Fur eine Menge R und m,n € N bezeichnet

R™m) oder R™*"

17
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die Menge der (m, n)-Matrizen (m Zeilen, n Spalten) mit Eintrdgen aus R. (Aus

technischen Griinden werden wir gelegentlich auch n = 0 oder m = 0 zulassen,

d. h. wir werden auch Matrizen mit m Zeilen und ohne Spalten bzw. n Spalten und

ohne Zeilen betrachten. Dieser Fall wird jedoch immer explizit erwéhnt, somit ist

in der Regel » > 1 und m > 1 vorausgesetzt.) Ist A € R(™™ so schreiben wir
A= (aij)i;l,...,m

7j=1,...,n

und meinen damit, dass A die folgende Form hat

aixp Q2 ... Q1p
A G21 Q22 ... Q2q ’
Um1 Am2  --- Gmn
Wenn nichts anderes gesagt wird, hat A die Zeilenindexmenge M = {1,...,m}

und die Spaltenindexmenge N = {1,...,n}. Die j-te Spalte von A ist ein m-
Vektor, den wir mit A.; bezeichnen,

a1j

amj

Die i-te Zeile von A ist ein Zeilenvektor der Lénge n, den wir mit A;. bezeichnen,
d. h.

AZ‘. = (a,-l, Ai2y v v vy ain)-
Wir werden in dieser Vorlesung sehr hdufig Untermatrizen von Matrizen konstru-
ieren, sie umsortieren und mit ihnen rechnen missen. Um dies ohne Zweideutig-
keiten durchfiihren zu kdnnen, fiihren wir zusétzlich eine etwas exaktere als die
oben eingefiihrte Standardbezeichnungsweise ein.

Wir werden — wann immer es aus technischen Griinden notwendig erscheint —
die Zeilen- und Spaltenindexmengen einer (m, n)-Matrix A nicht als Mengen son-
dern als Vektoren auffassen. Wir sprechen dann vom
vollen Zeilenindexvektor M = (1,2,...,m)
vollen Spaltenindexvektor N = (1,2,...,n)
von A. Ein Zeilenindexvektor von A ist ein Vektor mit héchstens m Kompo-

nenten, der aus M durch Weglassen einiger Komponenten von M und Permuta-
tion der tibrigen Komponenten entsteht. Analog entsteht ein Spaltenindexvektor

18
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durch Weglassen von Komponenten von N und Permutation der tibrigen Kompo-
nenten. Ist also

I = (iy,149,...,%,) ein Zeilenindexvektor von A und
J = (j1,J2,---,7q) e€in Spaltenindexvektor von A,

so giltimmer is,4; € {1,...,m} und is # i, fur 1 < s < ¢ < m, und analog gilt
Jsyje € {1,...,n}und js # j, fur 1 < s <t < n. Wir setzen

am-l amé e aiqu
Qiyjy  Qisgo
Apy = . .

Qipji Qipjy -« iy

und nennen A;; Untermatrix von A.

Ayyistalso eine (p, g)-Matrix, die aus A dadurch entsteht, dass man die Zeilen, die
zu Indizes gehoren, die nicht in I enthalten sind, und die Spalten, die zu Indizes
gehoren, die nicht in J enthalten sind, streicht und dann die so entstehende Matrix
umsortiert.

Ist I = (¢) und J = (j), so erhalten wir zwei Darstellungsweisen fir Zeilen
bzw. Spalten von A:

AIN = Az ’

AMJ = AJ .

Aus Griinden der Notationsvereinfachung werden wir auch die folgende (etwas
unsaubere) Schreibweise benutzen. Ist M der volle Zeilenindexvektor von A und
I ein Zeilenindexvektor, so schreiben wir auch

IC M,
obwohl 7 und M keine Mengen sind, und fiir i € {1, ..., m} benutzen wir
i€l oderi¢l,

um festzustellen, dass ¢ als Komponente von I auftritt oder nicht. Analog verfah-
ren wir beziiglich der Spaltenindizes.

Gelegentlich spielt die tatsachliche Anordnung der Zeilen und Spalten keine Rol-
le. Wenn also z. B. I C {1,...,n}und J C {1,...,m} gilt, dann werden wir
auch einfach schreiben

Ary,
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obwohl diese Matrix dann nur bis auf Zeilen- und Spaltenpermutationen definiert
ist. Wir werden versuchen, diese Bezeichnungen immer so zu verwenden, dass
keine Zweideutigkeiten auftreten. Deshalb treffen wir ab jetzt die Verabredung,
dass wir — falls wir Mengen (und nicht Indexvektoren) I und .J benutzen — die
Elemente von I = {i,...,i,} und von J = {ji,...,j,} kanonisch anordnen,
d. h. die Indizierung der Elemente von I und J sei so gewdhlt, dass i1 < iy <
... <ipund j; < jo < ... < j, gilt. Bei dieser Verabredung ist dann A;; die
Matrix die aus A durch Streichen der Zeilen ¢, ¢« ¢ I, und der Spalten j, j & J,
entsteht.

Ist7 C{1,...,m}und J C {1,...,n} odersind I und J Zeilen- bzw. Splalten-
indexvektoren, dann schreiben wir auch

Ay statt  Apn

A.J statt AMJ

Aj. entsteht also aus A durch Streichen der Zeilen 7, 7 ¢ I, A.; durch Streichen
der Spalten j, j & J.

Sind 4, B € Kmm ¢ € K™ o € K, so sind

dieSumme A + B,
das Produkt «A,
das Matrixprodukt AC

wie in der linearen Algebra tblich definiert.

Fur einige hdufig auftretende Matrizen haben wir spezielle Symbole reserviert.
Mit 0 bezeichnen wir die Nullmatrix (alle Matrixelemente sind Null), wobei sich
die Dimension der Nullmatrix jeweils aus dem Zusammenhang ergibt. (Das Sym-
bol 0 kann also sowohl eine Zahl, einen Vektor als auch eine Matrix bezeich-
nen). Mit I bezeichnen wir die Einheitsmatrix. Diese Matrix ist quadratisch, die
Hauptdiagonalelemente von I sind Eins, alle Gbrigen Null. Wollen wir die Di-
mension von I betonen, so schreiben wir auch 1,, und meinen damit die (n, n)-
Einheitsmatrix. Diejenige (m, n)-Matrix, bei der alle Elemente Eins sind, bezeich-
nen wir mit E. Wir schreiben auch E,,, ,, bzw. E,,, um die Dimension zu spezifizie-
ren (E, isteine (n, n)-Matrix). Ist z ein n-Vektor, so bezeichnet diag(z) diejenige
(n,n)-MatriX A= (aij) mit Ay = T (Z =1,.. .,’I’I,) und Qi; = 0 (’l, 7é ]) Wir
halten an dieser Stelle noch einmal Folgendes fest: Wenn wir von einer Matrix A
sprechen, ohne anzugeben, welche Dimension sie hat und aus welchem Bereich
sie ist, dann nehmen wir implizit an, dass A € K™ gilt. Analog gilt immer
x € K", wenn sich nicht aus dem Zusammenhang anderes ergibt.
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1.3.3 Kombinationen von Vektoren, Hullen, Unabhangigkeit

Ein Vektor x € K™ heifdt Linearkombination der Vektoren z+, . .., z; € K", falls
es einen Vektor A = (A1, ..., \x)T € K* gibt mit

k
=1

Gilt zusatzlich

A>0 konische
M1 =1 so heiflt x affine Kombination
und M1 =1

A>1 konvexe

der Vektoren x4, ..., z;. Diese Kombinationen heil3en echt, falls weder A = 0
noch A =¢; fireinj € {1,...,k} gilt.

Fir eine nichtleere Teilmenge S C K" heil3t

lin(S) lineare

cone(S) . konische "

aff(S) die affine Hille von S, d.h.
conv(S) konvexe

die Menge aller Vektoren, die als lineare (konische, affine oder konvexe) Kombi-
nation von endlich vielen Vektoren aus S dargestellt werden kdnnen. Wir setzen
aulRerdem

lin(@) := cone(P) := {0},
aff(p) := conv(0) := 0.
Ist A eine (m,n)-Matrix, so schreiben wir auch
lin(A), cone(A), aff(A), conv(A)

und meinen damit die lineare, konische, affine bzw. konvexe Hille der Spalten-
vektoren A.q, Ao, ..., A, von A. Eine Teilmenge S C K™ heil3t

linearer Raum S =lin(S)
Kegel falls S = cone(S)
affiner Raum S = aff(S)
konvexe Menge S = conv(S)
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Eine nichtleere endliche Teilmenge S C K" heif3t linear (bzw. affin) unabhan-
gig, falls kein Element von S als echte Linearkombination (bzw. Affinkombina-
tion) von Elementen von S dargestellt werden kann. Die leere Menge ist affin,
jedoch nicht linear unabhéngig. Jede Menge S C K", die nicht linear bzw. affin
unabhangig ist, heilt linear bzw. affin abhangig. Aus der linearen Algebra wis-
sen wir, dass eine linear (bzw. affin) unabhéngige Teilmenge des K" hochstens n
(bzw. n + 1) Elemente enthélt. Fur eine Teilmenge S C K" heil’t die Kardina-
litdt einer groRten linear (bzw. affin) unabhangigen Teilmenge von S der Rang
(bzw. affine Rang) von S. Wir schreiben dafiir rang(.S) bzw. arang(S). Die Di-
mension einer Teilmenge S C K", Bezeichnung: dim(S), ist die Kardinalitét
einer groften affin unabhéngigen Teilmenge von S minus 1, d. h. dim(S) =
arang(S) — 1.

Der Rang einer Matrix A, bezeichnet mit rang(A), ist der Rang ihrer Spalten-
vektoren. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass rang(A) mit dem Rang der
Zeilenvektoren von A Ubereinstimmt. Gilt fir eine (m, n)-Matrix A, rang(4) =
min{m, n}, so sagen wir, dass A vollen Rang hat. Eine (n,n)-Matrix mit vol-
lem Rang ist regular, d. h. sie besitzt eine (eindeutig bestimmte) inverse Matrix
(geschrieben A~1) mit der Eigenschaft AA~! = I.

22



Kapitel 2

Polyeder

Das Hauptanliegen dieser Vorlesung ist die Behandlung von Problemen der linea-
ren Programmierung. Man kann die Verfahren zur Losung derartiger Probleme
rein algebraisch darstellen als Manipulation von linearen Gleichungs- und Un-
gleichungssystemen. Die meisten Schritte dieser Algorithmen haben jedoch auch
eine geometrische Bedeutung; und wenn man erst einmal die geometrischen Prin-
zipien und Regeln verstanden hat, die hinter diesen Schritten liegen, ist es viel
einfacher, die Algorithmen und ihre Korrektheitsbeweise zu verstehen. Wir wol-
len daher in dieser Vorlesung einen geometrischen Zugang wéhlen und zunédchst
die Losungsmengen linearer Programme studieren. Speziell wollen wir unser Au-
genmerk auf geometrische Sachverhalte und ihre algebraische Charakterisierung
legen. Dies wird uns helfen, aus geometrischen Einsichten algebraische Verfahren
abzuleiten.

(2.1) Definition.
(a) Eine Teilmenge G C K" heifst Hyperebene, falls es einen Vektor a €
K" \ {0} und o € K gibt mit
G={zecK"|a'z=a}.
Der Vektor a heilst Normalenvektor zu G.

(b) Eine Teilmenge H C K™ heilst Halbraum, falls es einen Vektor a € K™ \
{0} und o € K gibt mit

H={zeK"|ad"z <a}.
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Wir nennen a den Normalenvektor zu H. Die Hyperebene G = {x € K" |
a’x = a} heilt die zum Halbraum H gehérende Hyperebene oder die H
berandende Hyperebene, und H heilst der zu G gehdérende Halbraum.

(c) Eine Teilmenge P C K" heil3t Polyeder, falls es einm € Z ., eine Matrix
A € K™™) und einen Vektor b € K™ gibt mit

P={xeK"| Az < b}.
Um zu betonen, dass P durch A und b definiert ist, schreiben wir auch

P =P(A,b) :={r e K" | Az < b}.

(d) Ein Polyeder P heilst Polytop, wenn es beschrankt ist, d. h. wenn es ein
BeK, B>0gibtmitP C {z € K" | ||z|]| < B}.

Polyeder kdnnen wir natiirlich auch in folgender Form schreiben

i=1

Halbrdume sind offensichtlich Polyeder. Aber auch die leere Menge ist ein Po-
lyeder, denn @ = {z | 0Tx < —1}, und der gesamte Raum ist ein Polyeder,
denn K" = {z | 0Tz < 0}. Sind alle Zeilenvektoren A;. von A vom Nullvektor
verschieden, so sind die bei der obigen Durchschnittsbildung beteiligten Mengen
Halbrdume. Ist ein Zeilenvektor von A der Nullvektor, sagen wir A;. = 07, so ist
{z € K" | A;.z < by} entweder leer (falls b; < 0) oder der gesamte Raum K"
(falls b; > 0). Das heift, entweder ist P( A, b) leer oder die Mengen {z | A;. < b;}
mit A;. = 0 kdnnen bei der obigen Durchschnittshildung weggelassen werden.
Daraus folgt

Jedes Polyeder P # K" ist Durchschnitt von endlich vielen Halbrdumen.

Gilt P = P(A,b), so nennen wir das Ungleichungssystem Az < b ein P definie-
rendes System (von linearen Ungleichungen). Sind o > 0und 1 < i < j < m,
so gilt offensichtlich

P(A,b) = P(A,b)N{z | cdiz < ab} N{z | (A + Aj.)x < b; + b}

Daraus folgt, dass A und b zwar P = P(A, b) eindeutig bestimmen, dass aber P
unendlich viele Darstellungen der Form P(D, d) hat.
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(2.2) Beispiel. Wir betrachten das Ungleichungssystem

1) 2z < 5
2) —or, < 1
(3) —z; — =z < -1
(4) 2z; + 9z, < 23
(5) 6x; —2x9 < 13

Hieraus erhalten wir die folgende Matrix A und den Vektor b:

2 0 5
0 -2 1
A=1] -1 -1 b=| -1
2 9 23
6 -2 13

Das Polyeder P = P(A,b) ist die Losungsmenge des obigen Ungleichungssy-
stems (1),...,(5) und ist in Abbildung 2.1 graphisch dargestellt.

®)
O]

— -
N - —0,2 W//ﬁ ’

A
@

Abb. 2.1
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Die Mengen zuléssiger Losungen linearer Programme treten nicht immer in der
Form Az < b auf. Haufig gibt es auch Gleichungen und vorzeichenbeschrankte
Variable. Vorzeichenbeschrankungen sind natiirlich auch lineare Ungleichungssy-
steme, und ein Gleichungssytem Dx = d kann in der Form von zwei Unglei-
chungssystemen Dx < d und —Dx < —d geschrieben werden. Allgemeiner gilt

(2.3) Bemerkung. Die Ldsungsmenge des Systems

Bz + Cy =c
Dz + Ey <d
T >0

reKRP, yeki

ist ein Polyeder.

Beweis : Setze n := p + ¢ und

B C c

-B -C —C

A= D E , b:= d
—I 0 0

dann ist P(A,b) die Losungsmenge des vorgegebenen Gleichungs- und Unglei-
chungssystems. a

Ein spezieller Polyedertyp wird uns haufig begegnen, weswegen wir fur ihn eine
besondere Bezeichnung wihlen wollen. Fir A € Km™ b € K™ setzen wir

P=(A,b):={z € K" | Az = b,z > 0}.

Nicht alle Polyeder kdnnen in der Form P=(A, b) dargestellt werden, z. B. nicht
P={zeK|z <1}

Wir werden spater viele Satze (iber Polyeder P beweisen, deren Aussagen darstel-
lungsabhéangig sind, d. h. die Art und Weise, wie P gegeben ist, geht explizit in
die Satzaussage ein. So werden sich z. B. die Charakterisierungen gewisser Poly-
edereigenschaften von P(A, b) (zumindest formal) von den entsprechenden Cha-
rakterisierungen von P=(A, b) unterscheiden. Darstellungsabhéngige Sétze wol-
len wir jedoch nur einmal beweisen (normalerweise fiir Darstellungen, bei denen
die Resultate besonders einpragsam oder einfach sind), deshalb werden wir uns
nun Transformationsregeln tiberlegen, die angeben, wie man von einer Darstel-
lungsweise zu einer anderen und wieder zurtick kommt.
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(2.4) Transformationen.

Regel I: Einfuhrung von Schlupfvariablen

Gegeben seien a € K", a € K. Wir schreiben die Ungleichung
(i)aTz < o

in der Form einer Gleichung und einer Vorzeichenbeschrénkung
(iYaTz+y=0a, y>0.

y ist eine neue Variable, genannt Schlupfvariable.

Es gilt:

¢ erfillt (i) = (x) erfilllt (ii) fir y = o — a”x.
Yy

(‘”)erfuut (i) = erfillt (i).
y

Allgemein: Ein Ungleichungssystem Az < b kann durch Einfiihrung eines Schlupf-
variablenvektors y transformiert werden in ein Gleichungssystem mit \orzeichen-
bedingung Az + y = b, y > 0. Zwischen den Losungsmengen dieser beiden Sy-
steme bestehen die oben angegebenen Beziehungen. P (A, b) und {(z) e Krtm |
Az + Iy = b,y > 0} sind jedoch zwei durchaus verschiedene Polyeder in ver-
schiedenen Vektorrdumen.

Regel I1l: Einfihrung von vorzeichenbeschrankten Variablen

Ist z eine (eindimensionale) nicht vorzeichenbeschréankte Variable, so kbnnen wir
zwei vorzeichenbeschrankte Variablen z+ und z— einfiihren, um z darzustellen.
Wir setzen

z:=x2t—z= mit 2zt >0 27 >0.

O

Mit den Regeln 1 und Il aus (2.4) kdnnen wir z. B. jedem Polyeder P(A, b) C K"
ein Polyeder P=(D, d) C K**™ wie folgt zuordnen. Wir setzen

D= (A,-A,1,), d:=b,
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d. h. es gilt

x
P=(D,d) = (y) eK*™™ | Az — Ay +2=0b, 2,y,2>0

z

Es ist tiblich, die oben definierten Polyeder P(A, b) und P=(D, d) &quivalent zu
nennen. Hierbei hat “Aquivalenz” folgende Bedeutung.

Fur z € K sei
o=z, 2T mit zf = max{0, z;},
o= (zy,..,2,)T mit x; = max{0, —x;},
dann gilt:
o+
x € P(A,b) = = | € P7(D,d) furz=b— Ax
z
U
v | € P7(D,d) = zx:=u—v € P(AD).
w

Besonders einfache Polyeder, auf die sich jedoch fast alle Aussagen der Poly-
edertheorie zurtickfiihren lassen, sind polyedrische Kegel.

(2.5) Definition. Ein Kegel C' C K" heif3t polyedrisch genau dann, wenn C ein
Polyeder ist.

O

(2.6) Bemerkung. Ein Kegel C C K™ ist genau dann polyedrisch, wenn es eine
Matrix A € K™ gibt mit
C = P(A,)0).

Beweis : Gilt C = P(A,0), so ist C ein Polyeder und offensichtlich ein Kegel.

Sei C ein polyedrischer Kegel, dann existieren nach Definition (2.1) (c) eine Ma-
trix A und ein Vektor b mit C' = P(A, b). Da jeder Kegel den Nullvektor enthilt,
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gilt 0 = A0 < b. Angenommen, es existiert ein z € C mit AT £ 0, d. h. es
existiert eine Zeile von A, sagen wir A;., mitt := A;. T > 0. Da C ein Kegel ist,
gilt \z € C fir alle A € K, . Jedoch fiir X := % + 1 gilt einerseits \z € C und
andererseits A;.(AT) = At > b;, ein Widerspruch. Daraus folgt, fiir alle = € C gilt
Az < 0. Hieraus ergibt sich C = P(A,0). [

In der folgenden Tabelle 2.1 haben wir alle moglichen Transformationen aufgeli-
stet. Sie soll als “Nachschlagewerk’ dienen.
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Transformation

nach By <d
y =2 0 y =2 0
von
B A b (A,—A)y=1b A —A
Av="b (-A)yf(—b> 450 _a o oa)vsC
hierbei ist Y=g N y=0
-€) | -
= max{0,z;} T y:(x—>
= max{0, —z;}
Az < b Ay < b (A,-A,T)y="> (A,—A)y<b
zT zT
y=| z~ y_($_>
b— Az
Az =b A b Ay =b
—A <|-b A b
z >0 _7 v 0 y >0 (—A)y 5(—b>
y =z
Az <b A< (P (4,0)y =b Ay <b
—1)7=\0
z>0 y 20 y >0
y=z
y=gz




Kapitel 3

Fourier-Motzkin-Elimination und
Projektion

In diesem Kapitel untersuchen wir die folgende Frage: Wie kann man herausfin-
den, ob ein lineares Ungleichungssystem Ax < b eine Ldsung hat oder nicht?
Nehmen wir an, dass A und b rational sind (wenn man Computer benutzen will,
muss man diese Annahmen sowieso machen), dann konnen wir die Elemente
von @Q* durchnummerieren und iterativ jedes Element dieser Folge in das Sy-
stem Az < b einsetzen. Falls Az < b l6sbar ist, werden wir nach endlich vielen
Schritten einen zuldssigen Vektor finden. Hat Az < b keine zuldssige Losung, so
lauft diese Enumeration unendlich lange. Kann man die Unlosbarkeit vielleicht
auch mit einem endlichen Verfahren priifen? Wir werden hierauf in diesem Kapi-
tel eine positive Antwort geben.

Wir beginnen mit der Beschreibung eines Algorithmus, der aus einer (m,n)-
Matrix A und einem Vektor b € K™ eine (r, n)-Matrix D und einen Vektor d € K"
macht, so dass eine Spalte von D aus lauter Nullen besteht und dass gilt:

Az < b hat eine Losung genau dann, wenn Dz < d eine Losung hat.

3.1 Fourier-Motzkin-Elimination

(3.1) Algorithmus. Fourier-Motzkin-Elimination (der j-ten Variablen).

Input: Eine (m,n)-Matrix A = (a;;), ein Vektor b € K™ und ein Spaltenindex
j€{1,...,n} der Matrix A.
Output: Eine (r,n)-Matrix D = (d,;) (r wird im Algorithmus berechnet) und ein
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Vektor d € K", so dass die j-te Spalte von D, bezeichnet mit D.;, der Nullvektor
Ist.

Schritt 1. Partitioniere die Menge der Zeilenindizes M = {1, ..., m} von A wie
folgt:

N::{iEM\aU<O},
ZI:{i€M|CLij:O},
P::{iEM\aij>0}.

(Die Menge Z U (N x P) wird die Zeilenindexmenge von D. Diese kann librigens
leer und r = 0 sein.)

Schritt 2. Setzer :== |ZU(N x P)|,R:={1,...,r},undseiP: R — ZU(N X
P) eine Bijektion (d.h. eine kanonische Indizierung der Elemente von Z U (N x

P)).
Schritt 3. Fiihre fir i = 1,2,...,r aus:

(a) Fallsp(i) € Z, dann setze D;. := Ap)., d; := by(i)
(d.h., die i-te Zeile von D ist gleich der p(i)-ten Zeile von A).
(b) Fallsp(i) = (s,t) € N x P, dann setze
D;. := ajAs. — a4,

di = atjbs — asjbt

(d.h., das a,;-fache dert-ten Zeile von A wird vom a.;-fachen der s-ten
Zeile von A abgezogen und als i-te Zeile von D betrachtet).

Ende.

Bevor wir den Algorithmus analysieren, betrachten wir ein Beispiel:

(1) =Tz + 6z, <25
(2) + a1 —bz < 1
(3) + x < 7
(4) — x1 + 2z <12
(5) — a1 =3z, <1
6) +2x; — 2y <10

Wir wollen die zweite Variable z, eliminieren und erhalten in Schritt 1 von (3.1):

N=1{2,56}, Z={3}, P={1,4}.
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Daraus ergibt sich |Z U (N x P)| = 7. Die Nummerierung der Zeilen von D ist
dann R = {1,...,7}, und wir setzen:

p(l) =3, p(2) = (2a1)a p(3) = (2’4)’ p(4) = (5’1)’ p(5) = (5>4)’ p(G) =
(6,1), p(7) = (6,7).
Die zweite Zeile von D ergibt sich dann als die Summe vom 6-fachen der zweiten

Zeile von A und dem 5-fachen der ersten Zeile von A. Die zweite Ungleichung
des Systems Dz < d hat somit die Form —29x; + 0z, < 131.

Insgesamt ergibt sich (wenn wir die aus lauter Nullen bestehende zweite Spalte
weglassen), das folgende System Dz < d:

(2) — 29z, < 131
(3) — 3z < 62
(4) — 27z; < 81
(5) — b5z < 38
6) + 513 < 8

Ganz offensichtlich kdnnen einige der Koeffizienten gekirzt werden. Wir sehen,
dass die Zeilen (1), (6), (7) obere und die Ungleichungen (2), (3), (4), (5) unte-
re Schranken auf den fur x; zuldssigen Wert liefern. Wir sehen aber auch, dass
die Eliminationsmethode viele Uberflissige (wir werden das spéter redundante
nennen) Ungleichungen liefert. Wir wollen nun das Ergebnis der Elimination der
j-ten Variablen analysieren. Wir schauen zunéchst einige Trivialfélle an.

Wenn alle Elemente der Spalte A.; Null sind, so ist A = D, und wir haben (noch)
nichts erreicht. Gilt M = P oder M = N, sind also alle Elemente der Spalte A.;
von Null verschieden und haben dasselbe Vorzeichen, dann ist » = 0 und somit D
die leere Matrix mit 0 Zeilen und n Spalten. P(D, d) ist dann der gesamte Raum
K™,

(3.2) Satz. Sei A € K™, b € K™, j ein Spaltenindex von A, und seien D €
K™ d € K" die in (3.1) konstruierte Matrix bzw. Vektor. Es gilt:

(a) Die j-te Spalte von D ist der Nullvektor.

(b) Jede Ungleichung D;.x < d;, i = 1,...,r, ist eine konische Kombination
der Ungleichungen A,.x < by, k = 1,...,m, d. h. es existiert ein \Vektor
uw€R™ u>0mitu’ A= D, undu”b = d;.
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(c) Daraus folgt, es existiert eine (r,m)-Matrix U, U > 0, mitUA = D und
Ub=d.

(d) Seiz € K" mitz; = 0, sei e; der j-te Einheitsvektor und seien N, Z, P die
in Schritt 1 von (3.1) definierten Mengen.

Setzen wir:
1 _ .. .
A= _(bz — All‘) firalle i € PUN
Cl,ij
J oo falls N =
| max{\ | i e N} falls N # ()
U +o0 falls P = 0.
" | min{\ | i € P} falls P # ().
Dann gilt
(d,) 7€ P(D,d) = L<Uundz+ Xej € P(A,b)V A€ [L,U]

(d2) T4+ Xej e P(Ab) = Xe[L,Ulundz € P(D,d).

Beweis :

(@) Falls D die leere Matrix ist, so ist die Behauptung natirlich richtig. Wurde
eine Zeile 5 von D in Schritt 3 (a) definiert, so ist d;; = 0, da ap;); = 0.
Andernfalls gilt d;; = a;;a5; — asja,; = 0 nach Konstruktion. Das heif3t, die
j-te Spalte D.; von D ist der Nullvektor. Man beachte auch, dass im Falle
N = ( oder P =0, D nuraus den Zeilen A;. von A besteht miti € Z.

(b) ist offensichtlich nach Definition und impliziert (c).
(d) Seiz € K* mitz; = 0 ein beliebiger Vektor.

(d;) Angenommen z € P(D, d). Wir zeigen zunéchst, dass L < U qilt.
Ist P = () oder N = (), so gilt offensichtlich L < U nach Definition.
Wir kdnnen also annehmen, dass P # 0, N # ( gilt. Es seien s €
N,t € Pund ¢ € R so gewdhlt, dass p(¢g) = (s,t) und Ay = L,
A+ = U gelten.
Dann gilt

atjAs.E — asjAt.f = Dq.f < dq = atjbs - a'sjbta
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woraus folgt
asj(bt - Atf) S atj(bs - ASI)

und somit (wegen a4; > 0 und a,; < 0)

1 1
U=X\=—(b— A7) > — (b, — A,.Z) =\, = L.
Asj

Qg

Wir zeigen nun A;. (z+ ;) < b; furalle A € [L,U]undallei € M = PUNUZ,
wobei e; den j-ten Einheitsvektor bezeichnet.

Isti € Z,sogibteseinj € Rmitp(j) =iund D;. = A;.,d; = b;. Aus D;. 7 < d;
folgt daher die Behauptung.

Isti € P, dann gilt U < 400 und somit

Analog folgt die Behauptung fiir i € N.

Der Beweis (d5) sei dem Leser Uiberlassen. O
(3.3) Folgerung. P(A,b) # 0 < P(D,d) # 0. O
Sprechweise fir (3.3):

Az < bist konsistent (I6shar) <= Dz < d ist konsistent (Iosbar).

Die Fourier-Motzkin-Elimination der j-ten Variablen kann man natirlich auch auf
ein System von normalen und strikten Ungleichungen anwenden. Eine Nachvoll-
ziehung des obigen Beweises liefert:

(3.4) Satz. Seien A eine (m,n)-Matrix, b € K™, j € {1,...,n} und I, J eine
Partition der Zeilenindexmenge M = {1,...,m}. Seien D € K™*", d € K"
die durch Fourier-Motzkin-Elimination der Variablen j gewonnene Matrix bzw.
\Vektor.

Setze E :=p ' (ZNI)U((N x P)n (I xI))), F :== R\ E, (wobei p die in
(3.1) Schritt 2 definierte Abbildung ist),

dann gilt:
Das System

Ar.x < by, Aj.x < by hat eine Lésung genau dann, wenn
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das System

Dg.x < dg,Dp.x < dp eine LOsung hat.

Beweis : Hausaufgabe.

Wir kdnnen nun die Fourier-Motzkin-Elimination sukzessive auf alle Spaltenin-
dizes anwenden. Ist in einem Schritt die neu konstruierte Matrix leer, so ist das
System konsistent. Wir wollen herausfinden, was passiert, wenn Az < b nicht
konsistent ist. Wir nehmen daher an, dass keine der sukzessiv konstruierten Ma-
trizen leer ist.

Eliminieren wir die 1. Spalte von A, so erhalten wir nach Satz (3.2) eine (r1,n)-
Matrix D; und einen Vektor d; € K™ mit

Az < bkonsistent <= D,z < d; konsistent.

Die erste Spalte von Dy ist eine Nullspalte. Nun eliminieren wir die zweite Spalte
von D; und erhalten mit Satz (3.2) eine (r¢, n)-Matrix Dy und einen Vektor d, €
K"2 mit

D,z < d; konsistent <= D,z < dy konsistent

Die erste und die zweite Spalte von D, bestehen aus lauter Nullen. Wir eliminieren
nun die dritte Spalte von D, und fahren auf diese Weise fort, bis wir die n-te Spalte
eliminiert haben. Insgesamt erhalten wir:

Az < bkonsistent <= D;z < d; konsistent. < ... <= D,z < d,, konsistent.

Was haben wir durch diese dquivalenten Umformungen gewonnen? Nach Kon-
struktion hat die n-te Matrix D,, dieser Folge von Matrizen nur noch Nullspal-
ten, ist also eine Nullmatrix. Das System D,z < d,, ist also nichts anderes als
0z < d,, und die Konsistenz dieses letzten Ungleichungssystems ist dquivalent
zur Konsistenz von Az < b. Die Konsistenz von 0z < d,, ist trivial Gberprifbar,
denn 0z < d, hat genau dann keine LOsung, wenn der Vektor d,, € K™ eine
negative Komponente hat; das heif3t, d,, > 0 ist dquivalent zur Konsistenz von
Ax <b.

Aus Satz (3.3) folgt auRerdem Folgendes: Es existiert eine Matrix U; € K(ri-m)
mit U; > 0 und
D1 = UlA , d1 = Ulb
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Erneute Anwendung von (3.3) liefert die Existenz einer Matrix U, € K{2:"1) mit
U, > 0und
D2 = U2D1 ) d2 = U2d1

Setzen wir die Schlussweise fort, so erhalten wir eine Matrix U,, € K(»"n—1) mit
U, > 0und
0=D,=U,Dy, 4 ’ dp = Updp 1

Fur die Matrix

gilt dann
uv>0 , 0=UA , d,=Ub

Daraus folgt, dass jede Zeile von 0 = D,, eine konische Kombination von Zeilen
von A ist.

Wir haben uns oben tberlegt, dass Az < b genau dann nicht konsistent ist, wenn
D,z < d, nicht konsistent ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine Kom-
ponente von d,, gibt, die negativ ist, anders ausgedriickt, wenn es einen Vektor
u (eine Zeile der Matrix U) gibt mit 07 = «T A und uTb < 0. Fassen wir diese
Beobachtung zusammen.

(3.5) Folgerung. Esseien A € K(™™ undb € K™, dann gilt: Das Ungleichungs-
system Ax < b hat genau dann keine Ldsung, wenn es einen Vektor u € K™,
u > 0 gibt mitu” A = 07 und u™b < 0.

O

Diese (einfache) Konsequenz aus unserem Eliminationsverfahren (3.1) ist eines
der nitzlichsten Resultate der Polyedertheorie.

Erganzende Abschweifung

Das Fourier-Motzkin-Eliminationsverfahren ist ein Spezialfall eines allgemeinen
Projektionsverfahrens auf lineare Teilrdume des K”.

(3.6) Definition. Sei L ein linearer Unterraum von K". Ein Vektorz € K™ heifst
orthogonale Projektion eines Vektors x € K" auf L, fallsT € L und
(x —z)TT =0 gilt

(3.7) Bemerkung. Sei B € K™ eine Matrix mit vollem Zeilenrang, L =
{z € K"|Bzx = 0}, dann ist fiir jeden Vektor x € K", der \ektor

7:= (I — B"(BB")"'B)z
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die orthogonale Projektion auf L.

Die Fourier-Motzkin-Elimination der j-ten Variablen kann man, wie wir jetzt zei-
gen, als orthogonale Projektion von P(A, b) auf den Vektorraum L = {z|z; = 0}
deuten.

Wir zeigen nun, wie man ein Polyeder P(A,b) auf L = {y|cTy = 0},¢ # 0,
projiziert.

(3.8) Algorithmus. Orthogonale Projektion eines Polyeders auf
L = {y|cTy = 0}, ¢ # 0 (kurz: Projektion entlang c).

Input: Ein Vektor c € K™, ¢ # 0 (die Projektionsrichtung),
eine Matrix A € K(mm) |
ein Vektor b € K™.

Output: Eine Matrix D € K™ (r wird im Algorithmus berechnet),
ein Vektor d € K"

(1) Partitioniere die Menge M = {1, ..., m} der Zeilenindizes von A wie folgt

N:={ie M| A;.c <0},
Z:={ieM]|A.c=0},
P:={ie M| A.c>0}.

(2) Setze
r:=|ZUN x P|,
R:={1,2,...,r}, und
p: R— ZUN x P sei eine Bijektion.

(3) Fir i =1,2,...,r filhre aus:
(@) Istp(i) € Z, dann setze
Dj. := ApGi). » di = by -
(D. h. die i-te Zeile von D ist gleich der p(i)-ten Zeile von A.
(b) Istp(i) = (s,t) € N x P, dann setze

Di, = (At,C)AS, — (AS,C)At,,
di = (At,C)bs — (AS,C)bt.

(4) Gib D und d aus.

Ende. g
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(3.9) Satz. Seien D € K™ und d € K" die in (3.1) konstruierte Matrix bzw.
\Vektor. Dann gilt

(a) Die Zeilen von D sind orthogonal zu c, d.h., die Zeilenvektoren von D sind
in L = {y|c"y = 0} enthalten und konische Kombinationen der Zeilen von
A.

(b) P(D,d)nN L ist die orthogonale Projektion von P(A, b) auf L.

(3.10) Satz. Die Projektion eines Polyeders ist ein Polyeder!

Durch sukzessive Projektion kann man ein Polyeder auf einen beliebigen Unter-
raum {y| By = 0} projizieren.

3.2 Lineare Optimierung und Fourier-Motzkin-Elimination

Die Fourier-Motzkin-Elimination ist nicht nur eine Projektionsmethode, man kann
sie auch zur Losung linearer Programme verwenden. Dies geht wie folgt. Wir be-
ginnen mit einem linearen Programm der Form

max CT.I

Az <a

mit A € K™*", a € K™ und setzen P = P(A, b). Wir fuhren nun eine zusétzliche
Variable x,,,; ein und fligen zur Matrix A eine zusétzliche Spalte und Zeile hinzu.
Diese Matrix nennen wir B. Die (m + 1)-te Zeile von B enthdlt in den ersten n
Spalten den Vektor c; wir setzen b; 41 = 0flri =1,...,mund by 414+1 = —1.
Wir verlangern den Vektor ¢ € K™ um eine Komponente, die den Wert 0 enthalt,
und nennen diesen (m + 1)-Vektor b:

p=(e ) =(0)

Wenden wir die Fourier-Motzkin-Elimination auf Az < a an, so konnen wir
feststellen, ob die Losungsmenge P des linearen Programms leer ist oder nicht.
Fihren wir die Fourier-Motzkin-Elimination mit Bx < b durch und eliminieren
wir nur die ersten n Variablen, so erhalten wir am Ende ein System D,z < d,,,
welches nichts anderes ist als ein Ungleichungssystem der Form o; < z,41 < 3;,
wobei die j3; die positiven und die o; die negativen Eintrdge des \Vektors d,, sind.
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Das Minimum Uber die Werte 3; liefert den maximalen Wert der Zielfunktion ¢’ «
des gegebenen linearen Programmes.

Setzen wir z; :== 0, ¢ = 1,...,n und T4 := min{p;}, so kénnen wir mit
diesem Vektor T = (;) beginnend durch Riicksubstitution — wie in Satz (3.2) (d)
beschrieben — eine Optimallosung von max c’'z, Az < b berechnen.

Wenn wir statt des Maximums von ¢’z Uiber P das Minimum finden wollen, so
fligen wir bei der Konstruktion der Matrix B statt der Zeile (c*, —1) die Zeile
(—cT, 1) ein. Wollen wir das Maximum und Minimum gleichzeitig bestimmen,
so fuhren wir die Fourier-Motzkin-Elimination der ersten n Variablen auf der
Matrix durch, die um die beiden Zeilen (c¢T, —1) und (—c?, 1) erweitert wurde.

Dieses Verfahren zur Ldsung linearer Programme ist konzeptionell extrem einfach
und Kklar. Wenn es in der Praxis funktionieren wiirde, konnten wir das Thema
»lineare Optimierung™ beenden. Als Hausaufgabe haben Sie die Fourier-Motzkin-
Elimination implementiert. Versuchen Sie einmal, damit lineare Programme ,,an-
standiger GrolRenordnung“ zu losen. Sie werden sich wundern und wissen, warum
die Vorlesung weitergeht.

Wir beschlieRen die Diskussion der Fourier-Motzkin-Elimination als Methode zur
Losung linearer Programme durch numerische Berechnung eines Beispiels.

(3.11) Beispiel. Wir beginnen mit folgendem System von 5 Ungleichungen mit
2 Variablen

(1) —T9 S 0
(2) —I1 —T9 S —1
(3) —T1 +Zo S 3
(5) +Z +2.’L‘2 S 9
Wir wollen die Zielfunktion
T1 + 324

Uber der Menge der zulédssigen Ldsungen sowohl maximieren als auch minimie-
ren. Dazu schreiben wir (wie oben erlautert) das folgende Ungleichungssystem

(2) —z1 —x < -1
(3) —T —+29 S 3
(5) +x1 429 < 9
(6) +z +3.’E2 —xT3 S 0
(7) —T1 —3332 +Z3 S 0
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auf und eliminieren die Variable x,. Das Ergebnis ist das folgende Ungleichungs-
system:

1) (1) - < 0
(2,4) (2) -2 < 2
(2,5) (3) 4z, < 8
(3,4) (5) s < 6
(3,5) (6) -+ < 4
(3,6) (7) +4$2 —T3 S 3
(7,4) (8) —31‘2 +Z3 S 3
(7, 5) (9) —T9 +.’L‘3 S 9

Wir haben oben die Variable x, weggelassen. Die erste Spalte zeigt an, woher die
neue Ungleichung kommt. So ist z. B. die 5. Ungleichung aus der Kombination
der 3. und 4. Ungleichung des vorhergehenden Systems entstanden. Ungleichun-
gen der Form Oxy + Ox3 < « haben wir weggelassen. Eine solche ist z. B. die
Ungleichung , die aus der Kombination der 7. und 6. Ungleichung entsteht.

Die Elimination der Variablen x4 liefert nun analog

(1,4) (1) -2z < -1
(1,7) (2) -z3 < 3
(2,4) (3) —-z3 < 3
2,7) (4 -z3 < 11
(8,3) (5) +az3 < 27
(8,4) (6) -z < 3
8,5) (7) +4z3 < 21
(8,6) (8) 4z < 15
87 (9) +zs < 21
(9,3) (10) +4z5 < 17
(9,4) (11) 425 < 17
(9,5) (12) +4z3 < 15
(9,6) (13) +z3 < 13
9,7) (14) 4325 < 39

Die grolSte untere Schranke fiir x3 ist 1. Sie wird von der ersten Ungleichung
geliefert. Die kleinste obere Schranke hat den Wert 13, dieser folgt aus den Un-
gleichungen 13 und 14. Damit ist 13 der Maximalwert der Zielfunktion, 1 ist der
Minimalwert. Setzen wir x3 = 13 in das vorhergehende Ungleichungssystem ein,
so ergibt sich der Wert xo = 4. Durch Substitution dieser beiden Werte in das
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Ausgangssystem erhalten wir x1 = 1. Der maximale Zielfunktionswert wird also
im zuldssigen Punkt x; = 1, x5 = 4 angenommen.
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Kapitel 4

Das Farkas-Lemma und seine
Konsequenzen

Wir werden zunéchst Folgerung (3.5) auf verschiedene Weisen formulieren, um
sie fur den spéteren Gebrauch *“aufzubereiten”. Dann werden wir einige interes-
sante Folgerungen daraus ableiten.

4.1 Verschiedene Versionen des Farkas-Lemmas

(4.1) (allgemeines) Farkas-Lemma. Fiir dimensionsvertrdgliche Matrizen A,
B, C, D und Vektoren a, b gilt:

Es existieren u,v mit

Es existieren x,y mit WA+ 0vTC > 0T

Ar+ By <a v W'B+o'D — o7
Cr+Dy =b w0
z >0 -

ula+vTb <0.

(Hierbei bezeichnet “v” das “entweder oder”, d. h. eine der beiden Aussagen gilt,
aber niemals beide gleichzeitig, also eine Alternative.)

Beweis : Durch die Transformationsregeln (2.4) fiihren wir die obige Aussage
auf Folgerung (3.5) zuriick. Die linke Aussage der Alternative lasst sich schreiben

als
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“Jzmit Az < a” wobei

A B
-1 0
Nach (3.5) hat dieses System genau dann keine Losung, wenn gilt:
3y = (uT,ETjT,wT) >0

mit yT A = 0 und y"@ < 0. Ausfiihrlich geschrieben heiRt dies:

u WTA+TTC —F C—wT = 07
] % >0 mit wI'B+9"D — ETD = 07
w Wa+5Tb—50b < 0.

Setzen wir v := v—v und betrachten wir w als einen Vektor von Schlupfvariablen,
so lasst sich dieses System dquivalent schreiben als:

ul'A4+0TC > 07
. uI'B+vTD = 07
Ju,v  mit u > 0
wla+0Tb < 0,
und dies ist das gewiinschte Resultat. [l

Durch Spezialisierung von (4.1) erhalten wir:

(4.2) (spezielles) Farkas-Lemma. Es seien A € K™ undb € K™, dann gilt:

(a)3x mit Ax<b Vv Ju>0 mitu"A=0" und u"b < 0.
(b)3z >0 mit Ax<b v Ju>0 mitu"A>0" und u'b < 0.
(c)3z >0 mit Ax=b VvV Fu mit uw*'A > 0" und v"b < 0.
(d)3z mit Az =5 VvV Fu mit u*'A =07 und v"b < 0.

Das Farkas-Lemma (4.2) in seiner Version (a) charakterisiert also

(@) Die Lbsbarkeit eines linearen Ungleichungssystems,
in seiner \Version (4.2) (b)
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(b) die nichtnegative Losbarkeit eines linearen Ungleichungssystems,
in seiner \Version (4.2) (c)

(c) die nichtnegative Lésbarkeit eines linearen Gleichungssystems, in seiner
\ersion (4.2) (d)

(d) die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems,

wobei (d) natirlich bereits aus der linearen Algebra bekannt ist. Die zweite Alter-
native in (d) ist nichts anderes als eine Umformulierung von rang(A) # rang(A4, b).

Die linken Alternativen in (4.1) und (4.2) (a), (b), (c), (d) sagen aus, dass gewisse
Polyeder nicht leer sind. Die Losungsmengen der rechten Alternativen sind da-
gegen keine Polyeder, weil jeweils eine strikte Ungleichung in den Gleichungs-
und Ungleichungssystemen vorkommt. Da in allen Féllen die rechten Seiten der
rechten Alternativen Nullvektoren sind, sind die Losungsmengen (ohne die strik-
te Ungleichung) nach (2.6) Kegel. Folglich kdnnen die Losungsvektoren skaliert
werden. Aus dieser Beobachtung folgt:

(4.3) Farkas-Lemma (polyedrische Version). Es seien A € K™ undb €
K™, dann gilt:

(@P(AB)  #£0 V P=<<ff>,<_?>) £0.
B)PH(AD) £0 V P+<<_?;>,(_$>)
(OP~(Ab) £0 V P((‘Z‘f),(_?)) £,

RN
=

O

Polyedrische Formulierungen von (4.2) (b), (d) und (4.1) seien dem Leser uber-
lassen.

4.2 Alternativ- und Transpositionssatze

Wir haben das Farkas-Lemma nun in verschiedenen Versionen formuliert. Fol-
gerung (3.5) beschreibt ein zur Unldsbarkeit eines Ungleichungssystems &qui-
valentes Kriterium. Die Sétze (4.1) und (4.2) haben die Form von Alternativen,
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wéhrend in (4.3) die Losbarkeit eines Systems mit der Unlosbarkeit eines durch
Transposition gewonnenes System festgestellt wird. Man nennt deshalb S&tze des
Typs (4.1), (4.2) bzw. (4.3) Alternativ- bzw. Transpositionssatze. Die Literatur ist
auBerordentlich reich an derartigen Sdtzen, da sie — wie wir spéter noch sehen
werden — auf vielerlei Weise niitzlich sind. Wir wollen hier noch einige weitere
Sétze dieser Art angeben.

(4.4) Satz. Esseien A ¢ KP™, B € Kan) o € KP, b € K9, dann gilt genau
eine der beiden folgenden Alternativen:

(@ dz € K* mit Ax < a, Bxr <b

() (b1) FueK,veKL\{0} mitu" A+v"B =07, ua+v"b <0, oder
(b) FueKE, mitu"A=0T,u"a<0.

Beweis : Angenommen (a) und (b,) gelten gleichzeitig, dann gibt es also einen
Vektor z mit Az < a und einen Vektor v € K% mit u”A = 07, u"a < 0, was
(4.2) (a) widerspricht. Angenommen (a) und (b;) gelten gleichzeitig, dann gilt:
07z = (W' A+ v"B)z = u”(Az) + v" (Bz) < u"a+v"b < 0, ein Widerspruch.

Wir nehmen nun an, dass (a) nicht gilt und wollen zeigen, dass dann (b) gilt. Wir
wenden die Fourier-Motzkin-Elimination n-mal iterativ auf () und (%) an. Nach
(3.4) und erhalten wir nach n Schritten Matrizen C', D und Vektoren ¢, d, so dass
Ax < a, Bx < bgenau dann losbar ist, wenn Cz < ¢, Dz < d l0sbar ist, wobeli
C =0, D = 0 gilt. Nach Annahme gilt (a) nicht, also muss es einen Zeilenindex
i von C geben mit ¢; < 0 oder einen Zeilenindex j von D mitd; < 0.

Wendet man die Fourier-Motzkin-Elimination nur auf A, a und n-mal sukzessiv
an, so erhélt man nach (3.4) das System C, c. Das heil3t, die Losbarkeit von Az <
a ist dquivalent zur Lésbarkeit von Cz < c. Ist also Az < a nicht I6sbar, so gibt
es nach (3.5) einen Vektor u > 0 mit u”A = 07, u"a < 0, das heilt (by) gilt.
Ist Az < a l6sbar, so gibt es keinen Vektor v > 0 mit u”A = 07, u’a < 0,
d. h. ¢; > 0 fur alle <. Folglich muss d; < 0 fiir ein j gelten. D;. = 07 ist eine
konische Kombination von Zeilen von A und Zeilen von B. Nach Definition, siehe
(3.4), muss dabei mindestens eine Zeile von B mit einem positiven Multiplikator
beteiligt sein, also gibtes v € K%, v € K% \ {0} mitu” A+ "B = D;. = 07
und u’'a + vTb = d; < 0, das heildt (b;) gilt. 0

(4.5) Folgerung. Ist P(A,a) # (, dann gilt genau eine der beiden folgenden
Alternativen:

46



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM |1, WS 2003/2004

@ dz e K" mit Az < a, Bx < b,
(b) 3(¥) € K, v # 0mitu”A+v"B = 0" und u"a + v"b < 0.
[l

(4.6) Satz (Gordan (1873)). Es gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen:

(@) 3x mit Ax < 0,

(b) Ju>0,u #0mitu A =0T,

Beweis : Setze in (4.5) B := A (wobei A die obige Matrix ist), b := 0, A := 0,
a:=0. [l

(4.7) Satz (Stiemke (1915)). Es gilt genau eine der folgenden Alternativen:

(@ dz > 0mit Ax = 0,

(b) u mitu A > 0T, uT' A £ 0.

Beweis : Setzein (45) B:=—-1,b=0, A := (_ﬁ) a:= 0. a

Der Satz von Stiemke charakterisiert also die strikt positive Losbarkeit eines ho-
mogenen Gleichungssystems, wéhrend der Satz von Gordan die semipositive Losbar-
keit des homogenen Gleichungssytems u” A = 0 kennzeichnet. Eine Sammlung
weiterer Alternativsdtze kann man in

O. L. Mangasarian, “Nonlinear Programming”, McGraw-Hill, New York, 1969
(80 QH 400 M 277)

finden.

4.3 Trennsatze

So genannte Trennsétze spielen in der Konvexitdtstheorie und — in noch allge-
meinerer Form — in der Funktionalanalysis eine wichtige Rolle. Diese Sétze sind
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I. a. vom folgenden Typ: Seien S und 7" zwei Mengen, dann gibt es unter gewis-
sen Voraussetzungen eine Hyperebene H, die S und 7 trennt. Geometrisch heif3t
dies, dass S auf der einen, 7" auf der anderen Seite von H liegt. Genauer: Sei
H = {z|c"z = v}, c # 0, eine Hyperebene, dann sagen wir, dass H zwei Men-
gen Pund Q trennt, falls PUQ € Hund P C {z|cTx <~},Q € {z|cTz >~}
gilt.Wir sagen, dass H die Mengen P und @ strikt trennt, falls P C {z|cTz < v}
und Q@ € {z|cTz > v}

Das Farkas-Lemma impliziert einige interessante Trennsatze fur Polyeder P C
K". Wir wollen hier einen Satz dieser Art angeben, der als Prototyp fir die allge-
meineren Trennsatze angesehen werden kann.

(4.8) Trennsatz. Esseien P = P(A,a) und Q = P(B,b) zwei Polyeder imK".
Es gibt eine P und ) strikt trennende Hyperebene genau dann, wenn P N @Q = ()
gilt, es sei denn, eines der Polyeder ist leer und das andere der K".

Beweis : Gibt es eine P und @ strikt trennende Hyperebene, dann ist P N Q
offensichtlich leer.

Sei P N @ = . Zu zeigen ist die Existenz eines \ektors ¢ € K", ¢ # 0, und einer
Zahly € K, sodass P C {z|c"z < v} und P C {z|c"z > ~} gilt. Sind P und Q
leer, so leistet jede beliebige Hyperebene das Gewiinschte. Ist eines der Polyeder
leer, sagen wir @ = (), P # 0, dann ist wegen P # K" eine der Zeilen von A
von Null verschieden, sagen wir A;. # 0. Dann haben ¢? := A;., v := a; + 1 die
geforderten Eigenschaften. Sind P und @ nicht leer, dann gilt nach Voraussetzung

#(()-G)-"

Folglich existiert nach (4.2) (a) ein Vektor () > 0 mit u” A + v"B = 07 und
uTa +vTh < 0. Wir setzen

¢’ :=u"A(= —v"B) und v :=L(u"a— 7).

Daraus folgt:

reP= 'z = v'Az <u'a<ufa— 3w a+ov"b) = (u"a—vTb)
r€Q= z = —v"Bx>—-vTb>—0Tb+ L(vTa+0Tb) = f(uTa—0Th)
Der Vektor c ist offenbar von Null verschieden. N
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Der folgende Satz, den wir nicht mit den bisher entwickelten Methoden bewei-
sen konnen, soll als Beispiel fur die oben angesprochene allgemeine Art von
Trennsdtzen dienen.

(4.9) Trennsatz fur konvexe Mengen. Es seien P und () zwei nichtleere kon-
vexe Teilmengen des R™. Es gibt eine P und (Q trennende Hyperebene H =
{z €eR | Tz =~} @dhPuQ ¢ H P C {zx e R |z <4}
Q C {z € R* | "z > ~}) genau dann, wenn der Durchschnitt des relativ
Inneren von P mit dem relativ Inneren von () leer ist.

Beweis : Siehe Stoer & Witzgall (1970), Seite 98, Satz (3.3.9) oder Leichtweiss,
“Konvexe Mengen”, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1980,
Seite 28, Satz 3.1. 0

Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, dass in (4.9) der Vektorraum R™
(und nicht wie Gblich K™) benutzt wurde. In der Tat ist Satz (4.9) fur konvexe
Teilmengen von Q™ im folgenden Sinne falsch. Es ist nicht immer moglich, zwei
konvexe Mengen in Q", deren relativ innere Mengen kein gemeinsames Element
besitzen, durch eine Hyperebene cTx = + zu trennen, so dass der Vektor (cT, )T
rational ist. Man betrachte nur P = {2 € Q | z < v2}, Q = {z € Q |
x > /2}. Dieses Beispiel zeigt auch, dass die bisher entwickelten konstruktiven
Beweistechniken, die ja fur Q und R gleichermalien arbeiten, nicht méchtig genug
sind, um (4.9) abzuleiten. Offenbar muss das Vollstandigkeitsaxiom der reellen
Zahlen auf irgendeine Weise benutzt werden.

Hausaufgabe. Leiten Sie Satz (4.10) aus Folgerung (4.5) ab.

Satz (4.9) konnen wir jedoch fur Polyeder beweisen. Zu seiner Formulierung
missen wir jedoch schérfere Anforderungen an die Darstellung der involvierten
Polyeder stellen.

(4.10) Schwacher Trennsatz.

Seien P = {x € K" | Ax = a,Bx < b}, Q ={z € K" | Cx = ¢,Dx < d}
zwei nichtleere Polyeder, so dass keine der Ungleichungen Bx < b von allen
Punkten in P und keine der Ungleichungen Dz < d von allen Punkten in @ mit
Gleichheit erfiillt wird. Es gibt eine P und @ trennende Hyperebene genau dann,
wenn R := {z € K" | Az = a,Cx = ¢, Bx < b, Dz < d} leer ist.

Beweis : Ist PN Q = ), so ist R = (), und die Behauptung folgt (in scharferer
Form) aus Satz (4.8). Sei also P N Q # 0.
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Die Menge R ist offenbar die Losungsmenge des Systems
Az <a,—-Ar < —a,Cx <c¢,—Cx < —¢,Bx < b,—Bx < —b,Dx < d,—Dz < —d.

Dieses hat nach Folgerung (4.5) genau dann keine Losung, wenn es einen Vektor
(ET,ET,ET,ET, wT', yT) # 0T gibt mit
TA-T A+7C T C+w'B+y"D =07,
_T =T T =T T T T
uva—ua+vc—vc+wb+y d<O0.

und

Sl

Setzenwiru :=u —u,v =7 —

" =u"A+w"B(= —v"C —y" D),

1
pi= §(uTa +w'y —v'e — y''d)

und H =: {z | vz = p}. Dann ist H eine P und @ trennende Hyperebene, denn
(1) reP ="y =uTAz +w'Bx <uTa+w'b
<u'az + w'br — L(ul'a + wTb —vTc — y'd)
P
(2) zeQ=r"z =v"Cx—y"Dz > —vTc—y"d
> —vTe—yTd+ J(u a+ w'b — vTc — yTd)
P
Aus der Voraussetzung folgt, dass Punkte p € P und g € @ existieren mit Bp < b
und Dq < d. Die Abschatzungen (1), (2) zeigen, dass aus (w”,y") # 07 folgt,

dass vTp < p oder vTq > p gilt. Somit giltv # 0 und PUQ ¢ H; das aber heift,
H ist eine trennende Hyperebene.

Gibt es eine P und @ trennende Hyperebene H = {z | r"x = p}, dann gibt
es einen Punkt in P U @, der nicht in H ist; sagen wir P ¢ H. Daraus folgt
P ={x| Ar = a,Bz < b,vTz < p}und {z | Az = a,Bz < b} = {z |
Ar = q,Bz < b,vTx < p}undsomit R = {z | Az = a,Cx = ¢,Br <
bvlz < p,Dz < d} = 0, dann {z | Cz = ¢, Dz < d,vTz < p} = 0, weil
Q={x|Cz=c,Dx <d} C{z]|vlz > p} 0
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Satz (4.10) folgt aus (4.9), wenn man sich uberlegt, dass fur ein Polytop P = {z |
Az = a, Bx < b} mit der Eigenschaft, dass keine der Ungleichungen in Bz < b
durch alle Punkte aus P mit Gleichheit erfullt ist, die Menge {z | Az, Bx < b}
das relativ Innere von P ist.
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Kapitel 5

Der Dualitatssatz der linearen
Programmierung

In Satz (1.5) haben wir bereits den sogenannten schwachen Dualitdtssatz ange-
geben und bewiesen. Die Gleichheit der optimalen Zielfunktionswerte kann man
(unter anderem) mit Hilfe des Farkas-Lemmas beweisen. Man kann den (nachfol-
gend formulierten) Dualitétssatz als eine Optimierungsversion des Farkas-Lemmas
ansehen. Beide Satze sind in dem Sinne dquivalent, dass der eine ohne Miihe aus
dem anderen gefolgert werden kann und umgekehrt. So wie das Farkas Lemma fiir
die Polyedertheorie von zentraler Bedeutung ist, ist der Dualitétssatz von auReror-
dentlicher Tragweite in der linearen Optimierung und zwar sowohl in algorithmisch-
praktischer als auch in theoretischer Hinsicht. Wenn man heutzutage in mathema-
tischen (Forschungs-)Aufsétzen einen Satz wie “. . . it follows by an LP-argument
... liest, dann heif3t das so gut wie immer, dass der Dualitédtssatz in einer seiner
Versionen geschickt anzuwenden ist. Wegen seiner Bedeutung widmen wir dem
Dualitéatssatz ein eigenes Kapitel. (Er hatte natiirlich auch in Kapitel 4 eingearbei-
tet werden konnen.)

Wir wollen zunéchst das folgende lineare Programm

max clx
(5.1)
Ax <b

wobei A € K™™', b € K™ und ¢ € K" gegeben sind, untersuchen. Unsere
Aufgabe besteht darin, unter den Vektoren x € K", die zulassig fur (5.1) sind,
d. h. die Ax < b erfillen, einen Vektor z* € K™ zu finden, der optimal ist,
d. h. cTz* > 'z fir alle zulassigen z. In Kapitel 1 haben wir bereits eine Motiva-

53



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM I1, WS 2003/2004

tion fur die Dualitdtstheorie gegeben, hier wollen wir noch einen weiteren Zugang
beschreiben. Zunéchst wollen wir (5.1) polyedrisch darstellen. Wir fiihren dazu
eine neue Variable z ein und schreiben (5.1) in der Form

max z

" b 5) ()= 6)

Daraus folgt, dass jedes lineare Programm in ein LP umgeformt werden kann, bei
dem lediglich Losungsvektoren gesucht werden, deren erste Komponente so grof3
wie moglich ist. Schreiben wir (5.2) noch einmal um und bringen wir z auf die
rechte Seite, so kann (5.2) folgendermafen geschrieben werden.

max z

“‘3) (%)== ()

Fur festes z € K ist die Losungsmenge von (5.3) ein Polyeder im K™. Wir setzen
furalle z e K

(5.4) P, = {x eK" | (‘f) z < ("Z) }

Nunmehr kénnen wir (5.3) wie folgt darstellen:
(5.5) max{z | P, # (}.

Wir suchen also ein z € K, das so groR wie moglich ist unter der Nebenbedingung,
dass das Polyeder P, # () ist.

Ublicherweise nennt man die Aufgabe zu zeigen, dass eine Menge nicht leer ist,
ein primales Problem. Zu zeigen, dass eine Menge leer ist, ist ein duales Pro-
blem. Diese beiden Aufgaben sind i. a. nicht von gleicher Schwierigkeit. Be-
trachten wir z. B. ein Polyeder P C @Q". Legen wir einfach eine Abzdhlung
x1,To,x3,... der Elemente von Q" fest und lberprifen wir, ob x; € P ist fur
1 =1,2,...,s0sind wir sicher, dass dieses Verfahren nach endlich vielen Schrit-
ten abbricht, falls P # ( ist. Jedoch kann dieses Verfahren niemals nach endlich
vielen Schritten folgern, dass P leer ist. Ein Ziel von Dualitatstheorien ist es, “gu-
te Kriterien” flr die Losung der dualen Probleme zu finden. Das Farkas-Lemma
liefert ein solches. Gilt P = {z | Az < b}, soistnach (4.3) (a) P genau dann leer,
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wenn @ = P:((Z‘f), (_9)) nicht leer ist. Durch Anwendung des obigen Abzzhl-
verfahrens auf P und @ gleichzeitig kénnen wir also nach endlich vielen Schritten
entscheiden, ob P leer ist oder nicht.

Das angegebene Abzédhlverfahren sollte nicht als ein ernsthafter Vorschlag zur
algorithmischen Losung des primalen und dualen Problems angesehen werden.
Wir werden spéter sehen, dass dies alles viel besser und schneller gemacht werden
kann. Diese Bemerkungen sollten lediglich das Problembewusstsein des Lesers
scharfen!

Zuriick zu (5.5). Es kann sein, dass P, # ) giltfiir alle z € K. Dann hat (5.1) keine
Optimalldsung. Andernfalls konnen wir versuchen den Maximalwert in (5.5) nach
oben zu beschrénken. Die bestmogliche Schranke ist natiirlich gegeben durch

(5.6) inf{z | P, = 0}.

Nach (4.2) (a) ist P, = () d4quivalent dazu, dass das System y7A = ¢, yTb < Az,
y > 0, A > 0 eine Losung hat. Man uberlegt sich leicht, dass dieses System — im
Falle der Losbarkeit von (5.1) — genau dann losbar ist, wenn yTA = ¢T, yTb < z,
y > 0 losbar ist. Wenn wir das kleinste z in (5.6) finden wollen, missen wir also
einen moglichst kleinen Wert y”'b bestimmen. (5.6) ist somit dquivalent zu

min  y7b
(5.7) y'A ="
y 20

Problem (5.7) ist offenbar wiederum ein lineares Programm. Wir nennen es das
zum primalen Problem (5.1) duale lineare Programm. Wir wollen nun zeigen,
dass (5.1) und (5.7) den gleichen Optimalwert haben.

(5.8) Dualitatssatz. Es seien A € K™ b € K™ und ¢ € K, dann haben die
beiden linearen Programme
max clz min - y'h
(P) und (D) y'A =T
Az <b
Yy >0

optimale Ldésungen, deren Zielfunktionswerte gleich sind, genau dann, wenn sie
zuldssige Ldsungen besitzen.
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Beweis: Wenn (P) und (D) optimale Losungen haben, dann haben sie auch zul&ssi-
ge. Haben (P) und (D) zuldssige Losungen, so gilt nach (1.5), dass der Wert von
(P) nicht groRer als der von (D) ist. (P) und (D) haben zuldssige Losungen mit
gleichem Zielfunktionswert genau dann, wenn das System

s D)0
Y 0

VAN

AVAN|

eine Losung hat. Dies ist nach (4.1) dquivalent dazu, dass das System

2T +0TAT > 07

uwTA—zcT' = 0T
(2) u > 0
z > 0
uld + vle < 0

keine Losung hat. Nehmen wir an, dass (2) eine Losung (u?, v, ) hat. Gibt es
eine LOsung von (2) mit z = 0, so hat nach (4.1) das System

Az <b
ATy =c
y >0

keine Losung. Das aber heil3t, dass (P) oder (D) keine zuldssige Losung haben.
Widerspruch! Gibt es eine Losung von (2) mit z > 0, so kdnnen wir durch Ska-
lieren eine LOsung finden mit z = 1. Daraus folgt

0>ulb+ve> —uTAv+ 0T ATy =0.

Widerspruch! Dies impliziert, dass (2) inkonsistent ist. Also hat nach (4.1) das
System (1) eine Losung, und Satz (5.8) ist bewiesen. [l

(5.9) Folgerung. P bzw. D seien die Losungsmengen von (P) bzw. (D). Wir
setzen

+00, falls (P) unbeschrankt,
z¥ =<K —o0, falls P =0,
max{c’z | x € P}, andernfalls,
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—00, falls (D)unbeschrankt,
u* =< 400, falls D = 0,
min{y”b,y € D}, andernfalls.

Dann gilt
@ —o0 < 2z* =u* < +00 <= z*endlich <= wu* endlich.
(b) z* =400 = D =0.
(€) u*=—-o00 = P=1.
(d P=0 = D =0oderu* = —o0.
() D=0 = P ={oderz* = +co.

Beweis : (a) Aus z* = u* endlich folgt naturrlich »* und z* endlich.

Sei z* endlich, dann ist P # @ und

(1)

ist flir z = z* l0sbar, jedoch unlosbar fir jedes z > z*. Sei also z > z*, dann ist
nach (4.2) (a)

ucl +yTA = 0oF
) —uz +3Th < 0
u,y 20

l6sbar. Hat dieses System eine Losung mitu = 0, so hat y7 A = 0,y"b < 0,y > 0
eine Losung. Also folgt aus (4.2) (a), dass P = §, ein Widerspruch. Also gibt es
eine Losung von (2) mit« > 0. Durch Skalieren kbnnen wir eine derartige Losung
mit v = 1 finden. Daraus folgt, dass das System

y'h <z
yTA :CT

y =20
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eine Losung besitzt. Folglich ist D # @, und aus Satz (5.8) folgt die Behauptung.

Ist u* endlich, so verlduft der Beweis analog.

(b) Ist D # @, so impliziert der schwache Dualitatssatz (1.5)z* < min{y%b |
y€ D} =u* < +4o0.

(c) Analog zu (b).

(d) Angenommen P = () und u* > —oo. Dann gilt entweder v* = +oo0 und
somit D = () oder nach (a) folgt z* = u* endlich, also P # (). Widerspruch!

(e) Analog zu (d). 0

Man konnte vermuten, dass in (5.9) (b) und (c) auch die umgekehrte Richtung
gilt. Die Aussagen (d) und (e) zeigen aber, dass beim Versuch eines Beweises
der Rickrichtung Komplikationen auftreten kdnnen. Das nachfolgende Beispiel
zeigt, dass es in der Tat zueinander duale lineare Programme gibt, die beide leere
LAsungsmengen haben.

(5.10) Beispiel. Es seien

P ={xeK2|(_i _})xs (_?)}
o~ (3 =)=}

Dann sind die linearen Programme

max r; + o und min—y,
reP yeD

zueinander dual, und es gilt:

(@) P =0, danach (4.2) (a) das System (u;, us) (_1 _D = (0,0),

uy, ug > 0, —us < 0 eine Losung hat (z. B. uy = us = 1).

(b) D = 0, da nach (4.2) (c) das System (vy, vs) <_1 _D > (0,0),

v; + v9 < 0, eine Losung hat (z. B. v; = v = —1).
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O

Wir haben bereits die Sprechweise “zueinander duale lineare Programme” be-
nutzt, ohne dafiir eine Begriindung zu geben. Sie erfolgt hiermit:

(5.11) Bemerkung. Gegeben seien dimensionsvertragliche Matrizen A, B, C, D
und Vektoren a, b, ¢, d, dann gilt: Das zum primalen linearen Programm

max c'z + dly

Az + By <a
(5.12)

Cz + Dy =b

T >0

duale lineare Programm ist
min uTa 4+ v7b
u"A+07C > T
(5.13)
uI'B+vT'D =dr
U > 0.

Das zum linearen Programm (5.13) duale Programm ist (5.12).

Beweis : Wir benutzen die Transformationsregeln (2.4) und schreiben (5.12) in
der Form

max ¢’z 4+ dy
Az + By < a
Cx + Dy < b
—Cz — Dy < -b
—Iz + Oy < 0

Das hierzu duale Progamm ist nach Definition
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min u’a +vTb—vlb

u'A4+0TC —vlC —wh =T

u'B+vID—vID

u, V1,02, W

=dT

> 0.

Setzen wir v := v; — vy und lassen wir w weg, so erhalten wir (5.13). Analog

folgt, dass (5.12) dual zu (5.13) ist.

O

\Von nun an kénnen wir also sagen, dass das duale Programm zum dualen Pro-

gramm das primale ist, bzw. von einem

Paar dualer Programme sprechen. Wir

wollen nun zur Ubersicht und als Nachschlagewerk in Tabelle 5.1 eine Reihe von
Paaren dualer Programme auflisten. Die Korrektheit der Aussagen ergibt sich di-

rekt aus (5.11).

primales LP duales LP
(P1) max clz, Az <b, >0 (D;) min yTb, yTA>cT, y>0
(Py) min Tz, Az >b, >0 (D) max yTh, yTA<cl, y>0
(P3) maxclz, Av=10b, >0 (D3) min y7b, yTA > T
(P,) min 'z, Az =b, >0 (D4) max y'b, yTA < T
(P5) max clz, Az <b (Ds) min 47, yTA=cT, y>0
6) mincz, Ar > 6) Maxy b,y A=c,y=2
P in c'z, A b D Ty, yTA T 0
Tabelle 5.1

Aus den obigen primal-dual Relationen kann man die folgenden Transformations-

regeln in Tabelle 5.2 ableiten.

primal dual
Gleichung oder Ungleichung Variable
Ungleichung nichtnegative Variable
Gleichung nicht vorzeichenbeschrankte Variable
nichtnegative Variable Ungleichung
nicht vorzeichenbeschrankte Variable Gleichung
Tabelle 5.2

Speziell bedeutet dies z. B. beziiglich des LP max c¢f'z, Az < b,z >0
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— Jeder primalen Ungleichung A;.z < b; ist eine nichtnegative duale Variable
y; zugeordnet.

— Jeder primalen nichtnegativen Variablen z; ist die duale Ungleichung y" A.; >
c; zugeordnet.

Aus dem Vorhergehenden durfte klar sein, dass der Dualitatssatz nicht nur fiir das
spezielle Paar linearer Programme (P), (D) aus Satz (5.8) gilt, sondern fir alle
Paare dualer linearer Programme. Um spater darauf Bezug nehmen zu kdnnen,
wollen wir den Dualitatssatz in voller Allgemeinheit formulieren.

(5.14) Allgemeiner Dualitatssatz. Es seien (P) ein lineares Programm und (D)
das zu (P) duale Programm.

(a) Haben (P) und (D) zulédssige Ldsungen, so haben (P) und (D) Optimallésun-
gen und die Zielfunktionswerte aller Optimallésungen stimmen (iberein.

(b) Hat eines der beiden Programme (P) oder (D) eine Optimalldsung, so auch
das andere

(c) Hat eines der Programme (P) oder (D) keine zuldssige Lésung, so ist das
andere unbeschrénkt oder hat keine zuldssige Lésung.

(d) Ist eines der Programme (P) oder (D) unbeschrénkt, so hat das andere keine
zuléassige Ldsung.

Wir wollen nun zwei weitere wichtige Sétze zur Charakterisierung von Opti-
malldsungen linearer Programme formulieren und beweisen.

(5.15) Satz vom schwachen komplementaren Schlupf. Es seien A, B, C, D
und a, b, ¢, d dimensionsvertrdglich und (5.12), (5.13) das zugehdrige Paar dualer
linearer Programme. Die Vektoren (g) bzw. (%) seien zuléssig fiir (5.12) bzw. (5.13),
dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

(a) (;) ist optimal fiir (5.12) und (%) ist optimal fiir (5.13).

(b) (" — (@A+97C))T —u'(a — (AT + By)) = 0.

(c) Fiiralle Komponentenw; der Duallosung gilt:w; > 0 = A, T+ B,y = a;.
Fiir alle Komponenten z; der Primalldsung gilt: z; > 0 = u'A; +

T o
v C.; = ¢j.
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(d) Fiir alle Zeilenindizesi von A und B gilt: A;x + B;.y < a; = u; = 0.
Fiir alle Spaltenindizes j von A und C gilt: u" A.,;+v"C.; > ¢; = z; = 0.

Beweis :

@< cdz+d"y=u"a+v"b (nach (5.14))
— 7+ @W'B+7"D)y—u'a-v"(Cz+ Dy) =0
—= z+u"By+v"Dy—1ula—-v"CT+0"'Dy—uT AT +uTAT =0
— 7- (@WA+7'C)T —u"a+u" (AT + By) = 0
= (b)
(b) = (c)

Esseient” := ¢’ — (u’ A+v7C) und s := a — (AT + By). Nach Voraussetzung
giltalsoz < 0unds > 0. AusZ > 0undu > 0 folgt daher 7z < O undu’s > 0,
mithin 'z —u"s < 0. Eskannalso t'Z —u"'s = 0 nur dann gelten, wenn ¢’z = 0
und z”'s = 0. Daraus ergibt sich (c).

€) = (b) trivial.

(c) < (d) durch Negation.

O

Aus (5.15) folgt firr jedes Paar dualer linearer Programme durch Spezialisierung
die Giltigkeit eines Satzes vom schwachen komplementéren Schlupf.

(5.16) Satz vom starken komplementaren Schlupf. Besitzen beide dualen li-
nearen Programme

max T min u”b

(P) und (D) uTA=c"
Ax <b

u>0

zulassige Lésungen, so existieren optimale Lésungen T, u, So dass fiir alle Zeilen-
indizes i von A gilt:
u; > 0 — AT =

bzw.(A;. T < b <= u; = 0)

Beweis : Aufgrund von Satz (5.15) geniigt es zu zeigen, dass optimale Ldsungen
T, u existieren mit

e}

—

T >
bzw. ((i)) @ = AT <

S
&

)

S
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Setzen wir
—cr b" 0
B A 0 b
A= 0 AT, a:= c|l, B=(A4-I), b:=b
0 AT —C
0 -1 0
dann gilt:

z, uoptimal < A(}) < @
z, uerfillen (i) und (i) < B(%) < b.

Zum Beweis der Behauptung gentigt es also zu zeigen, dass

z@ <a, E@ <3

konsistent ist. Mit Satz (5.14) hat nach Voraussetzung A (%) < @ eine Losung,
also ist nach Folgerung (4.5) die Konsistenz dieses Systems dquivalent zur Inkon-
sistenz von

p>0,0£¢>0,p"A+¢"B=0", p'a+¢"b<0.

Angenommen, dieses System besitzt eine Losung, sagen wir pT = (A, pT', pL' | pI' pT)
> 0,0 # ¢ > 0, dann gilt:

(p1 + q)TA = Act
(p2 —p3)" AT — (ps+q¢)" = ="
(pr + @0+ (p2 —p3)Te < 0.

Daraus folgt

A ((pr+9)Tb+ (p2 — p3)Te)
=+ 9TAps —p2) + (01 + )T (ps + q) + (p2 — p3)"AT(p1 + q)
=pipa+piq+q pi+q"q
>q"q
> 0.

Daraus folgt (p; + ¢)"b + (p2 — p3)*'c > 0, ein Widerspruch. [

(5.17) Hausaufgabe. Formulieren und beweisen Sie den Satz vom starken kom-
plementéren Schlupf fur das Paar dualer linearer Programme (5.12), (5.13).
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O

Es gibt eine natirrliche Merkregel fiir die verschiedenen Séatze vom komplemen-
taren Schlupf. Wir wissen bereits, dass zu jeder primalen Variablen eine dua-
le Restriktion (auch komplementére Restriktion genannt) und zu jeder primalen
Restriktion eine duale (komplementére) Variable gehoren. Die Satze (5.15) und
(5.16) zeigen nun, dass zur Charakterisierung von Optimalldsungen vorzeichen-
beschrénkte Variable und Ungleichungen besonders wichtig sind. Zu jeder vor-
zeichenbeschrankten primalen (dualen) Variablen gehort eine duale (primale) Un-
gleichung und umgekehrt. Ist a¥x < o eine Ungleichung und z ein Vektor, so
nennen wir die Ungleichung straff (beziiglich ), falls 'z = « gilt, andern-
falls nennen wir sie locker. Der Satz vom schwachen komplementédren Schlupf
(5.15) sagt dann aus: Gewisse Vektoren sind optimal fir (5.12) bzw. (5.13) genau
dann, wenn fir jede lockere Nichtnegativitatsbedingung die komplementédre Un-
gleichung straff ist, d. h. wenn in der komplementédren Ungleichung kein Schlupf
auftritt. Satz (5.16) kann wie folgt formuliert werden. Es gibt Optimalldsungen,
bei denen Schlipfe komplementdr auftreten, bzw. bei denen die duale Nichtne-
gativitatsbedingung genau dann locker ist, wenn die komplementére primale Un-
gleichung straff ist.
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Kapitel 6

Grundlagen der Polyedertheorie

Wir wollen nun die Polyedertheorie weiter ausbauen, weitere Darstellungen von
Polyedern angeben und neue Operationen mit Polyedern einfiihren. Wir werden
dabei meistens von der geometrischen Anschauung ausgehen und die Begriffe von
dieser Sicht aus motivieren. Wir werden jedoch unser besonderes Augenmerk auf
die analytische Beschreibung der geometrischen Konzepte legen.

6.1 Transformationen von Polyedern

Wir haben bereits in Kapitel 3 Projektionen von Polyedern entlang eines Rich-
tungsvektors ¢ untersucht und in Folgerung (3.9) festgestellt, dass eine derartige
Projektion auf ein Polyeder wieder ein Polyeder ist. Wenn man mehrfach hinter-
einander projiziert, bleibt diese Eigenschaft natiirlich erhalten. Sind A € K™,
b€ K™ und k,r > 0 mit k + r = n, so nennt man die Menge

Q= {x e KF |3y € K mit (9”) € P(A,b)}
)
eine Projektion von P(A,b) auf K*. Hierbei ist A € K™ eine Matrix, die
durch Spaltenvertauschung aus A hervorgeht. Offensichtlich folgt aus unseren Re-

sultaten aus Kapitel 3:

(6.1) Bemerkung. Jede Projektion eines Polyeders P(A, b) C K® aufKF, k < n,
ist ein Polyeder.
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Dieser Sachverhalt ist in groBerer Allgemeinheit giltig. Erinnern wir uns daran,
dass jede affine Abbildung f : K®* — K* gegeben ist durch eine Matrix D €
K™ und einen Vektor d € K*, so dass

fx)=Dz+d VzeK".

Fir derartige Abbildungen gilt:

(6.2) Satz. Affine Bilder von Polyedern sind Polyeder.

Beweis : Seien P = P(A,b) C K" ein Polyeder und f(z) = Dx + d eine affine
Abbildung von K in den K*, dann gilt

f(P) ={yeXK |3z e K mitAz <bundy= Dz +d}
={y e K |3z € K" mit B(?) < b},

z
Y

A 0 ~ b
B .= D —-I]|, b=|-d].
-D I d

Wenden wir nun unser Verfahren (3.6) iterativ auf B, b und die Richtungsvektoren
e1,€és,...,e, an, so erhalten wir nach Satz (3.8) ein System C( ) <cmitC =

— Y
(0,C), und es gilt:

wobei

VyeKF: (Jz e K mitB(;) <ph <= 3Jrek» mitC(Z) <c
<~ Cy<o).
Daraus folgt f(P) = {y € K* | Cy < c} ist ein Polyeder. O

Man beachte, dass der Beweis von (6.2) sogar ein Verfahren zur expliziten Kon-
struktion des affinen Bildes von P(A, b) beinhaltet. Aus (6.2) ergibt sich direkt
die folgende (auch aus anderen Griinden unmittelbar einsichtige) Beobachtung.

(6.3) Folgerung (Satz von Weyl).  Fiir jede Matrix A € K™™ gilt:

lin(A)
aff(A)
conv(A)
cone(A)

ist ein Polyeder.
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Beweis : Wir zeigen die Behauptung fiir die konische Hille. Alle anderen Falle
beweist man analog.

cone(A) ={z €K™ | Iy > 0mitz = Ay}

I —-A
={zeK"|[3yeK'mit [T A|(7) <0}.
0 —I
Die letzte Menge ist die Projektion eines Polyeders im K™*" auf den K™, also
nach (6.1) bzw. (6.2) ein Polyeder. g

Offenbar besagt die obige Folgerung nichts anderes als: Die lineare, affine, kon-
vexe oder konische Hulle einer endlichen Teilmenge des K" ist ein Polyeder. Fiir
die konische Hulle hat dies WEYL (1935) gezeigt (daher der Name fiir Folgerung

(6.3)).

(6.4) Folgerung. Die Summe P = P, + P, zweier Polyeder P,, P, ist ein Poly-
eder.

Beweis : Esseien P, = P(A,a), P, = P(B,b), dann gilt:
P=P+P ={z+yeK"| Az <a,By<b}
={zeK"|dz,ye K" mit Az < a,By < b,z =z +y}
={zeK" |dz,ye K" mit A(z —y) < a,B(z —z) < b}
T
={zeK"|[Jz,yeK"mitD [y | < (})}
z

0 -4 4
p=(5 "o B)

Also ist P die Projektion eines Polyeders des K*" auf den K", und somit nach
(6.1) ein Polyeder. 0

mit

Verbinden wir nun die Erkenntnis aus (6.3), dass conv(A) und cone(B) Polyeder
sind, mit (6.4), so erhalten wir:
(6.5) Folgerung. Es seien A € K™, B € K™"), dann gilt

P = conv(A) + cone(B)
ist ein Polyeder. 0
Die obige Folgerung erscheint (durch geschickte Vorbereitung) vollig trivial, sie

ist jedoch eine durchaus beachtenswerte Erkenntnis, denn wir werden bald zeigen,
dass in der Tat alle Polyeder von der Form conv(A) + cone(B) sind.
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6.2 Kegelpolaritat

Es gibt mehrere Mdglichkeiten die Umkehrung von (6.5) zu beweisen. Eine be-
sondere elegante, die eine geometrische Version des Farkas-Lemmas benutzt, fihrt
uber die Kegelpolaritat. Diese Operation mag zundchst nur als technisches Hilfs-
mittel erscheinen. Sie und ihre Verallgemeinerungen (allgemeine Polaritdten, Blo-
cker, Antiblocker) sind jedoch bedeutende Methoden in der Polyedertheorie und
der linearen sowie ganzzahligen Optimierung.

Wir beginnen mit einer Neuinterpretation des Farkas-Lemmas (4.2) (c). Dieses
besagt
dz>0,Az =b <= Vu(ATu>0=u"b>0).

Durch diese Aussage sind offenbar auch alle rechten Seiten b charakterisiert, fir
die z > 0, Az = b eine Losung hat. Nach Definition gilt cone(A) = {b € K™ |
Jx > 0 mit Az = b}, also kdnnen wir aus (4.2) (c) folgern:

(6.6) Bemerkung. Fiir alle Matrizen A € K™ gilt:
cone(A) = {b € K™ |u’b < 0Vu e P(AT,0)}.
[l

Bemerkung (6.6) kann man geometrisch wie folgt beschreiben. Die Menge der
zul&ssigen rechten Seiten b von Az = b, z > 0 ist genau die Menge aller Vektoren
b € K™, welche einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren des Kegels P(AT,0)
bilden. Allgemeiner definieren wir nun fir jede beliebige Menge S C K"

S :={yecK" |y"zr<0VzxecS}

S° ist die Menge aller Vektoren, die einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren
aus S bilden. S° heilt polarer Kegel von S. (Uberzeugen Sie sich, dass S° ein
Kegel ist!) Wir erinnern hier an das in der linearen Algebra definierte orthogonale
Komplement

St={yeK"|y"z=0VzecS).

Offensichtlich gilt S+ C S°. Unter Benutzung der obigen Definition kdnnen wir
Bemerkung (6.6) nun auch wie folgt aufschreiben.

(6.7) Folgerung. Fiir alle Matrizen A € K™ gilt
P(A,0)° = cone(A”).
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Folgerung (6.7) und die vorher gemachten Beobachtungen wollen wir an einem
Beispiel erlautern. Es sei
-3 1
=1 ),

dann sind die Kegel P(A,0) und P(A,0)° in Abbildung 6.1 gezeichnet.

Vs

P(A,0)°

Abb. 6.1

P(A,0)° bestehtalso aus allen Vektoren, die mit den Elementen des Kegels P(A, 0)
einen stumpfen Winkel bilden, und das sind gerade diejenigen Vektoren, die als
konische Kombination der Normalenvektoren A;. dargestellt werden kdnnen, also
P(A,0)° = cone((73), (_,)). Ferner gilt: Az = b, z > 0 ist genau dann I6sbar,
wenn b € P(A, 0)° gilt. Daraus folgt z. B., dass Az = (}), = > 0 nicht losbar ist,

wahrend Az = (), z > 0 eine Losung hat.

Aus der Definition des polaren Kegels und des orthogonalen Komplements erge-
ben sich unmittelbar einige triviale Beziehungen, deren Beweis wir dem Leser zur
Ubung Uberlassen. Wir schreiben im Weiteren

S°° = (8°)°.
(6.8) Hausaufgabe. Fir S, S; CK*,i=1,...,kgilt

69



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM I1, WS 2003/2004

@ 5 CS;=5;C5

(b) SCS°°

© (UL s) =N s;

(d) S° = cone(S°) = (cone(S))°

(e) S =1in(S) = S° = S*. Gilt die Umkehrung?

(f) Ersetzen wirin (a),...,(d) “o” durch “ 1", sind dann auch noch alle Behaup-
tungen wahr? 0

(6.9) Hausaufgabe. Fir welche Mengen S C K" gilt

(a) SO — SOOO’
(b) S = S°?

Die Aussage (6.8) (d) impliziert insbesondere:

(6.10) Folgerung. cone(AT)° = P(A,0).

Beweis: (cone(AT))° = cone((AT)°) = (AT)° = {z | Az <0} = P(A4,0). [

Das folgende Korollar aus (6.7) und (6.10) wird in der Literatur hdufig mit einem
Namen belegt.

(6.11) Polarensatz. Fiir jede Matrix A € K™™ gilt:

P(A,0)° = P(4,0),
cone(A)*° = cone(A).

Beweis :

(20 cone(A”)° D P(A,0)°,

P(A,0)
&0 610 cone(A)*°.

cone(A) "=’ P(AT,0)°

—~

Unser kurzer Exkurs tiber Kegelpolaritat ist damit beendet.
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6.3 Darstellungssatze

Wir wollen nun zeigen, dass Polyeder nicht nur in der Form P(A, b) dargestellt
werden kdnnen und benutzen dazu die bisher entwickelte Maschinerie.

(6.12) Satz (Minkowski (1896)). Eine Teilmenge K C K" ist genau dann ein
polyedrischer Kegel, wenn K die konische Hiille von endlich vielen Vektoren ist.
Mit anderen Worten: Zu jeder Matrix A € K™™ gibt es eine Matrix B € K™*),
S0 dass

P(A,0) = cone(B)

gilt und umgekehrt.

Beweis : P(A4,0) (6.1 cone(AT)° 2 P(BT,0)° D cone(B). O

(6.13) Satz. Esseien A € K™ b € K™, dann existieren endliche Mengen
V,E C K" mit
P(A,b) = conv(V) + cone(E).

ver((d2).9)

dann gilt: z € P(A,b) <= ({) € H. H ist nach Definition ein polyedrischer
Kegel. Also gibt es nach Satz (6.12) eine Matrix B € K"*1¥) mit H = cone(B).
Aufgrund der Definition von H hat die letzte Zeile von B nur nichtnegative Ele-
mente. Durch Skalieren der Spalten von B und Vertauschen von Spalten kdnnen

wir B in eine Matrix B so umformen, dass gilt

B (V E) cone(B) = H.

Beweis : Setze

]]_T OT
Daraus folgt:
ze€P(Ab) < (J)eH

S r=VA+Eumit \T1 =1\, >0
<=z € conv(V) + cone(E).

O

(6.14) Folgerung. Eine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polytop, wenn P
die konvexe Hiille endlich vieler Vektoren ist.
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Beweis : Sei V' C K" endlich und P = conv(V), dann ist P nach (6.3) ein
Polyeder. Istz € P,sogiltz = Y8 N, v € V, A >0, 35 0 = 1,
und somit ||z < 3¢ [juill, d. h. P C {z | |jz]| < X,v Ilv]}. Also ist P
beschrénkt, d. h. P ist ein Polytop.

Ist umgekehrt P ein Polytop, so gibt es nach Satz (6.13) endliche Mengen V', E
mit P = conv(V') + cone(E). Gibt es einen Vektor e € E mit e # 0, so gilt fur
allen € N, z + ne € P fir alle z € conv(V). Also ist P unbeschrénkt, falls
E\ {0} # 0. Daraus folgt E € {0, {0}}, und dann gilt trivialerweise conv (V) =
conv (V) + cone(E) = P. [

(6.15) Darstellungssatz. Eine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polyeder,
wenn P die Summe eines Polytops und eines polyedrischen Kegels ist, d. h. wenn
es endliche MengenV, E C K" gibt mit

P = conv(V') + cone(E).

Beweis : Kombiniere (6.12), (6.13), (6.14) und (6.5). [l

Ist P C K" ein Polyeder, so wissen wir nunmehr, dass es fur P zwei mogliche
Darstellungen gibt. Es gilt némlich

P =P(A,b) = conv(V) + cone(E),

wobei A eine (m,n)-Matrix, b € K™ und V, E endliche Mengen sind. Die-
se beiden Darstellungen sind grundsétzlich verschieden, was natirlich in vierlei
Hinsicht ndtzlich sein kann. Manche Aussagen uber Polyeder sind vollig trivi-
al, wenn man von der einen Beschreibung ausgeht, wahrend sie aus der anderen
Beschreibung nicht unmittelbar folgen.

Die Darstellung P(A, b) nennt man auch aufBere Beschreibung von P. Der Grund
fur diese Bezeichnung liegt darin, dass man wegen

P=({z|Aiz<b}C{z]| Az < b},

i=1

das Polyeder P als Durchschnitt von grolieren Mengen betrachten kann. P wird
sozusagen “von auf’en” durch sukzessives Hinzufiigen von Ungleichungen (bzw.
Halbrdumen) konstruiert.

Hingegen nennt man conv (V') + cone(E) eine innere Beschreibung von P. Ist
E = 0, so ist die Bezeichnung offensichtlich, denn V' C P und somit wird P
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durch konvexe Hillenbildung von Elementen von sich selbst erzeugt. Analoges
gilt, wenn P ein polyedrischer Kegel ist. Sind jedoch V" und E nicht leer, dann ist
E nicht notwendigerweise eine Teilmenge von P, jedoch gelingt es eben aus den
Vektoren v € V' zusammen mit den Vektoren e € F das Polyeder P “von innen
her” zu konstruieren.

Die Sétze (6.12), (6.14) und (6.15) beinhalten weitere wichtige Charakterisierun-
gen von polyedrischen Kegeln, Polytopen und Polyedern. Wir erinnern uns aus
der linearen Algebra daran, dass jeder lineare Teilraum L des K™ eine endliche
Basis hat, d. h. eine endliche Teilmenge B besitzt, so dass B linear unabhéngig ist
und L = lin(B) gilt. Die linearen Teilrdume des K" sind also diejenigen Teilmen-
gen des K™, deren Elemente durch Linearkombinationen einer endlichen Menge
erzeugt werden konnen. Nach (6.14) sind Polytope genau diejenigen Teilmengen
des K", die durch Konvexkombinationen einer endlichen Menge erzeugt werden
kdnnen.

Wir werden in Kapitel 8 sehen, dass es sogar eine eindeutig bestimmte minimale
(im Sinne der Mengeninklusion) endliche Menge V' C K" gibt mit P = conv(V),
d. h. Polytope haben sogar eine eindeutig bestimmte “konvexe Basis”. Nach (6.12)
sind polyedrische Kegel genau diejenigen Teilmengen des K", die ein endliches
“Kegelerzeugendensystem” haben. Auch hier gibt es natiirlich minimale endli-
che Mengen, die die Kegel konisch erzeugen. Aber nur unter zusétzlichen Vor-
aussetzungen haben zwei minimale konische Erzeugendensysteme auch gleiche
Kardinalitat, und Eindeutigkeit gilt lediglich bis auf Multiplikation mit positi-
ven Skalaren. Haufig nennt man eine Teilmenge 7" des K™ endlich erzeugt, falls
T = conv(V')+cone(FE) fir endliche Mengen V', E gilt. Nach (6.15) sind also die
Polyeder gerade die endlich erzeugten Teilmengen des K". Fassen wir zusammen,
so gilt:

(6.16) Bemerkung. Ist7T C K", so gilt

(@) T istein linearer Teilraum <= T ist die lineare Hulle einer endlichen Men-
ge.
(b) T istein affiner Teilraum <= T ist die affine Huille einer endlichen Menge.

(c) T istein polyedrischer Kegel <= T ist die konische Huille einer endlichen
Menge.

(d) T istein Polytop <= T ist die konvexe Hiille einer endlichen Menge.

(e) T istein Polyeder <= T ist endlich erzeugt.
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Kapitel 7

Seitenflachen von Polyedern

Wir wollen uns nun mit den “Begrenzungsflachen” von Polyedern P beschéftigen
und diese charakterisieren. Wir gehen dabei so vor, dass wir die Objekte, die wir
untersuchen wollen, zunéchst “abstrakt”, d. h. durch eine allgemeine Definition
einfihren, und dann werden wir diese Objekte darstellungsabhangig kennzeich-
nen. Das heif3t, wir werden jeweils zeigen, wie die betrachteten Objekte “ausse-
hen”, wenn P durch P(A, b) oder durch conv(V')+cone(E) gegeben ist. Wir wer-
den uns meistens auf die Darstellung P (A, b) beziehen, da diese fiir die Optimie-
rung die wichtigere ist. In Abschnitt 7.1 werden wir jedoch zeigen, wie man Cha-
rakterisierungen beziiglich einer Darstellung auf Charakterisierungen beziiglich
der anderen Darstellung transformieren kann, so dass aus den hier vorgestellten
Resultaten die Kennzeichnungen beziiglich der Darstellung conv (V') 4 cone(E)
(mit etwas technischem Aufwand) folgen.

Wir wollen nochmals auf eine die Schreibtechnik vereinfachende Konvention hin-
weisen. Wir betrachten Matrizen und endliche Mengen als (im Wesentlichen) ein
und dieselben Objekte. Ist z. B. A eine (m, n)-Matrix, so schreiben wir

conv(A)

und meinen damit die konvexe Hille der Spaltenvektoren von A. Ist umgekehrt
z. B. V C K™ eine endliche Menge, so fassen wir V" auch als eine (n, |V |)-Matrix
auf und schreiben
|4

um die Matrix zu bezeichnen, deren Zeilen die Vektoren aus V sind. VT ist
naturlich nicht eindeutig definiert, da wir keine Reihenfolge der Vektoren aus
V' angegeben haben. Wir werden diese Schreibweise jedoch nur dann benutzen,
wenn es auf die Reihenfolge der Zeilen nicht ankommt.
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7.1 Die ~-Polare und gultige Ungleichungen

In Abschnitt 6 haben wir bereits einen Polarentyp, die Kegelpolare, zur Beweis-
vereinfachung eingefiihrt. Hier wollen wir eine weitere Polare betrachten, die es
uns ermoglichen wird, eine Charakterisierung beziiglich P(A, b) in eine Charak-
terisierung bezuglich conv (V') 4 cone(E) zu lbertragen.

(7.1) Definition. Esseien S C K", a € K", a € K

(a) Die Ungleichung o™z < « heilSt glltig beziiglich S, falls S C {z € K" |
afz < a}.

(b) Die Menge S7 := {(2) € K**! | a"z < a Vz € S} heiit y-Polare von S.

(c) Eine Hyperebene H = {z | a¥x = o} heift Stitzhyperebene von S, falls
(%) € S"und SN H # 0. 0

Zu sagen, dass a’z < o« glltig beziiglich S ist, heift nichts anderes als: S ist
im Halbraum e”z < « enthalten. Die y-Polare S kann als die ,,Menge aller
gultigen Ungleichungen bezuglich S“ betrachtet werden. Wir wollen nun die -
Polare eines Polyeders charakterisieren.

(7.2) Satz. Essei P C K", P # (), ein Polyeder mit den Darstellungen P =
P(A,b) = conv(V') + cone(E), dann gilt:

(a) P = {(a) e K"t \EIuEO,uTA:aT,uTbSa}
a

_ AT 0
=cone | ;7 -



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM |1, WS 2003/2004

Beweis :
(a) (a> € P" < Az <b,a’z > a inkonsistent
«
g Ju>0,v>0mitu’A —va” =0,u"b—va <0

— Ju>0mitu"A=a",u"b <

o} br 1) \\

a AT 0
= € cone | - )
o b 1

(b) (a>€P7 = a'v<a VveV und
a

T
— Ju>0,)>0mit “): A° 0y (u

a’(v+Xe)<a VveV,ee E;LA>0
= a'e<0

(andernfalls wére a™ (v + Xe) > « fiir geniigend groB3es \)

()=

Gilt umgekehrt das letztere Ungleichungssystem, und ist x € P, so existieren
vi,...,0peVunder,...,eg € B, A, .., >0, Ni=1, ..., 1 >0,

so dass
D q
Tr = Z )\ivi + ZMj@j.
i=1 j=1

Und daraus folgt
p q q q
a'z = Z Nia"v; + Z pia’e; < Z Ao + Z 10 = «,
=1 7j=1 =1 j=1

also gilt <a> e P, 0
(607

(7.3) Folgerung. Die~-Polare eines Polyeders ) # P C K" ist ein polyedrischer
Kegel im K"+,
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(7.4) Folgerung. Ist() # P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein Polyeder und
a’z < o eine Ungleichung, dann sind dquivalent:

(i) o¥x < « ist gliltig beziiglich P.
(i) Ju >0 mit u"A=a”,u"b < a.

(iii) a™v < aVv eV und a’e<0Ve€ E.

(iv) (Z) c P

7.2 Seitenflachen

Wir werden nun diejenigen Teilmengen von Polyedern untersuchen, die als Durch-
schnitte des Polyeders mit Stiitzhyperebenen entstehen.

(7.5) Definition. P C K" sei ein Polyeder. Eine Menge F C P heif3t Seiten-
flache von P, wenn es eine giiltige Ungleichung c*'z < ~ beziiglich P gibt mit

F=Pn{z|c'z=~}.

Eine Seitenflache F' von P heifit echt, wenn F' # P gilt. F' heif3t nichttrivial,
wenn () # F # P gilt. Ist 'z < ~ gliltig beziiglich P, dann heif3t

F:=Pn{z|cz=n~}
die von ¢!z < v induzierte oder definierte Seitenflache.

O

Offenbar sind Seitenflachen von Polyedern wiederum Polyeder. Eine Seitenflache
F kann durchaus von verschiedenen Ungleichungen definiert werden. Trivialer-
weise gilt F = PN {x | 'z =~} = Pn{x | \c'z = My} flralle A > 0, aber
auch zwei Ungleichungen die nicht durch Skalierung auseinander hervorgehen,
kdnnen F' definieren.
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(7.6) Beispiel. Sei P(A,b) C K2 das durch

OO =N

definierte Polyeder (siehe Abbildung 7.1), dann ist das Geradenstiick zwischen
(1,1)T und (0, 2)T eine Seitenflache F definiert durch z; +z, < 2. Der PunktG =
{(1,1)"} ist ebenfalls eine Seitenflache von P, denn

G :P(A,b)ﬂ{.l‘ ‘ 2£C1+.’E2:3}
= P(A,b) N{z | 321 + 2o = 4},
und, wie man sieht, kann {(})} durch zwei vollig unterschiedliche Ungleichungen
definiert werden.

I 2
Abb. 7.1

(7.7) Folgerung. Sei P C K" ein Polyeder, dann gilt:
(a) P ist eine Seitenfldche von sich selbst.

(b) 0 ist eine Seitenfldche von P.

(c) IstF = {z € P | "z = v} eine nichttriviale Seitenfldche von P, dann gilt

c # 0.
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Beweis: (@) P={zeP|0'z=0}
) O={zeP|0Tz=1}
(c) Kilar.

(7.8) Satz. Seien P = P(A,b) # () ein Polyeder, c € K", v € K und

. +o0, falls c*'z auf P unbeschrénkt,
| max{c"z | z € P}, andernfalls.

(a) ¢’z <« ist gliltig beziiglich P <= v > z*.

(b) 2* < 400 = F = {z € P | ¢"z = 2*} ist eine nichtleere Seitenfldche von
P,und{x | c"x = 2*} ist eine Stiitzhyperebene von P, falls ¢ # 0.

(c) Die Menge der OptimallGsungen eines linearen Programmes ist eine Seiten-
flache des durch die Nebenbedingungen definierten Polyeders.

Beweis : (a) Isty < z*, dann existiert ein z* € P mit c'z* > ~, also ist
cl'z <~ nicht giiltig. Isty > z*,s0 giltc'z < 2* < yVx € P,alsoistc’z < v
gultig.

(b) Nach (a) ist c"x < z* gliltig beziiglich P und nach Definition existiert ein
x* € P mitcTz* = 2*, also ist F' eine nichtleere Seitenflache von P. Offenbar ist
{z | 'z = 2*} eine Stiitzhyperebene, falls c # 0.

(c) folgtaus (b). 0

(7.9) Definition. Sei P = P(A,b) C K" ein Polyeder und M die Zeilenindex-
menge von A. Fiir F' C P sei

eq(F):={ie M| Az =b;Vz € F},

d. h. eq(F) (genannt Gleichheitsmenge oder equality set von F') ist die Menge
der fir alle x € F bindenden Restriktionen. Fiir I C M sei

fa([) = {CC ep ‘ Arzx = b[}

Wir nennen fa(I) die von I induzierte Seitenflache.
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Offenbar ist fa([) tatsdchlich eine Seitenflache von P = P(A, b), denn setzen wir
=3 Ay =Y iy soist ¢ <y gliltig beziiglich P(A, b), und, wie
man leicht sieht, gilt
fa(I) = {x € P | 'z = 7}
Zur Veranschaulichung der oben definierten Abbildungen fa und eq betrachten wir
Beispiel (7.6). Fir das in (7.6) definierte Polyeder P(A,b) gilt M = {1,2,3,4}
und
fa({1,2}) =G,

ea({(z)}) ={1.3}

Wir zeigen nun, dass man die Gleichheitsmenge einer Seitenflache explizit be-
rechnen kann.

(7.10) Satz. Seien P = P(A,b) ein Polyeder und(®) # F = {x € P | Tz = v}
eine Seitenfldche von P. Dann gilt

eq(F)={i€ M| Ju>0mitu; >0undu” A =c",u"b =1}

Beweis : Nach Voraussetzung und Folgerung (5.9) haben die beiden linearen Pro-
gramme

max L min u”'b
P Ar < b und (D) wTA=¢,T
- u>0

optimale Ldsungen mit gleichem Zielfunktionswert v, und F' ist die Menge der
Optimallésungen von (P). Sei nun i € eq(F'). Aufgrund des Satzes (5.16) vom
starken komplementéren Schlupf existieren Optimallosungen z, @ von (P), (D)
mitw; > 0 < A;. 7 = b;.. Wegen T € F gilt A,. T = b;, also gibt es einen Vektor
u mit den geforderten Eigenschaften.

Gibt es umgekehrt einen Vektor u > 0 mitu; > 0 und u?'A = ¢T', uTb = ~, so
ist u optimal fir (D), und aus dem Satz vom schwachen komplementéren Schlupf
(5.15) folgt A;.x = b; furallex € F,d. h.i € eq(F). O

(7.11) Satz. Seien P = P(A,b) ein Polyeder und F # () eine Teilmenge von P,
dann sind dquivalent:

(i) F isteine Seitenfldche von P.
(i) IICMmitF =fa(l)={x € P | Ar.x = br}.
(iii) F = fa(eq(F)).
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Beweis : Gelten (ii) oder (iii), dann ist F' offenbar eine Seitenfldche von P.

()= (ii) Sei F = {x € P | c'z = v} eine Seitenflache. Setzen wir I := eq(F),
dann gilt nach Definition F* C {x € P | Ar.x = b;} =: F'. Istxz € F’, so gilt
x € P; es bleibt zu zeigen, dass ¢’z = v gilt. Zu jedem i € I gibt es nach (7.10)
einen Vektor u® mitu® > 0, u!? > 0, (u®)TAT = ¢ und (u®)7b = ~. Setze

dann gilt nach Konstruktion u; > 0 Vi € I und ferner u; = 0Vi € M\ [
(andernfalls wére 7 € I nach (7.10)). Die Vektoren z und u sind zulassig fir die
linearen Programme (P), (D) des Beweises von (5.10). Aus dem Satz vom schwa-
chen komplementédren Schlupf (5.15) folgt, dass sie auch optimal sind. Daraus
folgt cTz = v und somitz € F.

(if) = (iii) folgt direkt aus dem obigen Beweis. g

Aus Satz (7.11) folgt, dass zur Darstellung einer Seitenflache von P (A, b) kei-
ne zusatzliche Ungleichung bendtigt wird. Man braucht lediglich in einigen der
Ungleichungen des Systems Ax < b Gleichheit zu fordern. Da jede nichtleere
Seitenflache auf diese Weise erzeugt werden kann, folgt:

(7.12) Folgerung. Sind A € K™™ b € K™, dann hat das Polyeder P(A, b)
héchstens 2™ + 1 Seitenflachen.

Beweis : M = {1,...,m} hat 2™ Teilmengen. Fur jede Teilmenge I C M ist
Pn{z | Ar.z = b} eine Seitenfliche von P. Dazu kommt u. U. noch die leere
Seitenflache.

O

Man kann Seitenflachen auf dhnliche Weise durch Einflihrung von Abbildungen
analog zu eq bzw. fa beziglich der Darstellung P = conv(V') + cone(E) cha-
rakterisieren. Diese Kennzeichnungen von Seitenflachen sind jedoch technisch
aufwendiger. Der interessierte Leser sei dazu auf Bachem & Grotschel, “New
Aspects of Polyhedral Theory”, in: B. Korte (ed.), “Modern Applied Mathema-
tics — Optimization and Operations Research”, North-Holland, Amsterdam 1982
verwiesen.
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7.3 Dimension

Wir wollen nun zeigen, dass man auch die Dimension einer Seitenflache eines
Polyeders explizit berechnen kann. Zunéchst fihren wir einen Hilfsbegriff ein.

(7.13) Definition. Ein Element x eines Polyeders P heifstinnerer Punkt von P,
wenn x in keiner echten Seitenfldache von P enthalten ist.

O

Achtung! Innere Punkte eines Polyeders P sind nicht notwendig auch topolo-
gisch innere Punkte im Sinne der natiirlichen Topologie des K". Unsere inneren
Punkte sind topologisch innere Punkte im Sinne der Relativtopologie auf P.

(7.14) Satz. Jedes nichtleere Polyeder besitzt innere Punkte.

Beweis : Sei P = P(A,b) und I = eq(P(A,b)), J = M\ 1.GiltI = M, so
hat P keine echten Seitenfldchen, also ist jedes Element von P ein innerer Punkt.
Andernfalls ist das System Az < b dquivalent zu

A[..T) :bfa

AJ..'E < bJ.

P hat innere Punkte heil3t dann, dass es ein x gibt mit A;.x = by und A;.z < by.
Zu jedem ¢ € J existiert nach Definition ein Vektor y; € P mit A,.y; < b;.
Setze y := ﬁ > _ics Yi» dann ist y Konvexkombination von Elementen von P, also
y € P,undesgilt A;.y < b;. Mithin ist y ein innerer Punkt von P. [l

(7.15) Satz. Sei F' Seitenfldche eines Polyeders P(A,b) undz € F. Der Vektor

T ist ein innerer Punkt von F' genau dann, wenn eq({z}) = eq(F).

Beweis : 7 ist genau dann ein innerer Punkt von F', wenn die kleinste (im Sinne
der Mengeninklusion) Seitenflache von F', die z enthdlt, F' selbst ist. Offenbar
ist fa(eq({Z})) die minimale Seitenfldche von P, die Z enthélt. Daraus folgt die
Behauptung. a

(7.16) Satz. Ist F' # () eine Seitenfldche des Polyeders P(A, b) C K", dann gilt

dim(F) = n — rang(Aeqr).)-
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Beweis: Sei I := eq(F'). Aus der linearen Algebra wissen wir, dassn = rang(A;.)
+ dim(Kern (Ay.)) gilt. Zu zeigen ist also: dim(F') = dim(Kern (A4;.)). Seien
r:= dim(Kern (A4;.)) und s := dim(F).

“r > s”: Dadim(F) = s, gibtes s+1 affin unabhéngige Vektoren xg, z1, . .., x5
€ F. Dann sind die Vektoren 1 — x, . . . , x5 — o linear unabhéngig und erfillen
Ap.(z; — xo) = 0. Kern (A4;.) enthdlt also mindestens s linear unabhéngige Vek-
toren, also gilt r > s.

“s > r”: Nach (7.14) besitzt F' einen inneren Punkt T € F. Nach (7.15) gilt
eq({z}) = eq(F) = I, und daraus folgt fur J := M \ I:

AI-E :bla

A;x <by.

Istr = 0,s0gilts > 0wegenz € F. Seialsor > 1,und {z1,...,x,.} sei eine
Basis von Kern (A;.). Firp =1,...,rund j € J setze:

00, fallsA;.z, =0
5jp = _
A
bi— AT andernfalls
Aj.xp
e =min{d;, |jE€ S, pe{l,...,r}}.

(Setze € # 0 beliebig, falls 6, = oo fliralle j,p.) Firi € Tundallep € {1,...,r}
gilt nun
Az(f + 83313) = Azf-i- EAZ'..TP = Azf = bi,

da A;.xz, = 0. Fir j € J gilt

Aj.(f + 533p) = Aj.f + 6Aj.$p

< ApT+0jp A

= Aj.f + bj - Aj.T

=b;.
Daraus folgt 7 + ez, € F furalle p € {1,...,r}. Dadie Vektoren ez, ...,ex,
linear unabhdangig sind, sind die Vektoren 7, T+cx 1, . . ., T+€7, affin unabhéngig.
Das heift, F' enthédlt mindestens » + 1 affin unabhdngige Vektoren, und somit gilt
dim(F) =s>r. [
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(7.17) Folgerung. P = P(A,b) C K" sei ein nichtleeres Polyeder, dann gilt:

(@) dim(P) =n — rang(Aeq(p).)-
(b) Isteq(P) = 0, dann ist P volldimensional (d. h. dim(P) = n).

(c) Ist F eine echte Seitenfldche von P, dann gilt dim(F') < dim(P) — 1.

O

Mit Hilfe von Satz (7.16) kann man auch die affine Huille einer Seitenflache auf
einfache Weise bestimmen.

(7.18) Satz. Sei F' # () eine Seitenfldche des Polyeders P(A, b), dann gilt

aff (F) = {z | Aeq(F).T = beq(F)}-

Beweis : Es seien [ := eq(F) und T := {z | Ar.xz = b;}. Offenbar ist T" ein
affiner Raum und wegen F' C T giltaff(F') C aff(T") = T Sei s = dim(F'), dann
folgt aus Satz (7.16), dass dim(Kern (Az.)) = s und somit dim(7") = s gilt. Aus
dim(aff(F')) = dim 7" und aff (F') C T folgt aff (F') = T. [

7.4 Facetten und Redundanz

Wie wir bereits bemerkt haben, kann man zu einem Ungleichungssystem Az < b
beliebig viele Ungleichungen hinzufiigen, ohne die Losungsmenge des Systems
zu andern. Wir wollen nun untersuchen, wie man ein gegebenes Polyeder mit
moglichst wenigen Ungleichungen darstellen kann. Dies ist speziell fiir die li-
neare Optimierung wichtig, da der Rechenaufwand zur Auffindung einer Opti-
mallosung in der Regel von der Anzahl der vorgelegten Ungleichungen abhéngt.
Gesucht wird also eine Minimaldarstellung eines Polyeders, um rechentechnische
\orteile zu haben. Es wird sich zeigen, dass hierbei diejenigen Ungleichungen, die
maximale echte Seitenflachen eines Polyeders definieren, eine wesentliche Rolle
spielen. Deshalb wollen wir derartige Seitenflichen untersuchen.

(7.19) Definition. Az < b sei ein Ungleichungssystem, und M sei die Zeilenin-
dexmenge von A.
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(a) Sei I C M, dann heilst das System A;.x < b; unwesentlich oder redun-
dant beziiglich Az < b, wenn P(A,b) = P(Awnr1., ban1) gilt.

(b) Enthélt Az < b ein unwesentliches Teilsystem A;.x < by, dann heifl3t
Az < b redundant, andernfalls irredundant.

(c) Eine Ungleichung A;.x < b; heilst wesentlich oder nicht redundant be-
ziiglich Az < b, wenn P(A,b) # P(Aan(iy., banviy) 9ilt.

(d) Eine Ungleichung A;.z < b; heilSt implizite Gleichung beziiglich Ax < b,
wenni € eq(P(A,b)) gilt.

(e) Ein System Ax < a, Bx = b heiStirredundant, wenn Ax < a keine unwe-
sentliche Ungleichung beziiglich des Systems Ax < a, Bx < b,—Bxz < —b
enthélt und B vollen Zeilenrang hat.

(f) Eine nichttriviale Seitenfldche F' von P(A,b) heilst Facette von P(A,b),
falls F' in keiner anderen echten Seitenfldche von P(A, b) enthalten ist.

O

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass Redundanz bzw. Irredundanz keine Ei-
genschaft des Polyeders P(A, b) ist, sondern eine Eigenschaft des Ungleichungs-
systems Az < b. Wir werden sehen, dass ein Polyeder viele irredundante Be-
schreibungen haben kann. Ferner ist auch die Annahme falsch, dass man immer
durch das gleichzeitige Weglassen aller unwesentlichen Ungleichungen eines Sy-
stems Az < b eine irredundante Beschreibung von P(A,b) enthalt. Wir wollen
nun zundchst unwesentliche Ungleichungen charakterisieren.

(7.20) Satz. Ein Ungleichungssystem A;.x < by ist unwesentlich beziiglich
Ax < b genau dann, wenn es eine Matrix U € Kﬂ”’m) gibt mitUA = Aj,
Ub<byundU.;=0.

Beweis : Furjedes: € I istnach (7.4) die Ungleichung A;.z < b; glltig beztiglich
P(Apn 1., baryr) genau dann, wenn es einen Vektor @; > 0 gibt mitﬂiTAM\I. = A,
und u; b < b;. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine Matrix U € Kﬂ”’m) gibt

mMitUA = A;.,Ub<byundU.; =0. [

(7.21) Folgerung. A;.x < b; ist genau dann redundant beziiglich Az < b, wenn
es einen Vektor u € K7 gibt mitu™ A = A;., uTb < b;, u; = 0.
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Der ndchste Satz zeigt, wann man Ungleichungen nicht mehr weglassen kann,
ohne das Polyeder zu @ndern.

(7.22) Satz. P = P(A,b) # 0 sei ein Polyeder. Sei ) # I C M \ eq(P) und
P’ = P(AM\IabM\I) Dann gllt

P # P' <= dnichttriviale Seitenfldche F C P miteq(F) C I Ueq(P).

Beweis : Im Weiteren bezeichnen wir mit eq . die “equality set”-Abbildung beziig-
lich P'. Es gilt offenbar eqp (F) C eq(F).

“«<=" Angenommen, es gilt P = P’, und F sei eine beliebige nichttriviale
Seitenfldche von P (und somit auch von P’). Da F’ eine nichttriviale Seitenflache
von P’ ist, gibteseini € (M \ I)\ equ(P') miti € eqp (F). Daraus folgt
eq(F) € I Ueq(P).

“=—"  Angenommen, es gilt P # P'. Wegen P C P’ heif3t dies, es existiert
ein Vektor v € P’ \ P, und somit gibt es eine Indexmenge () # K C I mit der
Eigenschaft A;v < b; Vi € M\ K und A;.v > b; Vi € K. Nach Satz (7.14)
hat P einen inneren Punkt, sagen wir w, d. h. es gilt A;,w = b; Vi € eq(P) und
Ajw < b;Yie M\ eq(P).

Wir betrachten nun einen Punkt y auf der Strecke zwischen » und w, d. h.
y=w+ (1 —XNvmit0 < X < 1. Aufgrund der Voraussetzungen gilt:

Aiy=0b; Vieeq(P)
Ay <b; Yie M\ (eq(P)UK).

Isti € K, so gilt

Ay <b <= M, w+ (1 — /\)AZU < b;
< M, (w—v) < b — A

@Az% (da A;.(w — v) < 0).
Setzen wir
1% max{::(_wngﬂ GK},
A,
b= fie K p= gt



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM I1, WS 2003/2004

danngilt 2z := pw+ (1 — p)v € P, # L C K C I und

Ajz=0b; VieL
Ajz<b; Vie K\ L.

Daraus folgt, z ist ein innerer Punkt von F' := fa(L U eq(P)). Nach (7.15) gilt
dann eq(F) = eq({z}) = L Ueq(P), und das bedeutet, dass F' eine nichttriviale
Seitenflache von P miteq(F') C I Ueq(P) ist. [

Wir werden nun wichtige Eigenschaften von Facetten bestimmen, Nichtredundanz
kennzeichnen und Facetten charakterisieren.

(7.23) Satz. Sei F eine Facette von P = P(A,b), dann gilt:

(@) eq(P) C eq(F).
(b) Fiiralle i € eq(F) \ eq(P) gilt

Beweis : (a) gilt offensichtlich fur alle nichttrivialen Seitenfldchen von P.

(b) Die Abbildung fa ist inklusionsumkehrend, d. h.
I C J=fa(l) D fa(J).

Daraus folgt F' = fa(eq(F')) C fa({i}). Dai ¢ eq(P), muss fa({s}) eine echte
Seitenflache von P sein. Aus der Maximalitat von F' folgt die Behauptung. [l

(7.24) Folgerung. Sei P = P(A,b) ein Polyeder und F die Menge der Facetten
von P. Dann gilt:

(a) Fi,.F, e F, Fy 7é F, = eq(Fl) N eq(Fg) = eq(P)
(b) |F| < m — leq(P)].
(c) Es gibteine Menge I C M mit folgenden Eigenschaften

(c1) I € M\eq(P)
(c2) || = |F]|
(c3) F € F<= 3 genaueini € I mit F = fa({i}).
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O

Jede Menge I C M mit den Eigenschaften (c,), (cz), (c3) wollen wir Facetten-
Indexmenge nennen. Satz (7.23) (b) zeigt, dass man Facetten von P dadurch
erhalt, dass man in nur einer Ungleichung A;.x < b; des Systems Az < b Gleich-
heit fordert. Jedoch ist es keineswegs so, dass fir alle i € M die Menge fa({i})
eine Facette von P ist! Dies gilt nur fur solche 7 € M, die in einer Facettenindex-
menge enthalten sind.

(7.25) Satz. Seien P = P(A,b) # () ein Polyeder und F die Menge der Facetten
von P. Seien M die Zeilenindexmenge von A, I C M \ eq(P) und J C eq(P).
Sei P':={x| A;.x =b;, Ar.x < br}, dann gilt:

(a) P=P < (a) VFeFgiltIneq(F)+#0und
(a2) rang(A;.) = rang(Aeqw).)-

(b) P = P(AIUeq(P)-abIUeq(P)) <‘:> VF E FglltIﬂ eq(.’F) 7é @

Beweis : Mit J = eq(P) folgt (b) direkt aus (a). Wir beweisen (a).

“— ” Nach Definition gilt offenbar J = eqp/(P'). Angenommen (ay) ist nicht
erfiillt, d. h. rang(A;.) < rang(Aeqr).). Dann folgt aus der Dimensionsformel
(7.17) (a) dim(P") > dim(P) und somit muss P # P’ gelten. Widerspruch !

Angenommen (a,) ist nicht erfullt. Dann gibt es eine Facette ' von P miteq(F) C
M\ I = (M\I)Ueq(P).Folglich gilt P # P’ nach Satz (7.22). Widerspruch !

“«= " Wir zeigen zun&chst, dass unter der Voraussetzung (a,) gilt:
AJ..Z‘ = bJ =4 Aeq(p)..T = beq(p).

Da P' # (), giltrang(Aj., by) = rang(A;.) = rang(Aeqp).) = rang(Aeqp)., beq(p))-
Das heift, fur alle i € eq(P) existieren K C Jund A\, £ € K, mit A;, =
Y ker MAra bi = D Akby. Erfillt also der Vektor z das System A .z = by,
so gilt fur alle i € eq(P)

A= MeApz =) by = bi.

keK keK

Nach (a,) gilt fur jede Facette F'von P:eq(F') € M\, und da Facetten maximale
echte Seitenflachen sind und eq inklusionsumkehrend ist, folgt daraus

eq(G) € M\ I fur alle echten Seitenflachen G von P. Aus Satz (7.22) folgt daher
P=P. [l
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(7.26) Folgerung. Seien P = P(A,b) # 0 ein Polyeder, I C M \ eq(P),
J Ceq(P)und P ={z | Aj.x = by, Ar.x < br}. Diese Darstellung von P ist
genau dann irredundant, wenn gilt:

(a) I ist eine Facetten-Indexmenge von P.

(b) Aj. isteine (rang(Aeqp).), n)-Matrix mit vollem Zeilenrang.

O

(7.27) Folgerung. Sei P = P(A,b) C K" ein volldimensionales Polyeder (also
eq(P) = 0, bzw. dim(P) = n), dann gilt firalleI C M

P(A;., br) isteine irredundante Beschreibung von P
<= I ist Facetten-Indexmenge von P.

O

(7.28) Satz. Sei P = P(A,b) ein Polyeder, und F sei eine nichttriviale Seiten-
flache von P. Dann sind dquivalent:

(i) F isteine Facette von P.
(i) F ist eine maximale echte Seitenflache von P.
(iii) dim(F') = dim(P) — 1.
(iv) F enthédltdim(P) affin unabhédngige Vektoren.
(v) Sei cTx < ~ eine beziiglich P giiltige Ungleichung mit F = {z € P |
c'z = ~}, dann gilt fiir alle giiltigen Ungleichungen d”x < § mit F C

{z € P|d"z = §}: Es gibt einen Vektor u € K*4") und o € K, o > 0 mit

dt' = acl + ul Aegpy.
6 = ay+ubegp -

Beweis : (i) <= (ii): nach Definition.
(iv) < (iii): trivial.
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(ili) = (ii): Angenommen F ist keine Facette, dann existiert eine echte Seiten-
flaiche G von Pmit F C G C P. Aus (7.17) (c) folgt dann dim(F') < dim(G) —1
< dim(P) — 2, Widerspruch!

(i) = (v): Sei F eine beliebige Facette von P. Wir nehmen zunéchst an, dass
Ar.x < by, Aj.x = by eine irredundante Darstellung von P(A, b) istmit1 € I und
dass F = {z € P | A.x = by} gilt. Sei nun d"z < § eine giiltige Ungleichung
mit F C {z € P | d"z = ¢}. Aufgrund von Folgerung (7.4) gibt es Vektoren
v>0undw mitvT A;, + wT Ay = d¥ und vTb; + wPby; < § (in der Tat gilt hier
Gleichheit, da {z | d¥z = &} eine Stlitzhyperebene ist). Angenommen, es gibt
einen Index i € I\ {1} mitv; > 0, dann gilt nach (7.10) ¢ € eq(F'). Dies ist aber
ein Widerspruch dazu, dass 7 eine Facettenindexmenge ist. Hieraus folgt (v).

(v) = (iii): Da F eine echte Seitenflache von P ist, gilt dim(F") < dim(P)—1.
Angenommen dim(F) < dim(P) — 2. O. b. d. A. kdnnen wir annehmen, dass
F={z € P| A,z = b} gilt. Aus (7.16) folgt

rang(Aeq(r).) > rang(Aeqp).) + 2.

Mithin gibt es einen Index i € eq(F) \ (eq(P) U {1}), so dass der Zeilenvektor
A;. linear unabhéngig von den Zeilenvektoren A;., j € eq(P)U {1}, ist. Das aber
heif3t, dass das System

Az’, = O!Al. + U,TAeq(P).

keine Losung «, u hat. Wegen F' C {z € P | A;.z = b;} ist dies ein Widerspruch
zu (v). [l

(7.29) Folgerung. Seien P = P(A,b) C K" ein volldimensionales Polyeder
und F = {x € P | ¢"z = v} eine Seitenfldche von P. Dann sind dquivalent:

(i) F ist Facette von P.
(i) dim(F) =n— 1.

(iii) Fir alle giiltigen Ungleichungend®z < §,d # 0, mit F C {x € P | d"x =
0} gilt: Es existiert ein o > 0 mit
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(7.30) Beispiel. Wir betrachten das Polyeder P = P(A,b) C R?, das wie folgt
gegeben ist.

A 1 -1 0
As. 2 2 0
: 1 0 2
A= = o 1| = 2
: -1 0 1
As. -1 -1 —2

Abb. 7.2

P hat 4 Seitenflachen, namlich @, P und £y = {(3)}, F» = {(})}. Fi und F,
sind Facetten von P. Es gilt eq(P) = {1,2}, eq(F1) = {1,2,3,4}, eq(F») =
{1,2,5,6},eq(@) = {1,...,6}. Die Mengen {3, 5}, {3,6}, {4,5}, {4, 6} sind die
Facettenindexmengen von P. Eine irredundante Beschreibung von P ist z. B. ge-
geben durch

P= {.T | Al..Z' = 0, A3..T < bg, A5.£E < b5}

Ubrigens sind die Ungleichungen A;.z < b;, i = 3,4, 5,6 redundant beziiglich
P(A,b). Die Ungleichungssysteme A;.z < by mit I = {3,5} oder I = {4,6}
sind z. B. ebenfalls redundant. Aber A;.xz < b; ist nicht redundant beziglich
P(A,b), falls I = {3,4,5}. O
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Kapitel 8

Ecken und Extremalen

Im vorhergehenden Kapitel haben wir allgemeine Seitenflachen und speziell ma-
ximale Seitenflachen (Facetten) von Polyedern behandelt. Die Facetten sind bei
der duBeren Beschreibung von Polyedern wichtig. Wir werden nun minimale Sei-
tenflachen untersuchen und sehen, dass sie bei der inneren Darstellung von Be-

deutung sind.

(8.1) Definition. Es seien P C K" ein Polyeder und F eine Seitenfldche von P.
Gibtesz € K" und0 # z € K* mit

F = {z} Ecke
F =z +1in({z}) , S0 heifit F Extremallinie
F =z + cone({z})} Extremalstrahl

O

Ist F = {z} eine Ecke von P, so sagen wir einfach “z ist eine Ecke von P”. Wir
werden uns im weiteren insbesondere fur Ecken interessieren und sie charakteri-
sieren. Offenbar sind Ecken Seitenflichen der Dimension 0, wéhrend Extremal-
linien und Extremalstrahlen Seitenflachen der Dimension 1 sind. Allgemein hei-
Ren Seitenflachen der Dimension 1 Kanten. Kanten sind entweder Extremallini-
en, Extremalstrahlen oder Verbindungsstrecken zwischen zwei Ecken. Sind zwei
Ecken z, y eines Polyeders P durch eine Kante verbunden, d. h. conv({z, y}) ist
eine Seitenfldche von P, so nennt man = und y adjazent auf P.
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< Extremalstrahlen

Abb. 8.1

8.1 Rezessionskegel, Linienraum, Homogenisierung

An dieser Stelle ist es nitzlich einige weitere Objekte einzufiihren, die man Po-
lyedern (bzw. allgemeinen Mengen) zuordnen kann. Das Studium dieser Objekte
ist fur sich selbst betrachtet sehr interessant. Wir wollen diese Mengen jedoch nur
als Hilfsmittel zur Vereinfachung von Beweisen verwenden, weswegen wir nicht
weiter auf theoretische Untersuchungen dieser Mengen eingehen werden.

(8.2) Definition. Sei S C K" eine beliebige Menge. Wir definieren
(@)  rec(S) :={yeK'|Jdzx €S, sodassVA>0giltz + Ay € S},
(b) lineal(S) :={ye K" |3dz €S, sodassV e Kyiltz + \y € S},
(¢)  hog(S) :={(}) e K"*! |z € S}>.

Die Menge rec(S) heilst Rezessionskegel von S, lineal(S) heif3t Linealitatsraum
oder Linienraum von S, und hog(.S) heist Homogenisierung von S.

O

Wir wollen nun die oben eingefiihrten Mengen beziiglich Polyedern charakterisie-
ren. Nennen wir einen Vektor y mit x+ Ay € S fur alle A > 0 eine “Richtung nach
Unendlich”, so besteht der Rezessionskegel einer Menge S aus allen Richtungen
nach Unendlich. Fir Polyeder gilt Folgendes:

(8.3) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder,

dann gilt
rec(P) = P(A,0) = cone(E).
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Beweis : (a) rec(P) = P(A,0). Isty € rec(P), so existiert ein x € P mit
x+ Ay € PYX > 0. Daraus folgt b > A(x + \y) = Ax + AAy. Gébe es eine
Komponente von Ay, die groRer als Null ist, sagen wir (Ay); > 0, so wére der
Vektor z + Agy mit

i — (Az);
A = i A

(Ay);

nicht in P(A,b), Widerspruch! Ist y € P(A,0), so gilt fur alle z € P(A,b)
und A > 0, A(z + Ay) = Az + My < b+ 0 = b, also ist y € rec(P). (b)
P(A,0) = cone(E). Trivial! [

Inshesondere folgt aus (8.3), dass rec(P) = {y € K" |Vz € P, und VA > 0 gilt
x + Ay € P}. Ist P ein Kegel, so gilt natiirlich P = rec(P), und offenbar ist ein
Polyeder P genau dann ein Polytop, wenn rec(P) = {0}. Abbildung 8.2 zeigt ein
Polyeder und seinen Rezessionskegel.

+1

P(A,b)

rec(P(A,b))

Abb. 8.2
Aus Definition (8.2) folgt lineal(P) = rec(P) N (—rec(P)). Offenbar ist lineal
(P) ein linearer Teilraum des K", und zwar ist es der grofte lineare Teilraum

L C K", sodass z + L C P firalle z € P gilt. Analytisch kdnnen wir lineal(P)
wie folgt darstellen.

(8.4) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder,
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dann gilt

lineal(P) = {z | Ax =0} = cone({e € E | —e € cone(F)}).

Beweis : Wegen lineal(P) = rec(P) N (—rec(P)) folgt die Behauptung direkt
aus (8.3). [l

Die Definition der Homogenisierung erscheint etwas kompliziert: Man wende
zweimal die Kegelpolaritét auf die Menge S an! Geometrisch betrachtet ist hog(.S)
der Durchschnitt aller Ungleichungen mit rechter Seite 0, die giltig beztiglich
{(5) | = € S} sind.

(8.5) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V)+cone(E) ein nichtleeres Polyeder. Sei
A, —b
o= =)

hog(P) = P(B,0) = cone({(}) | v € V}) + cone({({) | e € E}).

dann gilt

Beweis : Setzen wir P, := {({) € K"*! | z € P}, so gilt

P; = conv{(}) | v € V} +cone{({) | e € E}.

Aus Folgerung (7.4) (iii) ergibt sich dann:
Py ={zeK | Tu<0Vue P}
={ze K |ZI'(}) <0VveV, 2" () <0Vec E}

G )=y () o)

Mit Folgerung (6.7) erhalten wir nun

o0 v, @ ’ V E
hog(P) = P; :P((ET, O),O) :cone<®T 0).

Die zweite Charakterisierung von hog(P) folgt aus einer anderen Darstellung von
Py. Es gilt ndgmlich mit Satz (7.2):
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P ={(}) e K |yTz+ A1 <0Vz e P} ={()) e K" |y"z < -AVz € P}

= () em | (4 e P = () eR | () econe (7 0))

_ AT 0
=cone( . -

Folgerung (6.10) impliziert nun
oo AT 0V)° A —b
hog(P) = Py° = (cone (—bT _1)) =P ((0 _1) ,O) :

In Abbildung 8.3 sind ein Polyeder P C R!, die im obigen Beweis definierte
Menge P; und hog(P) dargestellt.

O

hog(P)

=]
Abb. 8.3

(8.6) Bemerkung. Sei P C K" ein Polyeder, dann gilt:
(a) z€P < (9) € hog(P).
(b) z €rec(P) <= ({) €hog(P).

Beweis : (a) st trivial.
(b) Sei P = P(A,b) eine Darstellung von P, dann gilt hog(P) = P(B,0) mit

B= (13’ :?) Folglich gilt nach (8.5) und (8.3)

(?) e hog(P) <= (%) € P(B,0) <= Az <0 <= g € rec(P).
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8.2 Charakterisierungen von Ecken

Wir beginnen mit der Kennzeichnung von Ecken und Extremalstrahlen von Ke-
geln.

(8.7) Satz. Sei K C K" ein polyedrischer Kegel, dann gilt:

(a) Istx Ecke von K, dann gilt z = 0.

(b) F istein Extremalstrahl von K <= 3z € K" \ {0} so dass
F = cone({z}) eine Seitenfldche von K ist.

Beweis : Nach (2.6) gibt es eine Matrix A mit K = P(A, 0). Aufgrund von (7.11)
ist daher jede nichtleere Seitenflache von K ein Kegel, der den Nullvektor enthélt.

(@) Istz Ecke, dann giltalso 0 € {z} und somit z = 0.
(b) *“<= " nach Definition.

“=> " Nach (8.1) existieren z € K" und z € K" \ {0} mit F' = x + cone({z}).
Nach obiger Bemerkung gilt 0 € F', und somit existiert ein A > 0 mit0 = z + Az,
d. h.z = —)z Da F ein Kegel ist, gilt {\z | A € K, } = {\(=X2) | A€ K.} C
F.Falls X # 0, gilt aber {—=X\z | A > 0} € z + cone({z}), ein Widerspruch.
Daraus folgt x = 0. [l

Der folgende Hilfssatz tiber innere Punkte wird im Weiteren benétigt.

(8.8) Lemma. Ist F' eine nichtleere Seitenfliche von P = P(A,b), gilt I =
eq(F), und ist B = {y',...,y*} eine Basis des Kerns von A;., dann gibt es zu
jedem inneren Punkt x € F von F eine > 0, so dass x + ey’ € P fiir alle
j=1,...,kgilt.

Beweis : Sei x innerer Punkt von F und J = {1,...,m} \ I. Nach (7.15) gilt
eq({r}) = I,also Ay.x < by und ferner A;.(x + ey?) = by fur allee € K Fire
gentigend klein gilt dann offenbar auch A;.(x 4 ey?) < b;. O

Wir wollen nun die Ecken eines Polyeders charakterisieren.

(8.9) Satz. Seien P = P(A,b) C K" ein Polyeder und x € P. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(1) x isteine Ecke von P.
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(2) {x} ist eine nulldimensionale Seitenfldche von P.

(3) x ist keine echte Konvexkombination von Elementen von P, d. h. y,z € P,
y#2,0<A<l = z#Ay+(1-XN)z.

(4) P\ {x} ist konvex.

(5) rang(Aeq({s}).) = N

(6) 3¢ € K™\ {0}, so dass z die eindeutig bestimmte Optimallésung des linea-
ren Programms max c’y, y € P ist.

Beweis : (1) <= (2). Definition!

(1) = (6). Nach Definition ist {z} eine Seitenflache, also existiert eine beziiglich
P giiltige Ungleichung Ty < v, sodass {y € P | cTy = v} = {z} gilt. Folglich
ist z die eindeutig bestimmte Optimalldsung von max c’y, y € P. Ist P # {z},
so ist ¢ # 0, andernfalls kann ¢ # 0 gewahlt werden.

(6) = (3). Sei z die eindeutige Optimallosung von maxc’u, v € P mit
Wert v. Gilt z = Ay + (1 — M)z fury,z € P,y # 2z, 0 < A < 1, dann folgt
y=c'z=c"Ay+(1-XNz) =A"y+ (1 -Nc"z2 < Ay + (1 —N)y =~. Dies
impliziert ¢’y = v = ¢! z. Widerspruch!

(3) < (4) trivial.

(B) = (5). Sei I = eq({z}), dann ist = innerer Punkt von F' = {y € P |
Ar.y = br}. Angenommen rang(Ay.) < n, dann existiert ein Vektor y # 0 im
Kern von A;., und nach Lemma (8.8) eine > 0, so dass « + ey € P. Daraus folgt
z = 3(z +ey) + 3(z — ey), also ist = echte Konvexkombination von Elementen
von P, Widerspruch!

(5) = (2).Sei I =eq({z}), dann hat A;.y = by nach Voraussetzung eine ein-
deutig bestimmte Losung, ndmlich z. Daraus folgt F = {y € P | Ar.y = b;} =
{z}, also ist {z} eine nulldimensionale Seitenflache. O

Fir Polyeder der Form P=(A,b) = {z € K" | Az = b,z > 0} gibt es eine
weitere niitzliche Kennzeichnung der Ecken. Ist z € K", so setzen wir

supp(z) = {i € {1,...,n} | z; # 0}.

Die Indexmenge supp(z) heillt Tréger von z.
(8.10) Satz. Firxz € P=(A,b) C K" sind folgende Aussagen dquivalent:
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(1) x ist Ecke von P=(A,b).

(2) rang(A.supp(a)) = [supp(z)|.
(3) Die Spaltenvektoren A.;, j € supp(x), sind linear unabhéngig.

Beweis : (2) < (3) trivial.

A b

(1) < (2).Sei D = (—A) ,d= (—b) , dann gilt P(D, d) = P=(A,b). Mit
-1 0

Satz (8.9) gilt nun:

x Ecke von P=(A, b) <= z Ecke von P(D,d)
< rang(Deqy({z}).) =1
A
< rang | —A | =nmitJ={j|z; =0}

I, ={1,...,n} \ supp(z)

(Streichen der Spalten j € J) <= rang ( A"S“pp(w)> =n—|J| = [supp(z)|

- ) ,supp(.r)

!

rang(A.,supp(a:)) = |Supp($)|

8.3 Spitze Polyeder

Nicht alle Polyeder haben Ecken, so z. B. der Durchschnitt von weniger als n
Halbrdumen des K™. Polyeder mit Ecken sind besonders fir die lineare Optimie-
rung wichtig.

(8.11) Definition. Ein Polyeder heif3t spitz, wenn es eine Ecke besitzt.

O

Wir wollen im nachfolgenden spitze Polyeder charakterisieren und einige Aussa-
gen Uber spitze Polyeder beweisen.

(8.12) Satz. Sei P = P(A,b) C K™ ein nichtleeres Polyeder, dann sind dquiva-
lent:
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(1) P istspitz.

(2) rang(A) = n.

(3) rec(P) ist spitz, d. h. 0 ist eine Ecke von rec(P).
(4) Jede nichtleere Seitenflache von P ist spitz.

(5) hog(P) ist spitz.

(6) P enthélt keine Gerade.

(7) rec(P) enthélt keine Gerade.

(8) lineal(P) = {0}.

Beweis: (1) = (2). Istz eine Ecke von P, so gilt nach (8.9) n = rang(Aeq({z}).)
<rang(A) < n, alsorang(A) = n.

(2) = (1). Sei z € P so gewdhlt, dass I := eq({x}) maximal beziglich Men-
geninklusion ist. Sei F' = {y € P | Ar.y = b;}, dann ist z innerer Punkt von F..
Ist rang(A;.) < n, dann enthdlt der Kern von A;. einen Vektor y # 0, und mit
Lemma (8.8) gibt es eine > 0, so dass x + ey € P. Die Gerade G = {z + \y |
A € K} trifft mindestens eine der Hyperebenen H; = {y | A,y = b,},j ¢ I, da
rang(A) > rang(A;y.). Also muss es ein § € K geben, so dass = + dy € P und
eq({z + dy}) D I. Dies widerspricht der Maximalitét von I.

Aus der Aquivalenz von (1) und (2) folgt direkt die Aquivalenz der Aussagen (3),
(4), (5), da

rec(P) = P(A,0), nach (8.3),
hog(P) = P ((g‘ :’;) ,o)  nach (8.5),

F = {m e K* | Ax < b, Aeq(F).x < beq(p), —Aeq(p).x < _beq(F)}
fur alle Seitenflachen F' von P gilt.

(3) = (6). Angenommen P enthélt eine Gerade G = {u+Xv | A € K}, v # 0,
dann giltb > A(u + \v) = Au + MAvw fur alle A € K. Daraus folgt A(Av) < 0
fir alle A € K und somit v, —v € rec(P), d. h. 0 = v + 1(—v) ist eine Konvex-
kombination. Also ist 0 keine Ecke von rec(P).

(6) = (3). Ist rec(P) nicht spitz, so ist 0 echte Konvexkombination von Vekto-
ren aus rec(P), sagen wir 0 = Au + (1 — A)v, u # 0 # v, 0 < A < 1. Dann aber
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ist G = {\u | A € K} eine Gerade in rec(P), und fiir alle z € P istz + G eine
Gerade in P.

Die Aquivalenz von (7) und (8) zu den iibrigen Aussagen ist nun offensicht-
lich. a

(8.13) Folgerung. Sei P = P=(A,b) C K", dann gilt

P # () < P spitz.

A b

Beweis: Esist P = P(D,d)mitD = | —A|,d= | —b |, und offenbar hat D
—I 0

den Rang n. Aus (8.12) folgt dann die Behauptung. a

(8.14) Folgerung. Sei P C K" ein Polytop, dann gilt

P # () < P spitz.

Beweis : Da P beschréankt ist, gibt es einen Vektor u mit P C {z | z < u}. Gilt
P = P(A,b), so folgt daraus P = P(D,d) mit D = (%), d = (?). D hat den
Rang n, daraus folgt mit (8.12) die Behauptung.

(8.15) Folgerung. Das Polyeder P sei spitz, und das lineare Programm max ¢’ z,

x € P habe eine Optimallésung, dann hat dieses lineare Programm auch eine
optimale L6sung, die eine Ecke von P ist (eine sogenannte optimale Eckldsung).

Beweis: F' = {z € P | ¢’z = max{c’y | y € P}} ist eine nichtleere Seiten-
flache von P, die nach Satz (8.12) eine Ecke hat. [l

(8.16) Folgerung. Ist P ein nichtleeres Polytop, dann hat jedes lineare Programm
max clz, x € P eine optimale Ecklésung.

Das folgende Korollar wird sich als sehr wichtig erweisen.
(8.17) Folgerung. Lineare Programme der Form
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maxclx max ¢’z
Az =b oder Az < b
x>0 z2>0

besitzen genau dann eine endliche OptimallGsung, wenn sie eine optimale Eckldsung
besitzen.

Beweis : Nach (8.13) ist P=(A4, b) spitz (falls nicht leer) und somit hat das er-
ste der obigen LP’s nach (8.15) eine optimale Eckldsung, falls es iberhaupt eine
optimale Losung hat. Analog folgt die Behauptung fiir das zweite LP. a

8.4 Extremalen von spitzen Polyedern

Wir wollen nachfolgend einige Aussagen uber spitze Polyeder beweisen, die sich
— entsprechend modifiziert — auch fir allgemeine Polyeder zeigen lassen. Dabei
treten jedoch einige unschone technische Komplikationen auf, so dass wir hier auf
die Behandlung dieser Verallgemeinerung verzichten.

(8.18) Definition. Sei P ein Polyeder. Ein Vektor z € rec(P) \ {0} heif3t Ex-
tremale (oder Extremalvektor) von P, wenn cone({z}) ein Extremalstrahl von
rec(P) ist.

O

Nur spitze Polyeder haben Extremalen. Denn ist P nicht spitz, so ist nach (8.12)
rec(P) nicht spitz, also ist der Nullvektor eine echte Konvexkombination zweier
von Null verschiedenen Vektoren, sagen wir 0 = Au + (1 — A\)v, 0 < A < 1. Ist
F = cone({z}) ein Extremalstrahl von rec(P), so gibt es eine beziiglich rec(P)
gultige Ungleichung ¢z < 0 mit F = {z € rec(P) | ¢'z = 0}. Nun gilt
0=2c"0=cu+(1-XNv) =2ru+(1-XNcv < 0. Aus v <0,
cl'v < 0folgt c'u = ¢f'v = 0 und somit u,v € F, ein Widerspruch. Aussagen
Uber Extremalen machen also nur fiir spitze Polyeder Sinn.

Ist K speziell ein spitzer polyedrischer Kegel, so ist (wegen rec(K) = K) eine
Extremale von K ein Vektor z € K, so dass cone({z}) ein Extremalstrahl von
K ist. Das heil3t, jeder auf einem Extremalstrahl von K gelegener und von Null
verschiedener Vektor ist eine Extremale von K.

(8.19) Satz. Seien P = P(A,b) C K" ein spitzes Polyeder und z € rec(P)\{0}.
Dann sind dquivalent:
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(1) = ist eine Extremale von P.
(2) cone({z}) ist ein Extremalstrahl von rec(P).

(3) z laBt sich nicht als echte konische Kombination zweier linear unabhangiger
Elemente von rec(P) darstellen.

(4) (rec(P) \ (cone{z})) U {0} istein Kegel.
(5) rang(Aeq(i23).) = n — 1 (eq beziiglich Az < 0).

Beweis : (1) <= (2) Definition.

(2) = (3). Ist F := cone({z}) ein Extremalstrahl von rec(P), so ist F ei-
ne eindimensionale Seitenfldche von rec(P), d. h. F kann keine zwei linear un-
abhdngigen Vektoren enthalten. Insbesondere gibt es eine beziiglich rec(P) gllti-
ge Ungleichung ¢’z < 0 mit F' = {z € rec(P) | ¢c"'z = 0}. Gibt es zwei linear
unabhédngige Vektoren u,v € rec(P) und A\, u > 0 mit z = Au + pw, so gilt
0=c"2=c"(Au+mw) = Xc"u + uc"v < 0. Daraus folgt c"u = v = 0,
d. h. u,v € F, ein Widerspruch.

(3) <= (4) trivial.

(3) = (5). Sei I =eq({z}), dann ist z innerer Punkt von F' := {z € rec(P) |
Arx = 0}. Ist rang(A;.) < n — 1, dann enthélt der Kern von A;. einen von
z linear unabhéngigen Vektor . Nach Lemma (8.8) gibt es ein £ > 0, so dass
z + gu € rec(P) gilt. Dann aber gilt z = 1(z + cu) + 3(z — eu), d. h. z ist echte
konische Kombination von zwei linear unabhéngigen Elementen von rec(P), Wi-

derspruch. Offenbar ist rang(A;z.) # n.

(5) = (2).Sei I =eq({z}), dann folgt fur FF = {x € rec(P) | Ar.x = 0} aus
der Voraussetzung, dass dim(F') = 1 gilt. Da rec(P) spitz ist, enthdlt nach (8.12)
rec(P) keine Gerade, also muss die eindimensionale Seitenfldche F' der Strahl
cone({z}) sein. [

Wir wollen nun noch eine Beziehung zwischen den Ecken und Extremalen eines
spitzen Polyeders und den Extremalen seiner Homogenisierung aufzeigen.

(8.20) Satz. Sei P C K™ ein spitzes Polyeder, dann gilt:

(a) = ist Ecke von P <= (3) ist Extremale von hog(P).

(b) z ist Extremale von P <= (?) ist Extremale von hog(P).
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Beweis : Sei P = P(A,b), dann gilt nach Satz (8.5) hog(P) = P (B, 0) mit

A, —b
B_<0’ _1).

(@) Sei I =eq({z}) beziglich P(A,b). x ist Ecke von P &3 rang(A;.) =
n <= rang(Beq({(m)})_) = n (denn die neu hinzugekommene Ungleichung ist

nicht mit Gleichheit erfiillt) £ (7) ist Extremale von hog(P).

(b) ~zistExtremalevon P <= zist Extremale vonrec(P) €19 rang(Aeq(iz)).) =
(8.19) /5y -
n—1 <= rang(Beq({(é)}).) =n &= (7) ist Extremale von hog(P). O

8.5 Einige Darstellungssatze

Wir kniipfen hier an Abschnitt 6.3 an, wo wir bereits verschiedene Darstellungssatze
bewiesen haben. Einige dieser Séatze kdnnen wir nun mit Hilfe der in diesem Ka-
pitel gewonnenen Erkenntnisse verscharfen.

Ist K ein polyedrischer Kegel und gilt K = cone(E), dann nennen wir E eine Ke-
gelbasis von K, wenn es keine echte Teilmenge E’ von E gibt mit K = cone(E")
und wenn jede andere minimale Menge F' mit K = cone(F') dieselbe Kardinalitét
wie E hat. Ist P ein Polytop, dann heif3t eine Menge V' mit P = conv (V') kon-
vexe Basis von P, wenn V' keine echte Teilmenge besitzt, deren konvexe Hille
P ist, und wenn jede andere minimale Menge W mit P = conv (V) dieselbe
Kardinalitdt wie V' hat.

Trivialerweise sind die Elemente einer Kegelbasis £ konisch unabhéangig, d. h.
kein e € E ist konische Kombination der tibrigen Elemente von E; und die Ele-
mente einer konvexen Basis sind konvex unabhéangig, d. h. kein Element von V/
ist Konvexkombination der brigen Elemente von V. Es gilt aber keineswegs,
dass jeder Vektor x € cone(F) bzw. z € conv(V') eine eindeutige konische
bzw. konvexe Darstellung durch Vektoren aus E bzw. V' hat. In dieser Hinsicht
unterscheiden sich also Kegelbasen und konvexe Basen von Vektorraumbasen.

(8.21) Satz. Sei {0} # K C K" ein spitzer polyedrischer Kegel, dann sind
dquivalent:

(1) E isteine Kegelbasis von K.
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(2) E ist eine Menge, die man dadurch erhélt, dass man aus jedem Extremal-
strahl von K genau einen von Null verschiedenen Vektor (also eine Extre-
male von K) auswéhlt.

Beweis : Ist z Extremale von K, so ist K’ := (K \ cone{z})U{0} nach (8.19) ein
Kegel. Folglich gilt cone(E) C K’ fiir alle Teilmengen E von K. Also muss jede
Kegelbasis von K mindestens ein (aus der Basiseigenschaft folgt sofort “genau
ein”) Element von cone{z} \ {0} enthalten.

Zum Beweis, dass jede wie in (2) spezifizierte Menge eine Kegelbasis ist, benut-
zen wir Induktion liber d = dim K. Fur Kegel der Dimension 1 ist die Behauptung
trivial. Sei die Behauptung fiir Kegel der Dimension d richtig und K ein Kegel mit
dimK =d+1.Seiy € K \ {0} beliebigund ¢ € K" \ {0} ein Vektor, so dass
die Ecke 0 von K die eindeutig bestimmte Lésung von max{c’z | z € K} ist (c
existiert nach (8.9)). Sei z € {z | ¢z = 0} \ {0}. Dann ist fiir die Gerade

G={y+Xz| ek}

die Menge KNG ein endliches Streckenstiick (andernfalls wére z € rec(K) = K,
und wegen ¢’z = 0 wére 0 nicht der eindeutige Maximalpunkt). Folglich gibt es
zwei Punkte z; und z,, die auf echten Seitenfldchen, sagen wir F; und F5, von
K liegen, so dass K N G = conv({zo, 2 }). Die Dimensionen der Seitenflachen
Fi, Fy sind hochstens d, F; und F; sind Kegel, und die Extremalstrahlen von F;
und Fy sind Extremalstrahlen von K. Nach Induktionsvoraussetzung werden z;
und z, durch die in (2) festgelegten Mengen beztglich £} und F;, konisch erzeugt.
Daraus folgt, dass y durch jede Menge des Typs (2) konisch erzeugt werden kann.
Dies impliziert die Behauptung. U

(8.22) Folgerung. Jeder spitze polyedrische Kegel besitzt eine — bis auf positive
Skalierung der einzelnen Elemente — eindeutige Kegelbasis.

O

(8.23) Folgerung. Jeder spitze polyedrische Kegel K # {0} ist die Summe
seiner Extremalstrahlen, d. h. sind cone({e;}), i = 1, ..., k die Extremalstrahlen
von K, so gilt

K = cone({e, ..., ex}) = Zcone({ei}).
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Beweis : Klar. [

Der folgende Satz verscharft (6.13) fiir spitze Polyeder.

(8.24) Satz. Jedes spitze Polyeder P lasst sich darstellen als die Summe der kon-
vexen Hiille seiner Ecken und der konischen Hiille seiner Extremalen, d. h. sind V/
die Eckenmenge von P und cone({e}), e € E, die Extremalstrahlen von (rec(P))
(bzw. ist E eine Kegelbasis von rec(P)), so gilt

P = conv(V') + cone(FE).

Beweis : Sei hog(P) die Homogenisierung von P. Da P spitz ist, ist hog(P)
nach (8.12) ein spitzer Kegel. Nach (8.23) ist hog(P) die Summe seiner Extre-

malstrahlen cone({e}}) i = 1,...,k. O. b. d. A. kdnnen wir annehmen, dass
e, =(Y),i=1,...,pounde; = (¥),i =p+1,...,k gilt. Aus (8.20) folgt:
V = {v1,...,v,} ist die Eckenmengen von P und E = {ep1,...,ex} ist die

Extremalenmenge von P. Nach (8.6) gilt z € P <= (%) € hog(P) und somit
fOlgt r € P — x = Zle Aiv; + Zf:p-l—l Mi€;, )\Z-,,uz- > 0, Z:;):l A= 1,
d. h. z € conv(V') + cone(E).

(8.25) Folgerung (Satz von Krein-Milman). Sei P ein Polyeder und V' die Men-
ge seiner Ecken, dann gilt

P istein Polytop <= P = conv (V).

(8.26) Folgerung. Polytope haben eine eindeutige konvexe Basis.

Fur die lineare Optimierung ist die folgende Beobachtung wichtig.

(8.27) Satz. Seien P C K" ein spitzes Polyeder und ¢ € K". Das lineare Pro-
gramm max clz, x € P ist genau dann unbeschrénkt, wenn es eine Extremale e
von P gibt mitcTe > 0.

Beweis : Seien V' die Eckenmenge von P und E eine Kegelbasis von rec(P),
dann gilt nach (8.24) P = conv(V) + cone(E). Es ist y := max{cTv | v € V} <
oo, da V endlich und v = max{c’z | € conv(V)}. Gilt e < 0,Ve € F, so
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ist y = max{c’z | z € P} < oo. Falls also max{c'z | z € P} unbeschréankt
ist, muss flir mindestens ein e € E gelten ¢’'e > 0. Die umgekehrte Richtung ist
trivial. a

Wie bereits bemerkt, haben Elemente von spitzen Polyedern P i. a. keine eindeu-
tige Darstellung als konvexe und konische Kombination von Ecken und Extrema-
len. Man kann jedoch zeigen, dass zu einer derartigen Darstellung von Elementen
von P nicht allzu viele Ecken und Extremalen bendtigt werden.

(8.28) Satz. Es seien K C K" ein spitzer Kegel und 0 # x € K. Dann gibt es
Extremalen y,, . .., yq von K, wobei d < dim(K) < n gilt, mit

d
i=1

Beweis : Es seien cone({e;}) die Extremalstrahlen von K, i = 1,...,k, dann
gibt es nach (8.23) Skalare \; > 0,7 =1,..., k, mit

k
i=1

Unter allen mdglichen Darstellungen von z dieser Art sei die obige eine, so dass
I={ie{l,...,k} | A > 0} minimal ist. Sagen wir, es gilt I = {1, ...,d}. An-
genommen die Vektoren e;, 7 € I sind linear abhédngig, dann gibt es yu., ..., uq €
K, nicht alle u; Null, so dass gilt

d
=1

Angenommen p; > 0firi =1,...,d,undo. B. d. A.sei u; > 0. Dannist —e; =
S, I-e; eine konische Kombination, und nach Satz (8.4) gilt e; € lineal(K).
Dies widerspricht nach (8.12) der Voraussetzung K ist spitz.

O. B. d. A. kdnnen wir daher annehmen, dass gilt z; < 0 und

A Ai
2L = max{Z | < 0}
H1 i
Daraus folgt
61 = — d ﬂ6~
i=2 pp Tt

=\ — e
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Diese Darstellung von x ist eine konische Kombination, denn
i >0 = (Ai—%ui)ZO,

As A A
p <0 = 28 <t = X > T,

also kann z mit weniger als d Extremalen konisch dargestellt werden, Wider-
spruch zur Minimalitét! Da ein Kegel hochstens dim(K) linear unabhéngige Vek-
toren enthdlt, folgt d < dim(K). Setzen wir y; = \je;, @ = 1,...,d, so sind die
Vektoren y; Extremalen von K mit der gewtinschten Eigenschaft. 0

(8.29) Folgerung. Ist P C K" ein spitzes Polyeder und ist x € P, dann gibt es
Ecken vy, vy, ..., v, und Extremalen eg1,€xia,...,eq Vvon P mitd < dim(P)
und nichtnegative Skalare )\, . . ., A\ mit Zf:o A = 1, so dass gilt

k d
=3t 3 e
=0

1=k+1

Beweis : Nach (8.12) isthog(P) ein spitzer Kegel, und die Dimension von hog(P)
ist dim(P) + 1. Nach (8.6) giltz € P <= (%) € hog(P). Nach Satz (8.28) ist
(7) konische Kombination von d + 1 < dim(P) + 1 Extremalen von hog(P).
O. B. d. A. kdnnen wir annehmen, dass gilt

(-2 ()3 ()

wobei \; > 0,i=0,...,k. Firv; := {y; gilt dann

k d k
.Z'ZZ/\Z"UZ'-F Zei, ZAZ
=0 =0

i=k+1

1.

Ferner sind nach (8.20) die Vektoren v; Ecken von P und die Vektoren e; Extre-
malen von P. Also haben wir die gewiinschte Kombination von x gefunden. a

Das folgende direkte Korollar von (8.29) wird in der Literatur hdufig Satz von
Caratheodory genannt.

(8.30) Folgerung. Ist P C K™ ein Polytop, dann ist jedes Element von P Kon-
vexkombination von héchstens dim(P) + 1 Ecken von P.
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Kapitel 9

Die Grundversion der
Simplex-Methode

In Satz (7.8) haben wir gezeigt, dass die Menge der Optimallosungen eines li-
nearen Programms eine Seitenfldche des durch die Restriktionen definierten Poly-
eders ist. Dieses Ergebnis haben wir in Folgerung (8.15) dahingehend verschérft,
dass wir nachweisen konnten, dass bei spitzen Polyedern das Optimum, falls es
existiert, stets in einer Ecke angenommen wird. Wollen wir also ein Verfahren
entwerfen, das lineare Programme Uber spitzen Polyedern l6st, so gentigt es, ein
Verfahren anzugeben, dass eine optimale Ecke derartiger Polyeder findet.

Aus Kapitel 2 wissen wir, dass wir uns auf lineare Programme Uiber Polyedern der
Form P=(A,b) = {x € R* | Az = b,z > 0} beschrénken kdnnen. In Folgerung
(8.13) haben wir gezeigt, dass ein solches Polyeder stets spitz ist, falls es nicht
leer ist. Wenn wir also einen Algorithmus angeben kdnnen, der die optimale Ecke
eines linearen Programms der Form max ¢z, z € P~(A,b) findet, so kdnnen
wir mit diesem alle linearen Programmierungsprobleme lésen.

(9.1) Definition. Ein lineares Programm der Form

maXx CTQS

Ax =10
z>0

heifl3t ein lineares Programm in Standardform. Wenn nichts anderes gesagt wird,
nehmen wir immer an, dass A € K™ b € K™, und ¢ € K" gilt.

111



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM I1, WS 2003/2004

Ist der Rang von A gleich n, so wissen wir, dass das Gleichungssystem Az =
b entweder gar keine oder eine eindeutig bestimmte Losung hat, die mit dem
GauR’schen Eliminationsverfahren berechnet werden kann. Da also entweder kei-
ne Losung existiert oder der einzige zuldssige Punkt leicht bestimmt werden kann,
liegt kein wirkliches Optimierungsproblem vor. Wir wollen daher voraussetzen,
dass rang(A) < n gilt. Ferner nehmen wir an, um die Darstellung einfacher zu
machen, dass die Zeilen von A linear unabhéngig sind und dass P=(A, b) # ( ist.
Wir treffen also folgende Verabredung:

(9.2) Generalvorausssetzungen fur Kapitel 9.

(@) Aisteine (m,n)-Matrix mitm < n,
(b) rang(A) = m,

(©) P=(A,b) #0.
0

Wir werden spéter zeigen, dass lineare Programme, bei denen die Voraussetzun-
gen (9.2) nicht gegeben sind, auf solche zuriickgefiihrt werden kdnnen, die diese
erfullen, dass also alle Voraussetzungen (9.2) o. B. d. A. gemacht werden konnen.

Um die weitere Darstellung schreibtechnisch zu vereinfachen, legen wir fiir dieses
Kapitel folgendes fest (vergleiche Abschnitt 1.3.):

(9.3) Konventionen in Kapitel 9. Es sei A € K™™, wobei nach (9.2) m < n
gelten soll.

(@) Mit{1,..., m} bezeichnen wir die Zeilenindexmenge von A, mit{1, ... ,n}
die Spaltenindexmenge.

(b) B und N bezeichnen stets Spaltenindexvektoren von A, wobei
B=pi,--,pm) €{1,...,n}"undN = (q1,-- -, @u_m) € {1,...,n}*™
gilt. Ferner kommt kein Spaltenindex, der in B vorkommt, auch in N vor,
und umgekehrt. (Um Transpositionszeichen zu sparen, schreiben wir B und
N immer als Zeilenvektoren.)

(c) Wir werden aber B und N auch einfach als Mengen auffassen (wenn die
Anordnung der Indizes keine Rolle spielt), dann gilt also nach (b)) BN N =
0, BUN = {1,...,n}. Insbesondere kénnen wir danni € B und j € N
schreiben.

(d) Zur schreibtechnischen Vereinfachung schreiben wir im folgenden Ag und
Ay statt A.g und A, x.
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(e) Ist ein Spaltenindexvektor B wie oben angegeben definiert, so bezeichnet,

falls nicht anders spezifiziert, N = (q1,...,q, ) immer den Spaltenin-
dexvektor, der alle tibrigen Spaltenindizes enthélt, wobei q; < q; firi < j
gilt.

0

9.1 Basen, Basislosungen, Entartung

(9.4) Definition. Gegeben sei ein Gleichungssystem Az = b mit A € Kmn),
b € K™ und rang(A) = m. Spaltenindexvektoren B und N seien entsprechend
Konvention (9.3) gegeben.

(a) Ist Ap regulédr, so heilst A Basismatrix oder kurz Basis von A, und Ay
heif3t Nichtbasismatrix oder Nichtbasis von A. Der Vektor x € K" mit
ry =0 undxz = Ag'b heiit Basislosung von Az = b zur Basis A oder
die zu Ap gehorige Basislosung oder kurz Basislosung.

(b) Ist Ag eine Basis, dann heif3en die Variablen z;, j € B, Basisvariable und
die Variablen z;, j € N, Nichtbasisvariable.

(c) Ist Ag eine Basis, dann heilsen A g und die zugehdrige Basislésung x zulassig
(beziiglich P=(A, b)), wenn Az'b > 0 gilt.

(d) Eine Basisldosung x zur Basis Ag heifst nichtentartet (oder nichtdegene-
riert), falls zp = AZ'b > 0, andernfalls heifit sie entartet (oder degene-
riert).

a

Die oben eingefiihrten Begriffe gehdren zur Standardterminologie der linearen
Programmierung. Eine erste begriffliche Briicke zur Polyedertheorie schlégt der
ndchste Satz.

(9.5) Satz. Seien P = P=(A,b) C K" ein Polyeder mitrang(A4) = m < n und
x € P. Dann sind dquivalent

(1) x ist eine Ecke von P=(A,b).

(2) x ist eine zuldssige Basislésung (d. h. es gibt eine Basis Ag von A mit der
Eigenschaft zp = AZ'b > 0 und xy = 0).
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Beweis : (1) = (2). Sei I := supp(x). Ist z eine Ecke von P=(A, b), so sind
die Spaltenvektoren A_;, j € I, nach (8.10) linear unabhéngig. Wegen rang(A) =
m gibt es eine Menge J € {1,...,n}\ I, |J| = m — |I|, so dass die Spalten
A, j € TUJ, linear unabhéngig sind. Folglich ist Ag mit B = I U J eine
Basis von A. Nehmen wir 0. B. d. A. an, dass B aus den ersten m Spalten von A
besteht, also A = (Ag, Ay) mit N = {m + 1,...,n} gilt, dann erhalten wir aus
ot = (2%, 2%) = (¢F,0) folgendes: A5'b = Az (Az) = Az (Ap, An)(*2) =
(I, Az'An) (") = zp. Daz > 0 gilt, ist = eine Basisldsung.

(2) = (1) folgt direkt aus (8.10). [l

Damit sehen wir, dass Ecken von P=(A, b) zuldsssigen Basislosungen von Az =
b, x > 0 entsprechen. Also gibt es zu jeder Ecke eine zuldssige Basis von A. Sind
zwei Ecken verschieden, so sind natirlich die zugehdrigen Basen verschieden.
Dies gilt aber nicht umgekehrt!

eindeutig

Ecke ~+—" zuldssige Basisldsung

nichteindeutig
—

zuldssige Basis.

Wir wollen nun Entartung und ihre Ursachen untersuchen und betrachten zundchst
drei Beispiele.

(9.6) Beispiel (Degeneration).

(@) Im K2 gibt es keine “richtigen” degenerierten Probleme, da man solche Pro-
bleme durch Entfernung von redundanten Ungleichungen nichtdegeneriert
machen kann. Im folgenden Beispiel ist die Ungleichung 2z, + 2, < 2

redundant.
z1+mxy <1
2.%1 + x5 < 2
T1, T2 >0
X2
Esq
N
E3
: i i X1
E2l E; N\ Abb, 9.1
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Das durch das Ungleichungssystem definierte Polyeder (siehe Abbildung
9.1) hat die drei Ecken E;, F,, E3. Wir formen durch Einfiihrung von
Schlupfvariablen um:

1+ T + S =1
2$1+$2 + S9 =2
L1, X2, 81, S2 ZO

Also ist P=(A, b) gegeben durch:

1110 1
A‘(z 10 1)’ b_(2>'

Die folgende Tabelle 9.1 enthélt die Basen von A und die zugehorigen Ba-

sislosungen.
Spalten |  Ap I . . Ecke

in B
1 1

1,2 (2 1) (-/I/‘laerZ) = (1,0) (81’82) (1’0’ 0’0) E1
11

1,3 <2 0) ($1,81) = (1,0) (33‘2,52) (1’0’ 0’0) E;
10

1,4 (2 1> ($1,82) = (1,0) (3:2,51) (1’0’ 0’0) El
11

2,3 (1 0) (z9,51) = (2,-1) | (z1,52) | (0,2,—1,0) | Ej
10

2,4 (1 1) (55'27 52) = (1, 1) (,1‘1, 31) (0’ 1,0, 1) E;
10

3,4 <0 1) (51; 82) = (1, 1) (;{,‘1’ 3’;2) (0’ 0,1, 1) E,

Tabelle 9.1

Im obigen Falle ist jede (2, 2)-Untermatrix von A eine Basis. Dies ist naturlich
nicht immer so! Zur Ecke E; gehoren drei verschiedene Basen. Hier liegt
also Entartung vor. Alle anderen Basislosungen sind nichtdegeneriert. Die
zu B = (2, 3) gehorige Basis ist unzuléssig. Zu unzuléssigen Basislosungen
sagt man manchmal auch unzuléssige Ecke von P=(A,b), E, ist also eine
unzulassige Ecke.
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(b) Bei dreidimensionalen Polyedern im K3 tritt echte Entartung auf. So ist
z. B. die Spitze der folgenden Pyramide entartet, wéhrend alle {ibrigen vier
Ecken nichtentartet sind.

Abb. 9.3

Die Sétze (9.5) und (8.10) (und ihre Beweise) sagen uns, wie Ecken von P=(A, b)
mit den Basen von Ap zusammenhangen. Aus der linearen Algebra wissen wir
zundchst, dass jeder Punkt z im K" als Durchschnitt von n Hyperebenen darge-
stellt werden kann, deren Normalenvektoren linear unabhéngig sind. Algebraisch
ausgedrickt, jeder Punkt z € K" ist eindeutig bestimmte Ldsung eines reguléren
(n,n)-Gleichungssystems Dy = d (mit rang(D) = n).
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Ecken von P=(A, b) erhalten wir dadurch, dass wir nur Lésungen von reguléren
Gleichungssystemen

Ay =b

ey =0, jeJ

mit J C {1,...,n} betrachten (und prufen, ob die Ldsungen in P=(A, b) enthal-
ten sind). Dabei kann es zu folgenden Situationen kommen:

Ist Ap eine Basis von A mit (A;'b); # 0 fiir alle 5 € B, so gibt es nur eine
einzige Moglichkeit das System Ay = b durch ein System eJy = 0, j € J, s0
zu ergdnzen, dass das Gesamtsystem reguldr wird. Man muss J = {1,...,n} \ B
wadhlen, andernfalls sind nicht gentigend Gleichungen vorhanden. Daraus folgt
speziell:

(9.7) Bemerkung. Ist x eine nichtdegenerierte Basislosung von Ay = b, y > 0,
dann gibt es eine eindeutig bestimmte zu z gehdrige Basis Ap von A (zp = AR'b,
IN = 0)

Die Umkehrung gilti. a. nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

(9.8) Beispiel. P=(A,b) C R? sei gegeben durch

(1Y)

Die Matrix A besitzt zwei Basen Ap,, Ap, mit B; = (1,3), By = (2,3). Die
zu Ap, gehorige Basislosung ist 27 = (1,0, 0), die zu Ap, gehorige Basislosung
ist z2 = (0,1, 0). Beide Basislosungen sind entartet, aber die zugehorigen Basen
sind eindeutig bestimmt. a

Ist A eine Basis von A und z die zugehorige Basislosung, so dass einige Kompo-
nenten von A3'b Null sind (d. h. = ist entartet), so enthalt das Gleichungssystem
Ay = b, ejy = O0furalle j € J = {j | z; = 0} mehr als n Gleichungen
(also mehr als notwendig). I. a. ist dann = Ldsung von mehreren reguléren (n, n)-
Untersystemen dieses Gleichungssystems. Man hat also keine eindeutige Zuord-
nung mehr von der Ecke x zu einem Gleichungssystem der Form Ay = b, e]Ty =0
j € J. Wir werden sehen, dass Entartung zu rechentechnischen Problemen fiihrt.
Entartung kann drei Ursachen haben

— Uberflissige Variable (im Beispiel (9.8) kann 3 weggelassen werden, dann
sind alle Basisldsungen nichtentartet),
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— redundante Ungleichungen (Beispiel (9.6) (a)),

— geometrische Griinde (Beispiele (9.6) (b) und (c)). Die durch tberfliissige
Variablen oder redundante Ungleichungen hervorgerufene Entartung kann
I. a. beseitigt werden durch Weglassen der tberfliissigen Variablen bzw. der
redundanten Ungleichungen. Es gibt jedoch Polyeder — wie z. B. die Dop-
pelpyramide in (9.6) (c) — die genuin entartet sind. Der Grund liegt hier
darin, dass die Ecken {berbestimmt sind, d. h. es gibt Ecken = von P,
in denen mehr als dim(P) Facetten zusammentreffen. Dann bestimmen je
dim(P) der diese Facetten definierenden Ungleichungen eine Basis von A,
die z als zugehdrige Basislosung liefert.

9.2 Basisaustausch (Pivoting), Simplexkriterium

Da jede zuldssige Basis der Matrix A eine Ecke von P=(A, b) definiert, kann man
ein lineares Programm der Form (9.1) dadurch I6sen, dass man alle Basen von
A bestimmt — dies sind endlich viele —, den Zielfunktionswert der zugehorigen
Basisldsung errechnet und die beste Lésung auswéhlt. Da eine (m, n)-Matrix bis
zu (;L) zul@ssige Basen haben kann, ist dieses Verfahren aufgrund des gewaltigen
Rechenaufwandes (in jedem Schritt Bestimmung einer inversen Matrix) so gut
wie undurchfihrbar.

Man sollte also versuchen, z. B. ein Verfahren so zu entwerfen, dass man von einer
zul&ssigen Basislosung ausgehend eine neue Basislosung bestimmt, die zul&ssig
ist und einen besseren Zielfunktionswert hat. Ferner muss das Verfahren so ange-
legt sein, dass der Ubergang von einer Basis zur nichsten nicht allzuviel Rechen-
aufwand erfordert.

Im Prinzip kann man damit nicht gewéhrleisten, dass nicht alle Basen enume-
riert werden, aber aufgrund heuristischer Uberlegungen scheint ein solcher An-
satz, wenn er realisiert werden kann, besser als das obige Enumerationsverfahren
funktionieren zu kdnnen. Im weiteren werden wir zeigen, wie man einen Basis-
austausch, der von einer zuldssigen Basislosung zu einer besseren zuldssigen Ba-
sislosung mit relativ wenig Rechenaufwand fiihrt, durchfiihren kann.

(9.9) Satz. Gegeben sei ein Gleichungssystem Ay = b mitrang(A) = m, und
Ap sei eine Basis von A. Dann gilt

zerfillt Ay =b < zerfilltzg = Aglb — AglANxN.
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Beweis: O.B.d. A.seiB=(1,...,m),d.h. A= (A, An),z = (iB) , dann
N
gilt

B

Az =b <= (AB,AN)( ) =b <= AEI(AB,AN) (IEB) :Aglb

TN IN

— (I,Az'Ay) (“””B) = Al
TN
<~ Ip -+ AEIAN.’I?N = Alglb

<~ Ip = Al_glb — ABIAN.IN
U

Die obige Beziehung ist simpel, von rechentechnischer Bedeutung ist jedoch die
Tatsache, dass wir die Basisvariablen z;, j € B, in Abhangigkeit von den Nicht-
basisvariablen darstellen kdnnen.

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie wir den Ubergang von einer Ecke zu einer an-
deren Ecke vollziehen kdnnen, d. h. wie wir aus einer Basis eine andere Basis ohne
viel Aufwand konstruieren kdnnen. Um dies rechentechnisch exakt vorfiihren zu
kdnnen, missen wir die Indexmengen B, N wie in (9.3) (b) angegeben als Vekto-
ren auffassen.

(9.10) Satz (Basisaustausch, Pivotoperation). Gegeben sei ein Gleichungssystem
Ay = b mitrang(A) = m. B = (p1,...,pm) Und N = (q1,-..,qu—m) Sei€N
Spaltenindexvektoren von A wie in (9.3) (b) festgelegt, so dass A g eine Basis von
A ist. Wir setzen

A = ABIAN = (ET‘S) 1<r<m ,
_ 1<s<n—m
b = Ag'b e K™,
Ista,s # 0,s0ist Ag mit B' := (p1,...,Pr1,4s, Pri1; - - -, Pm) €iNE Basis von
A. Ferner gilt:
Ayl = EAY,
wobei E eine sogenannte (m, m)-Elementarmatrix ist, die wie folgt definiert ist:

/ 1 T
| 177;«—1

FE = Ny
Nr+11
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Dabei ist die r-te Spalte von E der Vektor n = (ny,...,n.)" (genannt Eta-
Spalte) gegeben durch

—_

Qrs
is

Nr =
m =

Qf

I

ie{l,...,m}\{r}.

Das Elementa,, heif3t Pivot-Element.

ol

T8

Sind z, z' die zu Ag, A’y gehdrigen Basisldsungen, so gilt:

ais

T, = b — —b.=FE;.b=FE;x5, 1<i<m, i#71 (neueBasisvariable)
t a/TS
1 _ _
vy, = —b (= E.b, = E,.xp) (neueBasisvariable)
T, = 0 andernfalls (neueNichtbasisvariable).

Beweis : Es seien

d:=A,

*ds?

d:=Agld=A,F:= Ay Ap.

Ap erhdlt man aus Ag dadurch, dass die r-te Spalte A.,,. von Ag durch d ersetzt
wird. F ist daher eine (m, m)-Elementarmatrix, deren r-te Spalte der Vektor d ist.
Offenbar gilt daher

(o Yoo \

1 dys Ine—1

F-F= ar Nr :[7

3,»4_1 1 777"+1 1

\ i, 1)\ " 1)

daraus folgt E = F~! (d, # 0 war vorausgesetzt). Da F und Ap invertierbar
sind, ergibt sich aus A = AgF sofort Ayl = F1AZ' = EAZ'. Die ibrigen
Formeln ergeben sich durch einfache Rechnung. U

Bei dem in Satz (9.10) beschriebenen Basisaustausch wird also von einer Basis
zu einer anderen Basis tUbergegangen, indem eine Nichtbasisvariable z,, und eine
Basisvariable x,, gesucht werden, so dass a,; # 0 gilt. Wenn diese Bedingung
erfullt ist, kann die Nichtbasisvariable z,, zu einer Basisvariablen gemacht wer-
den, wobei z,, nichtbasisch wird. Alle tibrigen Basisvariablen bleiben erhalten.
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(9.11) Beispiel. Wir betrachten das Gleichungssystem Ay = b gegeben durch

3 11 11
1 0 2 -3 —4 U L 1
O 1 0 0 3 0 2 5
A=10 021 1 9 3 1| T4
- 2 2 2
o 0o o ! 1 -1 _1 2
2 2 2

Esseien B = (1,2,3,4), N = (5,6,7), dann ist Ag eine Basis von A, und es gilt

1 0 2 1 1 2 4

4 o 1 0 o — ., | 3 0o 2
Ap = 0 0 -1 1] A=Ap Ay = -1 1 0
0 0 0 2 2 -1 -1

Die zugehorige Basislosung ist 5 = (1,2,3,4), 25 = (0,0,0), d. h. 27 =
(1,2,3,4,0,0,0).

Das Element @y = 2 ist von Null verschieden. Wir kdnnen es also als Pivotele-
ment a,; (r = 2, s = 3) wahlen. Daraus ergibt sich:

B'=(1,7,3,4), N' = (5,6,2)
1 =2 0 0 1 -2 2 1
1o 5 0 o0 _ 0 5 0 0
E=1o 0 1 o ’EB_AB'_O 0 -1 1
1 1
0o 2 0 1 0o £ o0 2
und
1 -2 0 0 -5 2 0 -5 2 -
-1 _ -1 _ 0 % 0 0 % 0 1 —I_ % 0
ApA=BAgA=19 5 1 o -1 1 o471 1
o &+ 0 1 I -1 0 I

N= ONI— DN

Die zugehorige Basislosung ist 25, = (-3, 1,3,5), & = (0,0, 0), daraus ergibt
sich 27 = (—3,0,3,5,0,0,1).

O

(9.12) Bemerkung. Die neue Basisinverse Ay’ kann also wegen A, = EAZ'
leicht aus A" berechnet werden. Tatsachlich ist jedoch dieses “Pivoting™ der nu-
merisch aufwendigste und schwierigste Schritt im Simplexverfahren. Es gibt hier
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zahllose “Update”-Varianten, von denen wir einige (Produktform der Inversen,
LU-Dekomposition, Cholesky-Zerlegung) spéter bzw. in den Ubungen noch kurz
besprechen wollen, durch die eine schnelle und numerisch stabile Berechnung
von Ay, erreicht werden soll. Insbesondere fiir groRe und diinn besetzte Matrizen
(n,m > 5000) (large-scale-linear-programming) gibt es spezielle Techniken.

O

Die &aquivalente Darstellung des Gleichungssystems Az = b in Bemerkung (9.9)
gibt uns ebenso die Moglichkeit, die Kosten auf einfache Weise (iber die Nichtba-
sisvariablen zu berechnen, woraus sich ein sehr einfaches Optimalitétskriterium
gewinnen lasst.

(9.13) Satz. Gegeben sei ein lineares Programm in Standardform (9.1), und Ag
sei eine Basis von A.

(a) Fir den Zielfunktionswert ¢z vonz € P=(A,b) gilt
'z = cpAG'b + (cy — chAz An)zN.

Der Term ¢'' := c& — cLAZ Ay heifit reduzierte Kosten (von x), die
Komponenten¢; von ¢ heiflen reduzierte Kostenkoeffizienten.

(b) (SimplexKkriterium)
Ist Ap eine zulédssige Basis und sind die reduzierten Kosten nicht-positiv,
d. h.

¢ =cy—cpAz'Ay <0,

dann ist die zugehérige Basislésung x mitzg = AZ'b, xx = 0 optimal fir

(9.1).

(c) Ist Ag eine zuldssige Basis, und ist die zugehdrige Basislésung nichtdege-
neriert und optimal, dann gilte < 0.

Beweis :

(2) Nach (9.9) gilt Ax = b <= x5 = Az'b — Az Ayzy und damit gilt

e =chog+chay =ch(Ag'0— Ag'Ayay) + chay
=cLAZb+ (ch — LA An) Ty,
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eiy € P=(A,b) beliebig. Wenn wir zeigen konnen, dass ¢’ z > ¢ y gilt,
(b) Sei P=(A,b) beliebig. W ir zeigen ko d 2 Ty qil
sind wir fertig.

c'y=cpAz'b+ & yn <cpAz'b=cprp=c'z.
~—~—~

<0 >0

(c) Sei die Basislosung = mit zz = A3'b, 2y = 0 optimal. Dann gilt fur alle
y € P=(A,b):

cl'e > cly < cbAZ b +elay >ch A b +clyy
= 0 >clyy .

Angenommen die i-te Komponente ¢; von ¢ ware groRer als Null. Nach Voraus-
setzung ist = nichtdegeneriert, also Az'b > 0. Sei e; der i-te Einheitsvektor in
K™=™ dann gibt es somitein A > 0 mit

AGlb > AZ Ay e

Der Vektor z* mit 3 = Ap'b — Az'Ayxde;, oy = Ae; ist somit ein fur (9.1)
zuldssiger Vektor, und es gilt

A

't = chglb +Xe; =cTz+Xg > clx.

Widerspruch! 0

Aus Satz (9.10) wissen wir, wie ein Basis- bzw. Eckenaustausch vorgenommen
werden kann, Satz (9.13) besagt, unter welchen Umsténden wir eine zul&ssige Ba-
sis verbessern kdnnen, bzw. wann sie optimal ist. Setzen wir diese Informationen
zusammen, so gilt:

(9.14) Satz (Basisverbesserung). Gegeben sei ein lineares Programm in Stan-
dardform (9.1). Sei Ap eine zuléssige Basis mit Basislosung x. Sei A = Az' Ay,
b= Az'b, unde? = & — L Ay Ay seien die reduzierten Kosten. Sei g; € N ein
Index mit¢; > 0, dann gilt

(a) Ist A., <0, dann istc"z auf P=(A, b) unbeschrénkt.

(b) Ist A, £ 0, dann setzen wir

. (b
Ao = mln{_—Z li=1,...,m,a; > 0},
Qs

123



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM I1, WS 2003/2004

und wéhlen einen Index

re{ie{l,...,m}|§—i:/\o}.

ix]

Dannist Ag: mit B' = (p1,-..,Pr—1, s, Pri1, - - - » Pm) €iN€ ZUIESSige Basis
mit Basisldsung ', so dass c''z' > ¢!z gilt.

(c) Gelten die Voraussetzungen von (b), und ist Ag nichtdegeneriert, dann gilt
cl's' > .

Beweis : (@) Nach (9.9) gilt:y € P=(A,b) <= yp = Az'b— Az'Ayyny >0
und yx > 0. Flr beliebiges A > 0 ist daher der Vektor y* € K® mity; := Ae, und
yy = Ag'b— Ay) = Az'b— AA, wegene, > 0und AZ'b— MA, > A >0
in P=(A,b). Dac’y* = chAZ'b+ey) = ch Az b+ e, mit A liber alle Schranken
wachst, ist ¢”z auf P=(A, b) unbeschrénkt.

(b) Wahlen wir r und s wie im Satz angegeben, so ist @,., > 0. Nach Satz (9.10)

istdann B’ = (p1,.-.,Pr1,Gs, Pri1, - - -  Pm) €iN€ Basis mit Basislosung z’, wo-
bei
_ _ b B )
, - b, _ | > b — —a, falls @ >0,i#r (Wahlvon)\g!),
.Z'pi = bz - a_a'is _ Qs
re > bi: falls ais < 0,
= f— >0,
gs Grs —
xz; = 0 andernfalls.

Also ist 2’ eine zul&ssige Basislosung.

Wir zeigen nun ¢z’ > ¢’'x. Zunéchst gilt fiir den in Satz (9.10) definierten Vektor
n:

C
T _bs
CpM — Cp, = — > 0,

TS
denn
_ 1 T m —
0<e = ( - CBA An)s = g, — CpA.s = Cq, — Zi:l Cp; Qs

= (cq — Zi;er Cpilis) = Cp,rs = Grs (CRi) — Cp, ),

124



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM |1, WS 2003/2004

und aus a,, > 0 folgt nun die Behauptung. Somit gilt:

T.0 _ T 1 _ T p—1p (9:10) “1p _ T _
cr =cpry =cpApb =" cpFAgb=cpFErp =
=5 Cp. Ty, + CL T
i#r Cpilp; B 1 Tp,

= CEQ:B + (CE'U - Cpr)xpr

T, _ T
> Cglp = C I.

Hieraus folgt (b). (c) Ist z nichtdegeneriert, so gilt z,, > 0, und somit ist die
letzte Ungleichung in der obigen Abschétzung strikt. Daraus ergibt sich (c). [l

Der obige Beweis macht den geometrischen Inhalt des Satzes (9.14) nicht deut-
lich. Dem Leser wird dringend empfohlen, sich zu tberlegen, welche geometri-
sche Bedeutung der Parameter )\, in (b) hat und welche Beziehung A., im Falle
A., < 0zum Rezessionskegel von P=(A, b) hat.

9.3 Das Simplexverfahren

Die Grundidee des Simplexverfahrens haben wir schon erldutert, sie kann kurz
wie folgt beschrieben werden:

— Finde eine zul&ssige Basis Ap.

— Konstruiere aus Ap eine zuldssige Basis Ap/, so dass die zuldssige Ba-
sislosung von A pg: besser als die von Agp ist.

— Gibt es keine bessere Basislosung, so ist die letzte optimal.

Die vorhergehenden Sétze geben uns nun die Moglichkeit, die oben informell
beschriebene Idee, analytisch darzustellen und algorithmisch zu realisieren. Die
Grundversion des Simplexverfahrens lautet dann wie folgt:

(9.15) Grundversion des Simplexverfahrens.
Input: A e Kmn) ¢ K™, ¢ € K™
Output:
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Eine optimale Ldsung x des linearen Programms

max CTQI

(9.1) Az =1V
z >0,

falls eine solche existiert. Andernfalls stellt das Verfahren fest, dass (9.1)
unbeschrénkt ist oder keine zuldssige Ldsung besitzt.

Phase I: (Test auf Zuldssigkeit, Bestimmung einer zulédssigen Basisldsung)

Bestimme ein Subsystem Az = b, x > 0 von A’z = b', x > 0, so dass
P=(A,b) = P=(A',b) gilt und die Zusatzvoraussetzungen rang(A) =
Zeilenzahl von A < Spaltenzahl von A erfiillt sind (falls méglich). Sei
rang(A) = m < n. Bestimme weiterhin eine zuldssige Basis, d. h. finde

B = (p1,.--,pm) € {1,...,n}™, so dass Ag eine zuldssige Basis von A
ist, und sei N = (qu, . .., Gn_m) Wie Ublich definiert. Berechne

AG'

Z == AEIAN,

b = Ag',

¢l =ch — LA Ay,

coy = chb.

Wie die gesamte Phase | durchgefiihrt wird und wie zu verfahren ist, wenn
die gewiinschten Resultate nicht erzielt werden kénnen, wird in (9.24) an-
gegeben. Im weiteren gehen wir davon aus, dass Phase | erfolgreich war.

Phase Il: (Optimierung)

(11.1) (Optimalitétsprifung)
Gilte; < 0 furi = 1,...,n — m, so ist die gegenwdrtige Basislosung
optimal (siehe (9.13) (b)). Gib den Vektor x mitzp = b, xx = 0 aus. Der
Optimalwert von (9.1) ist Tz = ¢Lb = ¢y. STOP!

Falls¢; > 0 fureini € {1,...,n — m} gehe zu (11.2).
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(11.2) (Bestimmung der Austausch- oder Pivotspalte)

Wihle einen Index s € {1,...,n —m}, sodasscs > 0 gilt. (Zur konkreten
Realisierung dieser Auswahl, falls mehrere reduzierte Kostenkoeffizienten
positiv sind, gibt es sehr viele verschiedene Varianten, die wir in Abschnitt
10.2 besprechen werden.)

(11.3) (Priifung auf Beschrénktheit des Optimums)

Gilt A.; < 0, so ist das lineare Programm unbeschrénkt (siehe (9.14) (a)),
STOP!

Fallsa;s > 0 fireini € {1,...,m}, gehe zu (11.4).

(11.4) (Berechne)

b:
Ao ::min{_—z\ﬁis>0,i:1,...,m}

(11.5) (Bestimmung der Austausch- oder Pivotzeile)
Wéhle einen Index r € {1, ..., m}, so dass gilt
b,
- = )\0.
a/’l"S

(Hierzu gibt es verschiedene Mdoglichkeiten, die wir in 10.2 erldutern wer-
den.)

(11.6) (Pivotoperation, Basisaustausch)

Setze
B, = (pla'"apT—17QS7p7‘-I—17"'apm)7

NI = (QIa'"aQSflapT:qsﬂ»la"'aQRfm)a
Ay = EAG" (siehe (9.10)).

(11.7) (Updating)

Berechne A, b, ¢, und ¢, neu!

(Hierzu gibt es viele numerische Varianten. Wir geben nachfolgend ein di-
daktisch klares Verfahren an, das aber numerisch umstandlich und hochstens
fir Handrechnung und Kleine lineare Programme geeignet ist. Bessere Me-
thoden werden in den Ubungen besprochen.)
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(a) Neuberechnung von A:

— 1
Setze a,s == —.
rs
Firi=1,...,m,1 # r fihre aus
iis = _Ersais-
Firj=1,...,n—m,j # s fihre aus
E,«j = irsam’.
Firj=1,...,n—m,j #s,undi=1,...,m,1i # r flihre aus
= — ais_ — = —
Q35 = Q45 — ——Qpj = Qyj + Q5 Q-
a/T'S
(b) Neuberechnung von b
= b
b',- = __1”
a?"S
Firi=1,...,m, 1 # r fihre aus
= _ Aie —
bi = bz — _ibr
a'rs
(c) Neuberechnung von e und cy.
Setzefirj=1,....n—m,j #s
_ Trj_ = c b
Cji=Cj — — T, Csi= ———, € :=Co+ Cs—.
Qg Qrg Qs
(d) Setze A := A, b:=b, ¢ := ¢ und gehe zu (I1.1).

(9.16) Die Tableauform der Simplexmethode. Zur Veranschaulichung der Sim-
plexmethode (nicht zur Verwendung in kommerziellen Codes) benutzt man manch-
mal ein Tableau 7. Das Tableau entspricht dem Gleichungssystem

()= ()
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bzw. bei gegebener Basis Ag von A und geeigneter Permutation der Spalten dem
System

—CBA 1AN 0

Zn Tz — LA
AG' Ay I (x3> - AG'b

O

(9.17) Definition. Ist max{c'z | Az = b,z > 0} ein LP in Standardform und
ist Ap eine zuldssige Basis von A, so heif3t die (m + 1, n + 1)-Matrix

T cl'— LA A, —cBAL'D
B A A, AG'b

ein Simplextableau zur Basis B mit Zeilen i = 0,1,...,m und Spalten j =
1,...,n+1.

O

Da ein Simplextableau stets eine volle (m, m)-Einheitsmatrix enthalt, ist eine sol-
che Darstellung fir den Rechner redundant. Zum Kennenlernen der Simplexme-
thode und zur Ubung der Rechentechnik ist sie allerdings sehr nitzlich.

(9.18) Update Formeln fur ein Simplextableau. Sei Tz ein Simplextableau
zur Basis B. Ist g, € N, so daB B' = (p1, .-, Dr—1,qs, Pri1, - - - » Pm) Wieder eine
zuldssige Basis ist, so gelten fiir das Simplextableau Tz folgende Transformati-
onsregeln

(TBI)Z'_ = (TB)Z — %(TB)T_, fUI’Z = 0, Lo,y 7 75 T,

@) (To)r. = 2 (Tg)..

(b) TB' - E’ - TB
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(o \

1 n_ Tp)is -
E 77:7/ ! 7711' _1( E]iz L AIFET
T

77;~+1 1 =

\ nzin 1/

(Die Transformationsformeln (9.18) sind im wesentlichen die gleichen wie in Satz
(9.10), nur dass diesmal die Zielfunktion gleich mittransformiert wird.)

Beweis : Formel (a):
T e — LA A, —cL AL
B AB}A Al )
d. h. mit Satz (9.10) gilt (A5 = EAZY):
Ty = ((cT,O) cLE(AZ A A, 1b))
E(T)q,...m}.
Sei K :={1,...,m}. Aus (T'p) k. = E(Ts) k. ergeben sich die beiden unteren
Transformationsformeln in (a). Sei z € K™ und y = A3'2, dann gilt
hApz = dy EAG'z = ¢y By = chy + (i — e )ur

_ : Cs T'B)os
(mit  aus Satz (9.10)). Mit (9.13) folgt nun cLn — ¢, = Ec— _ | j)o Also
gilt: " "
(c",0) — cpAp (A,b) = (c",0) — cpAg' (A, b) — (T)ostrs (A5 (A, b))

= (Tg)o. — T20x(Tp),.

Qrs

Die Formeln (b) ergeben sich direkt aus (a). 0

(9.19) Beispiel. Wir betrachten das lineare Programm

maxr; + 21‘2

T <4
2561 + 29 < 10
—21 + Zo S 5
T1, Ty >0,

dessen Ldsungsmenge in Abbildung 9.4 graphisch dargestellt ist.
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Abb. 9.4

Wir fuihren Schlupfvariablen x3, 24, x5 ein und transformieren unser LP in folgen-
de Form.

max (1,2, 0,0, 0) | z3

21010 T3 =110
-1 1001 T4 3

z;>0i=1,...,5.

Die Matrix A des Gleichungssystems des transformierten Systems hat 3 Zeilen
und 5 Spalten und enthélt eine Einheitsmatrix. Folglich hat sie vollen Zeilenrang.

Daraus folgt, dass die Spalten 3, 4, 5 eine Basis von A definieren, und diese ist
zul&ssig, da die zugehorige Basislosung z3 = 4, x4 = 10, 25 = 5,21 = 0,29 =0
nichtnegativ ist. Diese Basislosung entspricht tibrigens der Ecke z; = 0, 5 = 0
des urspriinglichen Problems. Wir stellen nun das zur Anfangsbasis gehorige Ta-
bleau auf und fuhren den Simplexalgorithmus durch. Die Anfangsbasis ist gege-
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ben durch B = (3,4, 5), und somitist N = (1, 2).
1 2 3 4 5
1 2 0 0 O 0
To : 3 1 0 1 0 o 4
4 2 1 0 1 0] 10 Qrs = Q32 = 1
5 -1 0 0 1] 5

Spaltenauswahl: Steilster Anstieg, d. h. der grofite reduzierte Kostenkoeffizient
wird gewahlt. Das Pivotelement ist: @,; = @3 = 1.

3 0 0 0 =2 =10
Ty 3 1 0 1 0 0 4
4 0 0 1 -1 5 Tpe = To1 = 3
2 -1 1 0 0 1 )
o 0o 0 -1 -1} -15
. 1 1 7
,: 3 00 1 -1 1 I
1 1 5
1 2 20
2 010 L1 2 2
Das Tableau 75 ist optimal. Die optimale Losung ist (2,22, 1 0,0), bzw. z; = 2,

20
>

To =
Wir sehen an diesem Beispiel, dass es lastig ist, immer die Einheitsmatrix im Ta-
bleau mitzuschleppen. Wenn wir uns die gegenwaértigen Basis- und Nichtbasisva-
riablen geeignet (z. B. am Rand des Tableaus) merken, kdnnen wir die Einheits-
matrix weglassen. Ein derartiges Tableau nennt man verkirztes Tableau. Wir
schreiben die vorhergehende Rechnung noch einmal in dieser verkiirzten Form

auf.

1 2

1 2 0

1 0 4 3

2 1} 10 4
-1 1 5 5
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1 5

3 =2 -10

1 0 4 3
3 -1 5 4
-1 1 5 2
4 5

1 1| -15
e
I

Ein weiteres Beispiel soll zur Einlibung der Rechentechnik dienen.

(9.20) Beispiel. Wir betrachten das folgende lineare Programm.

max Ty + To — I3
3x1 — 22 <3
214 + z3 < 4
1+ 32y — 223 <6
T1,T92,T3 2 0

Wir fuhren Schlupfvariablen ein und erhalten das folgende zulédssige Anfangsta-
bleau.

1 1 -1 00 00
T, 4 -2 0 1 0 0| 3 s=1
5.2 0 1 0 1 0| 4 r=1
6 1 3 -2 0 0 1] 6
o % -1 -1 0 o -1
v: 11 -2 0o 3 0 0 1 §=2
5 0 3 1 -2 1 0 2 r=3
6 0 -2 -1 0 1] 5
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00 —ff -5 0 -3 =%

Ty : 1 1 0 -+ = 0 2z 2
5 0 0 2 -2 1 -2 2

2 0 1 =% —-%£ 0 2 2

Als Optimallosung ergibt sich somit: z; = 2}, 2 = 2, 23 = 0, mit Tz =

36 H

11°

Uber die Grundversion der Simplexmethode kénnen wir die folgende Aussage
machen.

(9.21) Satz. Sei (9.1) ein lineares Programm, so dass P=(A,b) # 0 und alle
zulédssigen Basisldsungen nicht entartet sind. Dann findet die Grundversion des
Simplexalgorithmus (d. h. alle Schritte, bei denen eine nicht spezifizierte Auswahl
besteht, werden in irgendeiner beliebigen Form ausgeftihrt) nach endlich vielen
Schritten eine optimale Ldsung oder stellt fest, dass das Problem unbeschrénkt
st.

Beweis : Bei jedem Durchlauf des Simplexalgorithmus wird eine neue Basis er-
zeugt. Da jede Basislosung nicht entartet ist, hat die neue Basisldsung nach (9.14)
(c) einen strikt besseren Zielfunktionswert. Ist Ap,, ..., Ag,, . .. die Folge der mit
dem Simplexalgorithmus generierten Basen, dann folgt daraus, dass keine Basis
mehrfach in dieser Folge auftreten kann. Da die Anzahl der verschiedenen Ba-
sen von A endlich ist, ist die Folge der Basen endlich. Ist Ap, die letzte erzeugte
Basis, so ist sie entweder optimal oder in Schritt (11.3) wurde Unbeschrénktheit
festgestellt. [l

Besitzt (9.1) degenerierte Ecken, so kann es sein, dass die Grundversion des Sim-
plexverfahrens irgendwann einmal nur noch zuléssige Basen erzeugt, die alle zu
derselben Ecke gehdren und bei der die gleichen Matrizen A immer wiederkehren.
Man sagt, das Verfahren kreist oder kreiselt. In der Tat sind Beispiele konstruiert
worden, bei denen dieses Phanomen auftreten kann, siehe (9.22).

(9.22) Beispiel (Kreiseln). Gegeben sei das folgende LP:

max %xl — 181y — x3 — 24
15—6331 — 84wy — 1223 + 8y
1 _ _ 2 1
53?1 5$2 31'3 + 31'4

x1

AVAVARVARPVAN
o~ oo

X1,T2,T3, T4
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Das verkiirzte Tableau zur Anfangsbasis B = (5,6, 7) lautet:

1 2 3 4

£ -18 -1 -1] 0
16

5| -8 —-12 8] 0 5
1 2 1

5 o —3 3/ 06
1 0 0o 0] 1 7

Wir fiihren nun den Simplexalgorithmus aus. Die Pivotelemente sind in den Ta-
bleaus gekennzeichnet.

5 2 3 4 5 6 3 4
—1 3 -3 0 : -2 1 —-1]0

515 15 sl g ~3 105 “15| 0
4 b 0 6 -5 4 5 SR
-2 &, L 37 7 L 105 -5 15| 1

5 6 1 5 6 1 2

T =33 -1 21 0 8 -1 1 —6] 0
-2 21 1 3|0 3 -6 -2 9/ 0

L3 -1 0 2 L 9 -1 3]0

0 0 1 0| 1 7 0 0 1 0|1

3 6 1 2 3 4 1 2
-3 I -33] 0 -1 -1 & -18] 0

4 -24 % 36/ 0 5 -12 8 2 -84/ 0 5
2 5150 0 4 2 L 1 500 6

0 0 1 0| 1 7 0 0 1 0| 1
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Das letzte Tableau ist bis auf Spaltenvertauschung das gleiche wie das erste. Alle
Basen der oben generierten Folge gehdren zur Ecke z7' = (0,0, 0,0) des Aus-
gangsproblems. Die bei der Berechnung des Beispiels benutzte Variante des Sim-
plexverfahrens wiirde also nicht nach endlich vielen Schritten abbrechen. 0

Wie Satz (9.21) zeigt, funktioniert die Grundversion der Simplexmethode, gleich-
glltig welche Arten von Auswahlregeln man in den Schritten (I11.2) und (11.5)
benutzt, wenn alle Basislosungen nicht entartet sind. Es ist daher sinnvoll zu
fragen, ob man nicht das Ausgangsproblem so modifizieren (stéren) kann, dass
das neue Problem nicht entartet ist. Dass dies geht, zeigt der folgende Satz. Wie
tblich bezeichnen wir das LP max{c’z | Az = b,z > 0} mit (9.1). Sei fiir ein

el = (e1,...,6n),e>0
max ¢!z
Az = b+ Ae
T > 0.

(9.23) Satz (Perturbationsmethode).

(a) Das lineare Programm (9.1) ist genau dann ldsbar, wenn das LP (9.1c)
I6sbar ist fiir jedes € > 0.

(b) Esgibteineq > 0 derart, dass fiir alle 0 < € < ¢, jede zuldssige Basis von
(9.1¢) zum einen eine nichtdegenerierte Basislésung von (9.1¢) bestimmt
und zum anderen eine zuldssige Basis von (9.1) ist. Ferner bestimmt die
zu einer optimalen Basislosung von (9.1¢) gehdrige Basis eine optimale
Basislésung von (9.1).

Beweis : P. Kall, “Mathematische Methoden des Operations Research”, Teubner
Studienbiicher, Stuttgart, S. 52-53. [l

Aufgrund von Satz (9.23) konnte also jedes LP durch Stérung in ein nichtentar-
tetes LP umgewandelt werden, und damit ware die Konvergenz der Grundversion
des Simplexalgorithmus gewahrleistet. In der Praxis wird diese Methode jedoch
kaum angewendet, da das ¢, nicht einfach zu bestimmen ist und der Ansatz mit
irgendeiner Zahl € > 0 nicht zum Ziele fiihren muss. Ferner kdnnten durch eine
geringe Storung des Problems durch Rundungsfehler numerische Schwierigkeiten
auftreten, deren Auswirkungen nicht immer abschétzbar sind.

Wir werden im néchsten Kapitel andere Methoden zur Vermeidung des Kreisens
kennenlernen. In der Praxis werden diese hdufig jedoch gar nicht implementiert,
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da bei praktischen Problemen trotz gelegentlicher Degeneration ein Kreisen sehr
selten beobachtet wurde. Einer der Griinde dafiir diirfte darin zu sehen sein, dass
der Computer durch seine begrenzte Rechengenauigkeit sozusagen von allein eine
Storungsmethode durchfiihrt. So wird bei jedem Auf- oder Abrunden eine kleine
Anderung des vorliegenden Programms vorgenommen, die sich positiv auf die
Konvergenzeigenschaften des Simplexverfahrens auswirkt.

9.4 Die Phase |

Zur vollstandigen Beschreibung der Grundversion der Simplexmethode fehlt noch
eine Darstellung der Phase | von (9.15). Diese wollen wir nun nachholen. Ist das
Ungleichungssystem Az = b, x > 0 gegeben, so kdnnen wir stetso. B.d. A.b > 0
annehmen, denn Multiplikation einer Gleichung mit —1 veréndert das Polyeder
nicht.

(9.24) Phase I des Simplexverfahrens.
Input: A e K™™ be K™ mith > 0.

Output:

(@) P=(A,b) = (0 oder
(b) P=(A,b) = {x} oder

(c) Ausgabe vonI C {1,...,m} und B = (p,-..,px) mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) Mit A" := A;, V' = by gilt P=(A,V') # 0, rang(A4") = |I| = k,
k < nund P=(A, V) = P=(A,b).

(2) A'; ist eine zuldssige Basis von A'.

Wir formulieren zundchst ein lineares “Hilfsprogramm”. Sei D := (A, ) und
betrachte das LP:

max 17 Az
(9.25) D(‘;) —b
z,Y >0
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wobei 27 = (z1,...,20), ¥' = Yna1s- - -, Ynem) g€SELZL Wird. (9.25) erfiillt die

Zusatzvoraussetzungen (9.2) (a), (b), (c),undmit B = (n+1,...,n+m)ist Dg

eine zul&ssige Basis mit zugehdriger Basislosung z = 0, y = b. Es gilt offenbar
p(z) =b ., = Avty =b

Y
Ty >0 ny 20

daraus folgt 17 Az = 176 — 17y, d. h. (9.25) ist dquivalent zu max{17b — 1Ty |
Az +y=0b, z,y > 0} bzw. zu

176 — min 17y
(9.26) Az +y = b
z,y > 0.

(9.26) bzw. (9.25) besagen also, dass die kiinstlich eingefiihrten Variablen moglichst
klein gewahlt werden sollen.

(1.1) Wende die Grundversion (9.15) des Simplexverfahrens auf (9.25) an. Die
Matrix D hat vollen Zeilenrang und weniger Zeilen als Spalten, B = (n +
1,...,n + m) definiert eine zuldssige Basis, zu der die Matrix A und die
Vektoren b, € und c, trivial zu berechnen sind. Wir kénnen also direkt mit
diesen Daten mit Phase Il beginnen.

Das LP (9.26) ist offenbar durch 175 — 0 = 175 nach oben beschrankt,
also ist (9.25) durch 17y nach oben beschrankt. Der Dualitétssatz impliziert,
dass (9.25) eine optimale Losung besitzt. Somit endet das Simplexverfahren
mit einer optimalen Basis Dp und zugehdriger Basislosung z = (Z) Wir
werden nun die optimale Losung bzw. die optimale Basis analysieren, um
aus Eigenschaften der Losung bzw. Basis die Schlussfolgerungen (a), (b)

oder (c) ziehen zu konnen.

(1.2) Falls 17 Ax < 17, so wird das Minimum in (9.26) nicht iny = 0 ange-
nommen. Hieraus folgt offenbar, dass P=(A,b) = 0 gilt, und wir kénnen
das Verfahren mit Antwort (a) beenden, STOP! Die folgenden Schritte be-
handeln den Fall 17 Az = 17b. D. h. es gilt 17 Az = 17b — 1Ty = 17b
bzw. 17y = 0. Somit gilt y = 0, und z ist zuldssig bzgl. Az = b, z > 0.
Wir missen nun noch evtl. Zeilen von A streichen, um die Rangbedingung
zu erfillen.

(1.3) FallsBN{n+1,...,n+m} =0, so befinden sich in der optimalen Basis
keine kiinstlichen Variablen, d. h. es gilt Dg = Ag. Da Dg = Ap regulér
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ist, gilt rang(A) = m. Falls N N {1,...,n} = 0, so sind alle Nichtbasis-
variablen kiinstliche Variablen, und wir haben m = n. Dann gilt z = A~'b
und P=(A,b) = {z}. In diesem Falle kénnen wir das Verfahren beenden
mit Antwort (b), STOP! Der Vektor x ist die Optimallésung eines jeden LP
liber P=(A,b). Andernfalls ist m < n und Ag ein zulédssige Basis von A.
Wir setzen I = M und schlieRen das Verfahren mit Antwort (c) ab, STOP!

Die beiden abschlieBenden Schritte sind fur den Fall vorgesehen, dass sich noch
kiinstliche Variablen in der Basis befinden, d. h. falls BNn{n+1,...,n+m} # 0.
Wir versuchen zunéchst, diese kiinstlichen Variablen aus der Basis zu entfernen.
Da alle kiinstlichen Variablen y,, .1, - - ., Y1+ Null sind, ist die Basislosung z =
(2B, 2n), 2z = D3'b degeneriert. Sei 0. B. d. A.

T _
ZB - (yPU e 7ypt7xpt+17 R 7xpm)7

dhBn{n+1,...,n+m} = {p1,...,p:}. Wenn wir also kiinstliche Va-
riablen aus der Basis entfernen wollen, missen wir priifen, ob wir sie aus der
Basis “hinauspivotisieren” konnen, d. h. ob in den Zeilen D;. (i = 1,...,t)
(D = (d,s) = Dgz'Dy) von Null verschiedene Pivotelemente vorhanden sind.
Da wir ja nur Nichtbasisvariable gegen degenerierte Basisvariable austauschen,
also Nullen gegen Nullen tauschen, kdnnen wir auch Pivotoperationen auf negati-
ven Elementen zulassen.

(1.4) Fallsesr € {1,...,t} unds € {1,...,n} gibt, so dass z,, keine kiinstliche
Variable ist und d,.; # 0 gilt, dann

fiihre eine Pivotoperation mit dem Pivotelement d,., entsprechend Satz (9.10)
durch. Wir erhalten dadurch eine neue Basis D g, mit einer kiinstlichen Va-
riablen weniger, setzen B := B’ und gehen zu (1.3).

(1.5) Fallsd;; = 0Vi e {1,...,t} Vs € {1,...,n}, fir die z,, keine kiinstliche
Variable ist, dann hat das Gleichungssystem zz = D3'b — D' Dy zy bis
auf Permutationen der Zeilen und Spalten folgende Form:

Zpy _ O - [ 0 *-I <x N)
Zp, 0 [ J N
und
Zpt5+1 1Ll . ) ($N>
. Yn
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(Mityp = (2py, -+ 2p,) B = (Zpry1r -+ > Zpm)s 2N = (TN, YN)).

Setzen wir also die kiinstlichen Variablen Null, so ist der obere Teil des
Gleichungssystems

yp =0 —0xn

unabhéngig von der Belegung von x stets erfillt, d. h. wir kénnen al-
le Zeilen D,.,. .., D,. streichen. Ist1 = {t+1,...,m}und J = {j €
{1,...,n} | 2 ist keine kiinstliche Variable } so gilt

rp = (Dglb)[ _E[J./L‘N

und B = (py11, - - -, Pm) ISteine zuldssige Basis von A’ := A;. mitrang(A’) =
k:=m—t.

Ist k = n, so gilt wieder P=(A,b) = {z}, und wir enden mit Antwort
(b) andernfalls gilt k < n und wir beenden das Verfahren mit Antwort (c),
STOP!

O

Die Korrektheit des Phase I-Verfahrens (9.24) ist aufgrund der oben gemachten
Bemerkungen offensichtlich. (9.24) zeigt auch, dass man bei der Losung von li-
nearen Programmen im wesentlichen mit der Grundversion des Simplexalgorith-
mus zur Losung von Phase Il auskommt. Es ist lediglich zusétzlich etwas Buchhal-
tung (Einfiihrung kiinstlicher Variablen, Streichen von Spalten und Zeilen) zusétz-
lich durchzufiihren. AuBerdem sind u. U. im Schritt (1.4) Pivotoperationen auf ne-
gativen Pivotelementen erforderlich. Die Pivotformeln dndern sich dadurch aber
nicht.

(9.27) Bemerkung. Liegen Probleme mit nicht vorzeichenbeschrankten Varia-
blen vor, so wendet man die Transformationsregeln (2.4) aus Kapitel 2 an, um das
Problem in ein LP mit vorzeichenbeschrankten Variablen zu transformieren.

O

Zur Auffindung einer Anfangslosung gibt es noch andere Varianten (z. B. die M-
Methode), jedoch wird in kommerziellen Codes meist die Zweiphasenmethode
verwendet.

(9.28) Beispiel (fur Phase I1+11). Gegeben sei das folgende lineare Programm in
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Standardform
max x; — Tg + 23

2113'1 — 3372 +x3 = 3
—x1 + 2372 -+ T3 = -1
3.’171 — 5372 4

Z1,%2,23 > 0

Durch Multiplikation der zweiten Zeile mit —1 machen wir die rechten Seiten
nichtnegativ. Es gilt dann 174 = (6,-10,0), 175 = 8. Wir stellen nun unser
Simplextableau auf, wobei wir kiinstliche Variablen sy, sq, s3 einfihren. Wir fligen
dem Simplextableau eine neue oberste Zeile fir die kiinstliche Zielfunktion hinzu.

T Lo X3 S1 SS9 S3
6 —10 0 0 0 0] 0 <« Kkunstliche Zielfunktion
1 -1 2 0 0 0| 0 <« akt Zielfunktion
Ty : s 2 -3 1 1 0 0] 3
52 2 -1 0 1 0|1
S3 3 =5 0 0 0 1| 4
0 2 6 0 -6 0] —6
0 1 3 0 -1 0] -1
T, si 0 1 1 -2 0 1
) 1 -2 -1 0 1 0 1
83 0 1 3 0 -3 1 1
x1 T2 T3 S1 So  S3
0 0 0 -2 -2 0] -8
0 0 0 -1 1 0] —2
T,: x5 0 s 1 5 —2 0] 3
R R LI S S N
S3 0 0 0 —1 —1 1 0
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Das Tableau T5 ist optimal bezuglich der kiinstlichen Zielfunktion. Es gilt

OTAz = @"0. BN {n+1,....n+m} = {n+3} = {p3} # 0(d. h. s3
ist in der Basis). Schritt (I1.4) wird nicht ausgefiihrt, da ds, = 0, also diirfen wir
entsprechend (1.5) die letzte Zeile und die Spalten 4, 5 und 6 streichen. Dies ergibt
das folgende zul&ssige Tableau fir das urspringliche Problem

T Ty T3
0 0 0\ —2
T3 0 ;1 z
n 1 =% 0| 3

Dieses Tableau ist optimal beziiglich der urspriinglichen Zielfunktion. z; = g

x2:0,x3:%,ch:2.
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Kapitel 10

Varianten der Simplex-Methode

Nachdem wir nun wissen, wie der Simplexalgorithmus im Prinzip funktioniert,
wollen wir uns in diesem Kapitel tiberlegen, wie die noch offen gelassenen Schrit-
te am besten ausgefiihrt und wie die verschiedenen Updates numerisch gunstig
implementiert werden kdnnen.

10.1 Der revidierte Simplexalgorithmus

Betrachtet man die Grundversion des Simplexalgorithmus (9.15), so stellt man
fest, dass wahrend einer Iteration i. a. nicht simtliche Spalten der Matrix A benétigt
werden. Der revidierte Simplexalgorithmus nutzt diese Tatsache aus, indem er
stets nur solche Spalten von A berechnet, die im jeweiligen Schritt benotigt wer-
den.

Alle numerischen Implementationen des Simplexverfahrens benutzen als Grund-
gerist den revidierten Simplexalgorithmus. Wir wollen deshalb im folgenden den
revidierten Simplexalgorithmus in Unterprogramme (Subroutines) zerlegen und
spater zeigen, wie diese Subroutines bei den jeweiligen numerischen Implemen-
tationsvarianten realisiert werden. Wir gehen immer davon aus, dass wir ein LP in
Standardform (9.1) vorliegen haben. Alle Bezeichnungen werden, wie in Kapitel
9 festgelegt, verwendet.

(10.1) Algorithmus (Revidierter Simplexalgorithmus). Gegeben seien: A, A !,
b, c und B.

(1) BTRAN (Backward Transformation)
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)

1)

(4)

(4)

(4)

Berechnet: 77 := c5 AZ* (Schattenpreise)

PRICE (Pivotspaltenauswahl)

Berechnet die reduzierten Kostenkoeffizienten: ¢c; := (cX); — % Ane;, fir
j=1,...,n—m undwiéhlt einen Index s mit¢, > 0.

FTRAN (Forward Transformation)

Aktualisiert die Pivotspalte:

d:=Ag'd = Az'A,,.

CHUZR (Pivotzeilenauswahl)
Berechnet: \y = min{% | d; >0, i =1,...,m} und wahlt einen Index
refief{l,...,m}| 5 =)}

WRETA (Updating der Basis)

Entferne das r-te Element von B und ersetze es durch q,. Der neue Spalten-
indexvektor heil3e B’.

Berechnet: Az}, b= Ag'b.
Abbruchkriterium wie (blich (siehe Schritt (11.1) von (9.15)).

O

Wir werden spater und in den Ubungen auf numerische Tricks zur Imple-
mentation der Updates eingehen. Es seien hier jedoch bereits einige Vorteile
der revidierten Simplexmethode festgehalten:

Wesentlich weniger Rechenaufwand, speziell bei Programmen mit erheb-
lich mehr Variablen als Gleichungen.

Die Ausgangsmatrix A kann auf externem Speicher bzw. bei diinn besetzten
Matrizen durch spezielle Speichertechniken gehalten werden. Spalten von
A werden je nach Bedarf generiert. (Sparse-Matrix-Techniques).

Die Kontrolle tiber die Rechengenauigkeit ist besser. Insbesondere kann bei
Bedarf mit Hilfe eines Inversionsunterprogramms A ;' neu berechnet wer-
den.

Es gibt besondere Speichertechniken, die eine explizite Speicherung von
Ag' vermeiden. Man merkt sich lediglich die Etavektoren und berechnet
dann (ber die Formel aus (9.10) aus der ersten Basisinversen durch Links-
multiplikation mit den Elementarmatrizen die gegenwartige Basisinverse.
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10.2 Spalten- und Zeilenauswahlregeln

Wir wollen uns nun damit beschéaftigen, wie die noch unspezifizierten Schritte des
Simplexverfahrens “verniinftig” ausgefiihrt werden konnen.

(10.2) Varianten der PRICE-Routine (10.1) (2). Sei S := {j € {1,...,n} |
¢; > 0} # 0. Folgende Regeln werden h&ufig angewendet, bzw. sind in der Lite-
ratur eingehend diskutiert worden.

(1) Kleinster-Index-Regel: Wéahle s = min{j € S}

(2) Kleinster-Variablenindex-Regel: Wahle s € S, so dass
¢s =min{g; € N | j € S}.

(3) Steilster-Anstieg-Regel: Wahle s € S, so dass ¢; = max{c; | j € S}.

(4) GroBter-Fortschritt-Regel: Berechne fiir jedes j € S zunachst
)\% = mln{abT’J ‘ Qij > 0,2 = 1,...,7’)’1,} und g; = Ej)\%.
Wahle s € S,sodass g, = max{g; | j € S}.

Varianten von (4): Es gibt unzdhlige Varianten von (4), einige davon sind be-
schrieben in:

D. Goldfarb, J. K. Reid: “A practicable steepest-edge simplex algorithm”, Mathe-
matical Programming 12 (1977), 361-371.

P. M. S. Harris: “Pivot selection methods for the Devex LP code”, Mathematical
Programming 5 (1973), 1-28.

H. Crowder, J. M. Hattingh: “Partially normalized pivot selection in linear pro-
gramming”, Math. Progr. Study 4 (1975), 12-25.

Die Regel (10.2) (1) ist die rechentechnisch einfachste. Man durchlduft den Vek-
tor ¢, sobald ein Index s mit ¢; > 0 gefunden ist, hort man auf und geht zum
néchsten Schritt. Die reduzierten Kosten miissen also nicht alle berechnet werden.
Dadurch wird viel Aufwand gespart, aber aufgrund der simplen Wahl von s ist die
Gesamtzahl der Pivotoperationen im Vergleich zu anderen Regeln recht hoch.

Ahnliches gilt fiir Regel (2). Hier missen jedoch alle reduzierten Kostenkoeffizi-
enten berechnet werden. Diese Regel ist jedoch aus einem theoretischen Grund,
der noch diskutiert werden soll, interessant.
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Die Regel (3) ist die Regel, die bei einfachen Implementationen (keine sophistifi-
zierten Tricks) am hdufigsten verwendet wird und bei Problemen bis zu mittleren
GroRenordnungen (jeweils bis zu 500 Variablen und Zeilen) recht gute Ergebnisse
zeigt. Ihr liegt die Idee zu Grunde, dass diejenige Variable in die Basis genommen
werden sollte, die pro Einheit den grofiten Zuwachs in der Zielfunktion bringt.

Es kann natirlich sein, dass die Nichtbasisvariable mit dem groRten Zuwachs pro
Einheit nur um sehr wenige Einheiten erhdht werden kann und dass ein Wechsel
zu einer anderen Basis einen wesentlich groReren Gesamtfortschritt bringt. Hier-
zu ist Regel (4) geschaffen. Bei ihr wird fur jeden moglichen Basiswechsel der
tatsachliche Zuwachs der Zielfunktion g; berechnet, und es wird der Basiswechsel
vorgenommen, der den insgesamt grof3ten Fortschritt bringt. Diese Verbesserung
wird natirlich durch einen erheblichen rechnerischen Mehraufwand erkauft, bei
dem es fraglich ist, ob er sich lohnt.

Aufgrund von Erfahrungen in der Praxis kann gesagt werden, dass sich die trivia-
len Regeln (1), (2) und (3) fur kleinere bis mittlere ProblemgroRen bewéhrt haben,
jedoch fiir grolRe LPs, Modifizierungen von (10.2) (4), wie sie in den Literaturan-
gaben beschrieben sind, benutzt werden. Die trivialen Regeln fiihren im allgemei-
nen zu insgesamt mehr Pivotoperationen. Die komplizierten Regeln versuchen
die Anzahl der Pivotoperationen minimal zu gestalten. Hierbei ist ein wesentlich
hoherer Rechenaufwand erforderlich (viele Spalten von A sind zu generieren und
fur jede Spalte ist \y zu berechnen), der bei kleineren Problemen durchaus einem
mehrfachen Basisaustausch entspricht und sich daher nicht auszahlt. Bei groen
Problemen ist i. a. der Basiswechsel rechenaufwendiger als die komplizierte Aus-
wahl der Pivotspalte. Hier zahlt sich dann die sorgféltige Auswahl der Pivotspalte
bei der Gesamtrechenzeit aus.

Bei der Auswahl von Pivotzeilen gibt es nicht so viele interessante Regeln, aber
hier kann durch geschickte Wahl die Endlichkeit des Simplexverfahrens erzwun-
gen werden.

Im folgenden gehen wir davon aus, dass der Spaltenindex s durch eine Spaltenaus-
wahlregel (10.2) bestimmt wurde und setzen R := {i € {1 ...,m} | 2= = \}.
Wir treffen zunéchst eine Definition.

(10.3) Definition. Ein Vektor z* = (z4,...,z,) € K" heift lexikographisch
positiv (wir schreiben: z > 0), wenn die erste von Null verschiedene Komponente
positiv ist (d. h. isti := minsupp(z), dann ist z; > 0). Wir schreiben x > vy, falls
x—y > 0gilt
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(10.4) Bemerkung. “>" definiert eine totale Ordnung im K". Wir schreiben x >
y < = >y V x = yundbezeichnen mit lex-min S das lexikographische
Minimum einer endlichen Menge S C K".

O
(10.5) 1. Lexikographische Zeilenauswahlregel. Wahle r € R so dass
%S(AEIA)r. = |ex—min{_iis(AglA)i. | @is >0, 1€ {1,...,m}}.
O

Mit Regel (10.5) wird jedes Simplexverfahren unabhdngig von der Spaltenaus-
wahlregel endlich.

(10.6) (Endlichkeit des Simplexalgorithmus). Wird im Simplexverfahren die
1. Lexikographische Regel (10.5) verwendet, so endet der Algorithmus nach end-
lich vielen Schritten, gleichgultig, welche Spaltenauswahlregel verwendet wird.

Beweis : Wir zeigen zuerst:

(a) (A ). < (AR A Vi

ars ©S
das heil3t, das lexikographische Minimum wird eindeutig angenommen. Seien r
und " Indizes mit

1 1

—(A5'A),. = AGA),.
() (A5 A = (45'4)
und o. B. d. A.sei A = (Ap, Ay). Dann gilt (A
und (A5'A).. = (%, 4,.) und (x) impliziert (

folgt e, = 2==¢,. und somit ~ = 7. Also gilt (a).

1

5 A)r = (A5")rA = (e, Ar)
" e, Ap) = Z=(el,, A..). Damit

Sei Ag nun eine zul&ssige Basis von A (z. B. die Startbasis (evtl. auch die der
Phase 1)) und sei Tz das zugehdrige Simplextableau (vgl. (9.16)). O. B. d. A. sei

T, = 0 ¢ —cL AL
I A  AG'b
(evtl. ist eine Permutation der Spalten der Ausgangsmatrix notwendig). Sei B’ =
(p17 ce s Pr—1,9sy Pr41,y - - - 7pm) Dann gllt

(b) (TB’)T- =0
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denn (Tg),. > 0 und a,, > 0 (vgl. Formel (9.18) (a)). Da nach Voraussetzung
(Tg)i. = 0Vi=1,...,m, folgt

(c) (Ti)s. > 0 Vi mita, < 0
vgl. (9.18) (a).

Aus (a) folgt nun (Tg);. = 2=(Tj),. firalle i # r mita@;, > 0, d. h.
(d) (T)i. = 0 Vi mita, > 0.

Somit sind bei Anwendung der 1. Lexikographischen Regel stets alle Zeilen (T'z);.
(¢ # 0) des Simplextableaus lexikographisch positiv, d. h. es gilt fur 2 aufeinan-
derfolgende Basen B und B’ (vgl. (9.18) (2))

(T

(TB’)o- - (TB)o- = — EBTzOS (TB)’I‘- < 0,

denn (T),s > 0. Also sind alle Simplextableaus verschieden und da nur endlich
viele zuldssige Basislosungen und somit Simplextableaus existieren, folgt nun die
Behauptung. a
(10.7) 2. Lexikographische Zeilenauswahlregel. Waéhle » € R, so dass
1, (1, .
— (A3, = Iex—mm{_—(AB )i. | @i > 0, i € {1,. ..,m}}.

a1"5 Qs

O

Die Anwendung der 2. Lexikographischen Regel garantiert auch Endlichkeit des
Simplexverfahrens, analog zu Satz (10.6) (siehe Kall oder Dantzig S. 269, diese
folgt aus der Stérungsmethode).

(10.8) Weitere Zeilenauswahlregeln.

(1) Kleinster-Index-Regel: r := min R.

(2) Kleinster-Variablenindex-Regel: Wiahle r € R, so dass p, = min{p; €
B | i€ R}.

Keine der beiden Regeln in (10.8) kann fiir sich allein Endlichkeit des Simplex-
verfahrens bewirken. Aber eine Kombination von (10.8) (2) und (10.2) (2) schafft

€s.
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(10.9) Bland-Regel: R. Bland (“New finite pivoting rules for the simplex me-
thod”, Mathematics of Operations Research 2 (1977), 103-107) hat gezeigt, dass
das Simplexverfahren auch endlich ist, wenn sowohl bei der Spaltenauswahl (PRICE-
Routine) als auch bei der Zeilenauswahl die Kleinster-Variablen-Index Regel an-
gewendet wird.

O

\Von Avis und Chvatal (“Notes on Bland’s pivoting rule”, Mathematical Program-
ming Studies 8 (1978), 24-34) sind Untersuchungen uber die Praktikabilitdt der
Bland-Regel gemacht worden. Dabei hat sich gezeigt, dass i. a. die Anzahl der Pi-
votoperationen bei Anwendung der Bland-Regel wesentlich hoher liegt als z. B. bei
der Steilster-Anstieg Regel (10.2) (3). Fur Computerimplementierungen scheint
die Bland-Regel selbst bei hochdegenerierten Problemen nicht gut geeignet zu
sein.

(10.10) Worst-Case Verhalten des Simplexverfahrens. Zu fast allen bekannten
Pivotauswahlregeln (speziell zu allen, die hier genannt wurden) kennt man heute
eine Klasse von Polyedern und Zielfunktionen, so dass der Simplexalgorithmus
bei Anwendung einer zugehdrigen Auswahlregel durch alle Ecken des Polyeders
lauft. Da die Anzahl der Ecken dieser Polyeder exponentiell mit der Anzahl der
Variablen wachst, sagt man, dass das Simplexverfahren ein exponentielles worst-
case Verhalten besitzt.

10.3 Die Behandlung oberer Schranken

In linearen Programmen kommen hdufig Beschrankungen der folgenden Form
Vor:
0<z<u.

Da diese strukturell sehr einfach sind, kann man sie algorithmisch besser behan-
deln als allgemeine Ungleichungen. Normalerweise fiihren wir Ungleichungen
durch Einfugung von Schlupfvariablen wie folgt in Gleichungen und Nichtnega-
tivitatsbedingungen dber:

r+T=u, x>0,7>0.

Ist jedoch der Wert von x (bzw. ) festgelegt, so ist der Wert der Komplementarvaria-
blen T (bzw. x) bereits eindeutig bestimmt. Diesen Vorteil kann man nun so
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ausnutzen, dass man im Simplexverfahren nur eine der beiden Variablen mit-
schleppt und die zusatzliche Gleichung vollig weglésst. Fir jede Zeile oder Spal-
te muss jedoch festgehalten werden, ob sie x oder der Komplementérvariablen
T = u — x entspricht. Die Zeilenauswahlregeln sind ebenfalls etwas komplizier-
ter, da eine neue in die “Basis” hineinzunehmende Variable nur maximal bis zu
ihrer Beschrankung erhdht werden darf und die {ibrigen Basisvariablen ebenfalls
ihre Schranken nicht tberschreiten durfen.

Wir wollen im folgenden die sogenannte Obere-Schranken-Technik zur Be-
handlung von linearen Programmen der Form

max c’ z
(10.11) Az =1
0<zr<u

besprechen. Diese “upper-bound-technique” behandelt nur explizit nach oben be-
schrankte Variablen. Sind einige der Variablen nicht explizit nach oben beschrankt,
so legen wir, um die weitere Diskussion und die Formeln zu vereinfachen, fest,
dass ihre obere Schranke +oo ist. Das heif3t, die Komponenten von « haben Werte
aus der Menge R, U {+oc}.

Weiter bendtigen wir eine erweiterte Definition von Basis und Nichtbasis. Wir
halten uns im Prinzip an Konvention (9.3), lassen jedoch zu, dass der Vektor
der Indizes von Nichtbasisvariablen positive und negative Indizes enthalten kann.
Durch das Vorzeichen wollen wir uns merken, ob eine Nichtbasisvariable die obe-
re oder untere Schranke annimmt, und zwar legen wir fest, dass fir eine Nicht-
basisvariable g, der Wert z,, Null ist, falls das Vorzeichen von g, positiv ist,
andernfalls ist der Wert von z,, die obere Schranke u,,. Um dies formeltech-
nisch einfach aufschreiben zu konnen, treffen wir die folgenden Vereinbarun-
gen. Ist B = (p, ..., pn,) €in Spaltenindexvektor, so dass A eine Basis ist und
N = (g1, ..., qn_m) Wie in (9.3) definiert, dann sei

(10.12) N:= (@1, Ty ) Mitq; = g; Oder g; = —g;
Nt = (¢]7;>0)

10.13 _ Z'

(1018 N- = (4|, <0)

Die in B, N* und N~ enthaltenen Indizes bilden also eine Partition der Spal-
tenindexmenge {1,...,n} von A. Bei einer Rechnerimplementation genugt es
nattrlich, sich N zu merken, denn N = (|g,|, - - -, [@,,_,|)- Ist A reguldr, so nen-
nen wir Ap eine E-Basis (erweiterte Basis) von A und N eine E-Nichtbasis von
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A. Der Vektor z € K® mit

I+ = 0
(1014) IN- =Upn-
rB = Aglb - AEIAN— UnN-

heilt £-Basislosung zur E-Basis Ap.

. FE-Basis Ap . .
Eine { F-Basislsung « } heif3t zul&ssig, wenn
0 < zp < up und heillt nicht degeneriert (nicht entartet), falls 0 < z5 < ug,
andernfalls degeneriert (entartet). Gibt es keine oberen Schranken, so gilt offen-
bar N = N = N+ und alle Formeln reduzieren sich auf den bereits behandelten
Fall.

(10.15) Satz. Gegeben sei ein Polyeder P := {x € K" | Az = b,0 < z < u}

mit rang(A) = m. Ein Vektor x € K" ist genau dann eine Ecke von P, wenn x
zuldssige E-Basislosung ist.

Beweis : Esgilt P = P(D, d) mit

A b
—A —b
p=|"5| d=
1 0

Also folgt mit Satz (8.9): x Ecke von P <= rang(Deqy({z})) = n. Seien J =
eq({z}) und Jy, Jy, Js, J4 SO gewdhlt, dass

Ay,
*
_AJ2
Dy = 0 I, 0
0 0 —1I,,

Gilt rang(D;.) = n, so besitzt Ay, vollen Rang und mit K := {1,...,n} \
(Js U Jy) ist Ap := Ay U,k reguldr. Man verifiziert sofort, dass Ap zuléssig ist,
wenn N~ = J;, N* = J, gewahlt wird. Die Riickrichtung ist nun evident. 0

Wir kennzeichnen also im Weiteren Basen, Nichtbasen und Basislosung von (10.11)
miteinem E, um sie von den in Kapitel 9 eingefiihrten Begriffen zu unterscheiden.
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(10.16) Algorithmus.  (Upper-Bound-Technique)
zur Lésung von linearen Programmen der Form (10.11).

Wie nehmen an, dassu € (R, U{+oc})™ gilt und dass eine zulédssige E-Basis Ap
vorliegt. Wie beschreiben lediglich die Phase I1. Es seien also gegeben: zuldssige
E - Basis Ap, Ag', b= Ag'b,¢, B= (p1,-..,pm) Und N = (qy,- -, @) (N,

N+, N~ kénnen daraus bestimmt werden), b = Az'b — Az' Ay un-.

(1) BTRAN:
Berechne 77 := L AL
(2) PRICE:
Berechnee” := c& — 77 Ay und wéhleein s € {1,...,n —m} mit

_ >0 falls g,>0
*l<0 falls g, <0

mittels irgendeiner der Pivotspaltenauswahlregeln. Gibt es keinen solchen
Index s, so ist die aktuelle E-Basislosung optimal.

Begrundung: Offenbar giltz € {y € K* | Ay = 4,0 <y < u} <=
g = Aglb — AglAN+:UN+ — AglAN—xN— und 0 < zg,xn+,Tn- < U.
Also ist
"'t = CLap + CyyTn+ + Ch-Ty-
= cLAGb + (chy — AL An+)zy+ + (cho — AL An-) -
=mTb+ (chy — " Ay+)ay+ + (che — 7T Ay-)zN-.
Da fiir die gegenwartige E-Basislosung gilt x - = uy-, zx+ = 0, kann der

Zielfunktionswert nur verbessert werden, wenn fiir eine Nichtbasisvariable
qs entweder gilt g, > Ound ¢, = (cky — 1" Ay)s > 0 oder g, < 0 und

cs < 0.
(3) FTRAN:
Berechned := Az'A.,, = A.,.
(4) CHUZR:
Setze o = sign(q,) und berechne
Ao = min{o_%is | 0Gis >0,i=1,...,m}
A= min{% | oGis <0, i=1,...,m}
)\2 = Ug,
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(a) Ist keine der Zahlen )y, \1, A\ endlich, so ist das Programm (10.11)
unbeschrankt (das kann nattirlich nur vorkommen, wenn x4, nicht ex-
plizit beschrénkt ist).

(b) Ist \g = min{ g, A1, Ao}, S0 wéhle einen Index

=l

i

O'EZ'S

refie{l,...,m}| = Ao, 0G;s > 0}

mittels irgendeiner Pivotzeilenauswahlregel.
(c) Ist \; = min{ g, A1, Ao} SO wéhle

b — Uy,
& = )\1,0’61'3 < O}

re{ie{l,...,m}|

K]
mittels irgendeiner Pivotzeilenauswahlregel.

(d) Ist A\ = min{ Ao, A1, Ao} SO setzeq, := —q,, berechne b neu und gehe
zuriick zur PRICE-Routine (2).

(5) WRETA:

SetZEBI = (pI: vy Pr—1,9ss Pr41y - - - apm)iﬁ = (qla R aqs—laqaqﬁ»l: e agn—m)!
wobei ¢ = p,, falls Ay = min{Ag, A1, Ao}, bzw. § = —p,, falls A, =

min{\g, A1, Ao }. Berechne Az, b= Agtb — Agt Ay-uy-.

Begrindung: Die Pivotzeilenauswahl (CHUZR-Routine) dient dazu, die Zeilen-
auswahl so zu bestimmen, dass die transformierten Variablen nach erfolgter Pi-
votoperation wieder zuléssig sind. Entsprechend der Transformationsregeln beim
Pivotisieren mit dem Pivotelement @, ; (vergleiche (9.10)) muss gewéhrleistet sein,
dass nach Ausfiihrung des Pivotschrittes fur die neue E-Basislésung folgendes
gilt:

v) x5, €10, up,},
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6) g, € {0,uq, }, furi # s.

Wollen wir nun den Wert der Variablen z,, um A > 0 &ndern (d. h. erhdhen,
falls g, > 0, bzw. um X erniedrigen, falls g, < 0), so kdnnen wir das so
lange tun bis entweder

— eine Basisvariable den Wert ihrer oberen oder unteren Schranke annimmt
oder

— die Nichtbasisvariable ¢, den Wert ihrer anderen Schranke annimmt.

Aus letzterem folgt naturlich, dass A < u,, gelten muss, ansonsten wiirden
wir bei Erhdhung (g, > 0) die obere Schranke bzw. bei Erniedrigung (g, <
0) die untere Schranke flr z,, verletzen. Dies erklart die Bestimmung von
A9 in (4).

Istg, > 0, so bewirkt eine Erhdhung von z,, um den Wert A, dass z;, = E — @i,
gilt. Aus der Bedingung «) erhalten wir daher die folgenden Schranken fiir A:

VAN
|a~|\

19
S

L fUrEis >0
bi—up,

A
A< fUrEiS < 0.

Qs
Istg, < 0, so bewirkt die Verminderung von z,, (= u,,) um den Wert A > 0, dass
). = b; + A, gilt. Aus o) erhalten wir somit:

IA
Sl

— A fUrE,-S<0

8

Sl
s

<t fir g, > 0.
Dies begriindet die Definition von A\q und A;. Sei nun A, = min{ g, A\, Ao}
Gilt Amin = Ao, S0 wird einfach der Wert einer Nichtbasisvariablen von der ge-
genwadrtigen Schranke auf die entgegengesetzte Schranke umdefiniert. Die Basis
andert sich dadurch nicht, jedoch konnte aufgrund der Auswahl in PRICE eine
Zielfunktionsverbesserung erreicht werden. Gilt A, = Ay oder Apin = Ao, SO
flhren wir einen Ublichen Pivotschritt durch. Bei Amin = A1 wir die neue Nicht-
basisvariable ,,, mit Null festgesetzt, da die untere Schranke von z,,. die starkste
Einschrankung fur die Verdnderung von z,, darstellte. Bei A, = A2, wird analog
xp, eine Nichtbasisvariable, die den Wert ihrer oberen Schranke annimmt. [

Wir wollen nun anhand eines Beispiels die Ausfiihrung von Algorithmus (10.16)
in Tableautechnik demonstrieren. Dabei werden wir keine neuen Tableau-Update-
Formeln definieren, sondern mit den bekannten Formeln fiir die Pivotschritte rech-
nen. Wir fiihren lediglich eine zusitzliche Spalte ein, in der jeweils aus b und ¢, der
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Wert der gegenwadrtigen E-Basislosung berechnet wird. Ist also ¢q der gegenwarti-
ge Wert der Basislosung und x5 = A3'b = b so hat die zusétzliche Spalte in der
ersten Komponente den Eintrag ¢, := —cy — ¢y un-, und die restlichen Kompo-
nenten berechnen sich durch

3225— N-UN-.

(10.17) Beispiel. Wir betrachten das folgende LP, dessen Losungsmenge in Ab-
bildung 10.1 dargestellt ist

maXx 2371 + Zo

—I + i) S %
X1+ To < 2
x <3 (=w)
To S 1 (: UQ)
Z1, T2 > 0.
2 |
1
1 2
Abb. 10.1

Wir flihren 2 Schlupfvariablen x3, z, ein (mit oberen Schranken +oc) und erhal-
¢

ten als Anfangstableau 7; (mit zusétzlicher Spalte (%0) die mit der Spalte (" %)
identisch ist, da keine Nichtbasisvariable von Null verschieden ist):

1 2 3 4
2100 00 c 0| wla B=@34
To: 3 -1110 %‘% = A1| % |5 WN=q(
4 11011212

Wir wéhlen die erste Spalte als Pivotspalte, d. h. g, = 1. Schritt (4) CHUZR ergibt

by 2 . . . 3
Ao = —= = = =2, )\, istwegen uz = oo nicht definiert, Ao = u; = =,
921 1 2
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d. h. Apin = Ag. Wir fiihren also Schritt (4) (d) aus, setzen g; := —g;, d. h.q; =
—1, und berechnen b neu. Die neue letzte Spalte, d. h. die neue E-Basislosung
zur Basis Ap erhalten wir aus der (normalen) Basislosung wegen N~ = (1) wie

folgt:
_ 1 _
=i ()30 - ()
2) 2\ 1 .

und der Zielfunktionswert erhdht sich um ¢;.uq; = 2 - % = 3. Mithin erhalten wir
als nachstes Tableau (mitg, := —q,)
-1 2 3 4
2 1 0 0\ 0\ —3 B = (3,4)
T, : 3 -1 1 1 0 3| 2 N=(-1,2)
4 1 1 0 1, 2 %

Als Pivotspalte kommt nur die 2. Spalte (g, = 2) in Frage. CHUZR ergibt

Ao = _b—2 = 1, A1 nicht definiert , Ay = uy = 1.
929 2
Die Wahl der Austauschzeile in (4) (b) ergibt ein eindeutig bestimmtes » = 2. Wir
fihren dann (5) in Tableautechnik aus. Wir fuihren also einen Standardpivotschritt
auf dem Element @,, = 1 durch und korrigieren anschliefend b und ¢y, um b und
Co zu erhalten.

-1 2 3 4
1 0 0 —1‘ —2‘ I B =(3,2)
h: 3 -2 0 0 -1 =% 2 N =(-1,4)
2 110 1 2 3

Dieses Tableau ist optimal, mit z; = 2, 2, = . Zur Erlauterung der brigen
Falle beginnen wir noch einmal mit Tableau T,, wéhlen aber die 2. Spalte als
Pivotspalte. CHUZR ergibt

b1 _ -
Ao = _b—l = —, A nicht definiert, Ay = 1.
a12 2

In diesem Falle machen wir einen Standardpivotschritt mit dem Pivotelement
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ars = a2 = 1.

1 2 3 4
3.0 -1 0‘ —%‘ —3 B = (2,4
T5: 2 -1 1 1 0 3 N =(1,3)
4 2 0 -1 1 3 3

Die gegenwartige Basislosung wird wie ublich in eine E-Basislosung transfor-
miert. Als Pivotspalte kommt nur die erste in Frage. CHUZR ergibt

32 3 zl — U9 1 3
)\ = — = — A = = — A = = — )\min = )\
0 Tt 4’ 1 au 9 2 U 9 ( 1)
Wir fuhren nun Schritt (5) des Algorithmus (10.6) durch einen Pivotschritt auf
a,s = a;; = —1 aus und berechnen das gesamte Tableau neu. Anschlielend

mussen wir die rechteste Spalte des Tableaus korrigieren. Da A, = Ay wird die
neue Nichtbasisvariable x, mit ihrer oberen Schranke u, = 1 belegt (und g, = —2
gesetzt). Wir miissen daher vom neuberechneten b = (—1, 2)” noch das u,-fache
der zum Index 2 gehorigen Spalte von A also A.; = (—1,2)T) subtrahieren. Vom

Zielfunktionswert ¢, subtrahieren wir us - ¢ = 1 - 3. Daraus ergibt sich

1 =2 3 4
0 3 2 0 1] - B =(1,4)
,: 1 1 -1 -1 0| —3 3 N =(-2,3)
4 0 2 1 1 55

1
= (-1 —1
-(2)()
2 2
Als Pivotspalte miissen wir nun die 3. Spalte von Ty, also A.,, wihlen.

b 1 bi—ui _ _3

A C A = .
0 522 2 a19 2

1 -2 3 4
0 -1 0 —2‘ —4‘ -3 B=(1,3)
Ty : 1 1 1 0 1 2 1 N = (-2,4)
3 0 2 1 1 B 2
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Als Pivotspalte kommt nur A.;, also die 2. Spalte von T, in Frage, d. h. ¢, = ¢; =
2,q, = —2. Wir erhalten durch CHUZR

by —uq

. . 1
Ao undefiniert, \; = ==, A =uy =1.

0'611

Unser Pivotelement ist somit @;; = 1. Wie 0blich fuhren wir einen Standardpi-
votschritt durch. Da wir die neue Nichtbasisvariable z; mit ihrer oberen Schranke
Uy = % belegen, ziehen wir wieder vom neuberechneten b das u-fache der zu 1

gehorigen Spalte von A (das ist A.; = (1, —2)T) ab, um b zu erhalten.

-1 2 3 4
1 0 0 —1‘ —2‘ -1 B =(2,3)
Te : 2 1 1 0 1 2 : N = (-1,4)
3 -2 0 1 -1] -3 3
Wir haben wieder die Optimalldsung erreicht. 0

Analog zu oberen Schranken konnen natirlich auch untere Schranken behandelt
werden. Ferner kann man auch allgemeine obere Schranken (generalized upper
bounds, GUB), dies sind Restriktionen der folgenden Form: > z; < a, auf &hnli-
che Weise berticksichtigen. Bei solchen Restriktionen konnen ebenfalls Pivotsche-
mata entworfen werden, die wesentlich weniger Speicher- und Rechenaufwand
erfordern als die Standardmethode. Weiterhin gibt es effiziente Techniken zur Be-
handlung von sogenannten variable upper bounds (VUB) der Form 0 < z < y.

10.4 Das duale Simplexverfahren

Wir wollen nun eine Variante des Simplexverfahrens darstellen, die — wie wir
noch sehen werden — bei bestimmten Problemstellungen von Vorteil ist. Sei Ag
eine Basis von A, und betrachte das Paar dualer linearer Programme:

maxclx .
(P)  Az=) (D)
x>0 -
bzw.
maxclz minu’b
B = Aglb — AEIANIL'N UTAB 2 Cg
TN, T >0 u"Ay  >cy
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(10.18) Definition. Die Basis Ag von A heiit primal zulassig, falls Az*b > 0
und dual zulassig, fallse’ = ¢k, — c5 Az Ay < 0. Die zugehdrigen Basislosun-
genx bzw. u mitxg = Ag'b, xy = 0 bzw. uT = cL AR heiBen dann primal
bzw. dual zul&ssig.

(10.19) Satz. Sei P = {u € K™ | uT A > ¢'}. Der Vektor v ist genau dann eine
Ecke von P, wenn u eine dual zuldssige Basislésung ist.

Beweis : Sei u Ecke von P = P(—A",—c) und I = eq({u}). Mit Satz (8.9)
folgt rang((—A™)r.) = m, d. h. es existiert B C I mit Ag Basis von 4, und
esgilt u’Ag = &, uT Ay > k. Also ist u” = cLALZ" und cEAZ Ay > L,
d. h. Ap ist dual zuldssig. Ist umgekehrt Ag dual zuldssig, so ist 7 := cLAL'
aufgrund von Satz (8.9) eine Ecke von P. a

(10.20) Bemerkung. Ist Ag eine Basis von A, und sind x bzw. u die zu Ag
gehdrenden (primalen bzw. dualen aber nicht notwendigerweise zuldssigen) Ba-
sislésungen, so gilt: ¢’z = uTb.

Beweis : uTb = cLAZ'D = cLap = 'z, 0

(10.21) Folgerung. Ist Ag eine Basis von A, so ist A optimal genau dann, wenn
Ap primal und dual zuléssig ist.

Beweis : (Dualitatssatz).

(10.22) Folgerung. Ist Ag eine optimale Basis fir das Programm (P), dann ist
cE A eine optimale Losung des zu (P) dualen Programms (D).

O

Der Vektor 7 := c¢5AZ! (mit Ap dual zuléssig) heilt der Vektor der Schatten-
preise (vgl. bkonomische Interpretation der Dualitdt und Schritt (1) in (10.1)).

Wir wollen nun die dem dualen Simplexverfahren zugrunde liegende Idee ent-
wickeln und bemerken, dass — im Prinzip — das duale Simplexverfahren das
primale Simplexverfahren angewendet auf das duale Problem ist. Sei Ag eine
Basis von A, so ldsst sich (9.1) umformen in:

max cpAg'b+ ¢y B
(10.23) Azy + Izp = Az'b (=)
B, TN >0
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oder
é;ABlb + max ¢l zy _
(10.24) Axy <b
N Z 0

Das zu (10.24) duale Programm lautet (bei Weglassung des konstanten Terms
cE A5'b der Zielfunktion):

minuTb
(10.25) Ay

C
U 0

VIV

Die Einfiihrung von Schlupfvariablen yx (und Variablenumbenennung yp := u)
ergibt:

T
—max —b yp

(10.26) —ZTyB + Iyn —C
Y 0

AV

Durch eine lange Kette von Umformungen ist es uns also gelungen, ein LP in
Standardform (9.1) in ein anderes LP in Standardform (10.26) zu transformieren.
Was haben wir gewonnen? Nicht viel, es sei denn, die Basis Az ist dual zulassig.
Denn in diesem Falle gilt, dass die rechte Seite von (10.26), also —¢, nichtne-
gativ ist. Also ist die Matrix I eine zul&ssige (Ausgangs-)basis fur (10.26), und
wir konnen auf (10.26) den Simplexalgorithmus (direkt mit Phase 11 beginnend)
anwenden.

Eine besonders interessante Anwendung ergibt sich, wenn das urspriingliche Pro-

blem die Form
max clx

Ax < b
z>0

hat, wobei ¢ < 0 und b # 0 ist. Hier ist eine dual zuldssige Basis direkt gegeben,
wahrend eine primal zuldssige Basis erst mittels Phase | gefunden werden mdisste.

(10.27) Algorithmus (duale Simplexmethode).

Input: A’ € K™ ' € K™, ¢ € K.

Output: optimale Lésung z des LP max{c'z | A’z = V', z > 0}.
Phase I:
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Bestimmung eines Subsystems Az = b, > 0 mit P=(A,b) = P=(A', V'),
welches (9.2) erfiillt (falls méglich) und Bestimmung einer dual zuldssigen
Basis Ap von A. Berechne: A = Ag'An, b= Ag'b, ¢’ = & — cL AL Ay
(Dieser Teil des Algorithmus wird analog zur Phase | (9.24) der Grundver-
sion des Simplexalgorithmus ausgefiihrt.)

Phase Il:  Optimierung

(11.1) (Optimalitatspriifung)

Giltb; > 0 (o = 1,...,m), so ist die gegenwartige Basislosung optimal
(A ist primal und dual zulédssig). Setze xty = b und xn = 0, andernfalls
gehe zu (11.2).

(11.2) (Bestimmung der Pivotzeile)
Wihle einen Index r mitb, < 0.

(11.3) (Prifung auf Beschrénktheit des Optimums)
Gilt A.. > 0, so hat das duale Programm keine endliche Ldsung, also ist
P=(A,b) = 0. STOP!

G

A

mA)mmmmAM:mm{ \@7<Qj:L“wn}

(11.5) (Bestimmung der Pivotspalte) ~

Wihle Index s € {j € {1,...,n —m} | ac—ﬂ = Ao}
rj
(11.6) (Pivotoperation)
Setze Ayl := EAZ' mit E aus Satz (9.10), und berechne alle notwendigen
Parameter neu. Gehe zu (11.1).

(10.28) Tableauform des dualen Simplexalgorithmus. Wollen wir das duale
Simplexverfahren auf das Problem (10.23) (mit dual zulédssiger Basis A g) anwen-
den, so konnen wir das verkiirzte Tableau

—b —Z0

VT :

Il
|
S
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verwenden und auf dieses Tableau die Update Formeln des verkiirzten Simplexta-
bleaus (diese sind in Schritt (11.7) von (9.15) angegeben) anwenden. Jedoch zeigt
eine einfache Uberlegung, dass wir bei der Auswahl der Indizes 7 und s entspre-
chend (11.2) bzw. (11.5) die Updateformeln (11.7) aus (9.15) auch direkt auf die
Matrix A bzw. b und ¢ anwenden kénnen und zwar genau in der Form wie sie in
(9.15) (11.7) aufgeschrieben wurden (um das neue Tableau VI zu erhalten).

VT =

Wir fiihren also die Transponierung bzw. den Vorzeichenwechsel nicht explizit
durch, sondern beachten den Vorzeichenwechsel bzw. die Transponierung implizit
bei der Bestimmung der Pivotzeile bzw. Pivotspalte.

Dann konnten wir aber auch wieder das primale (verkiirzte) Tableau verwenden
und anhand dieses Tableaus sowohl den primalen als auch den dualen Simplexal-
gorithmus durchfihren. [l

(10.29) Das Tucker-Tableau. Fur die nachfolgende spezielle Form linearer Pro-
gramme erhalten wir primale und duale Optimalldsungen direkt aus der Tableau-
rechnung. Wir betrachten:

max ¢l x min u’'b
(P) Az <b (D) ul'A >
x>0 u>0

oder mit Schlupfvariablen

max 2 max 2
Tr—2z = 0 ul'b + 2 =0
Ar—b = -u —cl+uTA =27
T, U > 0 U, T >0

oder in Tableauschreibweise

C1,C2,...,Cp 20

by
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N = Nichtbasisvariable des primalen Programms
= Basisvariable des dualen Programms

B = Basisvariable des primalen Programms
= Nichtbasisvariable des dualen Programms

Ein solches Tucker-Tableau hei3t primal zulassig, wenn b > 0, und dual zul&ssig,
wenn ¢ < 0.

Fihren wir den primalen oder dualen Simplexalgorithmus bis zum Optimaltableau
durch, so sind die jeweiligen Optimallésungen gegeben durch:

Tpe=bi =1, m} optimale Ldsung des primalen Programms.
.QfN(Z):O 1= 1,...,77,
UN@H)= —Ci =1, )

m} optimale Losung des dualen Programms.

O

Hat man eine Optimalldsung von einem LP in Standardform ausgehend berechnet,
so lasst sich die Optimallosung des dualen Programms nicht ohne Weiteres aus
dem Tableau ablesen.

(10.30) Beispiel (dualer Simplexalgorithmus). Wir betrachten die folgenden
zueinander dualen Programme (P) und (D). Die Losungsmenge von (P) sei mit P
bezeichnet, die von (D) mit D. P und D sind in Abbildung 10.2 dargestellt.

max —r; — 2% min —2y3 — 3y,
—T1 — T2 <=2 (z3) —Y3 — 2Y4 >—-1 (—w)
P D
(P) =211 — 29 <=3 (z4) (D) —Y3 — Ya > -2 (—y)
Z1,To > 0 Y3, Ya > 0
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X5 Ya

Abb. 10.2

Wir schreiben das Tucker-Tableau zu diesem Problem auf.

1 2
] o
3 -1 =1 =2 z; = 0 y3 =0
4 -2 -1 -3 zz = 0 v =
T3 :—2 Y1 =
T4 =-3 Y2 =2

N = (1,2) = primale Nichtbasis, duale Basis
B = (3,4) = primale Basis, duale Nichtbasis

Die gegenwartige Basis ist dual aber nicht primal zul&ssig. Wir machen einen

Update mit dem Pivotelement @,; = g,; = —2. Das neue Tableau hat folgende
Form.
4 2
_% _%‘ _% N:(472)7 B:(37 1)
1 1 1
5 -3 —3| 72
1o
3
T =3 —E ys =0 - D
zy =0 } Tow o= } ’
Es folgt ein Pivotschritt mit @,, = @;; = —3.
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3 2
1 1| 2 N=@32), B=(4,1)
4 —2 1 1
1 —1 1 2
wlop=m o Tofen
Dieses Tableau ist optimal. [l

10.5 Zur Numerik des Simplexverfahrens

Dieser Abschnitt ist nur dulerst kursorisch und oberfldchlich ausgearbeitet. Eine
sorgféltige Behandlung des Themas wiirde eine gesamte Spezialvorlesung erfor-
dern. Wir empfehlen dem Leser die Bemerkungen zur Numerik in

V. Chvatal, “Linear Programming”, Freeman, New York, 1983, (80 SK 870 C
564)

oder das Buch

M. Bastian, “Lineare Optimierung grof3er Systeme”, Athendum/Hain/Skriptor/
Hanstein, Konigstein, 1980, (80 ST 130 B 326)

zu lesen, das einem Spezialaspekt dieses Themas gewidmet ist und diesen eini-
germal3en erschopfend behandelt. Das Buch

B. A. Murtagh, “Advanced Linear Programming: Computation and Practice”,
McGraw-Hill, New York, 1981, (80 QH 400 M 984).

ist ganz Rechen- und Implementierungstechniken der linearen Optimierung ge-
widmet. Generelle Methoden zur Behandlung spezieller (z. B. diinn besetzter oder
triangulierter oder symmetrischer) Matrizen im Rahmen numerischer Verfahren
(etwa GauR-Elimination, Matrixinvertierung) finden sich in

S. Pissanetsky, “Sparse Matrix Technology”, Academic Press, London, 1984,
(80 SK 220 P 673).

Generell wird bei Implementationen die revidierte Simplexmethode verwendet.
Es gibt zwei grundsétzliche Varianten fur die Reinversion: Produktform der In-
versen (PFI), Eliminationsform der Inversen (EFI).

165



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM I1, WS 2003/2004

(10.31) Produktform der Inversen. B~! liegt in Produktform vor:
B '=E,-E,_,-...- E, mitE; aus Satz (9.10).

Prinzip: Gauf3-Jordan Verfahren.

Freiheitsgrade:

a) Positionen der Pivotelemente,

b) Reihenfolge der Pivots.
a) hat Einfluss auf die numerische Stabilitét

b) hat Einfluss auf die Anzahl NNE (nicht Null Elemente) im Etafile (Spei-
cherung der Spaltenn von FE;).

Beispiel.
1
—1
—1
-1 0
besitzt folgende Produktform-Darstellungen der Inversen:

B =

—
OO O =
0 O =

a) Pivotisieren auf der Hauptdiagonalen von “links oben” nach “rechts unten”

ergibt

1 1 1
1 -\ ~n ~1 1 -1 1

1 1 1

Bt T 1 -3 ! 11
1 2 1

1 -1 2 -1 1 1

3 -1 1 —1 1/ \1 1

Zu speichern sind 16 Werte (+ Positionen).

b) Pivotisieren auf der Hauptdiagonalen von “rechts unten” nach “links oben”

ergibt:

! 1 —1 1 -1 1 -1
. 1 1 1 0 1 0
Bo=11 01 1 1 0

4

i 1 0 1 0 1

Zu speichern sind 10 Werte (+ Positionen)

Folgende Gegebenheiten sollten bei der Pivotauswahl beriicksichtigt wer-
den:

166



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM |1, WS 2003/2004

(10.32) Esist gunstig, in einer Spalte mit wenigen NNE zu pivotisieren, da dann
die Etavektoren diinn besetzt sind.

(10.33) Es ist gunstig, in einer Zeile mit wenigen NNE zu pivotisieren, da dann
in anderen Zeilen der umgeformten Restmatrix potentiell weniger neue NNE ent-
stehen.

(10.34) Es ist aus Grinden der Stabilitdt nicht ginstig, ein Pivotelement zu
wéhlen, dessen Betrag sehr klein ist.

In den Inversionsroutinen, die bei den ersten Implementationen des Simplexver-
fahrens benutzt wurden, beachtete man nur die numerische Stabilitat, nahm sich
die Spalten der Basismatrix in der Reihenfolge, in der sie abgespeichert waren,
multiplizierte sie mit den bereits bestimmten Elementarmatrizen und pivotisier-
te auf der Komponente mit dem grofiten Absolutbetrag. Spédter nahm man eine
\orsortierung der Basisspalten in der Weise vor, so dass die diinn-besetzten zu-
erst bearbeitet wurden: dies war ohne grolRen Aufwand moglich, da aufgrund der
spaltenweisen Speicherung der NNE die “column counts” (Anzahl NNE einer be-
stimmten Spalte) bekannt waren.

Heutzutage wird die Inversion tblicherweise in 2 Phasen zerlegt:

(10.35) Boolesche Phase. Entscheidung tber Pivotposition!

(10.36) Numerische Phase. Rechentechnisch giinstige Ausfuhrung des Pivot-
schrittes!

Die folgende Beobachtung tber Dreiecksmatrizen ist fir Implementationen niitz-
lich.

(10.37) Bemerkung. Sei B eine untere (m, m)-Dreiecksmatrix mit b; # 0 i =
1,...,m. Dannist durch

B_IZEm'Emfl'...'EQ'El
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und

1
1 b
E;, = — , o dii= L 0>
! bjj T by

eine Darstellung von B~ in Produktform gegeben.

O

Einige Inversionsverfahren versuchen, diese schone Eigenschaft von L-Matrizen
(lower triangular) auch bei der Inversion anderer diinn besetzter Matrizen auszu-
nutzen. Die gegebenen Basismatrizen werden dabei durch implizites Vertauschen
von Zeilen und Spalten so umgeformt, dass sie L-Matrizen moglichst dhnlich wer-
den und z. B. folgendes Aussehen haben:

" Bump" Bump strukturiert
in L—Matrix mit "Spikes"

Abb. 10.3

Der Bereich, der nicht in Dreiecksform gebracht werden kann, wird Bump ge-
nannt.

Diese Methode wird z. B. verwendet in der Preassigned Pivot Procedure (Heller-
man und Rarick) und ist implementiert in OPTIMA (CDC) und MPS/I11 (IBM).

Wir betrachten nun

168



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM |1, WS 2003/2004

(10.38) Eliminationsform der Inversen (EFI)

Die Grundlage dieser Methode bildet die folgende Beobachtung:

(10.39) Satz (LU-Zerlegung). Ist B eine reguldre (m, m)-Matrix, so gibt es ei-
ne Matrix B, die durch Spaltenvertauschungen aus B hervorgeht und sich in der
Form B = LU darstellen ladsst, wobei L eine untere und U eine obere Dreiecks-
matrix ist. Es gilt B~ = U~' L1,

Prinzipielles Vorgehen: GauR’sches Eliminationsverfahren.

Die Festlegung der Pivotpositionen und ihrer Reihenfolge erfolgt wie bei der PFI
in einer vorgeschalteten Booleschen Phase. DaU~! = U, - Us - ... U,, mit

1 —U1;

gilt, ist der Rechenaufwand bei der Inversion geringer als bei der PFI, was sofort
aus der Tatsache folgt, dass die U; bereits durch die Spalten von U gegeben sind
und die L; sich durch weniger Rechenoperationen ergeben als die entsprechenden
Elementarmatrizen bei der PFI.

Die nachfolgende Beschreibung der Inversionsroutine des LP-Codes MPSX/370
der Firma IBM ist dem oben genannten Buch von Bastian (Seite 31 ff) entnom-
men.

(10.40) Die Inversionsroutine von MPSX/370. Die Routine INVERT von
MPSX/370 beruht auf der im vorhergehenden besprochenen LU-Zerlegung der
Basismatrix. Sie ist zur Inversion grofRer diinn-besetzter Matrizen entwickelt wor-
den; es wird daher versucht, durch eine sehr weitgehende Listenverarbeitung den
Aufwand proportional zur Anzahl der von Null verschiedenen Elemente (NNE)
in der Darstellung der Inversen zu halten.

(a) Die Boolesche Phase

In der Booleschen Phase dieser Inversionsroutine werden die Pivotpositio-
nen so vorbestimmt, dass die Anzahl der NNE in der Darstellung der Inver-
sen moglichst gering wird (vgl. Benichou u. a.).

Zun&chst wird die Besetzungsstruktur der Ausgangsmatrix in die Form zwei-
er Listen Ubertragen: die eine Liste enthalt spaltenweise die Zeilenindices
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der NNE, und in der anderen werden entsprechend zeilenweise die Spalten-
indices gespeichert. Dartiber hinaus werden noch column und row counts
(Anzahl der NNE in einer Spalte bzw. Zeile) festgehalten. Auf diese Weise
wird ein rascher Zugriff auf Spalten oder Zeilen nach dem Kriterium der
Besetzungsdichte ermdoglicht.

Die Bestimmung der Pivotpositionen erfolgt in drei Schritten, wobei die
beiden ersten Schritte der Identifizierung des “Bumps” in den oben bespro-
chenen Triangularisierungsverfahren entsprechen:

1. Wahle Spalten mit row count 1; dadurch sind die zugehorigen Pivot-
zeilen ebenfalls eindeutig festgelegt.

Die Spalten- und Zeilenindices der NNE dieser Spalten werden aus
den beiden Listen entfernt und die row und column counts angepasst.
Dadurch entstehen moglicherweise wieder Zeilen mit row count 1, die
anschliel3end ausgewdhlt werden.

2. Entsprechend wie im Schritt 1 werden dann Spalten mit column count
1 ausgewahlt, Pivotspalten und -zeilen aus den Indices-Listen gestri-
chen und row sowie column counts angepasst.

Das Ergebnis der beiden ersten Schritte ist die Umordnung von Spal-
ten der Ausgangsmatrix so, dass die vorbestimmten Pivotelemente auf
der Hauptdiagonale liegen. Durch symmetrisches Vertauschen der Zei-
len und Spalten gemé&lR der vorgesehenen Pivotfolge erhdlt man eine
Matrix B der folgenden Gestalt:

us3

Der Nukleus N entspricht dem Bump beim Verfahren von Hellerman
und Rarick und in der Tat kdnnte dies Verfahren auch zur Zerlegung
des Nukleus benutzt werden.
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3. Stattdessen beruht der Schritt 3 der Reinversionsroutine von MPSX/370
auf einer LU-Zerlegung des Nukleus in der Booleschen Matrix, wobei
die folgenden einfachen Auswahlregeln angewandt werden:

— wahle unter den Spalten mit minimalem column count eine solche
als Pivotspalte, die ein NNE in einer Zeile mit moglichst kleinem
row count besitzt;

— wahle als Pivotzeile eine Zeile mit minimalem row count unter
den Zeilen mit NNE in der Pivotspalte.

Ist eine Pivotposition bestimmt worden, so werden die beiden Indices-
Listen aktualisiert; die Anpassung der row und column counts erfolgt
entsprechend.

Durch besondere Malnahmen wird versucht, das Durchsuchen von Li-
sten sowie die Suche nach NNE in Vektoren einzuschrénken (eine de-
taillierte Beschreibung der eingesetzten Methoden findet man bei Gu-
stavson). So wird die Pivotwahl z. B. dadurch vereinfacht, dass zu je-
der Spalte j, in der noch nicht pivotisiert wurde, nicht nur der column
count sondern auch der minimale row count unter den Zeilen mit NNE
in Spalte ;7 mitgefiihrt wird. Spalten mit gleichem column count und
minimalem row count werden verkettet. Zusatzlich werden die Listen
der Zeilen- und Spaltenindices von NNE zu der vorbestimmten Pivot-
position fiir die numerische Phase aufgehoben:

— die Liste der Spaltenindices in der Pivotzeile gibt die Spalten an,
die aktualisiert werden missen (durch Umspeicherung erhélt man
zu jeder Spalte die Adressen derjenigen Etavektoren, die zur Ak-
tualisierung dieser Spalte herangezogen werden miissen);

— die Liste der Zeilenindices in der Pivotspalte entspricht der Beset-
zung mit NNE in der aktualisierten Pivotspalte, und ihre Speiche-
rung verhindert, dass die gesamte Spalte nach NNE durchsucht
werden muss.

Werden die Listen im Verlaufe zu umfangreich und damit auch die Ak-
tualisierung zu aufwendig, so wird die Boolesche Matrix explizit als
Matrix umgespeichert (ein Byte pro Element). Ist diese Matrix voll-
besetzt oder erreicht sie eine vom Benutzer zu spezifizierende Dichte,
so wird die Boolesche Phase abgebrochen.

(b) Die Numerische Phase

In der Numerischen Phase werden die Pivotspalten in der Reihenfolge, die
in der Booleschen Phase vorbestimmt wurde, aktualisiert und die Etavek-
toren gebildet. Die Etavektoren von L=! und U~! werden dabei auf ge-
trennten Files, dem L-File und dem U-File, abgespeichert. Die Etavektoren
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zu L' und zu U* ergeben sich direkt aus den Ausgangsdaten und werden
sofort extern gespeichert. Bei der anschlieBenden Zerlegung der Nukleus-
spalten hadlt man die neu entstehenden Etaspalten des L-Files zunéachst im
Hauptspeicher, sofern genug Speicherplatz vorhanden ist.

Sei d diejenige Basisspalte, aus der die Elementarmatrizen L, und U be-
rechnet werden sollen. Ausgangspunkt ist die Spalte

A

dZ:kal...LQ'Ll'd,

die man sich in einem Arbeitsbereich erzeugt (man beachte, dass die Eta-
vektoren von Ly, ..., L; nicht bendtigt werden, wenn L' aus j Spalten be-
steht).

Diejenigen Komponenten von d, die in Zeilen liegen, in denen bereits pivo-
tisiert wurde, liefern nun den Etavektor von Uy; aus den anderen ergibt sich
der Etavektor von L.

Wegen der in der Booleschen Phase geleisteten Vorarbeiten sind hierbei nur
sehr wenige Suchvorgange erforderlich:

— die Pivotzeile ist bereits bekannt;

— diejenigen vorausgegangenen Pivots, die fiir die Berechnung von d re-
levant sind, sind bekannt; das L-File muss also nicht durchsucht wer-
den, sondern auf die bendtigten L; kann direkt zugegriffen werden;

— die Indices der NNE in der aktualisierten Spalte sind von vornherein
bekannt; dies erleichtert nicht nur die Abspeicherung der Etavektoren
sondern auch das Loschen des Arbeitsbereichs fur die nachfolgenden
Operationen.

Ist ein vorbestimmtes Pivotelement dem Betrag nach zu klein bzw. durch
Differenzbildung tatsachlich gleich Null, so wird die betreffende Spalte
zunéchst zurtickgestellt bis alle anderen vorbestimmten Pivots durchgefiihrt
worden sind. Die Verarbeitung dieser Spalten ist wesentlich aufwendiger, da
keine Informationen aus der Booleschen Phase verwendet werden konnen.
Die Pivot-Wahl in den zuriickgestellten Spalten sowie in denjenigen Spal-
ten, fur die in der Booleschen Phase kein Pivotelement bestimmt wurde,
erfolgt nach dem Gesichtspunkt der numerischen Stabilitdt: man entschei-
det sich fiir die Komponente mit dem gro3ten Absolutbetrag in einer Zeile,
in der noch nicht pivotisiert worden ist (Pivoting for Size).

172



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM |1, WS 2003/2004

10.6 Spezialliteratur zum Simplexalgorithmus

Die folgende Liste ist eine (unvollstdndige) Sammlung einiger wichtiger Paper zu
dem in den Kapiteln 9 und 10 behandelten Themen.

D. Avis & V. Chvatal [1978]: Notes on Bland’s Pivoting Rule, Mathematical Pro-
gramming Studies 8 (1978) 24-34.

R. H. Bartels [1971]: A Stabilization of the Simplex Method, Numerische Mathe-
matik 16 (1971) 414-434.

R. H. Bartels & G. H. Golub [1969]: The Simplex Method of Linear Programming
Using LU Decomposition, Communications of the Association for Computing
Machinery 12 (1969) 266—268. 275-278.

E. M. L. Beale & J. A. Tomlin [1970 Special Facilities in a General Mathemati-
cal Programming System for Non-Convex Problems Using Sets of Variables, in:
J. Lawrence (ed.), “Proceedings of the fifth IFORS Conference”. Tavistock, Lon-
don 1970, 447-454.

M. Beénichou, J. M. Gauthier, P. Girodet & G. Hentges. G. Ribiére & O. Vincent
[1971]: Experiments in Mixed Integer Linear Programming, Mathematical Pro-
gramming 1 (1971) 76-94.

M. Bénichou, J. M. Gauthier, G. Hentges & G. Ribiére [1977]: The Efficient Solu-
tion of Large-Scale Linear Programming Problems — Some Algorithmic Techni-
ques and Computational Results, Mathematical Programming 13 (1977) 280-322.

R. G. Bland [1977]: New Finite Pivoting Rules for the Simplex Method, Mathe-
matics of Operations Research 2 (1977) 103-107.

R. K. Brayton, F. G. Gustavson & R. A. Willoughby [1970]: Some Results on
Sparse Matrices, Mathematics of Computation 24 (1970) 937-954.

H. Crowder & J. M. Hattingh [1975]: Partially Normalized Pivot Selection in
Linear Programming, Mathematical Programming Study 4 (1975) 12-25.

A. R. Curtis & J. K. Reid [1972]: On the automatic Scaling of Matrices for Gaus-
sian Elimination, Journal of the Institute of Mathematics and its Applications 10
(1972) 118-124.

G. B. Dantzig, R. P. Harvey, R. D. McKnight & S. S. Smith [1969]: Sparse Ma-
trix Techniques in Two Mathematical Programming Codes, in: R. A. Willough-
by (ed.), “Sparse Matrix Proceedings” RA-1, IBM Research Center, Yorktown
Heights, New York, 1969, 85-99.

173



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM I1, WS 2003/2004

R. Fletcher & S. P. J. Matthews [1984]: Stable Modification of Explicit LU Factors
for Simplex Updates, Mathematical Programming 30 (1984) 267-284.

J. J. H. Forrest & J. A. Tomlin [1972]: Updated Triangular Factors of the Basis to
Maintain Sparsity in the Product Form Simplex Method, Mathematical Program-
ming 2 (1972) 263-278.

A. M. Geoffrion & R. E. Marsten [1972]: Integer Programming Algorithms: a
Framework and State-of-the-Art Survey, Management Science 18 (1972) 465-
491.

D. Goldfarb & J. K. Reid [1977]: A Practicable Steepest Edge Simplex Algorithm
Mathematical Programming 12 (1977) 361-371.

D. Goldfarb [1976]: Using the Steepest Edge Simplex Algorithm to Solve Sparse
Linear Programs, in: J. Bunch and D. Rose (eds.), “Sparse Matrix Computations”,
Academic Press, New York, 1976, 227-240.

F. G. Gustavson [1972]: Some Basic Techniques for Solving Sparse Systems of
Linear Equations, in: D. J. Rose & R. A. Willoughby (eds.), “Sparse Matrices and
Their Applications”, Plenum Press New York, 1972, 41-52.

P. M. J. Harris [1975]: Pivot Selection Methods of the Devex LP Code, Mathema-
tical Programming Study 4 (1975) 30-57.

R. G. Jeroslow [1973]: The Simplex Algorithm with the Pivot Rule of Maximizing
Improvement Criterion, Discrete Mathematics 4 (1973) 367-377.

V. Klee & G. J. Minty [1972]: How Good is the Simplex Algorithm?,in: O. Shisha
(ed.), “Inequalities - 111", Academic Press, New York, 1972, 159-175.

H. Kuhn & R. E. Quandt [1963]: An Experimental Study of the Simplex Method,
in: N. C. Metropolis et al. (eds.), “Experimental Arithmetic, High-Speed Compu-
ting and Mathematics”, Proceedings of Symposia on Applied Mathematics XV,
American Mathematical Society, Providence, Rl 1963, 107-124.

M. A. Saunders [1976]: The Complexity of LU Updating in the Simplex Method,
in: R. S. Anderssen & R. P. Brent (eds.), “The Complexity of Computational Pro-
blem Solving”, Queensland University Press, Queensland, 1976, 214-230.

M. A. Saunders [1976]: A Fast, Stable Implementation of the Simplex Method
Using Bartels-Golub Updating, in: J. R. Bunch & D. J. Rose (eds.), “Sparse Matrix
Computations”, Academic Press New York, 1976, 213-226.

174



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM |1, WS 2003/2004

M. J. Todd [1984]: Modifying the Forrest-Tomlin and Saunders Updates for Li-
near Programming Problems with Variable Upper Bounds, Cornell University,
School of OR/IE 1984, TR 617.

J. A. Tomlin 1975]: On Scaling Linear Programming Problems, Mathematical
Programming Study (1975) 146-166.

175



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM I1, WS 2003/2004

176



Kapitel 11

Postoptimierung und parametrische
Programme

Wir haben bisher die Theorie (und Praxis) des Simplexverfahrens entwickelt unter
der Annahme, dass die Daten, A, b, und ¢ fest vorgegeben sind. Bei praktischen
Problemen konnen jedoch hdufig nicht alle der bendtigten Zahlen mit Sicherheit
angegeben werden, d. h. es kann Unsicherheit tiber die Beschrdnkungen b oder den
zu erwartenden Gewinn ¢z geben. Man muss also die Tatsache mit in Betracht
ziehen, dass die Wirklichkeit nicht exakt in das lineare Modell abgebildet wurde
bzw. werden konnte. Dariiber hinaus kdnnen im Nachhinein zusatzliche Variablen
oder Restriktionen auftreten, die bei Aufstellung des Modells ibersehen wurden
oder nicht beriicksichtigt werden konnten.

Wir werden uns nun iiberlegen, wie wir gewisse auftretende Anderungen behan-
deln konnen, wenn wir z. B. die optimale Losung des urspringlichen Programms
gefunden haben. Wir wollen uns auf die folgenden Félle beschrénken:

1. Variation der rechten Seite b.

2. Variation der Zielfunktion c.

3. Anderung einer Nichtbasisspalte.

4. Hinzuftigung einer neuen Variablen.

5. Hinzufugung einer neuen Restriktion.

Im Prinzip kdnnten wir natirlich versuchen, eine Theorie zu entwerfen, bei der
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Schwankungen aller Daten berticksichtigt werden. Das ist jedoch auf3erordentlich
kompliziert, und es gibt dartiber kaum rechnerisch verwertbare Aussagen.

Wir gehen im weiteren davon aus, dass ein LP in Standardform (9.1) gegeben ist
und dass wir eine optimale Basis A von A kennen.

11.1  Anderung der rechten Seite b

Wir wollen uns zunéchst tiberlegen, welchen Einfluss eine Anderung der rechten
Seite auf die Optimallosung bzw. den Wert der Optimallésung hat.

(11.1) Anderung der Optimallésung. Gegeben seien ein LP in Standardform
9.1)
max{c’z | Ax = b,z > 0}

und eine optimale Basis Ag von A. Die neue rechte Seite des LP sei b’ := b + A.
Wir berechnen die neue Basislosung zur Basis A g. Diese ergibt sich aus:

1y = A (b+ A) = xp + AG'A, 2y = 0.
Gilt 2’3 > 0, so ist die neue Basislosung optimal, da sich ja an den reduzierten
Kosten ¢! = ¢, — cL A, Ay nichts gedndert hat, d. h. es gilt weiterhin ¢ < 0.

Gilt 2’3 2 0, so ist die neue Basislosung primal nicht zuléssig. Die Optimalitats-
bedingung ¢ < 0 ist jedoch weiterhin erfillt. Das aber hei3t nach (10.18), dass
die Basis dual zulassig ist. Folglich haben wir mit A g eine zul&ssige Basis fiir die
duale Simplexmethode (10.27), und wir kdnnen direkt mit Phase 11 von (10.27)
mit der Neuberechnung der Optimalldsung beginnen.

O

In diesem Zusammenhang sei auf eine wichtige Funktion, die die Anderung des
Zielfunktionswertes eines LP bei Variationen der rechten Seite angibt, hingewie-
sen. Diese Funktion hat interessante Eigenschaften, von denen wir nachfolgend
einige auffiihren wollen. Die Funktion

L:{beK"|P=(Ab) #0} — Ku{oco}
definiert durch
(11.2) L(b) :=sup{c'z | Az = b,z > 0}
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heif3t Perturbationsfunktion bzgl. des LPs

max ¢l x
Ax =10
x>0

Es bezeichne
RP(A) ;= {b€ K™ | P=(A,b) # 0}

den Definitionsbereich von L (wegen 0 € RP(A) ist RP(A) # () und
: v m-+1
epi(L) := { ") €K™ v eRP(4), z€ K, L(v) < z}
den Epigraphen von L.

(11.3) Satz. Die Menge epi(L) ist ein polyedrischer Kegel.

Beweis : Offenbar ist epi(L) eine Projektion des polyedrischen Kegels { (z”, v”, 2) |
Az —v =0,z >0, "z — z < 0} auf die (v, z)-Koordinaten. Also ist nach (6.1)
epi(L) ein Polyeder, das trivialerweise ein Kegel ist. a

(11.4) Bemerkung.
3b € RP(A) mit L(b) < oo <= Vb e RP(A) gilt L(b) < 0.

Beweis : Sei V := {z € K" | Az = 0}, dann gibt es zu jedem b € K™ einen
Vektor z(b) € K* mit P=(A,b) = (V + (b)) N K. Folglich gilt fur alle b €
RP(A) : L(b) = 00 <= L(0) = cc. [

(11.5) Satz. Ist L # oo, so gibt es Vektoren g* € K™ (i = 1,..., k), so daB
L(v) =max{v'g" |i=1,...,k}

fiir allev € RP(A) gilt.

Beweis : Mit Satz (11.3) ist K := epi(L) ein polyedrischer Kegel. Also gibt es

nach Bemerkung (2.6) eine (r,m + 1)-Matrix B, so dass K = P(B,0) gilt. Da

L(0) > 0,ist (}) ¢ K fir alle z < 0. Also kann die letzte Spalte von B kein
Nullvektor sein, und wir kdnnen o. B. d. A. annehmen, dass B die Form

o=(& )
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mit b # 0 besitzt. Da L # oo, folgt mit (11.4) L(0) < oo, und daraus folgt
direkt L(0) = 0. Also wissen wir, dass (°) € K. Dies impliziert b > 0. Sei
0.B.d. A. h = @. Dann gilt: epi(L) = {(v",2)" | Hv <0, Gv < 2}, und es ist
L(v) =z <= G;v = zflreini. Bezeichnen ¢’ (i = 1,..., k) die Zeilen von
G, so gilt

L(v) =max{v"¢" |i=1,...,k}.

a
(11.6) Folgerung. Die Perturbationsfunktion L ist stlickweise linear und konkav.

O

Speziell folgt daraus, dass sich der Wert der Zielfunktion eines linearen Pro-
gramms stetig mit einer Variation der rechten Seite des LP dndert. Die stetige
Anderung lasst sich durch (11.5) explizit angeben. Sie ist “fast tiberall” linear, bis
auf einige “Knicke”.

11.2  Anderungen der Zielfunktion ¢

Wir gehen wieder davon aus, dass wir eine Optimalbasis A 3 von (9.1) kennen und
dass sich die Zielfunktion ¢ um A &ndert. Da wir eine Basis Az gegeben haben,
kodnnen wir die neuen Kosten der Basislosung ausrechnen. Es gilt

(™ + ATz = (cp+ AR)AZ'D+ (cf + A% = (¢ + AR AR Ax)zn
=cEb+exy + ALb+ (AL, — ATA) zy.
~———

=A

(@) Wird keiner der Koeffizienten von ¢k geédndert (ist also Az = 0), andert
sich wegen z = 0 der Zielfunktionswert der Basislosung zur Basis Ag
nicht.

(b) Sind die neuen reduzierten Kosten ¢ + A nicht positiv, so ist das Optima-
litatskriterium (9.13) (b) weiterhin erfillt, d. h. Ag bleibt die optimale Ba-
sis, jedoch dndert sich u. U. der Wert der zugehdrigen Basisldsung wenn
Ap #0.

(c) Ist einer der Koeffizienten ¢; + A; positiv, so wenden wir Phase 11 des pri-
malen Simplexalgorithmus mit (zuldssiger) Anfangsbasislosung A g auf das
neue Problem an.
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(Zur Berechnung von A geniigt die Kenntnis von A oder A" und Ay.)

An den obigen Berechnungen kann man sehen, wie man eine Schar von linearen
Programmen, bei denen entweder nur b oder nur ¢ einer Anderung unterworfen
wird, 16sen kann.

11.3  Anderungen des Spaltenvektors Aj,7=N(s)

Wollen wir die s-te Nichtbasisspalte (d. h. die j-te Spalte von A) um A &ndern
und kennen wir die Basisinverse A%', so konnen wir die neue s-te Spalte von A
berechnen durch

A, = AZ (A, +A) = A, + AZ'A.

Die Basislosung T zu Ap bleibt weiterhin primal zulassig, da diese Anderung
keinen Einfluss auf zz = b, x5 = 0 hat. Jedoch bleibt = i. a. nicht optimal, da
sich der s-te Koeffizient der reduzierten Kosten (j = N(s)) wie folgt &ndert

¢, =c;— (A, + AF'A)

o _TX T gl
=cj —cgAs —cgAp A

wobei v eine optimale duale Ldsung ist.

Die Optimalitit der gegenwdrtigen Basislosung z bleibt genau dann erhalten,
wenn ¢, < ul A gilt. Andernfalls konnen wir die neue Optimallosung mit Phase |1
des primalen Simplexalgorithmus berechnen, wobei wir von der zuldssigen Basis
Ap ausgehen (die revidierte Methode ist natiirlich von Vorteil).

(Bei Anderung einer Basisspalte kann man kaum Vorhersagen machen. Es muss
neu invertiert werden. Dabei kann sowohl primale als auch duale Zuldssigkeit
verloren gehen.)

(11.7) Beispiel. Wir betrachten nochmals unser Beispiel (10.30)

max —I; — 2%

—T1 — T2 S —2
—2I1 — X2 S -3
T1, T2 > 0
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Das optimale (Tucker) Tableau ist:

-1 -1 -2
—2 1 1
-1 1 2

duale Losung y3 = 1, y4 = 0 primale Losung z; = 2, 2o = 0

Die Spalte A . ist eine Nichtbasisspalte. Wir untersuchen, um wieviel diese Spalte
gedndert werden kann, ohne Optimalitdt zu verlieren.

also ey, = —1—(1,0)(5) = —1 —«a

<0 <<= —-1-a<0 <= a>-1.

Die obige Basislosung ist also fir alle linearen Programme der Form

max —T; — 2%

-1+ (a—1)zy < =2
—2x1+ (B—1)zy < -3
Z1, T2 > 0

optimal, wenn nur o > —1 gilt. Zur geometrischen Interpretation siehe Abbildung
11.1. [l
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X2
a=1

¢
%
7
<
%
2

o=-1 (=Zielfunktion)
A. 2(0( =0)

11.4 Hinzufligung einer neuen Variablen

Sei A.,,,1 die neue Spalte von A und ¢, der Zielfunktionswert der neuen Varia-
blen z,.;. Wir verldngern den Vektor N der Nichtbasisindizes um eine Kompo-
nente und setzen N(n — m + 1) := n + 1. Wir berechnen

= o T 54—1
Cn—m+1 ‘= Cpt1 — CBAB A-n+1-
——’

uT

Gilt¢,_n11 < 0, so bleibt aufgrund von (9.13) (b) die alte Losung optimal. An-
dernfalls fiihren wir mit der Anfangsbasis Ay den primalen Simplexalgorithmus
aus. Dabei ist

Z-’n—m—}-l = Al_-}lA-n—l—l-
Im ersten Schritt wird die neue Variable in die Basis aufgenommen.
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11.5 Hinzufligung einer neuen Restriktion

Zu den bestehenden Nebenbedingungen fligen wir die neue Restriktion

n

Am+1,-33 = E Om+41,5T5 = b1

=1

hinzu.

1. Fall: Die Basislosung z zu Ag erfillt A,,,11,.Z = byy41.

In diesem Fall ist z auch die optimale Losung des erweiterten Problems. Ist
die neue Zeile linear abhéngig von den Gbrigen Zeilen von A, so ist die neu
hinzugefiigte Gleichung irrellevant fir das Problem und kann gestrichen
werden. Ist die neue Zeile linear unabhéngig von den brigen, so ist T eine
entartete Basislosung. Eine der Nichtbasisvariablen wird mit Wert 0 in die
Basis aufgenommen und die Basis entsprechend erweitert.

2. Fall: Die Basislosung z erfullt die neue Gleichung nicht.

Wir fuihren eine neue Schlupfvariable z,,,; > 0 ein und verdndern die neue
Gleichung in
n

Z Umt1,i%i £ Tng1 = by,

=1
wobei wir ein + Zeichen schreiben, falls A, 1.7 > by, gilt, andern-
falls ziehen wir z,,, 1 ab. Wir verldngern B um eine Komponente und setzen
B(m+1) :=n+1,d. h. wir nehmen z,,.; mitdem Wert b,,, 1 = —|byni1 —
Apt1,. 7] in die Basis auf. Da 5m+1 negativ ist, ist die neue Basis primal
nicht zuldssig; wir haben jedoch keine Anderung an der Zielfunktion vorge-
nommen, d. h. die reduzierten Kosten sind weiterhin nicht positiv. Also ist
die gegenwartige neue Basis dual zul&ssig. Die neue Basis hat die Form

Ag 0
Am—l—l,B 1)
Die Basisinverse lasst sich wie folgt schreiben:
AG' 0
—AppAgt 1)

Die neue (m + 1)-te Zeile von A lautet:

—Amt1,8A+ Appin = Apga,. -
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Wir filhren nun einen dualen Pivotschritt auf der (m + 1)-ten Zeile von A
durch, wobei wir versuchen, die Variable z,,; aus der Basis zu entfernen.

Ergibt der duale Beschranktheitstest (A,,41,. > 0 (10.27) (11.3)), dass das
duale Problem unbeschrankt ist, so ist das neue primale Problem unzul&ssig,
d. h. die Hyperebene A,, 1.2 = b,,41 hat einen leeren Schnitt mit der Men-
ge der zuldssigen Losungen des alten Problems, und wir konnen den Algo-
rithmus beenden.

Andernfalls fihren wir Phase Il des dualen Simplexalgorithmus (10.27) aus.
Endet der Algorithmus mit einer primal und dual zul&ssigen Ldsung, so gibt
es eine optimale primale Losung z* mit z;  , = 0. Diese kann wie folgt
konstruiert werden, falls x;, , ; nicht bereits Null ist:

Sei 2’ die primale zul&ssige Basislosung nach Beendigung des dualen Ver-
fahrens und = die Anfangsbasislosung bei Beginn des dualen Programms,
d. h. Ty 11 = b1 < 0. Setzen wir

/!
T
o n+1
A Ty —

sogiltA > 0,daz,,; >0undZ,; <0.Seiz*:= AT+ (1— Az, dann

gilt
z; >0 firi=1,...,n, daz; >0,z >0
! !
* _ Tnt1 = ! . Tnt1 !
Tntl = ol g ntl + Ty o —Tng1 Ul

! — ! ! ! ! — !
($n+1xn+1 — Tpt1Tpt1 T Tpp1Tpgr — xn+1xn+1)

Y
Ty 41~ Tntl

=0.

Also gilt z* > 0 und ferner

Daraus folgen die Zul&ssigkeit und die Optimalitat von x*.
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Kapitel 12

Die Ellipsoidmethode

In (10.10) haben wir angemerkt, dass man Beispiele von Polyedern und Zielfunk-
tionen konstruieren kann, so dass der Simplexalgorithmus alle Ecken der Poly-
eder durchlduft. Die in den Ubungen besprochene Klasse von Klee & Minty-
Beispielen, bei denen dieser Fall auftritt, ist definiert durch n Variable und 2n
Ungleichungen. Die zugehorigen Polyeder haben 2™ Ecken. Es ist offensichtlich,
dass 2" Iterationen des Simplexalgorithmus zu nicht tolerierbaren Rechenzeiten
fuhren. Man kann zwar zeigen (Borgwardt “The Average Number of Pivot Steps
Required by the Simplex-Method is Polynomial”, Zeitschrift fur Operations Re-
search 26 (1982) 157-177), dass das Laufzeitverhalten des Simplexalgorithmus
im Durchschnitt gut ist, aber dennoch bleibt die Frage, ob es nicht moglich ist, ei-
ne generelle “niedrige” Schranke fur die Anzahl der Iterationensschritte des Sim-
plexalgorithmus (mit einer speziellen Zeilen- und Spaltenauswahlregel) zu finden.
Dieses Problem ist bis heute ungeldst!

Im Jahre 1979 hat L. G. Khachiyan (“A polynomial algorithm in linear program-
ming”, Doklady Akademia Nauk SSSR 244 (1979) 1093-1096, engl. Uberset-
zung in Soviet Mathematics Doklady 20 (1979) 191-194) gezeigt, dass lineare
Programme in “polynomialer Zeit” gelost werden konnen. Das Verfahren, dass er
dazu angegeben hat, die sogenannte Ellipsoidmethode, arbeitet allerdings vollig
anders als der Simplexalgorithmus und scheint in der Praxis im Laufzeitverhalten
dem Simplexalgorithmus “im Durchschnitt” weit unterlegen zu sein. Theoretisch
beweisbar ist jedoch, dass es keine Beispiele linearer Programme (z. B. vom Klee
& Minty-Typ) gibt, die die Ellipsoidmethode zu exorbitanten Laufzeiten zwingen.

Die dieser Methode zugrundeliegenden Ideen benutzen ganz andere geometrische
Uberlegungen, als wir sie bisher gemacht haben. Auferdem sind zu einer kor-
rekten Implementation so viele numerische Details zu kl&dren, dass der zeitliche
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Rahmen dieser Vorlesung durch eine vollstandige Diskussion aller Probleme ge-
sprengt wiirde. Wir wollen daher nur einen Uberblick tber die Methode geben
und nur einige Beweise ausfiihren.

12.1  Polynomiale Algorithmen

Um das Laufzeitverhalten eines Algorithmus exakt beschreiben zu konnen, ist
es notwendig Maschinenmodelle, Kodierungsvorschriften, Algorithmusbeschrei-
bungen etc. exakt einzufiihren. Dies wird z. B. in der Vorlesung “Komplexitéts-
theorie” gemacht. Hier wollen wir die wichtigsten Konzepte dieser Theorie infor-
mell fir den Spezialfall der linearen Programmierung einfiihren. Eine mathema-
tisch exakte Darstellung der Theorie findet man z. B. in dem Buch

M. R. Garey & D. S. Johnson, “Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of A’/P-Completeness”, Freeman, San Francisco, 1979, (80 ST 230 G 229).

Zundchst mussen wir unser Konzept, dass Zahlen aus dem Korper K gewahlt wer-
den konnen, aufgeben. Jede Zahl, die wir in unserem Berechnungsmodell betrach-
ten, muss endlich kodierbar sein. Es gibt aber kein Kodierungsschema, so dass
z. B. alle reellen Zahlen durch endlich viele Symbole beschrieben werden kénn-
ten. Wir beschrénken uns daher auf rationale Zahlen. Haben wir eine Ungleichung

aTxga

mita € Q*, a € Q, so kdnnen wir auf einfache Weise das kleinste gemeinsame
Vielfache p der Nenner der Komponenten von a und des Nenners von « bestim-
men. Die Ungleichung

paTx < px

hat offenbar die gleiche Losungsmenge wie a’z < «, wahrend alle Koeffizien-
ten dieser Ungleichung ganzzahlig sind. Der Fall rationaler Daten l&sst sich also
direkt auf den Fall ganzzahliger Daten reduzieren. Es ist zwar hdufig einfacher un-
ter der Voraussetzung ganzzahliger Daten zu rechnen, und fast alle Aufsatze zur
Ellipsoidmethode machen diese Annahme, wir wollen aber dennoch fiir dieses
Kapitel voraussetzen:

(12.1) Annahme. Alle Daten linearer Programme sind rational, d. h. fiir jedes
LP der Formmax cl'z, Az < b giltc € Q*, A € Q™™ b € Q™.
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Nun missen wir die Frage kléren, wie Daten “gegeben” sind. Da unsere Computer
ublicherweise mit Bindrcodes arbeiten, wollen wir annehmen, dass alle vorkom-
menden ganzen Zahlen bindr kodiert sind. Die bindre Darstellung einer ganzen
Zahl n bendtigt [log,(|n| + 1)] Stellen (Bits) und eine Stelle fiir das Vorzeichen.
Wir nennen daher

(12.2) (ny = [logy(|n| +1)] +1

die Kodierungslange von n. Jede rationale Zahl r hat eine Darstellung » = ’E) mit
p und ¢ teilerfremd und ¢ > 0. Wir nehmen immer an, dass rationale Zahlen in
dieser Form dargestellt sind. Also kdnnen wir sagen, dass die Kodierungslange
einer rationalen Zahl r = § gegeben ist durch

Die Kodierungslange einer Matrix A = (a;;) € Q™™ (oder analog eines Vek-
tors) ist gegeben durch

m n

(123) (A) = 303 ).

i=1 j=1

Daraus folgt, daR die Kodierungslange eines linearen Programms der Form max ¢” z,
Ax < bgegeben ist durch
(c) + (A) + (b).

Um Uber Laufzeiten sprechen zu kdnnen, miissen wir uns iberlegen, wie wir die
Laufzeit eines Algorithmus messen wollen. Wir legen fest, dass wir dazu zundchst
die

Anzahl der elementaren Rechenschritte

zahlen wollen, wobei elementare Rechenschritte die arithmetischen Operationen
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, Vergleich

von ganzen Zahlen oder rationalen Zahlen sind. Dies reicht aber noch nicht aus,
denn wie jeder weil3, dauert z. B. die Multiplikation grof3er ganzer Zahlen langer
als die Multiplikation kleiner ganzer Zahlen. Wir miissen also die Zahlengrdf3en
in Betracht ziehen und jede elementare Rechenoperation mit der Kodierungslange
der dabei involvierten Zahlen multiplizieren. Fur unsere Zwecke ist folgende De-
finition angemessen.

(12.4) Definition. Die Laufzeit eines Algorithmus A zur Ldsung eines Pro-
blemsTI (kurz L 4(IT)) ist die Anzahl der elementaren Rechenschritte, die wéhrend
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der Ausfiihrung des Algorithmus durchgeftihrt wurden, multipliziert mit der Ko-
dierungsléange der (beziiglich ihrer Kodierungsldnge) grofSten Zahl, die wéhrend
der Ausfiihrung des Algorithmus aufgetreten ist.

O

Die beiden folgenden Begriffe sind entscheidend fur das Verstandnis des Weite-
ren.

(12.5) Definition. Sei A ein Algorithmus zur Lésung einer Klasse von Proble-
men (z. B. die Klasse aller linearen Optimierungsprobleme). Die Elemente (Pro-
bleme) dieser Klasse (z. B. spezielle lineare Programme) bezeichnen wir mit I1.

(a) Die Funktion f : N — N definiert durch

fa(n) := max{L4(II) | die Kodierungsldnge der Daten
zur Beschreibung von 11 ist hochstens n}

hei3t Laufzeitfunktion von A.

(b) Der Algorithmus A hat eine polynomiale Laufzeit (kurz: A ist ein polyno-
mialer Algorithmus), wenn es ein Polynomp : N — N gibt, so dal$

fa(n) <p(n) VneNyilt

O

Polynomiale Algorithmen sind also solche Verfahren, deren Schrittzahl multipli-
ziert mit der Kodierungslange der groften auftretenden Zahl durch ein Polynom
in der Kodierungslange der Problemdaten beschrénkt werden kann. Fir die Klasse
der linearen Programme der Form max c’z, Az < b muss also die Laufzeit eines
Algorithmus durch ein Polynom in (A) + (b) + (c) beschrénkt werden kdnnen,
wenn er polynomial sein soll. Wie die Klee & Minty-Beispiele zeigen, ist der Sim-
plexalgorithmus kein polynomialer Algorithmus zur Losung linearer Programme!

12.2 Reduktionen

Die Ellipsoidmethode ist kein Optimierungsverfahren, sondern lediglich eine Me-
thode, die in einem gegebenen Polyeder einen Punkt findet, falls ein solcher exi-
stiert. Wir miissen daher das allgemeine lineare Optimierungsproblem auf diesen
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Fall zurtickfiihren. Aus Kapitel 2 (allgemeine Transformationsregeln) wissen wir,
dass jedes lineare Programm in der Form

max ¢l x
(12.6) Az <b
x>0

geschrieben werden kann. Das zu (12.6) duale Programm ist
min b7y

(12.7) ATy > ¢
y=>0

Aus dem Dualitétssatz (5.14) wissen wir, dass (12.6) und (12.7) genau dann opti-
male Losungen haben, deren Werte gleich sind, wenn beide Programme zuldssige
Ldsungen haben. Daraus folgt, dass jedes Element (z) des Polyeders P, definiert
durch

—cr b" 0

A0 b

(12.8) 0 —AT (x> < | -c
—I 0 y 0

0 -I 0

eine Optimalldsung z von (12.6) und eine Optimalldsung y von (12.7) bestimmt.
Dies impliziert, dass es zur Losung von (12.6) geniigt, einen Punkt in (12.8) zu
finden.

Der obige “Trick”, das Primal- und das Dualprogramm zusammenzufassen bl&ht
natiirlich das zu bearbeitende System ungeheuer auf. Eine andere Methode der
Reduktion ist die bindre Suche, die wir nun schildern. Zur korrekten Darstellung
bendtigen wir jedoch noch einige (auch fiir andere Zwecke) wichtige Hilfssétze.
Zundchst wollen wir einige Parameter durch die Kodierungslange abschéatzen.
Zum Beweis des ersten Hilfssatzes bendtigen wir die bekannte Hadamard-Ungleichung,

die besagt, dass das Volumen eines Parallelepipeds in R™ mit Kantenldngen d, .. ., d,
nicht groRer ist als das Volumen des Wirfels mit Kantenlangen d, ..., d,. Be-
kanntlich ist das Volumen eines Parallelepipeds, das durch die Vektoren a4, . .., a,

aufgespannt wird, nichts anderes als der Absolutbetrag der Determinante der Ma-
trix A mit Spalten A,y = a4,...,A., = a,. Die Hadamard-Ungleichung lautet
also

(12.9) |det A] < T 1142

7j=1
(12.10) Lemma.
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(a) Fiir jede Zahlr € Q gilt: |r| < 20—t — 1.

(b) Fir je zwei rationale Zahlen r, s gilt: {rs) < (r) + (s).
(c) Fiir jeden Vektor z € Q gilt: ||z||s < ||z]j, < 2™~ —1.
(d) Fiir jede Matrix A € Q™™ gilt: | det(A)| < 2(0=" — 1,

Beweis :
(@) und (b) folgen direkt aus der Definition.
(c) Sei z = (x1,...,2,)T € Q7, dann gilt nach (a)
Ut flelly = 1+ 200 el < TLm (U + =)
<L 207
— ofz)-n
Die Ungleichung ||z]|> = />, 22 < 3°0, |zi| = ||| ist trivial.
(d) Aus der Hadamard-Ungleichung (12.9) und (c) folgt
14 [det(4)] <1+4][o [[Alle < TI (4 145]12)
<TI}, 2fA.j)—n — 9{A)-n®

O

Diesen Hilfssatz konnen wir zur Abschatzung der “GrofRe” der Ecken von Poly-
edern wie folgt benutzen.

(12.11) Satz. Fiir jede Ecke v = (v1,...,v,)" eines Polyeders P der Form
P(A,b), P=(A,b) oder P = {x € R* | Az < b,z > 0}, A € Q™" , b € Q7,
gilt

(a) Der Absolutbetrag des Zahlers von v; ist hichstens 2¢4)+® =" ' der Abso-
lutbetrag des Nenners von v; ist héchstens 247" § =1,... n.

(b) |v;] < 22A+O)-20* G —1 o,

(c) Falls A € Z(™™), s gilt |v;| < 20" =1 . n.
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Beweis :

Ist v Ecke von P, so gibt es nach Satz (8.9) eine reguldre Untermatrix und einen
entsprechenden Untervektor des Restriktionensystems von P, so dass v die ein-
deutig bestimmte Losung des hierdurch bestimmten Gleichungssystems ist. Wir
fuhren den Fall P = {z | Az < b,z > 0} vor. Die beiden anderen Falle verlaufen
analog. Es gibt also eine (n, n)-Matrix D, deren Zeilen Zeilen von A oder negative
Einheitsvektoren sind und einen entsprechenden Vektor d, dessen Komponenten
Elemente von b oder Nullen sind, so dass v die eindeutige Losung von Dz = d

ist. Nach Cramer’s Regel giltdannfur: =1,...,n
det l)Z
V; =
det D

wobei D; aus D dadurch entsteht, dass die i-te Spalte von D durch den Vektor d
ersetzt wird. Hat D Zeilen, die negative Einheitsvektoren sind, so bezeichnen wir
mit D die Matrix, die durch Streichen dieser Zeilen und der Spalten, in denen sich
die Elemente —1 befinden, entsteht. Aufgrund des Determinantenentwicklungs-
satzes gilt | det D| = |det D|, und ferner ist D eine Untermatrix von A. Daraus
folgt mit (12.10) (d)

|det D| = | det D| < 2P < o{A)-n"

Analog folgt ‘

| det D;| < 2"
Damit ist (a) bewiesen.
Ist | det D| > 1, dies ist z. B. dann der Fall, wenn A € Z(™") gilt, so erhalten wir

mit (a) .
v;| < |det D;| < 2(A+®)-n*
Hieraus folgt (c). Ist | det D| < 1, so miissen wir | det D| nach unten abschétzen.
Sei ¢ = [];;gi; das Produkt der Nenner der Elemente d;; = %L von D. Dann
’ v]

gilt |[det D| = W, und sowohl ¢ als auch ¢| det D| sind ganze Zahlen. Aus
(12.10) (a), (b) folgt

q= HqZ'j < o(Tgs;) < 922(4i) < o(D)-n? < o(d)—n?

i
Daraus ergibt sich

|det D;| | det Dslq

detD] ~ glderp] = detDila<

lvi| <

193



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM I1, WS 2003/2004

Damit ist auch (b) bewiesen [l

Da nach Satz (8.12) alle Polyeder P der Form P = {x | Az < b,z > 0}
spitz sind und nach Folgerung (8.15) lineare Programme Uber spitzen Polyedern
optimale Eckldsungen haben (falls sie tberhaupt Optimalldsungen haben) folgt:

(12.12) Satz. Das lineare Programm (12.6) hat eine Optimallésung genau dann,
wenn die beiden linearen Programme

maxc or
Ax <b
(12.13) - > 0
z; < 2MHb) -2 i — 1 p
max ¢!
Azx <b
(12.14) ; > 0
z; <M= L =1 . p

eine Optimallbsung haben und die Werte der Optimallésungen tbereinstimmen.
Die Zielfunktionswerte von (12.13) und (12.14) stimmen genau dann nicht (ibe-
rein, wenn (12.6) unbeschrénkt ist. (12.6) ist genau dann nicht I6sbar, wenn (12.13)
oder (12.14) nicht ldsbar ist.

O

Wir haben damit das lineare Programmierungsproblem (12.6) uber einem (all-
gemeinen) Polyeder auf die Losung zweier linearer Programme ber Polytopen
reduziert. Wir missen also im Prinzip nur zeigen, wie man LP’s tber Polytopen
10st.

(12.15) Satz. Ist P # ) ein Polytop der Form P(A,b), P=(A,b) oder P = {x |
Az < bz > 0} mit A € Q™™, b € Q, so kann fiir c € Q" das lineare
Programm max c¢''z, z € P nur Optimalwerte in der endlichen Menge

S:i= {2 € Q| p| < n2WHOHH 1 ] < g < YA HI=n-n)

annehmen.

Beweis : Da alle Optimalwerte Zielfunktionswerte von Ecken von P sind, brau-
chen wir nur die Werte cT'v, v Ecke von P, abzuschétzen. Seialso v = (vy, ..., v,)T

194



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM |1, WS 2003/2004

eine Ecke von P. Wie im Beweis von (12.11) kdnnen wir feststellen, dass die
Komponenten v; von v eine Darstellung der Form

YT detD  d

haben, wobei D eine reguldre Untermatrix von A bzw. (;‘) ist und D; aus D

dadurch hervorgeht, dass die i-te Spalte von D durch einen Untervektor der rech-
ten Seite ersetzt wird. Satz (12.11) zeigt d < 207" p, < 2AN+b-n* Sej nun

c= (..., j—:)T € @ eine teilerfremde Darstellung der Zielfunktion, so gilt
ch:isipi:lis‘p-f mitt =1ty ... ty, & L
pa tzd dti:1 il - 1°--- ny Y1 - tz’.
Aus (12.10) (a) folgt t = t; - ... - t, < 20— . . 2lta)—1 = 23((k)=1) < 2l9)—n
und somit

2

q = dt < 2AF )=

Analog folgt
n n
pi= Z Szpziz < Z 2(5i)—12(A)+(b)—n22(c)—n < n2(A)+(b)+2(c)—n2—n )
i=1 i=1

O

Satz (12.15) gibt uns nun die Moglichkeit, das \Verfahren der bindren Suche zur
Losung von max ¢z, z € P anzuwenden. Diese Methode funktioniert beziiglich
der in Satz (12.15) definierten Menge S wie folgt.

(12.16) Binare Suche.

(1) Wéhle ein Element s € S, so dass fir S' :== {t € S |t < s} und S" :=
{te S|t>s}yilt
S < [S" <[]+ 1.
(2) Uberpriife, ob das Polyeder
P,={z| Az <b,x>0,c'z> s}
nicht leer ist.

(3) Ist Py leer, so setze S := S’, andernfalls setze S := S".
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(4) Ist|S| =1, sogilt firs € S: s = max{c’z | Az < b,z > 0}, und jeder
Punkt in P, ist eine Optimallésung von max c’'z,z € P. Andernfalls gehe
zu (1).

O

Die Korrektheit dieses Verfahrens ist offensichtlich. Ist die Bindrsuche auch effi-
zient? Da in jedem Schritt die Kardinalitdt |S| von S (fast) halbiert wird, ist klar,
dass hochstens

(12.17) N = [logy(|S] +1)]

Aufspaltungen von S in zwei Teile notwendig sind, um eine einelementige Menge

zu erhalten. Also muss Schritt (2) von (12.16) N-mal ausgefiihrt werden. Nach

(12.15) gilt
|S] < 9n22(A)+Hb)+3(e)—2m—2n | 4

bl

und daraus folgt, dass Test (2) von (12.16) héchstens
(12.18) N :=2(A) + (b) + 3{c) — 2n* — 2n + logy, n + 2

mal durchgefiihrt wurde. Ist Test (2) in einer Zeit ausfiihrbar, die polynomial in
(A) + (b) + {c) ist, so ist auch die bindre Suche ein polynomialer Algorithmus,
da ein polynomialer Algorithmus fiir (2) nur N-mal also nur polynomial oft aus-
gefiihrt werden muss.

(12.19) Folgerung. Es gibt einen polynomialen Algorithmus zur Lésung linearer
Programme genau dann, wenn es einen Algorithmus gibt, der in polynomialer Zeit
entscheidet, ob ein Polytop P leer ist oder nicht und der, falls P # (), einen Punkt
in P findet.

O

Damit haben wir das lineare Programmierungsproblem reduziert auf die Frage der
Losbarkeit von Ungleichungssystemen, deren Lésungsmenge beschrénkt ist.

12.3  Beschreibung der Ellipsoidmethode

In diesem Abschnitt setzen wir n. > 2 voraus. Wir wollen zunéchst einige Eigen-
schaften von Ellipsoiden beschreiben. Wir erinnern daran, dass Ellipsoide volldi-
mensionale konvexe Korper im R™ sind, die eine besonders einfache Darstellung
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haben. Und zwar ist eine Menge £ C R” ein Ellipsoid (mit Zentrum a) ge-
nau dann, wenn es einen Vektor ¢ € R™ und eine (symmetrische) positiv definite
Matrix A gibt, so dass gilt

(12.20) E=EAa)={zeR"|(z—a)A™ (z —a) < 1}.

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass fiir symmetrische Matrizen A € R(™")
die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i)  Aist positiv definit.
(i) A=l ist positiv definit.
(12.21)  (iii)  Alle Eigenwerte von A sind positive reelle Zahlen.
(iv) det(A;;) > 0furalleMengen I ={1,...,i},i=1,...,n.
(v) A= BT B fir eine regulire Matrix B € R™™,

Das Ellipsoid E(A4, a) ist durch die (ebenfalls positiv definite) Inverse A=! von
A definiert. Das erscheint zundchst seltsam, liegt aber daran, dass sich viele Ei-
genschaften von E(A, a) aus algebraischen Eigenschaften von A ableiten lassen.
Z. B. ist der Durchmesser (d. h. die L&nge der ldngsten Achse) von E(A, a) gleich
2v/A, wobei A der groRte Eigenwert von A ist. Die ldngsten Achsen sind durch
die Eigenvektoren, die zu A gehdren, gegeben. Die Symmetrieachsen von E(A, a)
entsprechen ebenfalls den Eigenvektoren von A. In Abbildung 12.1 ist das Ellip-

soid E(A, 0) dargestellt mit
16 0
A= (O 4) ’

Die Eigenwerte von A sind A = 16 und A = 4 mit den zugehorigen Eigenvektoren
e1 = (1,0)" und e, = (0,1)”. Der Durchmesser von E(A, 0) ist 2¢/A = 8.

Abb. 12.1
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Zu jeder positiv definiten Matrix A gibt es eine eindeutig bestimmte symmetrische
reguldre Matrix, die mit Az bezeichnet und Wurzel von A genannt wird, mit

A=A3A>.

Die Einheitskugel S(0,1) C R* (um den Nullpunkt mit Radius 1) ist das Ellipsoid
E(I,0). Man rechnet leicht nach, dass gilt:

(12.22) E(A,a) = A25(0,1) + a.

Damit sei die Aufzahlung von Eigenschaften von Ellipsoiden beendet. Wir wollen
nun die geometrische Idee, die hinter der Ellipsoidmethode steckt, erldutern.

(12.23) Geometrische Beschreibung der Ellipsoidmethode. Gegeben sei ein
Polytop P. Wir wollen einen Punkt in P finden oder beweisen, dass P leer ist.
(1) Konstruiere ein Ellipsoid Ey = E(Ay, ay), das P enthélt. Setze k := 0.

(2) Ist das gegenwidrtige Ellipsoid “zu klein”, so brich ab mit der Antwort “P
ist leer”.

(3) Teste ob der Mittelpunkt a,, von E, in P enthalten ist.
(4) Giltay € P, dann haben wir unser Ziel erreicht, STOP.
(5) Gilta, ¢ P, dann gibt es eine P definierende Ungleichung, sagen wir
'z <,
die von ay, verletzt wird, d. h. ¢cTa;, > ~y. Mit
E, =E.n{z| v <cla}

bezeichnen wir das Halbellipsoid von Ey, das P enthélt. Wir konstruieren
nun das Ellipsoid kleinsten Volumens, das E;, enthélt und nennen es Ej, ;.

(6) Setze k := k + 1 und gehe zu (2).

O

Das Prinzip des Verfahrens ist klar. Man zdunt das Polytop P durch ein Ellipsoid
E} ein. Ist das Zentrum von Ej, nicht in P, so sucht man sich ein kleineres Ellip-
soid Fj 1, das P enthélt und féhrt so fort. Die Probleme, die zu kl&ren sind, sind
die folgenden:

198



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM |1, WS 2003/2004

— Wie findet man ein Ellipsoid, das P enthalt?
— Wie kann man Ey,; aus Ej, konstruieren?
— Wann kann man abbrechen, d. h. was hei3t “zu klein”?
— Wieviele Iterationen des Verfahrens sind durchzufiihren?
Die nachfolgenden Sétze beantworten diese Fragen, wobei wir nur einige der Be-

weise, die zum Nachweis der Polynomialitdt des Verfahrens notwendig sind, an-
geben wollen.

Unser Anfangsellipsoid soll eine Kugel mit dem Nullpunkt als Zentrum sein. Ent-
halten die Restriktionen, die das Polytop P definieren, explizite obere und unter
Schranken fiir die Variablen, sagen wir

ZZS.T,S’U,Z, 7;:1,...,71

SO sei

(12.24) R:= Z(max{|ui|, AR

Dann gilt trivialerweise P C S(0, R) = E(R?I,0). Andernfalls kann man zeigen

(12.25) Lemma. Sei P ein Polyeder der Form P(A,b), P=(A,b) oder {z € R" |
Az < b,z >0} mit A Q™™ beQm, dann gilt

(a) Alle Ecken von P sind in der Kugel S(0, R) enthalten mit

R = \/522(A)+(b)—2n2_

(b) Ist P ein Polytop, so gilt P C S(0, R) = E(R?I,0).

Beweis : Nach Satz (12.11) gilt fur jede Ecke v* = (vy,...,v,) von P

g < 22O (=1, )

bl

und daraus folgt fur die euklidische Norm von v:

> 02 < \fnmax{2} < ya 2200
=1
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Also ist jede Ecke von P in S(0, R) enthalten. Ist insbesondere P ein Polytop, so
folgt daraus P C S(0, R). [

Damit haben wir durch (12.24) oder (12.25) ein Anfangsellipsoid E, gefunden,
mit dem wir die Ellipsoidmethode beginnen konnen. Die Konstruktion von Ey 1
aus FEj, geschieht wie folgt.

(12.26) Satz. Sei Ey = E(Ag,ar) C R ein Ellipsoid, c € R* \ {0} und E}, :=
{r e R" | Tz < clap} N Ey. Setze

(12.27) d:= \/C;TWAkC’
(1228) Qg1 = A — nL—l—ld’
(12.29) A1 = 55 (A — 25ddT),

dann ist Ag.1 positiv definit und Ey, := FE(Agy1,ar11) ISt das eindeutig be-
stimmte Ellipsoid minimalen Volumens, das E; enthdlt.

Beweis : Siehe R. G. Bland, D. Goldfarb & M. J. Todd, “The Ellipsoid Method: A
Survey”, Operations Research 29 (1981) 1039-1091 oder M. Grotschel, L. Lovasz
& A. Schrijver, “The Ellipsoid Method and Combinatorial Optimization”, Sprin-
ger, Heidelberg, erscheint 1985 oder 1986. [l

Wir wollen kurz den geometrischen Gehalt der Schritte in Satz (12.26) erldutern.

Ist c € R*, und wollen wir das Maximum oder Minimum von ¢%'z tiber E;, finden,
so kann man dies explizit wie folgt angeben. Fur den in (12.27) definierten Vektor
d und

Zmax ‘= O + d, Zmin = O — d

gilt

" 2max = max{c’z |z € Ex} = clay, + T Axe,

T zmin =min{c’z |z € Ex} = clap, — /T Age.
Diese Beziehung kann man leicht — z. B. aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
— ableiten. Daraus folgt, dass der Mittelpunkt a,; des neuen Ellipsoids E}, ; auf
dem Geradenstiick zwischen a; und z,;, liegt. Die Lange dieses Geradenstiicks
ist ||d||, und ay, erreicht man von ay aus, indem man einen Schritt der Lange
”LH||d|| in Richtung —d macht. Der Durchschnitt des Randes des Ellipsoids Fy 1
mit dem Rand von E; wird gebildet durch den Punkt zy,;, und E} := {z | (z —
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ar) ' Ag(z — ag) = 1} N{z | 'z = c'ai}. E} ist der Rand eines “(n — 1)-
dimensionalen Ellipsoids” im R".

In Abbildung 12.2 sind das Ellipsoid E; aus Abbildung 12.1 und das Ellipsoid
Ejy1, definiert durch Satz (12.26) bezuiglich des Vektors ¢ = (-1, —2) darge-
stellt. £, ist gestrichelt eingezeichnet. Als Anfangsdaten haben wir daher: Die ver-
letzte Ungleichung ist —z; — 2z, < —3. Die zugehorige Gerade {z | —z; — 2z, =
—3} ist ebenfalls gezeichnet.

() = (0. ().

Die Formeln (12.27), (12.28), (12.29) ergeben:

|

a v (;1)1’ 1 (4 0.9428
Gky1 =k — 3d = 3—\/5(2) ~ (gama);

" 32 -8
Apnt = g (A = Frdd”) = § (—8 8) ’
Eyi1 = E(Ags1, apyr).

Abb. 12.2

Das Stopkriterium der Ellipsoidmethode beruht auf einem Volumenargument. Nach
Konstruktion ist klar, dass das Volumen von Ej., (bezeichnet mit vol(Ej.1))
Kleiner ist als das von E). Man kann den Volumenschrumpfungsfaktor explizit
berechnen. Er hdngt nur von der Dimension n des Raumes R™ und nicht etwa von
Update-Vektor ¢ ab.
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(12.30) Lemma.
vol(Eyi1) n \""/ n \")° et <1
vol(Ey)  \\n+1 n—1 = '

Beweis : Siehe Grotschel, Lovasz & Schrijver (1985). 0

| =

Wir sehen also, dass mit den Formeln aus Satz (12.26) eine Folge von Ellipsoiden
konstruiert werden kann, so dass jedes Ellipsoid Ej., das Halbellipsoid E;, und
somit das Polytop P enthélt und dass die Volumina der Ellipsoide schrumpfen.
Die Folge der Volumina konvergiert gegen Null, muss also einmal das Volumen
von P, falls P ein positives Volumen hat, unterschreiten. Daher muss nach endlich
vielen Schritten der Mittelpunkt eines der Ellipsoide in P sein, falls P # (). Wir
wollen nun ausrechnen, nach wievielen Schritten, dies der Fall ist.

(12.31) Lemma. Seien P = P(A,b) C R", pP= {r € R* | Az < b}, und
R = /n2 A+ -2n?
(a) Entweder gilt P= () oder
vol(P NS(0, R)) > 2-(m+D{(A-+b)-n?)
(b) Ist P volldimensional (d. h. dim P = n), dann gilt

vol(P N S(0, R)) = vol(P NS(0, R)) > 0.

O

Lemma (12.31) zusammen mit Lemma (12.25) sind geometrisch und algorith-
misch interessant. Die beiden Hilfssatze implizieren folgendes.

— Wenn ein Polyeder P nicht leer ist, dann gibt es Elemente des Polyeders,
die “nah” beim Nullvektor liegen, d. h. in S(0, R) enthalten sind.

— Esreicht aus zu uberpriifen, ob PN S(0, R) leer ist oder nicht. Daraus kann
man schlielen, dass P leer ist oder nicht.

— Will man einen Konvergenzbeweis tber Volumen fiihren, so sollte man
strikte statt normale Ungleichungssysteme betrachten. Denn ein striktes Un-
gleichungssystem ist entweder unlosbar oder seine Losungsmenge hat ein
positives (relativ groRes) Volumen.
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Damit konnen wir die Ellipsoidmethode formulieren.

(12.32) Die Ellipsoidmethode.
Input: A€ Q™™,becQm.

Output:  Ein Vektor x € Q" mit Az < b oder die Feststellung, dass {z € R" |
Ax < b} leer ist.

(1) Initialisierung: Setze

Ag:= R?I, mit R = \/n 2X4+®)=20"(oder R durch andere Vorinformationen
Kleiner gewdhlt),

ag:= 0,

k== 0,

N:= 2n((3n+ 1){(A4) + (2n + 1){(b) — n?).

(Das Anfangsellipsoid ist Ey := E(Ag, ag).)
(2) Abbruchkriterium:

(2.a) Giltk = N, dann hat Az < b keine Losung, STOP!
(2.b) Gilt Aay, < b, dann ist eine Losung gefunden, STOP!

(2.c) Andernfalls sei c* irgendeine Zeile von A derart, dass der Mittelpunkt
ay von Ey, die entsprechende Ungleichung verletzt.

(3) Update: Setze

1 1

(3.8) axi1 = ap — n—ﬂ\/mAkc
(3.6) Api1 = 2 (Ay — L i ApecT AY)

n+1 cT Age
(Exy1 := E(Agi1, ary1) ist das neue Ellipsoid.)
k:=k+1.
Gehe zu (2).

(12.33) Satz. Die Ellipsoidmethode arbeitet korrekt.
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Beweis : Gibt es ein £k < N, so dass Aa, < b, so ist offenbar ein Vektor aus
P(A,b) gefunden. Bricht die Ellipsoidmethode in Schritt (2.a) ab, so miissen wir

zeigen, dass Pi= {z | Az < b} kein Element besitzt.

Angenommen 1(5;& (). Sei P’ der Durchschnitt von 109 mit E,. Dann gilt nach Lem-
ma (12.31), dass das Volumen von P’ mindestens 2~ (#+1({A)+®)-n%) petragt. Ist
ar, nicht in P(A,b), 0 < k < N, so wird in (2.c) eine verletzte Ungleichung
gefunden, sagen wir ¢’z < . Wegen v < ¢’a;, enthélt das Halbellipsoid

E, :=E.n{z |z <c"a}

die Menge P'. Das durch die Formeln (3.a), (3.b) konstruierte neue Ellipsoid Fy 1
ist nach Satz (12.26) das volumenmaRig kleinste Ellipsoid, das E;, enthélt. Wegen
P' C Ej, gilt natlirlich P' C Ej,. Daraus folgt

P CE,, 0<k<N.
Das Volumen des Anfangsellipsoids £, kann man wie folgt berechnen:

vol(Ey) = +/det(R?I) V,, = R"V,,

wobei V;, das Volumen der Einheitskugel im R™ ist. Wir machen nun eine sehr
grobe Abschatzung. Die Einheitskugel ist im Wirfel W = {z € R* | |z;| <
1,i = 1,...,n} enthalten. Das Volumen von W ist offensichtlich 2". Daraus
folgt
VO](EO) < Rmon = 2n(2(A)+(b)—2n2+log\/ﬁ+1)
< (A HB)—n?)

In jedem Schritt der Ellipsoidmethode schrumpft nach (12.30) das Volumen um
mindestens den Faktor e . Aus der Abschétzung von vol(Ejy) und der in (1) von
(12.33) angegebenen Formel fiir V erhalten wir somit

vol(Ey) < e vol(Ep) < 2 (rHD{A)+b)—n*)

Also gilt vol(Ex) < vol(P') und P’ C Ey. Dies ist ein Widerspruch. Hieraus
folgt, dass P’ und somit {z | Az < b} leer sind, wenn die Ellipsoidmethode in
(2.a) abbricht. 0

Aus (12.31) (b) folgt nun unmittelbar
(12.34) Folgerung. Ist P = P(A,b) C R" ein Polyeder, von dem wir wissen,

dass es entweder volldimensional oder leer ist, dann findet die Ellipsoidmethode
entweder einen Punkt in P oder beweist, dass P leer ist.
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O

Nun kann man natirlich einem durch ein Ungleichungssystem gegebenen Po-
lyeder nicht unmittelbar ansehen, ob es volldimensional ist oder nicht. Ferner
kdnnen gerade diejenigen Polyeder, die durch Transformation linearer Programme
entstehen (siehe (12.8), hier giltimmer ¢Tx = bTy), nicht volldimensional sein, so
dass die Ellipsoidmethode zu keiner befriedigenden Antwort fiihrt. Diesen Defekt
kann man jedoch durch die folgende Beobachtung reparieren.

(12.35) Satz. Seien A € Q™™ undb € Q, dann hat das Ungleichungssystem
Az <b
hat genau dann eine Ldsung, wenn das strikte Ungleichungssystem
Az < b+ 2720=0 g

eine Losung hat. Ferner kann man aus einer Losung des strikten Ungleichungssy-
stems in polynomialer Zeit eine Lésung von Ax < b konstruieren.

O

Damit ist die Beschreibung der Ellipsoidmethode (bis auf die Abschatzung der
Rechenzeit) vollstdndig. Wollen wir entscheiden, ob ein Polyeder P(A,b) einen
Punkt enthalt, kénnen wir die Methode (12.32) auf das Ungleichungssystem Az <
b anwenden. Finden wir einen Punkt in P(A, b), dann sind wir fertig. Andernfalls
wissen wir, dass P(A, b) nicht volldimensional ist. In diesem Falle kénnen wir
auf Satz (12.35) zuriickgreifen und starten die Ellipsoidmethode neu, und zwar
z. B. mit dem ganzzahligen Ungleichungssystem

(12.36) AT Az < 2XAHO 1 ),

Entscheidet die Ellipsoidmethode, dass das zu (12.36) gehorige strikte Unglei-
chungssystem keine Losung hat (Abbruch in Schritt (2.a)), so kdnnen wir aus
(12.35) folgern, dass P(A,b) leer ist. Andernfalls findet die Ellipsoidmethode
einen Vektor 2, der (12.36) erfullt. Gilt 2’ € P(A, b), haben wir das gewiinschte
gefunden, falls nicht, kann man mit (einfachen Methoden der linearen Algebra)
aus z' einen Punkt z € P(A, b) konstruieren, siehe (12.35).

Zur Losung linearer Programme kann man die in Abschnitt 12.2 besprochenen
Reduktionen benutzen. Entweder man fasst das lineare Programm (12.6) und das
dazu duale (12.7) zu (12.8) zusammen und sucht wie oben angegeben im nicht
volldimensionalen Polyeder (12.8) einen Punkt, oder man wendet N-mal, siehe
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(12.18), die Ellipsoidmethode fiir niederdimensionale Polyeder des Typs P, aus
(12.16) (2) im Rahmen eines bindren Suchverfahrens (12.16) an.

In jedem Falle ist das Gesamtverfahren polynomial, wenn die Ellipsoidmethode
(12.32) polynomial ist.

12.4  Laufzeit der Ellipsoidmethode

Wir wollen nun die Laufzeit der Ellipsoidmethode untersuchen und auf einige
bisher verschwiegene Probleme bei der Ausfiihrung von (12.32) aufmerksam ma-
chen. Offenbar ist die maximale Iterationszahl

N = 2n((3n + 1)(A) + (2n + 1){b) — n?)

polynomial in der Kodierungslange von A und b. Also ist das Verfahren (12.32)
genau dann polynomial, wenn jede Iteration in polynomialer Zeit ausgefiihrt wer-
den kann.

Bei der Initialisierung (1) besteht kein Problem. Test (2.a) ist trivial, und die
Schritte (2.b) und (2.c) fuhren wir dadurch aus, dass wir das Zentrum ay in die
Ungleichungen einsetzen und tberpriifen, ob die Ungleichungen erfillt sind oder
nicht. Die Anzahl der hierzu bendtigten elementaren Rechenschritte ist linear in
(A) und (b). Sie ist also polynomial, wenn die Kodierungslénge des Vektors a1
polynomial ist.

An dieser Stelle beginnen die Schwierigkeiten. In der Update-Formel (3.a) muss
eine Wurzel berechnet werden. I. a. werden also hier irrationale Zahlen auftreten,
die natdrlich nicht exakt berechnet werden kdnnen. Die (moglicherweise) irratio-
nale Zahl v/cT A, c muss daher zu einer rationalen Zahl gerundet werden. Dadurch
wird geometrisch bewirkt, dass der Mittelpunkt des Ellipsoids Ey; ein wenig ver-
schoben wird. Mit Sicherheit enthdlt das so verschobene Ellipsoid nicht mehr die
Menge E;, (siehe Satz (12.26)) und mdglicherweise ist auch P(A,b) nicht mehr
in diesem Ellipsoid enthalten. Also bricht unser gesamter Beweis der Korrektheit
des Verfahrens zusammen.

Ferner wird beim Update (3.b) durch mdglicherweise grol3e Zahlen geteilt, und es
ist nicht a priori klar, dass die Kodierungslénge der Elemente von Ay, bei wie-
derholter Anwendung von (3.b) polynomial in (A) + (b) bleibt. Also mussen auch
die Eintrdge in A, gerundet werden. Dies kann zu folgenden Problemen fiihren.
Die gerundete Matrix, sagen wir Ay ,, ist nicht mehr positiv definit und das Ver-
fahren wird sinnlos. Oder Aj_ , bleibt positiv definit, aber durch die Rundung hat
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sich die Form des zugehdrigen Ellipsoids, sagen wir E;_ , so geandert, dass E;;
das Polyeder P(A, b) nicht mehr enthalt.

Alle diese Klippen kann man mit einem einfachen Trick umschiffen, dessen Kor-
rektheitsbeweis allerdings recht aufwendig ist. Die geometrische Idee hinter die-
sem Trick ist die folgende. Man nehme die binédre Darstellung der Komponenten
des in (3.a) berechneten Vektors und der in (3.b) berechneten Matrix und runde
nach p Stellen hinter dem Bindrkomma. Dadurch &ndert man die Lage des Mit-
telpunkts und die Form des Ellipsoids ein wenig. Nun blast man das Ellipsoid ein
bisschen auf, d. h. man multipliziert A,,,; mit einem Faktor ¢ > 1 und zwar so,
dass die Menge E; beweisbar in dem aufgeblasenen Ellipsoid enthalten ist. Durch
die VergroRerung des Ellipsoids wird natirlich die in (12.30) bestimmte Schrump-
fungsrate verschlechtert, was bedeutet, dass man insgesamt mehr Iterationen, sa-
gen wir N’, durchfiihren muss. Daraus folgt, dass der Rundungsparameter p und
der Aufblasparameter ¢ aufeinander so abgestimmt sein mussen, dass alle gerun-
deten und mit ¢ multiplizierten Matrizen A;, 1 < k& < N’ und alle gerundeten
Mittelpunkte ax, 1 < k£ < N’ polynomial in (A) + (b) berechnet werden kdnnen,
so dass alle Ay, positiv definit sind, P N S(0, R) in allen Ellipsoiden E}; enthalten
ist und die Iterationszahl N’ ebenfalls polynomial in (A) + (b} ist. Dies kann in der
Tat durch Anwendung von Abschatzungstechniken aus der Analysis und linearen
Algebra realisiert werden, siehe Grotschel, Lovasz & Schrijver (1985).

Die Ellipsoidmethode (mit Rundungsmodifikation) ist also ein polynomialer Al-
gorithmus, der entscheidet, ob ein Polyeder leer ist oder nicht. Mit Hilfe der im
\Vorhergehenden beschriebenen Reduktion kann sie dazu benutzt werden, lineare
Programme in polynomialer Zeit zu lésen.

Wie sich der Leser denken kann, gibt es eine ganze Reihe von Varianten der Ellip-
soidmethode, die dazu dienen sollen, schnellere Konvergenz zu erzwingen. Der-
artige Varianten sind z. B. in Bland, Goldfarb & Todd (1982), Grotschel, Lovasz
& Schrijver (1985) und M. Akgil, “Topics in Relaxation and Ellipsoidal Me-
thods”, Pitman, Boston, 1984, (80 SK 870 A 315) beschrieben. Aus Platz- und
Zeitgriinden kdnnen wir hier nicht weiter daraus eingehen.

12.5 Ein Beispiel

Wir wollen hier den Ablauf der Ellipsoidmethode anhand eines Beispiels im R?
geometrisch veranschaulichen. Wir starten mit dem folgenden Polyeder P(A, b) C
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R? definiert durch

— 1 — X9 S —2
3.7,'1 S 4
—2.’1?1 + 2%2 S 3

Dieses Polyeder P ist in der Kugel (Kreis) um den Nullpunkt mit Radius 7 ent-
halten. Diese Kugel soll unser Anfangsellipsoid Eq = E(A,,0) sein. Wir fiihren
mit dieser Initialisierung die Schritte (2) und (3) des Ellipsoidverfahrens (12.32)
durch. Wir rechnen natirlich nicht mit der eigentlich erforderlichen Genauig-
keit sondern benutzen die vorhandene Maschinenprézision. In unserem Fall ist
das Programm in PASCAL geschrieben, und die Rechnungen werden in REAL-
Arithmetik durchgefiihrt, d. h. wir benutzen ein Mantisse von 3 byte und einen
Exponenten von 1 byte zur Zahlendarstellung. Das Verfahren fiihrt insgesamt 7
Iterationen durch und endet mit einem zuldssigen Punkt. In den nachfolgenden
Abbildungen 12.3,...,12.9 sind (im Mal3stab 1:2) jeweils die Ellipsoide F;, und
Ej 1 mitihren Mittelpunkten a, und a1, kK = 0, ..., 6 aufgezeichnet. Man sieht
also, wie sich die Form und Lage eines Ellipsoids in einem Iterationsschritt &ndert.
Das Startellipsoid ist gegeben durch

49 0
ag = (0,0), A:(O 49>.

Neben jeder Abbildung sind das neue Zentrum a1 und die neue Matrix Az,
mit Ex1 = E(Agy1, ags1) angegeben. Jede Abbildung enthélt die Begrenzungs-
geraden des Polytops P, so dass man auf einfache Weise sehen kann, welche
Ungleichungen durch den neuen Mittelpunkt verletzt sind. Die Abbildung 12.10
enthalt eine “Gesamtschau” des Verfahrens. Hier sind alle wahrend des \erfah-
rens generierten Ellipsoide (im MaRstab 1:1) gleichzeitig dargestellt. Man sieht
hier recht gut, wie die Mittelpunkte “herumhipfen” und auf den ersten Blick kei-
ne “Ordnung” in der Folge der Mittelpunkte zu erkennen ist.
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ap = (0.0,00)
A = (49.000 0.0
0.0 49.000

a; = (1.6499, 1.6499)

A = (435555 -21.7777)
-21.7777 43.5555

Abb. 12.3
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ay = (-0.5499, 2.7499)

AL = 19.3580 -9.6790
2 7 \-9.6790 48.3951

Abb. 12.4
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a, =(0.4871, 0.6758)

A (172071 43018
43018 30.1125

Abb. 12.5

ay = (1.4458, 2.2098)

A = 15.5894 -6.0299
4 7 \-6.0299 21.351

Abb. 12.6
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a5 = (0.1297, 2.7188)

_( 69286 -2.6799
As =\ 26799 26.3603

Abb. 12.7

86 =(0.6449. 1-1618)

Ag= 7.1148 2.8443
2.8443 15.751

Abb. 12.8
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a,= (1.2661,2.317)

A= 6.3988 -1.9726
-1.9726 10.2372

Abb. 12.9
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Kapitel 13

Der Karmarkar-Algorithmus

Im Jahre 1984 hat N. Karmarkar (AT&T Bell Laboratories) einen neuen Algorith-
mus zur Losung linearer Programme entwickelt. Karmarkar’s Aufsatz “A New Po-
lynomial Time Algorithm for Linear Programming” wird in der Zeitschrift Com-
binatorica veroffentlicht, ist zur Zeit (d. h. im Februar 1985) noch nicht erschie-
nen, zirkuliert aber als Preprint. Im Herbst 1984 hat Karmarkar auf \ortrédgen
mitgeteilt, dass sein Verfahren nicht nur theoretisch polynomial ist (wie auch die
in Kapitel 12 beschriebene Ellipsoidmethode), sondern in der Praxis erheblich
rascher als das Simplexverfahren arbeitet. Karmarkar behauptet, dass eine Imple-
mentation seines Algorithmus etwa 50 mal schneller ist als MPSX, ein von der
Firma IBM angebotenes und auf dem Simplexalgorithmus basierendes Software-
paket zur Losung linearer Programme, das als eines der besten LP-Pakete gilt. Die
Implementation von AT&T Bell Laboratories soll allerdings auf einigen Modifi-
kationen beruhen, die nicht in Karmarkar’s Preprint enthalten sind.

Da bei groRen Industriefirmen sehr groRe LP’s tdglich in nicht unerheblicher Zahl
geldst werden, ist die Ankindigung Karmarkars auf sehr grofRes Interesse bei
Praktikern gestoRen. Ja, sein Verfahren hat sogar Aufsehen in der Presse verur-
sacht. Zum Beispiel haben New York Times, Science, Time, Der Spiegel (falsch
— wie bei Artikeln Gber Mathematik blich), Die Zeit, Stiddeutsche Zeitung (sehr
ordentlich) Uber Karmarkars Verfahren berichtet, wie immer natirlich unter dem
Hauptaspekt, dass dadurch Millionen von Dollars gespart werden kdnnen.

Im nachfolgenden wollen wir die Grundidee des Algorithmus von Karmarkar dar-
stellen. A priori ist mir nicht klar, “warum” dieses Verfahren in der Praxis schnell
sein soll. Ich selbst verfiige (iber keinerlei Rechenerfahrung mit diesem Algorith-
mus, und ich weil3 zur Zeit auch nicht, welche Modifikationen bei der Imple-
mentation von AT&T Bell Laboratories gemacht wurden. Jedoch sind mir einige
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der Wissenschaftler, die die Aussagen Uber die Effizienz des Verfahrens gemacht
haben, bekannt, und ich messe ihnen einige Bedeutung bei. Dennoch bedarf die
Methode noch weiterer Uberpriifungen bevor ein “endgiiltiges” Urteil abgegeben
werden kann. Unabhéngig davon ist jedoch die geometrische Idee, die hinter der
Methode steckt, sehr interessant.

13.1 13.1 Reduktionen

Wie der Simplexalgorithmus und die Ellipsoidmethode, so ist auch der Karmarkar-
Algorithmus auf einen speziellen Problemtyp zugeschneidert und nicht auf allge-
meine lineare Programme anwendbar. Wie iblich miissen wir daher zunéchst zei-
gen, dass ein allgemeines LP so transformiert werden kann, dass es mit Karmar-
kars Algorithmus geldst werden kann. Die Grundversion des Karmarkar-Algorithmus
(und nur die wollen wir hier beschreiben) ist ein Verfahren zur Entscheidung, ob
ein Polyeder einer recht speziellen Form einen Punkt enthélt oder nicht. Das Pro-
blem, das Karmarkar betrachtet ist das folgende.

(13.1) Problem. Gegeben seien eine Matrix A € QU™ und ein Vektor ¢ € Q",
entscheide, ob das System

Az =0, 1Tz=1, >0, z<0
eine Lésung hat, und falls das so ist, finde eine.

O

Um den Karmarkar-Algorithmus starten zu kdnnen, ist die Kenntnis eines zulés-
sigen Startvektors im relativ Inneren von {z | Az = 0,07z = 1,z > 0} notwen-
dig. Wir wollen sogar noch mehr fordern, und zwar soll gelten

(13.2) T:=11 erfillt Az =0.

T n

Trivialerweise erfullt z die Bedingungen 17z = 1,7 > 0. Gilt 'z < 0, ist man
natirlich fertig. Die eigentliche Aufgabe besteht also darin, aus = einen Punkt zu
konstruieren, der alle Bedingungen von (13.1) erfullt.

Wir werden nun, wie bei der Darstellung der Ellipsoidmethode, ein allgemeines
LP in ein (bzw. mehrere) Probleme des Typs (13.1) umformen.

Wir wissen bereits, dass jedes LP in ein LP in Standardform (9.1) transformiert

216



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM |1, WS 2003/2004

werden kann. Gegeben sei also das folgende Problem

maXx ’U)TIE

(13.3) Bx=1b
>0

mitw € Q*, B € Q™™ b € Q™. Wie in Abschnitt 12.2 gezeigt gibt es zwei prin-
zipielle Reduktionsmdoglichkeiten. Man fasst (13.3) und das dazu duale Problem
wie in (12.8) zusammen, oder man fuhrt die in (12.16) beschriebene Bindrsuche
durch. Wir stellen hier kurz die Reduktion tiber Binarsuche dar. Daraus ergibt sich
auch, wie man die Kombination des primalen mit dem dualen Problem behandeln
kann.

Genau wie in (12.16) angegeben (und mit den in den davor angegebenen Sétzen
vorgelegten Begriindungen) fiihren wir eine bindre Suche durch tiber der Menge

S = {Ié c Q | ‘p‘ < n2(B)+<b)+2(w)—n2—n7 1<g< 2(B)+(w)—n2—n}

der moglichen optimalen Zielfunktionswerte (falls (13.3) eine endliche Optimalldsung
hat). Zur Bestimmung einer optimalen Losung von (13.3) sind nach (12.18) hochstens

N :=2(B) + (b) + 3{c) — 2n® — 2n + logyn + 2

Aufrufe eines Algorithmus notig, der fiir ein s € S entscheidet, ob

wlz <s
(13.4) Bx =b
T >0

eine Losung hat. Genau dann, wenn wir zeigen kdnnen, dass (13.4) in polyno-
mialer Zeit gelost werden kann, haben wir also ein polynomiales Verfahren zur
Ldsung von (13.3). Wir wissen aus Satz (12.11), dass wir alle Variablen durch
2%(B)+{b)—2n* heschranken konnen. Fuhren wir fur die Ungleichung in (13.4) eine
Schlupfvariable z, 1 €in, s0 gilt 0 < z,,; < || < 2B FHOFT2w)-n*—n_Getzen

wir also
M = n(22<B>+<b)72n2 + 2<B>+<b>+2<w>fn“>n)

7

so ist (13.4) genau dann losbar, wenn

x
(ol ] =0
B 0 : —\b
(13.5) Tpit
22:4—11 Z; <M
Z; >0,2=1,...,n+1
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Iosbar ist. Fuhren wir eine weitere Schlupfvariable z,., ein (d. h. es gilt nun
x € R**2) und skalieren wir die Variablen um, so ist (13.5) genau dann losbar,
wenn

C
O _(wT 1 0)96 . (s) Y
— =M —. :
(13.6) B 00 b .
17 =1
; >0,i=1,...,n+2
I6sbar ist. Von der i-ten Zeile der Matrix C(i = 0,...,m) ziehen wir nun das

c;-fache der letzten Gleichung 172 = 1 ab. Dadurch machen wir die ersten
m + 1 Gleichungen homogen und erreichen, dass aus dem Ungleichungs- und
Gleichungssystem (13.6) ein dquivalentes System der folgenden Form wird:

Dx =0
(13.7) Oz =1
T >0.

Um die Voraussetzung (13.2) herzustellen, fihren wir eine weitere Schlupfvaria-
ble z,, 5 wie folgt ein. Wir betrachten

(13.8) 172 4+ 2,43 =1

Offenbar hat (13.7) genau dann eine Losung, wenn (13.8) eine Losung mitz,,, 3 =
0 hat. Setzen wir

A= (D,-D1) € Q¥ ¢:=(0,,...,0,1)T € Q"

und betrachten wir z als Vektor im R**3, so hat also (13.7) genau dann eine
LGsung, wenn

(13.9) Az =0, 1Tz=1, >0, fz2<0
eine Losung hat. Ferner erfullt nach Konstruktion der Vektor
= (23, 5) €QF

beziiglich des Systems (13.9) die Forderung (13.2).

Folglich kann jedes lineare Program durch polynomial viele Aufrufe eines Algo-
rithmus zur Lésung von (13.1) (mit Zusatzvoraussetzung (13.2)) geldst werden.
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13.2 Die Grundversion des Karmarkar-Algorithmus

Wir wollen nun das Karmarkar-Verfahren zur Lésung von (13.1) unter der Zu-
satzvoraussetzung (13.2) beschreiben. Wie wir am Ende des letzten Abschnittes
gesehen haben, kdnnen wir jedes LP in eine Folge von Problemen der Form (13.1)
transformieren, und wir kénnen sogar das Zentrum des Simplex {z € R* | 17z =
1,z > 0} als Startpunkt wéhlen. Im weiteren betrachten wir also das folgende

(13.10) Problem. Gegeben seien eine Matrix A € Q™™ und ein Vektor c € Q".
Es seien

E={zeR" |17z =1} (Hyperebene)

Y:i=ENR} (Simplex)

Q={z e R | Az =0} (linearer Raum).
Ferner wird vorausgesetzt, dass der VektorT := %JL in XN<Q enthalten ist. Gesucht
ist ein Vektor x € Q™ mit

reP:=¥XnQ, dz<0.

O

Problem (13.10) kann sicherlich dadurch geltst werden, dal’ eine Optimalldsung
des folgenden Programms bestimmt wird.

min ¢’z
Az =0 min ¢’ x

(13.11) 1Mz =1 bW e nEN R?
x>0

Offenbar ist der optimale Zielfunktionswert von (13.11) genau dann groRer als
Null, wenn (13.10) keine Ldsung hat. Unser Ziel wird nun sein (13.11) statt
(13.10) zu lésen, wobei wir voraussetzen, dass %Jl fir (13.11) zulassig ist.

Es erscheint natirlich reichlich umsténdlich, ein lineares Programm, sagen wir
der Form (13.3), durch Bindrsuche auf eine Folge von Zuldssigkeitsproblemen
(13.10) zu reduzieren, die dann wieder durch spezielle lineare Programme der
Form (13.11) geldst werden. Diesen Umweg kann man durch die sogenannte Sli-
ding Objective Function Technique begradigen. Die dabei notwendigen zusatzli-
chen Uberlegungen tragen jedoch nicht zu einem besseren Verstindnis der Grund-
version des Verfahrens bei, um die es hier geht. Ziel dieses Kapitels ist nicht die
Darstellung einer besonders effizienten Version des Karmarkar-Algorithmus son-
dern dessen prinzipielle Idee.
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Geometrische Beschreibung eines Iterationsschrittes

Zur Losung von (13.11) hat Karmarkar ein Verfahren entworfen, das wie fast alle
Optimierungsverfahren (insbesondere die Methoden der nichtlinearen Optimie-
rung, die wir in der Vorlesung Optimierung Il kennenlernen werden) auf der fol-
genden simplen Idee beruht. Angenommen man befinde sich an einem zuldssigen
Punkt, sagen wir z*, dann sucht man eine Richtung (also einen Vektor d € R"),
bezuglich der die Zielfunktion verbessert werden kann. Daraufhin bestimmt man
eine Schrittlange p, so dass man von z* zum nichsten Punkt z¢*! := 2% + pd
gelangt. Der nichste Punkt 2*+1 soll natiirlich auch zulassig sein und einen “we-
sentlich” besseren Zielfunktionswert haben.

Die Essenz eines jeden solchen Verfahrens steckt natirlich in der Wahl der Rich-
tung und der Schrittlange. Bei derartigen Verfahren tritt hdufig die folgende Si-
tuation ein. Man ist in der Lage, eine sehr gute Richtung zu bestimmen (d. h. die
Zielfunktion wird in Richtung d stark verbessert), aber man kann in Richtung d
nur einen sehr kleinen Schritt ausfiihren, wenn man die zuldssige Menge nicht ver-
lassen will. Trotz guter Richtung kommt man also im Bezug auf eine tatséchliche
Verbesserung kaum vorwaérts und erhdlt u. U. global schlechtes Konvergenzver-
halten. Man muss sich also bemiihen, einen guten Kompromiss zwischen “Qua-
litdt der Richtung” und “mogliche Schrittlange” zu finden, um insgesamt gute
Fortschritte zu machen.

Ist man — wie im vorliegenden Fall — im relativen Inneren der Menge P, aber
nah am Rand und geht man z. B. in Richtung des Normalenvektors der Zielfunk-
tion, so kann man sehr schnell an den Rand von P gelangen, ohne wirklich weiter
gekommen zu sein, siehe Abbildung 13.1.

Zielfunktion

gute Richtung, geringer Fortschritt schlechtere Richtung, aber grof3er Fortschritt
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Abb. 13.1

Karmarkars Idee zur Losung bzw. Umgehung dieser Schwierigkeit ist die folgen-
de. Er flihrt eine projektive Transformation aus, die den Simplex X auf sich selbst,
den affinen Teilraum 2 auf einen anderen affinen Teilraum Q' abbildet und den re-
lativ inneren Punkt z* auf das Zentrum %@ von X wirft. P wird dabei auf ein neues
Polyeder P, abgebildet. Offenbar kann man von %@ aus recht grof3e Schritte in
alle zuldssigen Richtungen machen, ohne sofort den zuldssigen Bereich Pj, zu ver-
lassen. Man bestimmt so durch Festlegung einer Richtung und einer Schrittlange
von =1 ausgehend einen Punkt y**! € P, und transformiert diesen zuriick, um
den ndchsten (zuldssigen) Iterationspunkt z*+1 € P zu erhalten.

Zur Bestimmung der Richtung macht Karmarkar folgende Uberlegung. Ideal wire
es natirlich, direkt das Optimum des transformierten Problems zu bestimmen.
Aber die lineare Zielfunktion des urspriinglichen Problems wird durch die pro-
jektive Transformation in eine nichtlineare Abbildung tbergefiihrt, so dass dies
nicht so einfach zu bewerkstelligen ist. Dennoch kann man diese transformierte
Zielfunktion auf natiirliche Weise linearisieren. Mit €7 x sei die neue (linearisierte)
Zielfunktion bezeichnet. Man hat nun ein neues Problem: Es soll eine lineare Ziel-
funktion tGber dem Durchschnitt eines Simplex mit einem affinen Raum optimiert
werden, wir erhalten

mincl x

(13.12) te® NENR.
Dieses Problem ist offenbar wiederum vom Typ unseres Ausgangsproblems (13.11).
Aber diese neue Aufgabe ist ja nur ein Hilfsproblem! Moglicherweise ist daher ei-
ne gute Approximation der Optimalldsung von (13.12) ausreichend fiir das, was
wir bezwecken. Durch die Losung einer Vereinfachung dieses Problems (13.12)
konnten u. U. ein Richtungsvektor und eine Schrittlange gefunden werden, die von
hinreichend guter Qualitdt beziiglich globaler Konvergenz des Verfahrens sind.
Die Vereinfachung, die wir betrachten wollen, geschieht dadurch, dass die bei der
Druchschnittshildung beteiligte Menge R? durch die groite Kugel, sagen wir K,
mit Zentrum %@, die im Simplex X enthalten ist ersetzt wird. Statt (13.12) wird
also die Aufgabe

min¢’ x

(13.13) zeQ NENK

betrachtet. Man optimiere eine lineare Zielfunktion tiber dem Durchschnitt einer
Kugel K mit einem affinen Raum Q' N E. Dieses Problem ist ohne Einschaltung
eines Algorithmus durch eine explizite Formel Igsbar. Durch die Optimalldsung
von (13.13) werden die gesuchte Richtung und die Schrittlange explizit geliefert.
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Eine Modifikation ist jedoch noch nétig. Das Optimum tber Q'N EN K isti. a. ir-
rational und muss gerundet werden. Dadurch ist es moglich, dass 3**! nicht mehr
im relativen Inneren von P, bzw. der nachste (gerundete) Iterationspunkt z*+!
nicht mehr im relativ Inneren von P liegt. Statt K wahlt man daher eine kleinere
Kugel K’ mit dem gleichen Zentrum, so dass auch nach Rundung und Riicktrans-
formation garantiert ist, dass der nachste Iterationspunkt ein relativ innerer Punkt
ist.

Analytische Beschreibung eines Iterationsschrittes

Die oben gegebene anschauliche Darstellung wollen wir nun explizit vorfihren.
Wir starten also mit Problem (13.11). Wir setzen (wie beim Simplexverfahren)
voraus, dass A vollen Zeilenrang hat. AuRerdem kennen wir mit z* einen rela-
tiv inneren Punkt von P. Ist D = diag(z*) die (n, n)-Diagonalmatrix, die die

Komponenten z%, ..., z¥ von z* auf der Hauptdiagonalen enthalt, so ist durch
. 1 -1

eine projektive Transformation definiert. (7% (z) ist natlirlich nur dann endlich,
wennz ¢ H = {y € R* | 17Dy = 0} gilt. Wir werden beim Rechnen
mit 7} diese Einschrédnkung nicht weiter erwédhnen und gehen davon aus, dass
klar ist, wie die Formeln, die T}, enthalten, zu interpretieren sind.) Die projektive
Transformation 7} hat, wie leicht zu sehen ist, folgende Eingeschaften:

(13.15) Eigenschaften von T;.

@ x>0 = Ty(z)>0.

() 0Tz =1 = 17T} (z) = 1.

(¢) T ' (y) = gr5; Dy firalley € 3.
(d) Tr(E) = %.

(f) Tp(2¥) = ;iz D2k = L1 € P

171
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Die Transformation 7}, ist also eine bijektive Abbildung P — P, und ¥ — ¥,
die den Punkt z* in das Zentrum 11 von ¥ abbildet. Aus (13.15) folgt

mincfz = mincfz =  mincdT;'(y) = min 75;¢ Dy
(13.16) AT =0 zeP  yeP,=TyP) ADy =0
v=0 y>0

Das letzte Programm in (13.16) ist das in der geometrisch-anschaulichen Erldute-
rung weiter oben genannte Pogramm mit nichtlinearer Zielfunktion ﬁDyDy. Wir
linearisieren diese durch Weglassen des Nenners wie folgt:

(13.17) ¢l :=c"'D
und erhalten das lineare (Hilfs)-Programm

min e’y
ADy =0
1Ty =1
y=>0

(13.18)

Wir vereinfachen (13.18) dadurch, dass wir die Nichtnegativititsbedingung in
(13.18) durch die Bedingung ersetzen, dass y in einer Kugel um %]1 liegt. Die
groRte Kugel mit diesem Zentrum, die man dem Simplex X einbeschreiben kann,
hat den Radius ————. Wie bereits erwahnt, miissen wir aus technischen Griinden

n(n—1
eine kleinere Kugel wahlen. Es wird sich zeigen, dass man mit der Halfte dieses
optimalen Radius auskommt. Wir betrachten also das Programm

mincly
ADy =0

1 11
ly =71l <5

Das Minimum von (13.19) kann explizit bestimmt werden.

(13.20) Lemma. Die Optimallésung von (13.19) ist der Vektor

e Lo 1 1 (I — DAT(AD?A")~'AD — £11") Dc
Y TR T 2 /a(n = 1) (I — DAT(AD?AT) 1AD — L117) D]
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Beweis : Zundchst projizieren wir ¢ orthogonal auf den linearen Raum L := {z €
R" | ADx = 0,17z = 0}. Setzen wir

AD
o= ()
so ist die Projektion von ¢ auf L gegeben durch
¢= (I - BY(BBT)'B)e,

denn offenbar gilt B¢ = 0, (¢ — ¢)7¢ = 0. Beachten wir, dass AD1 = Az*F = 0
gilt, so folgt durch einfaches Ausrechnen

BET _ (AD?AT AD1\ _ [(AD?AT 0
—\Apn)T 171 ) — 0 n
2 AT\—1
(BBT)—I — (AD64 ) ?

B(BB")"'B = DAT(AD?A")~AD + 1117

und somit
¢=(I-DA"(AD’A")"'AD - 1117)e.

Fur y € L gilt nach Konstruktion ¢’y = ETy und somit ist das Minimum von
(13.19) gleich dem Minimum der Funktion ETy unter den Nebenbedingungen von
(13.19). Aufgrund unserer Konstruktion ist dieses Minimum gleich dem Mini-
mum von .

minc y

ly =71l <3——

n(n—1)’

also dem Minimum einer linearen Zielfunktion tber einer Kugel. Offenbar wird
das Minimum hier durch den Vektor angenommen, den man durch einen Schritt
vom Mittelpunkt %@ aus in Richtung —¢ mit der Lange des Kugelradius erhalt,
also durch

1
2

b 111 1
Yy =1l - o =rC
n 2/n(n-1)ll
Hieraus folgt die Behauptung. 0

Damit haben wir ein Minimum von (13.19) analytisch bestimmten kdnnen und
unser vereinfachtes Hilfsproblem geldst. Den néchsten Iterationspunkt erhédlt man
durch Anwendung der inversen projektiven Transformation 7! auf den in (13.20)
bestimmten Vektor y*+1:

1

(13.21) =T (M) = ]1TDyk+1‘Dyk“.
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Dem Hilfsprogramm (13.19) kann man ubrigens noch eine andere geometrische
Interpretation geben. Setzen wir

z:=Dy bzw. y:=D"'z

so kann man (13.19) wie folgt schreiben
T

minc' z
13.22 Az =0
( ) ) 1Dz =1
z € E(4n(7}b—1)D27 )

Denn wegen (13.17) gilt 7y = ¢’z und aus D~'z* = 1 folgt:

_ 11— 1 1
= 107 - 1 < 3=
— (2 — %x’“)TD’Q(z — %xk) < 4n(;_1)
< (z—22F)(4n(n —1))D%(z — ta¥) <1
(12.20)

& 2 € B D% 5eb)

Gehen wir vom Ursprungsproblem (13.11) aus, so bedeutet dies also, dass wir in
unserem Hilfsprogramm die Originalzielfunktion ¢ und den linearen Raum €2 un-
verandert lassen. Wir ersetzen die Hyperebene E durch By = {2 | 1" D'z = 1}
und die Nichtnegativitatsbedingung = € R” durch das Ellipsoid E(4n(1171) D?, LaF)
und optimieren hiertiber. Aus einer Optimalldsung, sagen wir z**1, von (13.22)
erhalten wir eine Optimalldsung von (13.19) durch

yk:—|—1 — D_12k+1.

Wie im Beweis von (13.20) kann man zeigen, dass (13.22) durch eine direkte
Formel geldst werden kann (das folgt natiirlich auch aus (13.20) durch die obige
Gleichung), und zwar gilt:

(13.23)

b 1o, 1 1 D(I — DAT(AD?A™)~'AD — £11") Dc
TR T2 /1) | - DAT(AD?AT)AD — 1117) De||
Hieraus ergibt sich iber (13.21) eine neue (einfache) Formel zur Berechnung des

néchsten Iterationspunktes.

1 1
k+1 k+1 k+1
(13.24) o= o o Dy* = [T 7

Damit haben wir die wesentlichen Bestandteile eines Iterationsschrittes des Karmarkar-
Algorithmus beschrieben und kdnnen ihn zusammenfassend darstellen, wobei noch
das Abbruchkriterium zu begriinden ist.
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(13.25) Der Karmarkar-Algorithmus.

Input: A € Q™™ undc € Q. Zusétzlich wird vorausgesetzt, dass %A]l =0
und cr'1 > 0 gilt.

Output: Ein Vektor x mit Az = 0, 17z = 1,z > 0 und ¢z < 0 oder die
Feststellung, dass kein derartiger Vektor existiert.

(1) Initialisierung. Setze

1

8
|

=1
=0
3

>
I

n({4) +2{c) = n)

(2) Abbruchkriterium.
(2.a) Giltk = N, dann hat Az = 0,172 = 1,2 > 0, cf'z < 0 keine
Ldsung, STOP!
(2.b) Giltc"zF < 20 dann ist eine Lésung gefunden. Falls ¢"z*F < 0,
dann ist x* eine Losung, andernfalls kann wie bei der Ellipsoidmetho-
de (Satz (12.34)) aus z* ein \Vektor T konstruiert werden mit ¢’z < 0
Az =0,1"2=1,7 > 0, STOP!
Update.
(3) (3.a) D := diag(z¥)
(3.b) ¢ := (I-DA"(AD?>A")~'AD—211") Dc (siehe Beweis von (13.20))
(3¢c) ytt =11 -1 L 1%

n

(3.d) gkt .— ﬁkaDyk—H
(3e) k:=k+1
Gehe zu (2).

O

Die Geschwindigkeit des Algorithmus héngt natiirlich nur von der Implemen-
tierung des Schrittes (3) ab. Wir haben hier die aus Lemma (13.20) gewonnene
Formel (13.21) fiir den néchsten Iterationspunkt z**! gewdhlt. Man kann z*+!
naturlich auch tber (13.23), (13.24) bestimmen. Wesentlich ist, dass man eine
Update-Formel findet, in der moglichst wenig arithmetische Operationen auftre-
ten.
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Es ist offensichtlich, dass die Hauptarbeit von (3) im Schritt (3.b) liegt. Fihrt
man ihn kanonisch aus, so werden 0(n?) Rechenschritte bendtigt. Man beachte,
dass sich in jedem Schritt nur die Diagonalmatrix D dndert. Diese Tatsache kann
man, wie Karmarkar gezeigt hat, ausnutzen, um (3) in 0(n?°) Rechenschritten zu
erledigen. Die Laufzeit betrdgt dann insgesamt 0(n%5((A) + (c))).

Wie bei der Ellipsoidmethode konnen bei der Ausfiihrung des Karmarkar-Algo-
rithmus irrationale Zahlen (durch Wurzelziehen in (3.c)) auftreten. Wir sind also
gezwungen, alle Rechnungen approximativ auszufiihren. Die dadurch auftreten-
den Rundungsfehler akkumulieren sich natiirlich. Wir missen also unsere Run-
dungsvorschriften so einrichten, dass beim Abbruch des Verfahrens eine korrekte
Schlussfolgerung gezogen werden kann. Auch das kann man wie bei der Ellip-
soidmethode erledigen. Dies sind (auf Abschatzungstechniken der linearen Alge-
bra und Analysis beruhende) Tricks, mit deren Hilfe Verfahren (13.25) in einen
polynomialen Algorithmus abgewandelt werden kann. Da insgesamt héchstens NV
Iterationen durchgefiihrt werden, folgt

(13.26) Satz. Die Laufzeit des (geeignet modifizierten) Karmarkar-Algorithmus
(13.25) zur Ldsung von Problemen des Typs (13.10) ist 0(n°({A) + (c))?).

O

Wir wollen im weiteren die Rundungsfehler vernachlédssigen und annehmen, dass
wir in perfekter Arithmetik arbeiten. Es bleibt noch zu zeigen, dass Algorithmus
(13.25) mit einem korrekten Ergebnis endet.

Zunéchst iberlegen wir uns, dass alle Punkte z* im relativ Inneren von QN ENR?
enthalten sind.

(13.27) Lemma. Firallek € {0,1,..., N} gilt Az* =0, 2% > 0, 0Tz* = 1.

Beweis : Durch Induktion tber £! Fir £ = 0 gilt die Behauptung nach Voraus-
setzung. Fir k + 1 ist € die Projektion von c auf {z | ADz = 0,172 = 0}, siehe
Beweis von (13.20). Daraus folgt ADz = 0, @*¢ = 0. Mithin ergibt sich

c)

|._‘

(1T Dyt +1) Azttt = ADyk+! = AD(%IL 11

2\/n(n—l)
AD(+1) = AzF = 0.

]

Daraus folgt Az**! = 0.

Um zF > 0 zu zeigen, stellen wir zunéchst fest, dass K := {y | [ly — 11| <
L 1)} C 7. Denn gibt es ein 7 € K mit einer nichtpositiven Komponente,
-~

1
2 /n(
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Sagen eryl S O, SO gllt Z;’L:Q(gz - %)2 S 4n(;_1) - (gl - %)2 S 4n(;_1) - n_12 =
4;23(’;f‘11) < 0, ein Widerspruch. Daraus folgt y**! > 0, und (13.21) ergibt direkt
> 0.

Aus (13.21) folgt ebenalls sofort, dass 17 2%+ = 1 gilt. [

Entscheidend fir die Abschéatzung der Anzahl der Iterationsschritte ist die folgen-
de Beobachtung.

(13.28) Lemma. Gibteseinz > 0 mit Az = 0,17z = 1 und ¢’z < 0 dann gilt
fur alle k
(CT$k+1)n 2 (chk)n

H?:l fvf“ e H?:1 xf .

O

Wir wollen uns nun tiberlegen, wieviele Iterationen im Verfahren (13.25) hochstens
durchgefuhrt werden miissen. Der erste Iterationspunkt ist der Vektor

20 = 11,
Daraus folgt mit einer groben Abschétzung aus (12.10) (a)
T2 <LV o] < LY 2t < Lo@n,

Aus Lemma (13.28) ergibt sich (unter den dort gemachten Voraussetzungen)

und somit wegen [, =¥

=11

(13.29)

In jedem Schritt schrumpft also der Zielfunktionswert um den nur von der Dimen-
sion n abhdngigen Faktor (/g Setzen wir

(13.30) N :=3n({A) 4 2n{c) — n)

dann gilt
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(13.31) Satz. Esgibteinz > 0 mit Az = 0, 172 = 1, ¢z < 0 genau dann,
wenneseink € {0,... N} gibt mit

cLgk < 9~

Beweis : “== " Angenommen, es gibteinz € P = X N Q mit 'z < 0, dann
sind die Voraussetzungen von Lemma (13.28) erfillt und folglich gilt mit (13.29)
und (13.30)

N
TN < (2)”2@>n<<2«n@g
€

wobei wir die Tatsache ausgenutzt haben, dass 3 > 10;(12) gilt.

“«= " Angenommen c'z* < 27— gilt fur ein k € {0,...,N}. Da P # 0,

ein Polytop ist, wird min{c’z | x € P} in einer Ecke von P angenommen. Nach
Satz (12.15) ist der Optimalwert dieses Programms eine rationale Zahl g mit

1 < g < 2AHDHA =20 oA He) |

Aus £ < cl'zk < 2= folgt dann 2 <o. O
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