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Zusammenfassung

Das Problem der Berechnung der chromatischen Zé@|) ist NVP-schwer, so dass es vermutlich
keinen Algorithmus gibt, der in polynomieller Zeit diese Zahl berechnen kann fajis\P). Aus
diesem Grund gewinnen Schrankém £ (G) an Bedeutung. Falls ein Algorithmus eine zulissige
Farbung auf einem Eingabegraph konstruiert, so ist die Anzahl der verwendeten Farben eine obere
Schrankefir x(G).

Diese Ausarbeitung stellt in erster Linie ein@REEDY Algoritmus und dieSMALLEST-LAST
Heuristik fur das Farben von Graphen vor. Dabei werden obere Schranken sowiedtjédidkeit der
Bestimmung der &bungszahl eines Graphen mit Hilfe dieser beiden Heuristiken, diskutiert.

Weiterhin gibt es noch zwei kleine Abschnitte zum Thema lIterated Greedy und zum Thema
Farben mit Hilfe vonAhnlichkeits-Matrizen. In diesen beiden Abschnitten werden kurz die Ideen
dieser Heuristiken vorgestellt und an einem einfachen Beispiel angewandt.

1 EinfUhrung

In diesem Abschnitt werden die b&igten Notationen und Definitionen vorgestellt, sowie ein Beispiel
aus der Praxis gegeben, wo man Grapagnfng finden kann.

1.1 Notationen

Hier sollten alle @ir diese Ausarbeitungitigen Notationen erflrt sein.

G bezeichnet einen endlichen, einfachen, ungerichteten Graghen({, E))
\%4 Knotenmenge eines Graphéh

E Kantenmenge eines Graphén(E C V x V)

n Anzahl der Knoten eines Graphen £ |V|)

A(G) maximaler Grad eines Knoten veh

§(G)  minimaler Grad eines Knoten va#

x(G)  chromatische Zahl vo&r

d(v)  Grad des Knoten

I'(v)  Menge der Nachbarknoten vom Knoten

G[W] dervon der Knotenmend& C V induzierte Subgraph vo&

Alle Graphen, die im Folgenden auftauchen, sind immer endlich, einfach und ungerichtet.

1.2 Definitionen

Gegeben sei ein Grapi = (V, E), wobei V' die Menge der Knoten un@ die Menge der Kanten
darstellen. Eing-Farbungvon einem Graphef; ist eine Abbildunge : V' — {1,...,k}, so dass
c(v) # c(u) gilt, falls uwv € E (bzw.vu € E) ist, d.h. dass zwei benachbarte Knoten nicht die gleiche
Farbe trageniarfen. Somit ist jeder Grapl|-farbbar und nur der leere Graphi & () ist 1-farbbar. Die
chromatische Zahj(G) ist das kleinsté:, so dass7 einek-Farbung besitzt. EinEarbklassen einer
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Farbung vonG ist die Menge von Knoten, welche dieselbe Farbe tragen. Dabei stellt jede Farbklasse
eine stabile Menge des Graph@rdar.

Beispiel 1.1.

zulassige Brbung unzubssige Brbung

1.3 Praxisbeispiel

In der Praxis spielt das Problem der Grapléebéing eine grofRe Rolle, sogar in unserer unmittelbaren
Umgebung findet man es wieder.

In Berlin werden jedes Jahr im Februar die Abiturklausuren geschriebeiir Btaht den Schulen
ein Zeitraum von 14 Tagen zur Vé@dung. Innerhalb dieser 14 Tage muss eine bestimmte Anzahl von
Abiturklausuren platziert werden, wobei jede Klausur ignith) nur einmal stattfinden darf. Weiterhin
ist darauf zu achten, dass sich die Klausuren eineal&ch(in der Regel zwei Leistungskursklausuren
und eine Grundkursklausur) nictiberschneiden.

Dieses Problendlt sich in ein Grapheafbungsproblem umwandeln. Im folgenden Beispiel haben
wir dies exemplarisch dargestellt.

Beispiel 1.2. Eine Schule soll” = {¢4, ..., ts} Abiturklausuren innerhalb von drei Tagen duriginfen.
In der folgenden Tabelle ist aufgelistet, welcher @ehwelche Klausuren schreibt.

Schiller | Klausur 1 | Klausur 2 | Klausur 3
81 tq to ty
ED) t3 ts te
S3 to ty ts
84 to t3 ts

Man konstruiert nun einen Graphéh= (V, E). Fir jede Klausutt; erzeugt man einen Knoten in

G. Dann figt man fir jeden Schiler s; drei Kanten ein, und zwailf jedes Paar von Klausuren, die der
Scthiler schreibt, die Kante zwischen den zugegen Knoten inG.

Dies fuhrt zu folgendem Grap&' mit einer zuéssigen Brbung:

U1 V2 U3
\_/
Uy Us Ve

Aus dieser Brbung &f3t sich nun eine dsung fir das Ausgangsproblem konstruieren. Jede Farbklasse
dieser Rarbung repiisentiert Klausuren, die am selben Tag stattfindemkn. Damit ordnet man jeder
Farbklasse einen Tag zu und &ltfur unser Beispiel eine éyliche Losung:
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Termin | Klausuren
Tag 1 ti1,ts
Tag 2 ta, 16
Tag 3 t3, ty

2 Greedy Algorithmus

Im Folgenden untersuchen wir eine Greedy-Heuristik das Graphe@dfbungsproblem. Seien dazu
G = (V,E) ein Graph undr : {1,...,n} — V eine beliebige Anordnung der Knoten des Grapfien
gegeben.

Um den Algorithmus und zuiknftige Formelnibersichtlicher zu halteniihren wir folgende Nota-
tionen ein:

e v, :=o0(i),i=1,...,n,und schreibemr = (vy,...,v,)
o fUri=1,... nsetzeV; .= {vy,...,v;}

e Subgraph; := G[V}]

2.1 Algorithmus

Der GREEDY Algorithmus geht die Knoten des Graphen in der Reihenfeiglirch und &rbt jeden
Knoten mit der niedrigsten zassigen Zahl.

Input  : GraphG = (V, E)) und eine Anordnung = (vy, ..., v,) der Knoten vorG.
Output : Anzahl der beitigten Farben. (bzw.&bung vonG)
c(vy) « 1;

for i < 2tondo
| c(v;) < min{k € N |k # c(u)Vu € T'(v;) N Vi1 };

return [{c(v) : v € V}|(bzw. c);

Algorithmus 1: GREEDY

Aus der Definition einer zélssigen Brbung folgt, dass der AlgorithmuSREEDY eine zuéssige
Knotenfarbunge konstruiert.

Beispiel 2.1. Betrachten wir folgenden Graphéh

Nun wenden wilGREEDY auf die Anordnungen; = (v, v2,v4,v3) Undoy = (v1,vg, vs, v4) an. Dies
fuhrt zu folgenden &bungen.

O O ® O

Farbung fir o,

O O O O

Farbung fir oy

Wie man sieht, &ngt die Anzahl der verwendeten Farben von der Anordrualy.
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2.2 Obere Schranke durchGREEDY

Wie bereits en#@hnt, liefern Algorithmen, die zébksige Brbungen konstruieren, obere Schrankien f
die chromatische Zahl, so auch der Algorithn@REEDY.

Proposition 2.2. Fur jede Anordnungr der Knoten eines Graphe® gilt

¢)) 2
X(G) < GREEDY(G,0) < A(G) + 1.

Beweis.Ungleichung (1) ist trivial. Br Ungleichung (2) gilt, dass in jeden&fbungsschritt dichstens
IT(v;) N Vi—q| < d(v;) < A(G) viele Farbenifir den Knoterw; verboten sein &nnen. Also kommt
GREEDY unabtingig vono stets mit den Farbefll, ..., A(G) + 1} aus. O

Fur ungerade Kreise und volisidige Graphen gilt(G) = A(G)+1, somit liefert der Algorithmus
GREEDY in diesen Rllen fur jede Anordnung die chromatische Zahl. Jedoch gibt es Graphen, beide-
nen dieser Algorithmus auf einer Anordnusdpeliebig schlecht wird, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 2.3. Wir betrachten den folgenden bipartiten Graplien= (U, V, E) mit |U| = |V| = k,
U={uy,...u}, V=Av1,...,0undE = (U x V)\{{u;,v;} :i=1,...,k}:

G|, ist 2-farbbar, der Algorithmu§&REEDY beritigt aber bei jeder Anordnung, bei der aufstetsv;
folgtfuri=1,...,k,
E=A(Gr)+1

viele Farben. Dies zeigt, da&REEDY i.a. beliebig schlechtedfbungen liefert.

2.3 Bestimmung der chromatischen Zahl mitGREEDY

Das folgende Lemma liefert eineddlichkeit, die chromatische Zahl mit Hilfe des AlgorithnmBgeEDY
zu bestimmen. (Nétlich nicht in polynomieller Zeit.)

Lemma 2.4. Fir jeden GrapherG gibt es eine Anordnung* seiner Knoten, auf deGREEDY eine
optimale Farbung konstruiert, d.h. es gilt

X(G) = min GREEDY(G, 0)

oeSy
Beweis.SeienSy, . .., Sy () die Farbklassen vof in einery (G)-Farbungs* = (vy, .. ., v,) enthalte
zurachst die Knoten vof; in beliebiger Reihenfolge, dann die véau.s.w., d.ho* = (S5, ..., SX(G)).
Es folgt GREEDY(G, 0*) = x(G). O

Das Problem ist, dass man eine Anordnuiig.a. im Voraus nicht kennt. Mandnnte alle ndglichen
Permutation durchlaufen und §dG) bestimmen. Dies ist aber kein polynomieller Algorithmus, da es
n! Permutationen gibt und nach der Stirlingschen Formel

n

)

(&

gilt.



Greedy-Farbung und Verwandtes 5

3 Smallest-Last Heuristik

Wir haben gesehen, dass die Anordnug= (vy,...,v,) der Knoten eines Graphen einen Einflu3
auf die Farbungszahl hat, die der Algorithm@REeEeDY liefert. In diesem Abschnitt betrachten wir
die SMALLEST-LAST Heuristik, bei der man die Knoten eines Graphen erst sortiert, bevor man den
AlgorithmusGREEDY anwendet.

3.1 Smallest-Last Anordnung

Fur deni-ten Knotenv; sind im AlgorithmusGREEDY hochstensig, (v;) viele Farben verboten. So-
mit kommt GREEDY stets mitmax;<;<, dg, (v;) + 1 vielen Farben aus. Wir schreiben im Folgenden
abkirzend

b(o) := Joax. dg, (v;),
fallso = (v1,...,v,). Durch Minimierungliber allen! Anordnungerv € S,, der Knotenmenge e#ft
man damit folgende obere Schranke £(G)

X(G) < min b(o) +1, 1)
welche abRngig vone ist.
Eine Anordnung der Knoten, bei der dieses Minimum angenommen \agst $ich mit dem Algo-
rithmus 2 konstruieren.

Input : GraphG = (V, E)

Output : Anordnungosy, = (v1,...,0n)

for ¢ «— n downtol do
wabhle einen Knoten minimalen GradesGralsv; der Anordnungrsr;
G:=G—w;

return ogr;

Algorithmus 2: SL-ANORDNUNG
Jede Permutation der Knotenmenge eines Graphen, die man so erhalten kansmbh#dt-last
Anordnung Es gilt folgende interessante Maximum-Minimum-Beziehung.

Proposition 3.1. Fur jede smallest-last Anordnungy;, der Knotenmenge eines Graphen gilt:

blosr) = max 0(H) = mmin b(o),

wobei das Maximuriiber alle Subgraphe# vonG genommen wird.

Beweis. Fur jede smallest-last Anordnung;, = (v1,...,v,) der Knotenmenge eines Graphen gilt

blosr) < 121%)(” dg, (v;) < 121%)%5(Gi) < mI?X(S(H),
da aus dem AlgorithmuSL-ANORDNUNG folgt, dassig, (v;) = 6(G;) fur alleq.
Sei andererseitH* ein Subgraph vod' mit §(H*) = maxyg §(H). Dann gilt fir jede Permutation
o der Knotenmenge vo@', wenn; = j(o) den kleinsten Index bezeichnet, so d&&sSubgraph von
Gj ist:

Also gilt maxy §(H) < min,eg, b(o). Die Ungleichungnin,cs, b(o) < b(ogy,) schlieBlich ist trivi-
al. O
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3.2 Algorithmus und obere Schranke

Die FarbungsheuristilSMALLEST-LAST ordnet die Knoten eines Graphéhzurachst mit Hilfe des
AlgorithmusSL-ANORDNUNGIN eine smallest-last Anordnung und wendet auf diese den Algorithmus
GREEDY an. Aus der Proposition 3.1 erhalten wir die folgende Schrainkg(G).

Korollar 3.2. SeiG ein Graph undrs;, eine smallest-last Anordnung seiner Knoten. Dann gilt

X(G) < GREEDY(G, 051) < maxd(H) +1,

wobei das Maximuriiber alle Subgraphef/ vonG genommen wird.
Beweis. Folgt aus der Proposition 3.1 und der Ungleichung (1) von Seite 5. O

Beispiel 3.3. Gegeben sei folgender Gragh

Als erstes erzeugen wir eine smallest-last Anordnung mit dem AlgoritfBlu$\NORDNUNG. Der
Algorithmus liefert die Anordnung

osL = (Ug,Us,v67U77U5,U4,U37U27U1),

falls man im Falle einer nicht eindeutigen Auswahl den tie breaker kleinster Index benutzt.
Nun wenden wilGREEDY auf diese Anordnung sy, an und erhalten eingFarbung.

Sy = {v1,v2,v5,06,v9}, S2 = {v3,v4, 07,08}
GREEDY liefert eine optimale Brbung §(G) = 2). Dies ist kein Zufall wie der folgende Satz zeigt.
Satz 3.4. Die SMALLEST-LAST Heuristik farbt alle Walder optimal.

Beweis.SeiG = (V, E) ein Wald. FallsV" = {) ist nichts zu zeigen. Sei ndn # (.
1. FallE £ 0
Fur alleWw C V gilt, dass der Subgraphi[W] wieder ein Wald ist. Somit folgt,

mI%X(S(H) <1, (2)

wobei das Maximuniiber alle SubgrapheH von G genommen wird. Die Ungleichung 2 wird zur
Gleichung,da ein Subgraph existiert, der ein Baumist4 (). Aus dem Korollar 3.2 folgt nun, dass
GREEDY auf jeder smallest-last Anordnung der Knoten v@rdie chromatische Zah{(G) = 2 be-
stimmt.

2.FallE =0
Somit ist G 1-farbbar und deiGREeDY Algorithmus liefert fir jede Anordnung die chromatische
Zahl. O

Ebenso wie ifir denGREEDY Algorithmus Bsst sich auchif denSMALLEST-LAST Algorithmus
ein Beispiel angeben, welches zeigt, dassSlexLLEST-LAST Algorithmus beliebig schlechteidfbung
liefert. In [4] findet man eine Konstruktioriif solch einen Graphen.
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4 Iterated Greedy

Die meisten Algorithmen machen nur einen einzigen Durchlauf, um e@mbuRg zu produzieren.
Der Algorithmusl TERATED GREEDY, der in diesem Abschnitt vorgestellt wird, wendet hingegen den
GREEDY mehrmals an (z.BLO- |[V'| mal) und versucht, in jeder Iteration diéfBung zu verbessern. Da-
bei ist die Idee, die gewonnenen Informationen aus vergangenen Bufehlfir den réchsten Durch-
lauf zu nutzen.

4.1 Algorithmus

Der ITERATED GREEDY bekommt wieGREEDY einen Grapheid: und eine Anordnung der Knoten

von G Ubergeben. Nun wirdSREEDY iterativ angewandt, wobei zwischen jeder Iteration eine neue
Anordnungo in Abhangigkeit der aktuellend@bung konstruiert wird. Die Behauptung ist, wengeine
Anordnung ist wo Knoten mit der gleichen Farbe benachbart sind, dann konstruiert der Algorithmus
GREEDY im nachsten Durchlauf einedifoung, die nicht schlechter ist als die vorherige.

Lemma 4.1. Sei Sy, ..., S, die Farbklassen einek-Farbung des Grapheid:, 7 eine Permutation
dieser Farbklassen ungl = (S (1), Sx(2), - - - » S=(k)), dann gilt:

GREEDY(G,0) < k.

Beweis.Wenn man zeigt dagi < {1,...,k}Vv € Sy : c(v) < 1, folgt die Behauptung. Dies kann
mit Hilfe der vollséndigen Induktion gezeigt werden.

IA: Fur k = 1 ist das Klar.

IS: (k — 1) — k Annahmedv € S () : c(v) =k + 1

= Jv*el(v):clv*) =k

Nach Induktionsvoraussetzung gilt, da&s1), . . . , Sx—1) Mit k — 1 Farben gedrbt werden.

= 0v* € S.,T(k)

Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass. ., Sy, einek-Farbung sind, denn dann kann
v* nicht gleichzeitig ein Nachbarknoten versein und sich in der selben Farbklasse wieefinden.

= Behauptung O

Es ist klar, dass die Anordnung der Knoten innerhalb einer Farbklasse keine @dllie fachste
Farbung, diecGREEDY konstruiert, spielt.

Beispiel 4.2. Betrachten wir folgenden Graphéhund die Anordnung = (v1, ve, vs, V4, Us, Ug).

0 @ U3

Im ersten Durchlauf konstruie@REEDY die Farbklasse
Sy = {v1,v2}, 82 = {v3,v4}, S3 = {vs}, 54 = {v6}.

Nun erzeugen wir uns eine neue Anordnungn Abhangigkeit der aktuellend@bung. Dies tun wir,
indem wir die Farbklassen in umgekehrter Reihenfolge anordnen und erhalten:

g = (’U67 Vs, V3, Vg, V1, 'UQ).
Wendet man nuGREEDY erneut auf diese Anordnung an, erhalten wir éifféarbung:
Sy = {v1,v3,v6}, S2 = {va,v4,v5}

Der ITERATED GREEDY hat fur dieses Beispiel eine optimal@ung produziert.
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4.2 Umordnungen

Nun gibt es wieder viele Kglichkeiten, die Farbklassen nach einer Iteration umzuordnen. Im Folgenden
stellen wir einige Ideen vor.

Umgekehrte Reihenfolge Bei dieser Umordnung dreht man einfach die Farbklassen um (siehe Bei-
spiel 4.2).

Wachsende Mengen-Gof3e Mit Mengen-GbR3e ist die Anzahl der Elemente in einer Farbklasse ge-
meint, so dass Mengen mit wenigen Elemente nach vorn gepackt werden. Die Idee ist, dass Farbklassen
mit wenigen Elementen auch (eventuell) weniger Nachbarknoten haben und somit die Wahrscheinlich-
keit, dass andere Knoten noch dazu passen, grof3 ist.

Fallende Mengen-Gib3e Analog zu wachsenden MengendBen, nur das hier die @Bten Men-
gen nach vorne gepackt werden. Diese Idee entsteht aus der Tatsache, dass man manchmal nach einer
grofdten unabiingigen Menge sucht.

zufallige Umordnung Diese Moglichkeit soll davor sahitzen, nicht in Schleifen zu gelangen, wie es
bei den anderen Methoderbglich ist.

Neben diesen Kglichkeiten gibt es nétlich noch viele andere. In der Praxis hat sich erwiesen,
dass eine Mischstrategie die besten Resultate liefert.

Der ITERATED GREEDY ist natirlich nicht in der Lage die &bungszahl eines beliebigen Graphen
zu bestimmen. Schlimmer noch, er ist genauso schlecht wie ein einzelner Durchl&Rdesy Al-
gorithmus, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.3. Betrachten wir nun wieder den Graphen aus Beispiel 218Bdiesen Graphen konstruiert
GREEDY im worst case eing-Farbung mit Farbklassen

Sy = {uy,v1}, Se = {ug,va},..., S = {uk, vi}.

Wenn dies passiert, gibt es keine Umordnung der Farbklassen, die zu einer Verbesseruargudey F
im nachsten Durchlaufifhrt.

5 Ahnlichkeits-Matrizen

In diesem Abschnitt stellen wir nun noch die Idee, Graphen mit Hilfe Abnlichkeits-Matrizen zu
farben, vor. Betrachten wir dazu zuerst folgendes Beispiel.

Beispiel 5.1. Der GraphG aus Beispiel 4.2 und die Anordnurg= (v, vs, v3, v4, vs, vg) flhren zu
einer4-Farbung, wenn man deBREEDY Algorithmus anwendet. Der Graphi ist jedoch2-farbbar

(51 = {01703,1)6}752 = {02,114,1)5})-

Wenn man sich das Beispiel genauer anschaut, sieht man, dass Getggldy die Knotenv; und
vy Mit der gleichen Farbe géfbt hat, er einé-Farbung mitk > 2 liefert. Die Frage ist nun, wie man
dies verhindern kann? Manduhte in irgendeiner Form ausaken, dass; undwv, nicht, soahnlich*
sind, wobeiahnlich in Bezug zur Farbe zu sehen ist, die die Knoten bei eifudaufRg bekommen.

5.1 Definitionen

Definition 5.2. SeiG = (V, E) ein beliebiger Graph, dann ist dieonflikt-Matrix C' € {0, 1}/VIxIV
definiert als
{1 falls v; undv; benachbart
Cij =

0 sonst
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Definition 5.3. SeiG' = (V, E) ein beliebiger Graph und' die zugeldrige Konflikt-Matrix, dann ist
die Ahnlichkeits-MatrixS € NIVIxIVI definiert als

0 falls Cij = 1
Sij = 1 falls ¢ :]
14> (cik Acji) sonst

wobei

1 falls¢;y, = Cik = 1
Cik 1\ Ck = 0 sonst

5.2 Algorithmus

Nun folgt der AlgorithmusAHNLICHKEITS-GREEDY. Dieser ist nur ideenhaft aufgeschrieben.

Input  : GraphG = (V, E) und zugebrige Ahnlichkeits-Matrix.S
Output : gefarbter Grapl

a < grofdter Wert inS;

for i «— adowntol do
foreach Knotenpaar ¢;, v;) : s;; = a do
| COLORPAIR(v;, v;);

if G gefarbtthen
| break;

return gefarbten Graplt;

Algorithmus 3: AHNLICHKEITS-GREEDY

Bleibt zu klaren, wasCoLORPAIR mit den beiden Knoten macht. Dazu folgt nun eine kurze Algo-
rithmusskizze, wobei vorher eélnt werden sollte, dass ein Knotenignoriert werden kann, wenn
gilt dg(v;) < #(bereits benutzter FarpeDenn in diesem Fall kann, immer einer bereits vorhanden
Farbklasse zugewiesen werden.

COLORPAIR(v;, v5)
(@) v; und v; sind gefarbt
1. Gehe zum achsten Paar

(b) Einer der Knoten ist gefarbt (oBdA v;)

1. Fallsdg(v,) < #(benutzter Farbe dann ignoriere; und gehe zuméachsten Paar
2. Fallsv; zur Farbklasse von; passt, dannérbev; wie v;
3. Gehe zum achsten Paar
(c) Beide sind noch nicht gefirbt
1. Fallsdg(v;) < #(benutzter Farbeund dg(v;) < #(benutzter Farbe dann ignorierey;
undwv; und gehe zumachsten Paar
2. Finde Farbklasse, wo beide hinein passen angkf sie mit dieser Farbe
3. Falls es keine solche Farbklasse gibt, dann benutze eine neue ifarperfd v,
4. Gehe zum achsten Paar
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Im AlgorithmusAHNLICHKEITS-GREEDY wird jeder Knoten mindestes einmal angefassk;gda: 1.
Teilweise werden die Knoten mehrmals angefasst. Nun folgt noch ein Beispiel.

Beispiel 5.4.Betrachten wir nun den Graphen aus Beispiel 4.2 @nlef ihn mit Hilfe vorAhnlichkeits-
Matrizen. Dazu betigen wir die Konflikt-MatrixC' und dieAhnlichkeits-Matrix.S.

Konflikt-Matrix C Ahnlichkeits-Matrix.S
Cij |1 2 3 4 5 6 Si; |1 2 3 4 5 6
1 {0 0 0 1 1 0 1 1 1 2 0 0 3
2 /0 0 1 0 0 1 2 /1 1 0 2 3 0
310 1 0 0 1 0 312 0 1 1 0 3
4 1 0 0 0 0 1 4 10 2 1 1 3 0
5 1 0 1 0 0 1 510 3 0 3 1 0
6 |10 1 0 1 1 0 6 |3 0 3 0 0 1

Der AlgorithmusAHNLICHKEITS-GREEDY konstruiert eine-Farbung

S1{v1,v3,v6}, S2{va, va, vs5}.
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