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Zusammenfassung

Das Problem der Berechnung der chromatischen Zahlχ(G) istNP-schwer, so dass es vermutlich
keinen Algorithmus gibt, der in polynomieller Zeit diese Zahl berechnen kann (fallsP 6= NP). Aus
diesem Grund gewinnen Schranken für χ(G) an Bedeutung. Falls ein AlgorithmusA eine zul̈assige
Färbung auf einem Eingabegraph konstruiert, so ist die Anzahl der verwendeten Farben eine obere
Schranke f̈ur χ(G).

Diese Ausarbeitung stellt in erster Linie einenGREEDY Algoritmus und dieSMALLEST-LAST

Heuristik für das F̈arben von Graphen vor. Dabei werden obere Schranken sowie die Möglichkeit der
Bestimmung der F̈arbungszahl eines Graphen mit Hilfe dieser beiden Heuristiken, diskutiert.

Weiterhin gibt es noch zwei kleine Abschnitte zum Thema Iterated Greedy und zum Thema
Färben mit Hilfe vonÄhnlichkeits-Matrizen. In diesen beiden Abschnitten werden kurz die Ideen
dieser Heuristiken vorgestellt und an einem einfachen Beispiel angewandt.

1 Einführung

In diesem Abschnitt werden die benötigten Notationen und Definitionen vorgestellt, sowie ein Beispiel
aus der Praxis gegeben, wo man Graphenfärbung finden kann.

1.1 Notationen

Hier sollten alle f̈ur diese Ausarbeitung nötigen Notationen erklärt sein.

G bezeichnet einen endlichen, einfachen, ungerichteten Graphen (G = (V,E))
V Knotenmenge eines GraphenG
E Kantenmenge eines GraphenG (E ⊆ V × V )
n Anzahl der Knoten eines Graphen (n = |V |)
∆(G) maximaler Grad eines Knoten vonG
δ(G) minimaler Grad eines Knoten vonG
χ(G) chromatische Zahl vonG
d(v) Grad des Knotenv
Γ(v) Menge der Nachbarknoten vom Knotenv
G[W ] der von der KnotenmengeW ⊆ V induzierte Subgraph vonG

Alle Graphen, die im Folgenden auftauchen, sind immer endlich, einfach und ungerichtet.

1.2 Definitionen

Gegeben sei ein GraphG = (V,E), wobeiV die Menge der Knoten undE die Menge der Kanten
darstellen. Einek-Färbungvon einem GraphenG ist eine Abbildungc : V → {1, . . . , k}, so dass
c(v) 6= c(u) gilt, falls uv ∈ E (bzw.vu ∈ E) ist, d.h. dass zwei benachbarte Knoten nicht die gleiche
Farbe tragen d̈urfen. Somit ist jeder Graph|V |-färbbar und nur der leere Graph (E = ∅) ist1-färbbar. Die
chromatische Zahlχ(G) ist das kleinstek, so dassG einek-Färbung besitzt. EineFarbklassein einer
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Färbung vonG ist die Menge von Knoten, welche dieselbe Farbe tragen. Dabei stellt jede Farbklasse
eine stabile Menge des GraphenG dar.

Beispiel 1.1.

zulässige F̈arbung unzul̈assige F̈arbung

1.3 Praxisbeispiel

In der Praxis spielt das Problem der Graphenfärbung eine große Rolle, sogar in unserer unmittelbaren
Umgebung findet man es wieder.

In Berlin werden jedes Jahr im Februar die Abiturklausuren geschrieben. Dafür steht den Schulen
ein Zeitraum von 14 Tagen zur Verfügung. Innerhalb dieser 14 Tage muss eine bestimmte Anzahl von
Abiturklausuren platziert werden, wobei jede Klausur (natürlich) nur einmal stattfinden darf. Weiterhin
ist darauf zu achten, dass sich die Klausuren eines Schülers (in der Regel zwei Leistungskursklausuren
und eine Grundkursklausur) nichtüberschneiden.

Dieses Problem läßt sich in ein Graphenfärbungsproblem umwandeln. Im folgenden Beispiel haben
wir dies exemplarisch dargestellt.

Beispiel 1.2.Eine Schule sollT = {t1, . . . , t6} Abiturklausuren innerhalb von drei Tagen durchführen.
In der folgenden Tabelle ist aufgelistet, welcher Schüler welche Klausuren schreibt.

Schüler Klausur 1 Klausur 2 Klausur 3
s1 t1 t2 t4
s2 t3 t5 t6
s3 t2 t4 t5
s4 t2 t3 t5

Man konstruiert nun einen GraphenG = (V, E). Für jede Klausurti erzeugt man einen Knotenvi in
G. Dann f̈ugt man f̈ur jeden Scḧuler si drei Kanten ein, und zwar für jedes Paar von Klausuren, die der
Scḧuler schreibt, die Kante zwischen den zugehörigen Knoten inG.
Dies führt zu folgendem GraphG mit einer zul̈assigen F̈arbung:

v4 v5 v6

v1 v2 v3

Aus dieser F̈arbung l̈aßt sich nun eine L̈osung f̈ur das Ausgangsproblem konstruieren. Jede Farbklasse
dieser F̈arbung repr̈asentiert Klausuren, die am selben Tag stattfinden können. Damit ordnet man jeder
Farbklasse einen Tag zu und erhält für unser Beispiel eine m̈ogliche L̈osung:
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Termin Klausuren
Tag 1 t1, t5
Tag 2 t2, t6
Tag 3 t3, t4

2 Greedy Algorithmus

Im Folgenden untersuchen wir eine Greedy-Heuristik für das Graphenfärbungsproblem. Seien dazu
G = (V, E) ein Graph undσ : {1, . . . , n} → V eine beliebige Anordnung der Knoten des GraphenG
gegeben.

Um den Algorithmus und zuk̈unftige Formeln̈ubersichtlicher zu halten, führen wir folgende Nota-
tionen ein:

• vi := σ(i), i = 1, . . . , n, und schreibenσ = (v1, . . . , vn)

• für i = 1, . . . , n setzeVi := {v1, . . . , vi}

• SubgraphGi := G[Vi]

2.1 Algorithmus

Der GREEDY Algorithmus geht die Knoten des Graphen in der Reihenfolgeσ durch und f̈arbt jeden
Knoten mit der niedrigsten zulässigen Zahl.

Input : GraphG = (V,E) und eine Anordnungσ = (v1, . . . , vn) der Knoten vonG.
Output : Anzahl der ben̈otigten Farben. (bzw. F̈arbung vonG)

c(v1) ← 1;
for i ← 2 to n do

c(vi) ← min{k ∈ N | k 6= c(u)∀u ∈ Γ(vi) ∩ Vi−1};
return |{c(v) : v ∈ V }|(bzw. c);

Algorithmus 1: GREEDY

Aus der Definition einer zulässigen F̈arbung folgt, dass der AlgorithmusGREEDY eine zul̈assige
Knotenf̈arbungc konstruiert.

Beispiel 2.1. Betrachten wir folgenden GraphenG:

v1 v2 v3 v4

Nun wenden wirGREEDY auf die Anordnungenσ1 = (v1, v2, v4, v3) undσ2 = (v1, v2, v3, v4) an. Dies
führt zu folgenden F̈arbungen.

Färbung f̈ur σ1

Färbung f̈ur σ2

Wie man sieht, ḧangt die Anzahl der verwendeten Farben von der Anordnungσ ab.
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2.2 Obere Schranke durchGREEDY

Wie bereits erẅahnt, liefern Algorithmen, die zulässige F̈arbungen konstruieren, obere Schranken für
die chromatische Zahl, so auch der AlgorithmusGREEDY.

Proposition 2.2. Für jede Anordnungσ der Knoten eines GraphenG gilt

χ(G)
(1)

≤ GREEDY(G, σ)
(2)

≤ ∆(G) + 1.

Beweis.Ungleichung (1) ist trivial. F̈ur Ungleichung (2) gilt, dass in jedem Färbungsschritt ḧochstens
|Γ(vi) ∩ Vi−1| ≤ d(vi) ≤ ∆(G) viele Farben f̈ur den Knotenvi verboten sein k̈onnen. Also kommt
GREEDY unabḧangig vonσ stets mit den Farben{1, . . . , ∆(G) + 1} aus.

Für ungerade Kreise und vollständige Graphen giltχ(G) = ∆(G)+1, somit liefert der Algorithmus
GREEDY in diesen F̈allen für jede Anordnungσ die chromatische Zahl. Jedoch gibt es Graphen, beide-
nen dieser Algorithmus auf einer Anordnungσ beliebig schlecht wird, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 2.3. Wir betrachten den folgenden bipartiten GraphenGk = (U, V, E) mit |U | = |V | = k,
U = {u1, . . . uk}, V = {v1, . . . , vk} undE = (U × V )\{{ui, vi} : i = 1, . . . , k}:

· · ·

· · ·u1 u2 u3 uk

v1 v2 v3 vk

Gk ist 2-färbbar, der AlgorithmusGREEDY ben̈otigt aber bei jeder Anordnung, bei der aufui stetsvi

folgt für i = 1, . . . , k,
k = ∆(Gk) + 1

viele Farben. Dies zeigt, dassGREEDY i.a. beliebig schlechte F̈arbungen liefert.

2.3 Bestimmung der chromatischen Zahl mitGREEDY

Das folgende Lemma liefert eine M̈oglichkeit, die chromatische Zahl mit Hilfe des AlgorithmusGREEDY

zu bestimmen. (Natürlich nicht in polynomieller Zeit.)

Lemma 2.4. Für jeden GraphenG gibt es eine Anordnungσ∗ seiner Knoten, auf derGREEDY eine
optimale F̈arbung konstruiert, d.h. es gilt

χ(G) = min
σ∈Sn

GREEDY(G, σ)

Beweis.SeienS1, . . . , Sχ(G) die Farbklassen vonG in einerχ(G)-Färbung.σ∗ = (v1, . . . , vn) enthalte
zun̈achst die Knoten vonS1 in beliebiger Reihenfolge, dann die vonS2 u.s.w., d.h.σ∗ = (S1, . . . , Sχ(G)).
Es folgtGREEDY(G, σ∗) = χ(G).

Das Problem ist, dass man eine Anordnungσ∗ i.a. im Voraus nicht kennt. Man könnte alle m̈oglichen
Permutation durchlaufen und soχ(G) bestimmen. Dies ist aber kein polynomieller Algorithmus, da es
n! Permutationen gibt und nach der Stirlingschen Formel

n! ∼ √
sπn

(
n

e

)n

gilt.
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3 Smallest-Last Heuristik

Wir haben gesehen, dass die Anordnugσ = (v1, . . . , vn) der Knoten eines Graphen einen Einfluß
auf die F̈arbungszahl hat, die der AlgorithmusGREEDY liefert. In diesem Abschnitt betrachten wir
die SMALLEST-LAST Heuristik, bei der man die Knoten eines Graphen erst sortiert, bevor man den
AlgorithmusGREEDY anwendet.

3.1 Smallest-Last Anordnung

Für deni-ten Knotenvi sind im AlgorithmusGREEDY höchstensdGi
(vi) viele Farben verboten. So-

mit kommt GREEDY stets mitmax1≤i≤n dGi(vi) + 1 vielen Farben aus. Wir schreiben im Folgenden
abk̈urzend

b(σ) := max
1≤i≤n

dGi(vi),

falls σ = (v1, . . . , vn). Durch Minimierungüber allen! Anordnungenσ ∈ Sn der Knotenmenge erhält
man damit folgende obere Schranke für χ(G)

χ(G) ≤ min
σ∈Sn

b(σ) + 1, (1)

welche abḧangig vonσ ist.
Eine Anordnung der Knoten, bei der dieses Minimum angenommen wird, lässt sich mit dem Algo-

rithmus 2 konstruieren.

Input : GraphG = (V,E)
Output : AnordnungσSL = (v1, . . . , vn)

for i ← n downto1 do
wähle einen Knoten minimalen Grades inG alsvi der AnordnungσSL;
G := G− vi;

return σSL;

Algorithmus 2: SL-ANORDNUNG

Jede Permutation der Knotenmenge eines Graphen, die man so erhalten kann, heißtsmallest-last
Anordnung. Es gilt folgende interessante Maximum-Minimum-Beziehung.

Proposition 3.1. Für jede smallest-last AnordnungσSL der Knotenmenge eines Graphen gilt:

b(σSL) = max
H

δ(H) = min
σ∈Sn

b(σ),

wobei das Maximum̈uber alle SubgraphenH vonG genommen wird.

Beweis.Für jede smallest-last AnordnungσSL = (v1, . . . , vn) der Knotenmenge eines Graphen gilt

b(σSL) ≤ max
1≤i≤n

dGi(vi) ≤ max
1≤i≤n

δ(Gi) ≤ max
H

δ(H),

da aus dem AlgorithmusSL-ANORDNUNG folgt, dassdGi(vi) = δ(Gi) für allei.
Sei andererseitsH∗ ein Subgraph vonG mit δ(H∗) = maxH δ(H). Dann gilt f̈ur jede Permutation

σ der Knotenmenge vonG, wennj = j(σ) den kleinsten Index bezeichnet, so dassH∗ Subgraph von
Gj ist:

max
H

δ(H) = δ(H∗) ≤ dH∗(vj) ≤ dGj (vj) ≤ b(σ).

Also gilt maxH δ(H) ≤ minσ∈Sn b(σ). Die Ungleichungminσ∈Sn b(σ) ≤ b(σSL) schließlich ist trivi-
al.
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3.2 Algorithmus und obere Schranke

Die FärbungsheuristikSMALLEST-LAST ordnet die Knoten eines GraphenG zun̈achst mit Hilfe des
AlgorithmusSL-ANORDNUNG in eine smallest-last Anordnung und wendet auf diese den Algorithmus
GREEDY an. Aus der Proposition 3.1 erhalten wir die folgende Schranke für χ(G).

Korollar 3.2. SeiG ein Graph undσSL eine smallest-last Anordnung seiner Knoten. Dann gilt

χ(G) ≤ GREEDY(G, σSL) ≤ max
H

δ(H) + 1,

wobei das Maximum̈uber alle SubgraphenH vonG genommen wird.

Beweis.Folgt aus der Proposition 3.1 und der Ungleichung (1) von Seite 5.

Beispiel 3.3. Gegeben sei folgender GraphG:

v1 v5

v4 v8

v9

v2 v6

v3 v7

Als erstes erzeugen wir eine smallest-last Anordnung mit dem AlgorithmusSL-ANORDNUNG. Der
Algorithmus liefert die Anordnung

σSL = (v9, v8, v6, v7, v5, v4, v3, v2, v1),

falls man im Falle einer nicht eindeutigen Auswahl den tie breaker kleinster Index benutzt.
Nun wenden wirGREEDY auf diese AnordnungσSL an und erhalten eine2-Färbung.

S1 = {v1, v2, v5, v6, v9}, S2 = {v3, v4, v7, v8}

GREEDY liefert eine optimale F̈arbung (χ(G) = 2). Dies ist kein Zufall wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.4. Die SMALLEST-LAST Heuristik f̈arbt alle Wälder optimal.

Beweis.SeiG = (V, E) ein Wald. FallsV = ∅ ist nichts zu zeigen. Sei nunV 6= ∅.
1. Fall E 6= ∅
Für alleW ⊆ V gilt, dass der SubgraphG[W ] wieder ein Wald ist. Somit folgt,

max
H

δ(H) ≤ 1, (2)

wobei das Maximum̈uber alle SubgraphenH von G genommen wird. Die Ungleichung 2 wird zur
Gleichung,da ein Subgraph existiert, der ein Baum ist (E 6= ∅). Aus dem Korollar 3.2 folgt nun, dass
GREEDY auf jeder smallest-last Anordnung der Knoten vonG die chromatische Zahlχ(G) = 2 be-
stimmt.
2. Fall E = ∅
Somit ist G 1-färbbar und derGREEDY Algorithmus liefert f̈ur jede Anordnung die chromatische
Zahl.

Ebenso wie f̈ur denGREEDY Algorithmus l̈asst sich auch für denSMALLEST-LAST Algorithmus
ein Beispiel angeben, welches zeigt, dass derSMALLEST-LAST Algorithmus beliebig schlechte Färbung
liefert. In [4] findet man eine Konstruktion für solch einen Graphen.
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4 Iterated Greedy

Die meisten Algorithmen machen nur einen einzigen Durchlauf, um eine Färbung zu produzieren.
Der AlgorithmusITERATED GREEDY, der in diesem Abschnitt vorgestellt wird, wendet hingegen den
GREEDY mehrmals an (z.B.10 · |V |mal) und versucht, in jeder Iteration die Färbung zu verbessern. Da-
bei ist die Idee, die gewonnenen Informationen aus vergangenen Durchläufen f̈ur den n̈achsten Durch-
lauf zu nutzen.

4.1 Algorithmus

Der ITERATED GREEDY bekommt wieGREEDY einen GraphenG und eine Anordnungσ der Knoten
von G übergeben. Nun wirdGREEDY iterativ angewandt, wobei zwischen jeder Iteration eine neue
Anordnungσ in Abhängigkeit der aktuellen F̈arbung konstruiert wird. Die Behauptung ist, wennσ eine
Anordnung ist wo Knoten mit der gleichen Farbe benachbart sind, dann konstruiert der Algorithmus
GREEDY im nächsten Durchlauf eine Färbung, die nicht schlechter ist als die vorherige.

Lemma 4.1. Sei S1, . . . , Sk die Farbklassen einerk-Färbung des GraphenG, π eine Permutation
dieser Farbklassen undσ = (Sπ(1), Sπ(2), . . . , Sπ(k)), dann gilt:

GREEDY(G, σ) ≤ k.

Beweis.Wenn man zeigt das∀i ∈ {1, . . . , k}∀v ∈ Sπ(i) : c(v) ≤ i, folgt die Behauptung. Dies kann
mit Hilfe der vollsẗandigen Induktion gezeigt werden.
IA: Für k = 1 ist das klar.
IS: (k − 1) → k Annahme∃v ∈ Sπ(k) : c(v) = k + 1
⇒ ∃v∗ ∈ Γ(v) : c(v∗) = k
Nach Induktionsvoraussetzung gilt, dassSπ(1), . . . , Sπ(k−1) mit k − 1 Farben gef̈arbt werden.
⇒ v∗ ∈ Sπ(k)

Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, dassS1, . . . , Sk einek-Färbung sind, denn dann kann
v∗ nicht gleichzeitig ein Nachbarknoten vonv sein und sich in der selben Farbklasse wiev befinden.
⇒ Behauptung

Es ist klar, dass die Anordnung der Knoten innerhalb einer Farbklasse keine Rolle für die n̈achste
Färbung, dieGREEDY konstruiert, spielt.

Beispiel 4.2. Betrachten wir folgenden GraphenG und die Anordnungσ = (v1, v2, v3, v4, v5, v6).

v4 v6 v2

v1 v5 v3

Im ersten Durchlauf konstruiertGREEDY die Farbklasse

S1 = {v1, v2}, S2 = {v3, v4}, S3 = {v5}, S4 = {v6}.
Nun erzeugen wir uns eine neue Anordnungσ in Abhängigkeit der aktuellen F̈arbung. Dies tun wir,
indem wir die Farbklassen in umgekehrter Reihenfolge anordnen und erhalten:

σ = (v6, v5, v3, v4, v1, v2).

Wendet man nunGREEDY erneut auf diese Anordnung an, erhalten wir eine2-Färbung:

S1 = {v1, v3, v6}, S2 = {v2, v4, v5}
Der ITERATED GREEDY hat für dieses Beispiel eine optimale Fäbung produziert.



8 Seminar Graphenf̈arbung

4.2 Umordnungen

Nun gibt es wieder viele M̈oglichkeiten, die Farbklassen nach einer Iteration umzuordnen. Im Folgenden
stellen wir einige Ideen vor.

Umgekehrte Reihenfolge Bei dieser Umordnung dreht man einfach die Farbklassen um (siehe Bei-
spiel 4.2).

Wachsende Mengen-Gr̈oße Mit Mengen-Gr̈oße ist die Anzahl der Elemente in einer Farbklasse ge-
meint, so dass Mengen mit wenigen Elemente nach vorn gepackt werden. Die Idee ist, dass Farbklassen
mit wenigen Elementen auch (eventuell) weniger Nachbarknoten haben und somit die Wahrscheinlich-
keit, dass andere Knoten noch dazu passen, groß ist.

Fallende Mengen-Gr̈oße Analog zu wachsenden Mengen-Größen, nur das hier die größten Men-
gen nach vorne gepackt werden. Diese Idee entsteht aus der Tatsache, dass man manchmal nach einer
größten unabḧangigen Menge sucht.

zufällige Umordnung Diese M̈oglichkeit soll davor scḧutzen, nicht in Schleifen zu gelangen, wie es
bei den anderen Methoden möglich ist.

Neben diesen M̈oglichkeiten gibt es natürlich noch viele andere. In der Praxis hat sich erwiesen,
dass eine Mischstrategie die besten Resultate liefert.

Der ITERATED GREEDY ist naẗurlich nicht in der Lage die F̈arbungszahl eines beliebigen Graphen
zu bestimmen. Schlimmer noch, er ist genauso schlecht wie ein einzelner Durchlauf desGREEDY Al-
gorithmus, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.3. Betrachten wir nun wieder den Graphen aus Beispiel 2.3. Für diesen Graphen konstruiert
GREEDY im worst case einek-Färbung mit Farbklassen

S1 = {u1, v1}, S2 = {u2, v2}, . . . , Sk = {uk, vk}.

Wenn dies passiert, gibt es keine Umordnung der Farbklassen, die zu einer Verbesserung der Färbung
im nächsten Durchlauf führt.

5 Ähnlichkeits-Matrizen

In diesem Abschnitt stellen wir nun noch die Idee, Graphen mit Hilfe vonÄhnlichkeits-Matrizen zu
färben, vor. Betrachten wir dazu zuerst folgendes Beispiel.

Beispiel 5.1. Der GraphG aus Beispiel 4.2 und die Anordnungσ = (v1, v2, v3, v4, v5, v6) führen zu
einer4-Färbung, wenn man denGREEDY Algorithmus anwendet. Der GraphG ist jedoch2-färbbar
(S1 = {v1, v3, v6}, S2 = {v2, v4, v5}).

Wenn man sich das Beispiel genauer anschaut, sieht man, dass sobaldGREEDY die Knotenv1 und
v2 mit der gleichen Farbe gefärbt hat, er einek-Färbung mitk > 2 liefert. Die Frage ist nun, wie man
dies verhindern kann? Man m̈ochte in irgendeiner Form ausdrücken, dassv1 undv2 nicht

”
soähnlich“

sind, wobeïahnlich in Bezug zur Farbe zu sehen ist, die die Knoten bei einer Färbung bekommen.

5.1 Definitionen

Definition 5.2. SeiG = (V,E) ein beliebiger Graph, dann ist dieKonflikt-Matrix C ∈ {0, 1}|V |×|V |
definiert als

cij =

{
1 falls vi undvj benachbart

0 sonst
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Definition 5.3. SeiG = (V,E) ein beliebiger Graph undC die zugeḧorige Konflikt-Matrix, dann ist
die Ähnlichkeits-MatrixS ∈ N|V |×|V | definiert als

sij =





0 falls cij = 1
1 falls i = j

1 +
∑

k(cik ∧ cjk) sonst

wobei

cik ∧ cjk =

{
1 falls cik = cjk = 1
0 sonst

5.2 Algorithmus

Nun folgt der AlgorithmusÄHNLICHKEITS-GREEDY. Dieser ist nur ideenhaft aufgeschrieben.

Input : GraphG = (V,E) und zugeḧorigeÄhnlichkeits-MatrixS

Output : gef̈arbter GraphG

a ← größter Wert inS;
for i ← a downto1 do

foreachKnotenpaar (vi, vj) : sij = a do
COLORPAIR(vi, vj);

if G gef̈arbt then
break;

return gef̈arbten GraphG;

Algorithmus 3: ÄHNLICHKEITS-GREEDY

Bleibt zu kl̈aren, wasCOLORPAIR mit den beiden Knoten macht. Dazu folgt nun eine kurze Algo-
rithmusskizze, wobei vorher erwähnt werden sollte, dass ein Knotenvi ignoriert werden kann, wenn
gilt dG(vi) < #(bereits benutzter Farbe). Denn in diesem Fall kannvi immer einer bereits vorhanden
Farbklasse zugewiesen werden.

COLORPAIR(vi, vj )

(a) vi und vj sind gef̈arbt

1. Gehe zum n̈achsten Paar

(b) Einer der Knoten ist gefärbt (oBdA vi)

1. FallsdG(vj) < #(benutzter Farbe), dann ignorierevj und gehe zum n̈achsten Paar

2. Fallsvj zur Farbklasse vonvi passt, dann färbevj wie vi

3. Gehe zum n̈achsten Paar

(c) Beide sind noch nicht gef̈arbt

1. FallsdG(vj) < #(benutzter Farbe) unddG(vi) < #(benutzter Farbe), dann ignorierevj

undvi und gehe zum n̈achsten Paar

2. Finde Farbklasse, wo beide hinein passen und färbe sie mit dieser Farbe

3. Falls es keine solche Farbklasse gibt, dann benutze eine neue Farbe für vi undvj

4. Gehe zum n̈achsten Paar
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Im AlgorithmusÄHNLICHKEITS-GREEDYwird jeder Knoten mindestes einmal angefasst, dasii = 1.
Teilweise werden die Knoten mehrmals angefasst. Nun folgt noch ein Beispiel.

Beispiel 5.4.Betrachten wir nun den Graphen aus Beispiel 4.2 und färben ihn mit Hilfe vonÄhnlichkeits-
Matrizen. Dazu ben̈otigen wir die Konflikt-MatrixC und dieÄhnlichkeits-MatrixS.

Konflikt-Matrix C Ähnlichkeits-MatrixS

Cij 1 2 3 4 5 6
1 0 0 0 1 1 0
2 0 0 1 0 0 1
3 0 1 0 0 1 0
4 1 0 0 0 0 1
5 1 0 1 0 0 1
6 0 1 0 1 1 0

Sij 1 2 3 4 5 6
1 1 1 2 0 0 3
2 1 1 0 2 3 0
3 2 0 1 1 0 3
4 0 2 1 1 3 0
5 0 3 0 3 1 0
6 3 0 3 0 0 1

Der AlgorithmusÄHNLICHKEITS-GREEDY konstruiert eine2-Färbung

S1{v1, v3, v6}, S2{v2, v4, v5}.
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