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Zusammenfassung

In der vorliegendenArbeit werden die grundlegendenGedanken und die Implemertierung

einesBranch & Cut-Algorithm us zur Lesungdesgewiditeten Steinerbaumproblemsn Gra-

phen besdirieben.

Der Algorithmus basiert auf der linearen Relaxierung einer bidirektionalen ganzzahligen
Formulierung desProblems. Wir werdendas Problem einfehren, drei ganzzahligeModellie-
rungen vorstellen, auf Reduktions\verfahren und Heuristiken eingehensawvie das Verfahren
und seinelmplemertierung darstellen.

Am Ende werdenwir die Implemertierung an 191 bekannten Probleminstanzentesten und

auch optimale Lesungenfur zwei nach WissendesAutors bis zu diesemZeitpunkt ungebste

Instanzenliefern.
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Kapitel O

Grundlagen

Hier wollen wir die BedeutungeinigergrundlegendemBegri e und Bezeitinungenklaren, die
wir in dieserArbeit verwenden.

Die nachfolgendenDe nitionen sind im wesetlichen den ,Erganzungshattern zur Vorlesung
Kombinatorische Optimierung. von M. Gretschel und aus[Mar92] enthommen.

Graphen

Ein (ungerichtete) GraphG ist ein Tripel (V;E; ), bestehendauseiner nicht-leeren Menge
V, einer Menge E und einer Inzidenzfunktion : E ! V@, Hierbei bezeitinet V@ die
Mengeder ungeordnetenPaare von (nicht notwendigerveiseverstiedenen)Elemerien von
V. Ein Elemert ausV heit Knoten (Vertex), ein Elemert ausE heit Kante (Edge). Zu
jeder Kante e 2 E gibt esalsoKnoten u;v 2 V mit ( €) = [u;Vv] = [v;u].

Ein Graph heit endich, falls V und E endlich sind, andernfalls heit G unendich. Da
wir unsin dieserArbeit nur mit endlichen Graphen besdaftigen, werdenwir nur ,,Graph\
sdreiben, wenn wir ,,endlicher Graph\ meinen.

Gilt ( e) = [u; V] fur eineKante e 2 E, dann hei en die Knoten u;v 2 V Endknotenvon e,
und wir sagen,da u und v inzident zu e sind oder auf e liegen da e die Knoten u und v
verbindetund da u und v Nachlkarn bzw. adjazentsind.

Ein Graph heit vollstandig, falls [u;v] 2 E fur alle u;v 2 V mit u 6 v. Eine Kante e mit
( e = [v;v] heit Schlinge und Kanten e;f 2 E mit ( €) = ( f) heien parallel. Einen
Graphen, der weder Schlingen noch parallele Kanten erthalt, nennenwir einfach

Da wir im weiteren Verlauf nur einfache Graphen betrachten, wollen wir zur Vereinfadung
der Notation auf die Inzidenzfunktion verzichten und screibene= [u;v mit e2 E;u6 v
und u;v 2 V. Wir bezeibinendannmit G = (V; E) einenendlichen, einfadhen, ungeriditeten
Graphen.

Fur eineKantenmengeF E bezeitinet V(F) die Mengealler Knoten, die zu einer Kante
in F inzident sind, und fur WV bezeitinet E(W) die Mengealler Kanten, fur die beide
Endknotenin W sind.

Eine MengeF von Kanten heit (ungerichteter) Schnitt, wenn eseineKnotenmengeW V
gibt, soda F = (W) :=f[u;v]2Eju2 W undv 2V nWgqilt. Wir nennen (W) den
durch W induzierten Schnitt. Wir sdireibenstatt (fvg) kurz . Wir nenneneineMengevon

1
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der KnotenmengenV ergibt und die Elemerte von P paarweisedisjunkt sind.

Der Grad einesKnotensv 2 V ist die Anzahl der zu ihm inzidernten Kanten. Bei einfacden
Graphenist der Grad gleich | j.

Betrachten wir mehrereGraphen gleichzeitig, soindizieren wir die benetigten Synbole mit
der Bezeitinung desGraphen.

Ein Graph H = (W;F) heit SulgrapheinesGraphenG = (V;E), falsW V undF E
gilt. Wir bezeitinen den Subgraphen(W; E(W)) von G als von W induziert.

Fur einenGraphenG = (V; E) und eineKnotenmengeW V bezeitinenwir mit G(W) den
Graphen, der durch Kontraktion der KnotenmengeW ensteht. Dasheit, die Knotenmenge
von G(W) besteht ausden Knoten V nW und einemneuenKnoten w, der an die Stelle der
KnotenmengeW tritt. Die Kantenmengevon G(W) erthalt alle Kanten ausE(V nW) und
alle Kanten aus (W), wobei der Endknoten ausW durch w ersetzt wird.

Digraphen

Ein gerichteter Graph oder DigraphD = (V;A; ) besteh auseiner (endlichen) nicht-leeren
KnotenmengeV, einer (endlichen) Menge A von Begen (Arc) und einer Inzidenzfunktion

Al 'V V. Wir wollen aud hier auf die Verwendungder Inzidenzfunktion verziciten.
Ein Bogena ist dann ein geordnetesPaar von Knoten, alsoa = (u;v) mit u;v 2 V, und wir
bezeitinen u als Anfangs-oder Startknoten und v als End- oder Zielknoten u heit dann
Vorgangervon v, v Nadhfolger von u und a ist inzident zu u und v.

Wie bei den ungericiteten Graphenseiein einfader Digraph frei von parallelenBegenund
Sdilingen. Also bezeitine D = (V; A) einenendlichen, einfacen, gerichteten Graphen.

Wir nennenzwei Bogena = (u;Vv) und a = (v;u) antiparallel und bezeitinen a als Gegenlo-
genzu a.

Es bestelt die Meglichkeit, mittels einer Abbildung B : (V;V®@) ! (V;V V) einenunge-
richteten GraphenG = (V;E) in einengerichteten GraphenD = (V;A) zu transformieren.
Dabei werden zu jeder Kante [u;v] 2 E zwei Begen (u;v) und (v;u) 2 A erzeugt. Wir
bezeitinen einenDigraphenD = (V;A) = B(V;E) als bidirektional und werdenstatt B(G)
auch kurz Dg sdreiben.

Fur WV sei "(W):=f(i;j)2Aji2Wundj 62Wg, (W) := *(V nW) und
(W):= *(W)[ (W). Die Bogenmenge * (W) (bzw. (W)) heit Schnitt. Ist s2 W
undt 62W, soheit (W) aud (s;t)-Schnitt. Wir nennen * (W) dendurch W induzierten
Sdnitt. Wir sdreibenstatt * (fvg) und  (fvg) kurz  und .

Ketten, Wege, Kreise, Baume

k 0, die mit einemKnoten beginrt und endet und in der Knoten und Kanten (Begen)
alternierend auftreten, soda jede Kante (jeder Bogen) e mit den beidenKnoten v; ; und
v; inzidert ist, eineKette. Der Knoten vy heit Anfangsknoten vy Endknotender Kette und
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k heit Langeder Kette. Fallsin einemDigraphenalle Begene der Kette W gleichgeridtet,
alsovon der Form (v; 1;V;) sind, sonenrt man W gerichteteKette bzw. (vg; vk)-Kette.

Eine Kette, in der alle Knoten (und infolgedesserauch Kanten bzw. Begen) versdieden
sind, heit Weg. Eine Kette in der alle Kanten bzw. Begenversdiedensind, heit Pfad. Ein
Wegoder Pfad in einemDigraphen, der einegerichtete Kette ist, heit gerichteter Weg oder
gerichteter Pfad. Wie bei Ketten spredien wir von [u; v]-Wegenund (u; v)-Wegen.

Eine Kette heit geschlossenwenn ihre Lange positiv ist und Anfangs- und Endknoten
eibereinstimmen. Eine gestlossene(gerichtete) Kette, in der der Anfangsknotenund alle
inneren Knoten voneinanderversatieden sind, heit Kreis (gerichteter Kreis). Die Anzahl
der Kanten (Begen)einesKreisesist seineLange

Ein Graph G heit zusammenkngend falls es zu jedem Paar von Knoten s;t einen|s;t]-
Wegin G gibt. Ein Digraph D heit stark zusammenlkangend,falls es zu je zwei Knoten
s;t savohl einen geriditeten (s;t)- als audh einen (t; s)-Wegin D gibt. Die Komponenten
(starken Komponenten einesGraphen (Digraphen) sind die beziglich Kanteninklusion (Bo-
geninklusion) maximalen zusammeniangendenUntergraphenvon G (maximalen stark zu-
sammenimngendenUnterdigraphenvon D).

Eine KantenmengeF einesGraphenG = (V;E) heit trennend falls G°= (V;E nF) unzu-
sammentngendist. Fur Graphen G, die mehr als nur einenKnoten erthalten, bezeitinen
wir (G) := minfifFjjF E trennend g als die KantenzusammenhangszahFer Graphen
G mit nur einemKnoten setzenwir (G) = 0. Falls (G) k, sonennenwir G k-fach kan-
tenzusammenkngend Im weiteren werdenwir einfac k-fach zusammenlangendsdireiben,
wenn k-fach kantenzusammenkngendgemein ist.

Analog bezeitinenwir einenDigraphenD = (V; A) als stark k-fach bogenzusammenéngend
falls alle Paares;t 2 V mit s 6 t durch mindestensk bogendisjunkte(s;t)-Wegeverbunden
sind. Auch in diesemFall werdenwir den Digraphen einfach als k-fach zusammeniangend
bezeitinen.

SeiG = (V;E) ein Graph. Eine KnotenmengeW V heit trennend falls (V nW; E(V nW))
unzusammenkngend ist. Fur einfache Graphen G = (V;E) sei die Zusammenhangszahl
(G) = minffWjjW Visttrennendg. Falls (G) k, nennenwir G k-fach knotenzu-

samment&ngend

Eine Kante evon G = (V;E) heit Brucke falls (V; E nfeg) mehr Komponerten als G hat
und ein Knoten v von G heit Artikulation, falls (V nfvg; E) mehr Komponerten als G hat.

Ein Wald ist ein Graph, der keinenKreis erthalt. Ein zusammenlangendeiWald heit Baum.
Eine Verzweigung[Branching) B ist ein Digraph, der ein Wald ist, soda jeder Knoten aus
B Zielknoten von hedhstenseinemBogenvon B ist. Eine zusammeniangendeVerzweigung
hei t Arboreszenz Eine Arboreszenzerthalt einen besonderenKnoten r, genann Wurzel
mit . = ;, von dem aus jeder andere Knoten auf genaueinem gerichteten Weg erreidt
werdenkann. Wir bezeitinen einenKnoten v einesBaumesoder einer Arb oreszenzZur den
j vj = 1 qilt, als Blatt. Wir sagen,da ein Baum (bzw. eine Arboreszenz)H = (W;F) die
Knoten in WV aufs@annt.

Wir nenneneinen Graphen G (Digraphen D) gewichtet wenn jeder Kante (jedem Bogen)
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ein Kantengewicht c. 2 R, zugeordnetist.

Fur einen gewiditeten Graphen G = (V;E) und Kantengewidite ¢, 2 R, bezeitinen wir
einenBaumH = (V;F ) alsgewichtsminimalaufsmnnendenBaum oder minimal spannen-
den I;aum bezuglich ¢, wenneskeinenBaumH = (V;F) in G gibt, derV aufspanrt und fur
den oF G < of G gilt. Esseindann mst(G;c) E die Kantenmengeeinesminimal
spannenderBaumesin G.

SeiDg = (V;A) der von einemgewiditeten GraphenG mit Kantengewiditen ¢, 2 R, indu-
zierte bidirektionale Graph, dann seienmit ¢,y = Cuvu) = Cuyy, UV 2 V, Bogengewibte
fur Dg gegelen.

Lineare Algebra

Wir bezeitinen mit N die Mengeder naterlichen Zahlenund mit Ny die MengeN|[ fOg. R
bezeitinet die reellenZahlenund R, die reellennicht-negativen Zahlen.

Wir fasseneinen Vektor x als Spaltervektor auf und bezeitinen mit dem oberen Index
. T\ die Transposition. Falls wir die Dimensionvon Matrizen oder Vektoren nicht explizit
spezi zieren, gehenwir davon aus,da die Dimensionenvertraglich sind.

Fur eineTeilmengeS R", S 6 ;, bezeibinenwir mit conv(S) die konvexeund mit congS)
die konisdhe Hellle von S. Die Dimensionvon S, in Zeichen dim(S), ist die maximale Anzahl
an unabhangigerVektoren aus S minus eins. Ist dim(S) = n, soheit S volldimensional
Mit di( S):=fx yjx;y2 Sgbezeitinenwir die Di er enzmenge/on S.

Fur eineendliche MengeE bezeitinen wir mit RE die Mengeder Abbildungen von E nach
R. Esist zwedma ig die Elemerte ausRE als Vektorenmit jEj Komponerten zu betrachten,
wobei jede Komponerte einesVektors x 2 RF mit einemElemert ausE indiziert wird, das
heit X = (Xe)e2e. Fur eine TeilmengeF E de nieren wir den Inzidenzvektor F 2 RF
vonF durch [ =1,fallse2 F,und £ =0, fallse2 E nF. Umgelehrt de nieren wir fur
jeden0=1 Vektor x 2 R durch F, := fe2 E j xe = 1g die Indexmengevon x.

Poly edertheorie

Wir nennenAx  bein Systemvon linearenUngleichungen,wenn A einereellem n Matrix
und b2 R™ ist. Die Lesungsmengéx 2 R" j Ax  bg einessolden Systemsheit Polyeder.

Ista2 R"nfOgund 2 R, sostellt fx 2 R" j a'x g einen Halbraum und fx 2
R" j a'x = g eine Hyperetene dar. Ein Polyederist also der Durchsdnitt endlich vieler
Halbraume.

Eine Ungleichung a' x heit qultig fur ein PolyederP, fallsP  fx 2 R"ja'x 0.

Eine MengeF P heit Seiten achevon P, falls eseine Ungleichung ax gibt mit
F=fx2Pja'x= g Wir sagenauch, F wird von a'x induziert.

Ist die Mengefvg eine Seiten ache von P fer den Punkt v 2 P, sonenrit man v eine Ecke
von P.

1Die Bezeihinungen Gewicht, Kosten und Lange einer Kante werden synorym gebraudt.
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Eine Facette von P ist eine beziglich Mengeninklusion maximale Seiten ache von P mit
: 6 F 6 P. Wir nenneneine Ungleichung a' x , eine facettende nierende oder facet-
teninduzierende Ungleidhung von P, wenn F = fx 2 P j a'x = ¢ eine Facette von P
ist.

Fur die von einer Ungleichung a’ induzierte Seiten ache F einesPolyedersP sind
folgendeAussagenaquivalent:

1. F ist eine Facettevon P.
2. dim(F) = dim(P) 1.

3. Ist P volldimensionalund a' x eine gultige Ungleicung far P mit F fx 2 P |
a'x = g, dannexistiertein > O0mita= aund =

Es gibt audch noch eineandereDarstellungsformfer Polyederunter Verwendungder Opera-
toren fur konvexe und konisce Hellen. JedesPolyederP  R" lat sich bestireiben durch

P = conv(V) + condE);

wobei V und E endliche MengenausR" sind. Hat P eineEcke, soist V die Mengeder Ecken
vonP. Ist E = ;, sonenrt man P auc ein Polytop. Ein nicht-leeresPolytop lat sich also
audh als die konvexe Hellle seinerEcken darstellen.

Lineare Programmierung

Das Problem, einelineare Funktion c'x uber einemPolyederP = fx 2 R" j Ax  bg zu mi-
nimieren (maximieren), heit linearesProgrammierungspoblemoder kurz linearesProgramm
oder ,LP\ . Lineare Programmewerdenhau g in der Form

min ¢’ x bzw maxc' x

Ax b " Ax b
gestirieben. Ein Vektor x mit Ax  bheit zulassigeLesungdeslinearen Programms. Gilt
fur einezulassigeLosungx ,da c'x  c'x (bzw.c'x  c"x) fur alle zulassigen_esungen
X, dann heit x Optimallesung

Die lineare Funktion c"x heit Zielfunktion deslinearen Programms.Per De nition ist die
Mengeder Optimall esungeneine Seiten adche desPolyeders.Falls ein Polyeder P eine Ecke
hat, so hat aud jede nicht-leere Seiten adhe eine Ecke. Hat also P eine Ecke und ist das
lineare Programm minc™x; x 2 P (bzw. maxc'x; x 2 P) besérankt, so gibt es eine
Optimallesungx , die eineEcke von P ist. Insbesonderéhat jedesnicht-leere Polytop immer
eine optimale Ecklesung.

Das Problem, eine lineare Zielfunktion c"x uber den ganzzahligenvektoren einesPolyeders
P=1fx2 R"jAx hgzu minimieren (maximieren), heit ganzzahligedineares Programm
oder kurz ,GP\ . Fordert man dareber hinaus, da x; 2 f0;1g, so erhalt man ein binares
lineares Programmierungspoblemoder ,,BP\ . DasjenigeLP, dassich auseinemganzzahligen
oder binaren Programmdurch Weglasserer Ganzzahligleitsbedingungenergibt, nenrt man
LP-RelaxierungdesGP bzw. BP. Wenn wir nadhfolgendein LP, GP oder BP betrachten, so
ist immer die Minimierung beziglich der Zielfunktion gemeir.
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\ Notation

\% eine endliche Mengevon Knoten.

V(F) V, F E, die Mengealler Knoten, die zu einer Kante in F inzidert
sind.

T V, eine ausgezeienete Teilmengevon V, die Terminale.

N =V nT, die Mengealler Nicht-T erminale.

E fla;bj a;b2 Vg, eineTeilmengeder ungeordnetenPaarevon Knoten,
die Mengeder Kanten.

A f(a;b j a;b2 Vg, eine Teilmengeder geordnetenPaare von Knoten,
die Mengeder Begen.

E(W) E, W V, die Mengealler Kanten zwisdhen zwei Knoten in W.

G = (V;E) ein einfacher ungeriditeter Graph, bestehendaus der Knoten-
mengeV und der KantenmengeE.

G(W) Der Graph, der durch die Kontraktion der Knotenmenge W \
ertsteht.

B(V;E) = (V; A) ein bidirektionaler Digraph, bestehendausder KnotenmengeV
und der BogenmengeA.

De = B(G) der durch den Graphen G induzierte bidirektionale Digraph.

ST(G;T;c) dasdurch den GraphenG = (V;E), die TerminalmengeT und den Ko-
stervektor ¢ 2 RS gegelene Steinerbaumproblem.

ST(Dg;T;c) das durch den bidirektionalen Digraphen Dg = (V;A) = B(G), die
TerminalmengeT und den Kosternvektor ¢ 2 R} gegelene geridtete
Steinerbaumproblem.

S E, eine (zulassige) Lesung eines (bidirektionalen) Steinerbaumpro-
blemsST(V;E;T).

S 2 f0;1g%), der einer LoesungS zugelorige Inzidenzwektor mit S = 1,
false2 S,und $=0,fallse2 EnS.

v = fla;b)2 Eja= voderb= v; v2 Vg, die Mengealler mit dem
Knoten v verbundenenKanten.

v =f(a;b)2 Ajb=v; v2 Vg, die Mengealler zum Knoten v hinfehren-
den Begen.

M = f(a;b) 2 Aja=v; v2 Vg, die Mengealler vom Knoten v wegfhren-
den Begen.

(W) =fla;b) 2 Ej(a2 W und b62W) oder (a 62N und b2 W); W Vg,
die Mengealler Kanten zwishhen W und V nW.

X die Kardinalit &t der Mengex.

Ce 2 B+, die einer Kante e 2 E zugeordnetenKosten.

C(E) = e2E Ce-

Ue 2 N, die Kapazitat einerKante e2 E.

d(u; v) u;v 2 V, die LangeeineskerrzestenWegesvon u nac v.

mst(G; ¢) = argminz ¢fc(F)j V(F) = Vg, die KantenmengeeinesBaumes,der V
gewictsminimal aufspanrt. ¢c2 R ist der Vektor der Kantengewidte.
stellt in den abgebildetenGraphen ein Nicht-T erminal dar.

u stellt in den abgebildetenGraphenein Terminal dar.
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Das Problem

In dieserArbeit wollen wir uns mit dem gewichtetenSteinertaumproblemin Graphenbefas-
sen:

Gegelen seiein Graph G = (V; E) und eine ausgezeitnete Menge
T V von Knoten sowvie Kantengewidite ¢ O fur allee 2 E:
Finde einenBaum minimalen Gewidts in G, der T aufspann.

Dabei wird T als die Mengeder Terminalen* bezeitinet. Ein Steinerbaums ist ein Baum
in G, der mindestensT aufspanr. Die im Baum erthaltenen Knoten ausV nT bezeitinet
man als Steinerknoten

Bereits im 17. Jahrhundert wurde erstmals das Problem, in der euklidischen Ebene drei
Punkte mit einem Netzwerk minimaler Langezu verbinden, erwahnt.

Der Name, Steinek nad JacobSteiner(1796-1863wurde demProblem, [HR92] zufolge,von
Courarnt und Robbinsim Jahre 1941in ihrem Buch What is Mathematics? zugeshbrieben.

Das Steinerbaumproblemin Graphenist ein seit vielen Jahren untersudtes Problem, und
so sind sdon viele gangigeOptimierungswerfahren darauf angevendet worden.

Als exakte Verfahren gibt esdiverse Arten von Enumerationen [Hak71] und dynamisder
Programmierung[DW71], zur Beredinung unterer Sdranken LagrangeRelaxierung[Bea84,
[Bea89], [Luc93, Dual Ascert [Won84] savie Scnittebenerverfahren [Ane80], [CGR97,
[Luc93].

Dareber hinaus sind eine Anzahl heurististher Verfahren bekannt, die meist sehr gute Le-
sungen(nicht mehr als 10 % vom Optimum ertfernt) liefern.

R. M. Karp hat in [Kar72] gezeigt,da das Steinerbaumproblemferr beliebigeGraphenN P -
schwer ist. Falls aber jTj = 2, ist das Problem aquivalernt der Bestimmung eineskeirzesten
Wegeszwisden den beidenTerminalen.WennT = V, dannist das Problem aquivalert der
Beredinung einesminimal spannenderBaumesfur G und damit polynomial lesbar.

Obgleidh das Problem N P-schwer ist, folgt daraus nicht, da esfur gre ere Problemin-
stanzerf unlesbarist. Wie unter anderenvon Chopra, Gorresund Raoin [CGR92]oder von

1Der Begri stammt vermutlich aus dem Sdaltungsdesign,wo Steinerbaumproblemehau g anzutre en
sind. Er ist auch insofern tre end, als bei einem minimalen Steinerbaum alle Blatter Terminale sind.

2Wir bezeitinen jedes konkret vorliegende Steinerbaumproblem eine Instanz (Manifestation) des allge-
meinen Steinerbaumproblems.
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Lucenain [Luc93] gezeigtwurde, kennen Steinerbaumproblemen Graphen mit mehreren
tausendKnoten und zehrtausendenvon Kanten durchaus gelst werden.

Wir werdenin dieserArbeit versuhen, die GrenzedesMachbaren wieder ein kleines Steick
weiter zu scieben und die Implemertierung einesBranch & Cut{V erfahrensbesdareiben,
das eine gro e Zahl bekannter Probleminstanzenlest und auch fur zwei nach Wissen des
Autors bisher ungebste Instanzen eine optimale Lesungermittelt.

Bewvor wir uns aber fragen,wie wir dasProblem lesen,meissenwir festlegenwaseinelLesung
ist:

Eine Lesungeines SteinerbaumproblemsST(G; T;c) seieine MengeS  E von Kanten.
Wir erhalten das Gewicht (oder die Kosten) ¢(S) der Lesung,indem wir die Gewidtte der
berutzten Kanten aufsummieren.Also

X
c(S) = Ce:
e2s

Wir wollen eineLeosungS zulassignennen,wennT von denin S enthaltenen Kanten aufge-
spanrt wird, alsoT  V(S) gilt.

Wir bezeitinen eine Lesungals minimal oder kantenminimal, wenn sie zulassigist und der
durch S induzierte Subgraphvon G einenBaum bildet, desserBlatter Terminale sind®.

Eine optimale oder gewichtsminimaleLesungS sei eine zulassigekantenminimale Lesung
minimalen Gewidts.

Wir gehen(zumindestin den theoretisthen Betrachtungen) dabei immer davon aus,da G
zweifach zusammenhkangendist.

Andernfalls ist G entweder unzusammenkangend, dann kennenwir die jeweils zusammen-
hangendenKomponerten als eigensandige Probleme betrachten*, oder G ist nur einfach
zusammenhklangend,dann gibt esertweder (i) eineSteinerbricke d.h. eineKante e, 2 E, die
in jedem Steinerbaumenthalten seinmu, oder (ii) einen Artikulationsknoten Ky,

() Im Falle einer Steinerbracke zerlegt man G durch Entfernen von e, = [u;Vv] in zwei
disjunkte in sich zusammenangendeGraphenG; = (V;; E(M)) fur i = 1,2 und madit die
Endpunkte von e, zu Terminalen.Hat man die optimalen LesungenS; von ST(G;; Vi\ (T [
fu;vg);c) fur i = 1;2 ermittelt, soerhalt manmit S= S;[ S;[ fe,g einegewidhtsminimale
Lesungvon ST(G;T;c).

(i) In diesemFall kann G in G; = (Vi;E(V))) G mit T\/i = fkyg und S G = G fur
i = 1:::;n, n 2 aufgeteilt werden. Ermittelt n dann die optimalen LesungenS; von
ST(Gi;Vi\ T[ fkyg;c), soerhalt man mit S = ;S eine gewihtsminimale Lesungvon
ST(G; T;c).

3Alsoist der durch S induzierte Subgraphinsbesonderekreisfrei. Ob Kreisfreiheit fur eineLesunggefordert
wird, ist nicht entscheidend, da jede Optimall esung dieseEigensdaft o ensichtlich hat.
4Teilgraphen oder Komponerten ohne Terminal haben, die triviale Lesung; .



Kapitel 2

Mo dellierungen und polyedrische
Betrac htungen

2.1 Mo dellierungen des Steinerbaumproblems

Um ein Verfahren zur LesungdesProblemsentwickeln zu kennen, meissenwir eine Model-
lierung weahlen, innerhalb derer unser Verfahren arbeiten soll. Dazu wollen wir drei megli-
che Formulierungen des Steinerbaumproblemsals binaren Programms (BP) und derenLP-
Relaxierungenvorstellent:

Ein ungeric htetes Mo dell

In Kapitel 1 haben wir eine Lesungdes SteinerbaumproblemsST(G; T; ¢) als Kantenmenge
de niert. Esliegt dahernahe,fur jede Kante desungeriditeten gewiditeten GraphenG(V; E)
mit Kantengewititen c, fur alle e 2 E, einebinare Variable x einzufihren, die den Wert 1
genaudann annimmt, wenn die zugehorige Kante in einer LoesungS enthalten ist.
Das Problem lat sich dann als binaresProgramm BP(ST(G; T; c)) formulierer?:
X
min  XeGe
e2E

X
S.t.: Xe 1, fur alleWw V, W\ T6;;(VnW)\ T6; (2.2)

e2 (W)
Xe 2 fO0;1g; fur allee?2 E: (2.2)

Man bezeitinet jede Ungleichung in (2.1) auch als Steinerschnittungleichungda einezulassi-
ge Lesungmindestenseine Kante ausjedem Sdnitt in G beinhaltet, der jeweils mindestens
ein Terminal erthaltende Subgrapheninduziert. Esist also

conv(f S| S seieinezulassigeLosungfur ST(G; T; c)q)

LFur eine ausfuhrlichere Ubersict sieheChopra, Rao [CR944 und Goemans,Myung [GM93].
2vgl. [Mar92].
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dasvon der konvexenHellle mber den Inzidenz\ektoren der Lesungenvon ST(G; T; ¢) gebil-
dete Polytop aquivalert zu

Psr(G;T) := conv(fx j x erfullt (2.1) und (2.2) g)

der konvexenHeille eiber denLesungenvon BP(ST(G; T; c)). Lassenwir die Ganzzahligleits-
bedingung(2.2) wegfallen,soerhaltenwir alsLesungsmengéder LP-RelaxierungLP(ST(G; T; c))
von BP(ST(G;T;c)) dasPolytop

P, (G;T):= fx 2 [0;1J%) j x erfullt (2.1) g
und esgqilt P« (G;T) P, (G;T).

Lemma 2.1
SeiST(G; T;c) ein Steinerbaumproblem das keine Steinerbricke® erthalt. Dann ist

dim(Ps; (G; T)) = JE]:

Beweis? Es gerugt zu zeigen,da "Tx = 0mit x 2 di ( Ps;(G;T))) = Ofurallee2 E:
Wahle e 2 E beliebig. Dann sei S die KantenmengeeinesT aufspannendenBaumesin
(V;E nfeg). Da G keine Steinerbracke enthalt, mu S existieren.Da T  V(S) qilt, ist S
einezulassigel osungvon ST(G; T;¢), also S 2 P (G;T), mit e62S. Da auch S| feg eine
zulassigeL osungist, gilt St 92 P_ (G;T) und damit .= T( Sfe  S)y=, m

Beispiel 2.2

Man betrachte denin Bild 2.1 gezeigtenGraphen G,; = (V;;; E;). Alle Knoten seienTer-
minale, alsoT,; = V;; und die Kantengewitte seienalle gleich eins.Bild 2.2 stellt dann die
Vektoren aller meglichen Lesungendar. Die ausgetllten Punkte ensprecen den zulassi-
genLesungen.Der in 2.3 dargestellteEinheitsweirfel ergibt sich als konvexe Helle eiber den
Lesungen.

(011) (111)

(011) (111)
[ ] [ ]

T1 T3
x1

(010) (110) (010) (110)
(0] o

(001)O (101) (101)

(0o1)

T2

000 100
©00) (00 (000) (100)

Abbildung 2.1: Abbildung 2.2: Abbildung 2.3:

Berucksichtigen wir jetzt die Ungleichungen(2.1), erhaltenwir dasin 2.4abgebildetePolytop
P« (G;T). Zum Vergleid zeigt Bild 2.5P, (G; T) dasdurch die LP-Relaxierung de nierte

3Wir haben auf Seite 8 gesehenwie Steinerbrecken ertfernt werden kennen.
4vgl. [Mar92] und [GM90]
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Polytop. Der Unterschied besteht in der zusatzlich vorhandeneEcke (0:5; 0:5; 0; 5), deren
zugeloriger Losungsektor zwar alle Ungleidungen (2.1) erfellt, aber, da nicht ganzzabhlig,
keine Lesungvon ST(G; T; ¢) darstellt.

Betrachten wir nur die konvexe Helle uber den kantenminimalen zulassigenLesungen,so
erhalten wir dasin Bild 2.6 abgebildetenicht volldimensionalePolytop.

(011) (111) (011) (111) (011)

(110) (110)

(110)

(0.5,0.5,0.5)

(o) (101) (101)

Abbildung 2.4: Abbildung 2.5: Abbildung 2.6:

Der Vergleit der facetteninduzierenderngleichungenvon Pg; (G+;; Ts) mit P (Gys; Trs)
zeigt, da die Steinerstinittungleichungen nicht facetteninduzierendfur Pg; (G, ; Trs) sind>

Psr (GTS ; TTB) P (GT3 ; TTB)
X1+ Xo+ X3 2 X1+ Xo 1
X1+ X3 1
Xo + X3 1
X1 1 X1 1
X2 1 X2 1
X3 1 X3 1

Gretsdhel und Monma habenin [GM90] bewiesenda die Ungleichungenx, 1,fure2 E,
genaudann facetteninduzierendbeziglich P, (G; T) sind, wenn Pg; (G; T) volldimensional
ist. Ebensoist X 0 genaudann facettende nierend, wenn zusatzlich gilt, da G ohnedie
Kante e keine Steinerbricke erthalt.

und esgelteW\ T 6 ; fur alle W 2 Q,

dann ist die Steinerprtitionsungleichung

X
Xe JQ 1 mit Eq = [ (W) (2.3)
e2Eq w2Q

gultig fur P, (G; T)8. Gretschel und Monma zeigenin [GM90], da essic bei (2.3) genau
dann um eine Klassevon facettende nierendenUngleichungenfer P¢ (G; T) handelt, wenn

SDie Gleichungssystemewurden mit PORTA (Polyhedron Represetation Transformation Algorithm),
einem Programm von T. Christof, M. Stoer und A. Lebel, ermittelt.
SFur den Fall jQj = 2 handelt essich geradeum die Steinersdnitte.
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fur alle W 2 Q der durch (W;E(W)) G gebildete Subgraphzusammenk&ngendund frei
von Steinerbricken bzgl. W\ T ist und der Graph, der ertsteht, wennjedesW 2 Q zu einem
Knoten kontrahiert wird, zweifach knotenzusammenkngendist.

WeitergehenddJUntersuchungen zu gelltigen Ungleichungenund Facettenvon Pg; (G; T) und
verwandten Polyedern nden sich in [CR88a],[CR88b],[Goe9] und [GM90].

Ein ungeric htetes Mo dell mit Knoten variablen

Hier fuhren wir zusatzlich Variableny, 2 f0;1g mit k 2 V ein, die genaudann eins sind,
wenn der Knoten k inzidert zu einer in der Lesung S erthaltenen Kante ist’, also k 2
V(S) v Yk = 1.

Da o ensichtlich y, = 1 fur alle k 2 T gilt, kennenwir unsereBetrachtung auf die yx be-
sdranken, fur diek 2 N ist. Das Steinerbaumproblenstellt sich dann als binaresProgramm
BPYST(G; T; ) wie folgt dar:

X
min  XeCe
e2E
X X .
s.t. Xe = wtjT) 1 (2.4)
S
Xe Ve + W\ T) 1 fur alleW V; W\ TE6; (2.5)
e2)E((W) k2w nT
Xe Y; furallej 2 W, WV, W\ T = (2.6)
e2E (W) k2Wnfjg
Xe 2 [0;1] (2.7)
vk« 2 f0;1g: (2.8)

Die Knotenvariablen gehendabei nicht in das Gewicht der Lesung ein, sondernverfolgen
nur, weldhe Nicht-T erminale von der Lesungerreicht werden, und esgilt

Xe YeMmite2 ; furallek 2 N: (2.9)

Bei den Ungleichungen (2.5) und (2.6) handelt es sich um sogenante verallgemeinerte
Kurzzyklusungleichungéh Die Idee ist jeweils die gleiche wie bei (2.4). Da die optimale
Lesungein aufspannendeiBaum seinmu , ist das Verhaltnis von Knoten zu Kantenanzabhl
in der Lesungbekannt. Und da wir schon wissen,da die Terminalein der Lesungerthalten
sind, kann keine Nullesungzulassigsein.

Wir erhalten die LP-Relaxierung LP{ST(G: T; c)) von BPYST(G; T:c)) und die zugeterige
Lesungsmengd®’ (G; T) in gewohnter Weise,indem wir die Bedingungen(2.7) und (2.8)
durch Xxe; yk 2 [0; 1] ersetzen.

Eine weitere gelltige Ungleichung ist mit

Xe 2yk; fur allek 2 N (2.10)

e2

"Vgl. [GM93] und [Luc93)].
8Generalized subtour elimination contraints .
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gegelen, da jeder Steinerknotenmindestensden Grad zwei haben mu, um Teil einer mini-
malen Lesungzu sein.

A. Lucenabesdireibt in [Luc93 eine Implemertierung diesesModells in Verbindung mit
einerLagrange-Relaxierungind einemSdnitteb enerverfahren.Wir werdendie dort erzielten
Resultate in Abschnitt 7.3 mit denvon uns erzieltenvergleiden.

Ein gerichtetes Mo dell

Benutzen wir einen gewiditeten bidirektionalen GraphenDg = (V;A) = B(V;E) mit Bo-
gengewibten Cy.v) = Cuv.u) = Cuyp fur alle [u;v] 2 E zur Modellierung, erhalten wir doppelt
soviele Variablen wie im ungeriditeten Fall.

Fer das gerichtete Modell kennen wir eine Lesung analog zum ungeriditeten Modell als
Bogenmengeade nieren.

Seir 2 T ein beliebigesTerminal. Dann heit die LoesungS einesbidirektionalen Steiner-
baumproblemsST(Dg; T; €) zulassig wennesin demvon S induzierten Subgraphenvon Dg
einengericiteten Wegvon r zu jedemTerminalt 2 T nfrg gibt®.

Wir nenneneine zulassigeLesungbogenminimal, wenn S eine Arb oreszenanduziert, deren
Endpunkte Terminale sind™.

Wir bezeitinen eineLesungS als gewichtsminimaloder optimal, wenn (V(S );S ) eineT
aufspannendeArb oreszensminimalen Gewidits ist.

Gesutit wird also eine Steinerarboreszenzminimalen Gewidits, und wir kennen dies als
binaresProgramm BP(ST(Dg; T; c)) wie folgenderma enformulieren:

X
min  XaCy
a2A
X
s.t.: Xa 1, fur alleW Vnfrg, W\ T6 ; (2.11)
a2 (W)
Xa 2 f0;1g: (2.12)
Seinun
P (Dg;T) := conv(f Sj S seieinezulassigeLesungvon ST(Dg: T; ¢)q) (2.13)

das Polytop, dasvon den zulassigenLesungenvon BP(ST(Dg; T; ¢)) aufgespanh wird.

Sei eine Partition fVi;VogvonV mit r 2 V, und V,\ T 6 ; gegelen, dann nennenwir
C=1f(u;v)2 Aju2 V;undv 2 V,g einengerichtetenSteinerschnitt.

Entspredhend bezeitinen wir (2.11) als gerichtete SchnittungleichungenEs sind geltige Un-
gleichungen bezglich Ps; (Dg; T), da eskeine zulassigeLosunggibt, die nicht mindestens
einenBogenausjedem gerichteten Steinersanitt erthalt.

%Da der D¢ zugrundeliegendeGraph G zusammenlangendist, existiert in Dg immer ein gerichteter Weg
von r zu jedem Knoten.
¥Das heit nicht, da alle Terminale auch Endpunkte sein messen.
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Betrachten wir nun
Psr(Dg;T) := conv(fx j x erfullt (2.11) und (2.12) g):

Ps(Dg; T) ist o enbar aquivalert zu (2.13), da in jeder von einer zulassigenLesung S
induzierten Arboreszenzein gerichteter Weg von der Wurzel zu jedem anderen Terminal
bestelt, alsoS\ C 6 ; fur alle gerichteten Steinersbnitte C in Dg gilt. Andererseitsfolgt
ausS\ C 6 ; fur alle gericditeten Steinerstinitte C in Dg audh, da die Wurzel mit jedem
Terminal verbundenist.

Wenn wir nun die Ganzzahligleitsbedingung (2.12) bei BP(ST(Dg; T;c)) fallen lassen,er-
halten wir mit dem Polytop

X
Pr(Dg;T):= fx 2 [0;1}5j Xe 1; fur alle gerichteten Steinerstinitte Cg
e2C

die Mengealler Lesungender LP-Relaxierung LP(ST(Dg; T;c)) von BP(ST(Dg; T;c)) und
esgilt Ps (Dg;T) = conv(fx jx 2 P, (Dg;T)\ 0; 1gEg).

Lemma 2.3
SeiG = (V; E) ein zweifadh zusammenkngenderGraph und Dg = B(G) = (V; A) derdurch
G induzierte bidirektionale Graph und ST(Dg; T;c) ein Steinerbaumproblemeilber Dg mit
Wurzelr 2 T. Dann ist

dim(Ps; (Dg; T)) = JAj:

Beweis: Esgereigt zu zeigenda "x = 0mit x 2 di( Ps;(Dg;T))) a= Ofwr allea2 A:

Wahlea 2 A beliebig. Dann seiS die BogenmengeeinerV aufspannendenrArb oreszenamit
Wurzelr in (V; Anfag). Da der Dg zugrundeliegendesraph G zweifadh zusammenangend
ist, mu S existieren.Da T  V(S) gilt, ist S eine zulassigeLosungvon ST(Dg; T;c) mit
a 62S. Da auch S| fag eine zulassigeLesungist, gilt SIf 29 2 P_ (Dg;T) und damit

e T( S[f ag S):O. |

Um eine Aussageeber die gerichteten Steinersanittungleichungen maden zu kennenund
uns die nachfolgendenUntersuchungen zu erleichtern, erweitern wir Pg; (Dg; T) noch etwas
und de nieren -

P;T(DG;T) = PST(DG;T) + I¥+AJ:

Lemma 2.4
Eine Ungleidung der Form

T™x 1mit 2 RA (2.14)
de niert genaudann eine Facettevon P2 (Dg; T), wenn (2.14) geltig ist und wenn wir eine

Menge X mit jXj = jsupp( )j von VektorenausP. (Dg;T) nden kennen,die (2.14) mit
Gleichheit erfullen und fur die gilt, da alle x mit x 2 X linear unabhangig sind.

Beweis!! Fur einx 2 P (Dg;T) und eina 2 A, seix wie folgt de niert: x5 := X5 + 1 fur
a= aund X, := X5 sonst.Da P2 (Dg; T) den positiven Orthanten als Rezessionstgel hat,

11ygl. [CR884.
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gilt x 2 PL(Dg;T). EsseiA=fa2 Aj ,= 0g, danngilt fur allea2 A, da ausx erfullt
(2.14) mit Gleichheit gleichesfur x folgt.

Wir kennen jetzt fur ein beliebigesx 2 X und fer alle Bogenaus A eine Menge X von
Vektorenx erzeugenDie MengeX [ X erthalt dannjAj linear unabhangigeVektorenx fer
die x = 1qilt. Alsoist (2.14) eineFacettefur P2 (Dg; T).

De niert (2.14) eineFacette,somessendie jAj gefordertenVektoren existieren.Darausfolgt
aber audh, da esjsupp( )j Vektoren, fur die x = 1 gilt, gebenmu . ]

Satz 2.5

Jededurch einenbogenminimalengerichteten Steinersainitt C induzierte Ungleichung (2.11)
de niert eineFacettedesPolytops PZ (Dg; T), wennder zugrundeliegendésraph G zusam-
menhangendist.

Beweis?!? SeienV; und V, die durch einengerichteten Steinerstnitt induzierten Subgraphen.
Da D¢ bidirektional und (Vi; E(V1)) zusammenkangendist, gibt eseinen gerichteten Weg
von r zu jedem Knoten in V;(C). Also gibt eseine Arboreszenzmit BogenmengeS,;, die
beginnendbei r, V; aufspann.

Seia = (vi;V;) ein beliebigerBogenausC, dann existiert eine Arb oreszenamit Bogenmenge
S,, die beginnendbei vj, Vo \ T aufspani, wennV, zusammenlangendist.

Se = Si[ S, [ feg induziert dann eine Arboreszenzin Dg, und Se erfullt (2.11) mit
Gleichheit. Wir erhalten alsoinsgesamn jCj linear unabhangigeVektoren. Nach Lemma 2.4
ist die Ungleichung alsofacettende nierend?. n

Beispiel 2.6

Hier wollen wir noch einmal den GraphenG,; betrachten. Die bidirektionale Variante D¢,
ist in Abbildung 2.7 zu sehen.Daneben sind die facetteninduzierendenUngleichungen von
Psr (De,,; Trs) abgebildet.In diesemFall gilt fer Dg,,, da Ps;(Dgry: Trs) = Pie(Dops; Trs)
ist.

PST (DGT3 ; TT3 )

B\ y X1+ X3
Xo + X3

T X5, Xg

X1; X2; X3; X4, Xs5; Xg

P ORRR

Abbildung 2.7:

12ygl. [CR884]
3Man sollte bedenlken, da eine Ungleichung, die facetteninduzierendfur P4, (Dg; T) ist, dies nicht not-
wendigerweiseauch fur Ps; (Dg; T) ist.
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Die in die Wurzel zeigendenBegensind insofern herauszuhekn, als siein keiner optimalen
Lesung erthalten sein kennen. Man sollte aufgrund des obigen Beispiels allerdings nicht
annehmen,da P, (Dg;T) immer gleich Pg, (Dg; T) ist.1

Wie Goemansund Myung in [GM93] gezeigthaben,ist minc'x, x 2 P, (Dg; T) unabhangig
von der Wahl der Wurzelr.

Nadfolgendwollen wir einigeZusammenm®ngezwisdien dem gerichteten und dem ungerid-
teten Modell mit Knotenvariablen aufzeigen.

Betrachtet man X
Yk = Xe; fur allek 2 V nfrg (2.15)

ez

wird klar, da wir die Knotenvariablen des ungeriditeten Modells durch die Summe der
eingehenderBeogenim gerichteten Modell simulieren kennen.Diesist eineFolgeder Tatsade,
da esin eineroptimalen LoesungS von BP(ST(Dg; T;c)) immer genaueineneingehenden
Bogenfur jedenKnoten ausV (S ) gekenmu. Also sind
X 2 =0 mitv=r
Xa, =1 fur allev2 T nfrg (2.16)
a2, 1 furallev2 N

geltige (Un-)Gleichungenfur jede minimale Lesungdesgerichteten Steinerbaumproblems.

Da fur alle Losungen,die (2.16) erfullen,
X X X . X X .
Xa = Xa+jTj 1) Xa=|T] 1
a2A k2N a2 | k2T a2
gilt, wird o enbar Ungleichung (2.4) unter Verwendungvon (2.15) auch von allen minimalen

Lesungendesgerichteten Modells erfulllt.

Da jeder Steinerknoten,der Teil einer optimalen Lesungseinsoll, mit mindestenszwei Kno-
ten verbundenseinmu, und er maximal zu einem eingehenderBogeninzident seinkann,
mu esalso mindestenseinenausgehenderiBogengeben.
Eine geridtete Formulierungg(von Ung)l(eidwung (2.10) ist

Xa Xa O; furallev2 N (2.17)
a2 ¥ a2
und die Entspredung von (2.9) ist dann
X
fur allei 2 | : Xa Xi O; furallev2 N; (2.18)
a2

und die Ungleichung wird von einer minimalen Lesungmit Gleichheit fer alle ausgehenden
Begen,die ungleidh Null sind, erfullt. In ahnlicher Weisekann man aud die Ungleidhungen
(2.5) und (2.6) fur dasgerichtete Problem formulieren.

Wir bezeitinen die Ungleichungen (2.16) bis (2.18) im weiteren als ,,Flu ungleichungen ,
weil sieauf der Uberlegungberuhen,da , wenndie Werte x,, a 2 E, einerzulassigen_esung
der Relaxierungals Flu in Dg aufgefat werden,ein Flu von genau® einsvon der Wurzel
zu jedem Terminal vorhandenseinmu .

14Bezuglich weiterer Klassenvon facetteninduzierendenUngleichungenfur P, (Dg; T) siehe[CR94b].
Spas ist aquivalent damit, da eine zulassigelL esungeine Arb oreszenzinduziert.
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Vergleich der Mo delle
Bewvor wir uns fur einesder vorgestelltenModelle ertscheiden, sind zwei Fragenzu klaren:

1. Weldhe Relaxierungist die ,Best& , bzw. wasist

argmaxs,of minfc'x j x 2 Pggmit Q = fP . (G; T); P2 (G; T); P (Dg; T)g ?

2. Wie gut lassensich (2.1), (2.3), (2.4), (2.5), (2.6), (2.10), (2.11), (2.16), (2.17) und
(2.18) separieren?

In [CR88a]zeigenChopra und Rao, da
minfc'x jx 2 P, (G;T)g minfc™xjx2 P, (Dg;T)g

gilt, selbstwenn man (2.2) und weitere bekannte Facetten zur Bestireibung von P, (G; T)
hinzunimmt, und Goemansund Myung weisenin [GM93] nach, da

minfc'x jx 2 P2 (G;T)g= minfc'xjx 2 P, (Dg;T)g

ist. Dabei ist aus den Ergebnissendes vorigen Absdnitts klar, da sich die ungeridtete
Formulierung in jedem Fall mindestensauf denWert von P2 (G; T) hebenlat. Bleibt noch
die Frage nach der Separierbarleit der Ungleichungen.

Da uns die gerichtete Formulierung am einfadisten ersdien und dasdurch (2.11) gegelene
Separierungsproblenpolynomial in O(jVj3) Sdritten zu lesenist und auc die Separierung
der Flu ungleichungen keine Probleme bereitet, haben wir uns fer eine Verwendung dieses
Modellsentschiedenund soin P, (Dg;T) P« (Dg;T) eineRelaxierungunseresurspreing-
lichen Problemsgefunden,die wir bei der Implemertierung unseresSdnitteb enenwerfahrens
zugrundegelegthaben.
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Reduktionsv erfahren

In diesemKapitel sollen Methoden untersutht werden, die mit polynomialem Aufwand die
Anzahl der zur LesungeinesSteinerbaumproblemszu untersuchendenKnoten und Kanten
verringern.

3.1 Theorie

De nition 3.1

Eine (zulassige)Reduktion ist eine Transformation eines SteinerbaumproblemsST(G; T; ¢)
in ein Paar (ST(G%T%D;¢) mit G°= (VEEY undc 2 R, jVY jVj,jEJ jJEj und
jiTY jTj, soda fur mindestenseine optimale LesungS von ST(G;T;c) und S° von
ST(G%T% D gilt: ¢(S )= AS°) + c.

Lemma 3.2
Sei(ST(G® T 9; ;) eineReduktion von ST(G; T; ¢) und (ST(G® T ¢%; c,) eineReduktion
von (ST(G%T%D; cy), dannist (ST(G®T®; ¢, + ¢;) eine Reduktion von ST(G; T; ¢).

Wir werdenuns Bedingungenelberlegen,die die folgendenimplikationen haben:

(i) Esqgibt eineKante e 2 E und mindestenseine optimale LesungS von ST(G;T;0), in
der die Kante e nicht erthalten ist. (ST((V; E nfeg); T;c);0) ist dann eine Reduktion.

(i) Esgibt einenKnoten v 2 N und mindestenseineoptimale LesungS von ST(G; T; c),
in der der Knoten v nicht erthalten ist. (ST((V nfvg;E n ,);T;c);0) ist dann eine
Reduktion.

(i) Esgibt eineKante e = [u;v] 2 E mit u; v 2 V und mindestenseineoptimale LesungS
von ST(G; T; ¢), in der die Kante e erthalten ist. SeidannG°:= G(f u;vg) = (W, F) der
Graph, der durch Kontraktion vonu und v ertlang e ertsteht. Es seiw der kontrahierte
Knoten, dannist (ST(G%T%c);c.) eine Reduktion mit T®:= T [ fwgnfu;vg, falls
fu;vg\ T 6 ; und T%:= T sonst.

(iv) Esgibt zwei Kanten e; = [u;v] und e, = [v;w] mit fe;;e,g= yundv2 N,u;w2V
und mindestenseine optimale LoesungS von ST(G;T;c), fur diegilt: &2 S , & 2
S . Danniist (ST((V nfvgE [ flu;wlgn );T;c);0) eine Reduktion mit ¢, =
Co, T Gy

18
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Um eine Vorstellung davon zu bekommen, was dieseReduktionen leisten kennen, betrachte
man die Abbildungent 3.1 und 3.2.

S_

NN

AN

N

/K

Abbildung 3.1:,Vorhei Abbildung 3.2:,Nachhei

De nition 3.3

Fer ein SteinerbaumproblemST(G; T; ¢) wollen wir die Terminaldistanzs(u;v) zweier Kno-
ten u;v 2 V mit u 6 v de nieren als die , kleinste maximale Entfernung zwisthen zwei
Terminalenauf einemWegvon u nach v:

SeiHy. = (W;F) der durch einen|[u; v]-Weginduzierte Subgraphvon G und Tyy = W\
T [ fu;vg. Dann sei

8
<

X
b(H ) = max, cc H=W;F) Hp.,W WF F,H zusammenangend
e2F

w2 Ty; fallsj,j=1 )

und fer allew 2 W gilt beziglich H : W6y : fallsj oj = 2

und
s(u;v) = minfb(H.,) j wber alle Hy,.j in Gg:

In der Abbildung 3.3 ist ein Beispiel fur die Terminal-Distanz zwisdien u und v gezeigt.
s(u; V) gibt dengre ten Abstand zwisden zwei Terminalen an, den man zureicklegenmu ,
wenn man sich von u nach v bewegt.?

Esgilt oenbar: s(u;v) d(u;v)  Cuu:

1Es handelt sich hier um das Problem br von Carlos Ferreira. (Vollstandiger Graph mit 58 Knoten).

2Man kennte s esauch als , Tankstellen -Distanz bezeitinen, da s(u; v) festlegt, fur wieviele Einheiten
Weg der Tank einesFahrzeugsmindestensTreibsto fassenmu, damit man von u nach v gelangenkann,
wenn die Terminale sovie u und v Tankstellen sind.

SWir wollen als Test einen Algorithm us bezeitinen, der Knoten oder Kanten ermittelt, die den Voraus-
setzungenfur eine Reduktion entsprechen.
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In der Literatur wird eine Vielzahl von Redukti-
onstest$ bestrieben. Wir haben, wenn meglich,
die in den Artik eln genanrien Namen mit auf-
gekihrt, um das Durcheinanderein wenig zu lich-
ten.

Wie sich sdilie lic h herausgestellthat, sind fast
alle Reduktionen Spezialflle von drei bzw. vier
allgemeinerenAussagen(Satze 3.4, 3.5, 3.6 und
Abbildung 3.3: Graph mit s(u;v) = 3 3.10).

Satz 3.4 (Grad-T est )
Gegelen seiein SteinerbaumproblemST(G; T; c), dann gilt fur einenKnoten v mit

] vi=1 v2 N : vkannin keiner Optimall esungerthalten sein.

Jvi=1 v2T: DieKante e= [u;v] 2 , mu in jeder zulassigenLesungvon ST(G;T;c)
erthalten sein.

Jjvi=2 v2N : Fallsv2 V(S) einerOptimallesungS von ST(G;T;c) ist, messenbeide
Kantene; = [u;v], & = [v;w] 2 , in S enthalten sein.

Jvi=2,v2T: Seiene = [u;v],e=[v;w]2 |, mit ¢, Ce,. Fallsu2 T, sogibt eseine
Optimallesund in der e, erthalten ist.

Dies ist der einfadiste und sdnellste der im folgendenvorgestellten Tests. Ein Durchlauf
berstigt O(jV]j) Sdritte, soferndie Gradzahlender Knoten bekannt sind. Allerdings treten
enspredhendeKnoten in gre erer Zahl nur bei dennen, zufallig erzeugtenGraphenoder als
Folge andererReduktionen auf.

Die Verallgemeinerunger denFallv2 N, j j 3 wird in [DV89Db] als Bottleneck Degree m
Testvorgestellt:

Satz 3.5 (Grad-T est II)
Gegelen ein SteinerbaumproblemST(G; T; c) und ein Knotenv2 N mit j ,j 3. Dann sei
G, = (W; E,) der vollstandige Graph uber der KnotenmengeV, = V( ), gewiditet mit den
Terminaldistanzens, = s(u;w) fur alle e = [u;w] 2 E, mit u;w 2 V,. Der Knoten v kann
entfernt werden,wenn fur jede TeilmengeV, V, mit jV§ 3 gilt:

X X

Se C[v;u]
e2Ev (V9 u2vp

4Im Falle ce, < Ce, mu € in jeder Optimall esungerthalten sein
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mit E2 = mst((V,% E(V);s). Es mussendann Kanten [u; w] mit Kosten Cyw) = CGuwvy + Gy
fur alle u;w 2 V, hinzugekigt® werden.

Beweis: Es gerugt zu zeigen,da der Grad, mit der v in der Lesungauftritt, null oder zwei
ist. Ist letzteresder Fall, so gewahrleistet das Einfagender Kanten zwisthen den Knoten in
V, die korrekte Lesung.

EsseiS eineoptimale Losungvon ST(G;T;c) und v 2 N ein Knoten fur den die Beding-
ungen des Satzeszutre en. Dann seienS = S \ , Hy = (Wy;Fy);H, = (W5, F,) und
Hs = (Ws; F3) drei der |jSj zusammenlangendenKomponerten von H = (V nfvg;S nS).
Desweiteren seiw; = W;( ) und ¢ = [v;w;] fur i 2 f1;2;3g. Da nach Voraussetzung
minf s(wy; W) + S(Wq; Wa); S(W1; Wo) + S(Wo; W3); S(Wy; W3) + S(Wo; W3)g  Ce, + Ce, + Ce, dilt,
ist esmeglich, die drei Komponerten zu verbindenund dabei maximal zwei der drei Kanten
er; & und e; zu berutzen, ohneda dasGewidt der Lesunggre er wird. Seio.B.d.A e; die
unberutzte Kante, dann kann eineandereKomponerte ausH den Platz von W; einnehmen
und der Vorgangsolangewiederholt werden,bis gezeigtist, da maximal 2 Kanten gebraudt
werden. [ |

Der Aufwand fur diesenTest bei festgelegtemGrad m = j j ist polynomial (etwa O(jVj3)
fur m = 3), wadst aber exponertiell mit m.

Satz 3.6 (T erminal-Distanz-T est)
Die optimale LesungS einesSteinerbaumproblemsST(G; T; c) kann die Kante [u;v] 2 E
nicht erthalten, wenns(u; V) < Cy.j ist.

Beweis:EsseiS eineoptimale Losungvon ST(G; T;c) mit e= [u;v] 2 S und s(u;V) < Ce.
Dann gibt eseinenvon einem [u; v]-Weg induzierten SubgraphenH.,; = (W;F) G, fur
denb(Hpyy) < G gilt. DaTyw V(S ) fur Tw = W\ T[ fu;vggilt, mu eseinen(s;t]-Weg
mit s;t 2 Ty der Langed(s;t) < ¢ gebken, der die beiden Komponerten von V(S nfeg)
verbindet. SeiF die Mengeder Kanten auf diesemWeg,dannist S nfeg[ F eineLesung
geringerenGewidts. ]

Mit einemzu diesemZwedk modi zierten Dijkstra-Algorithm uslat sich der Testin O(jVj3)
Sdiritten durchfehren.

Der Terminal-Distanz-Test ist in [DV894 als Special Distance Test bestirieben. Mehrere
Spezial®lle werdenin der Literatur besdirieben:

Folgerung 3.7 (Dreiec ksungleic hungs-T est)
Gegelenein SteinerbaumproblemST(G; T; ¢) und eineKante e = [u;v] 2 E mit d(u; V) < cCe.
Dann kann e in der optimalen Lesungnicht enthalten sein.

Idee: Aus d(u; V) < .y folgt s(u; V) < G-
Dabei ist zu beaditen, da eine Verletzung der Dreiedksungleitung als Folge anderer Re-
duktionen auftreten kann (insbesonderebei Kontraktionen).

DieserTestwird in [DV89Db] als Least Cost Testund in [WS92] als LongestEdge Reduction
Type | bezeitinet.

SMan beadite, da insbesondereKanten mit s(u;w) < Cuv] + Cv.w] Wegendes Terminal-Distanz-Tests
auch wieder entfernt werden kennen. Ebensoparallele Kanten.
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Folgerung 3.8 (MST-T est)

Gegelen ST(G; T;c), seie= [u;v]2 E,H = T[ fu;vgund F = mst(H;E(H));c) E.
Wir wollenannehmengda F eindeutigbestimnt sei® Falls e 62F , dann gibt eseineoptimale
LesungsS , in der e nicht erthalten ist.

Idee:Da e nicht Teil desminimal spannenderBaumesvonH ist, mu esin demdurch F[ feg
induzierten Kreis eine darin erthaltene Kante f mit ¢ < ¢ gelben. WegenH = T [ fu;vg
folgt darausaber s(u; V) < Ce.

In [BP87] wird dieserTestin drei Teile fur u;v 2 T (R-R EdgeDeletion), u2 T,v 2 N
(R-S EdgeDeletion) und u;v 2 N (S-SEdgeDeletion) aufgeteilt. Die hier angegeleneForm
ertspricht [DV894.

Ein lokaler Sonderfalldes MST-Testswird in [WS92] als LongestEdge Reduction Type I
und in [DV89Db] als Vertices nearer to K Testbestrieben:

Folgerung 3.9 (L angstekanten-T est)
Gegelen ST(G; T;c). Esseienu;v2 N undt 2 T, dann existiert eine optimale LesungS
von ST(G; T;c) mit e= [u;Vv] 625 , wenn maxf d(t; u); d(t; v)g < ¢ gilt.

Idee: Aus maxf d(t; u); d(t; v)g< ce mit t 2 T folgt sofort s(u; V) < ce.

Wir haben zusatzlich eine vereinfatite Variante diesesTestsberutzt, bei der wir nur nadc
maxf Gt.u1; Grv1d < Ce sudien, was deutlich schneller ist, da keine Entfernungenzwisden den
Knoten beredinet werden meissen.

Satz 3.10 (T erminalen-En tfern ungs-T est)

Gegelen ST(G; T; c) und ein zusammenlangenderSubgraphH = (W;F) von G, fur den
T\ W6 ; undTnW 6 ; gilt. Esseiene = argming, (w)Ce Undf = argmin, ynreqCr €INE
kerzesteund zweitkurzesté Kante ausdemdurch W induzierten Scnitt.

Dannmu dieKante e= [u;vl mit u2 W undv 2 V nW in eineroptimalen LesungS von
ST(G;T; c) enthalten sein,falls gilt:

¢ dytc+d

mit d, = minfd(t;;u) jt; 2 T\ Wgund d, = minfd(ty;v)jt, 2 TnWag.

Beweis: EsseiS eineoptimale Lesung,die e nicht erthalte. Da mindestenseine Kante aus

(W) berutzt werdenmu, um die in W erthaltenen Terminale mit denenin V nW zu
verbinden,ist S n (W)[ fKanten des]t;; u]-Wegeg| feg[ fKanten des]v;t,]-Wegeg eine
mindestensso kurze Lesungvon ST(G; T; ¢). [ |
Der Aufwand fur diesenTestliegt bei O(jVj3). Er wird in [DV89b] als Nearest Sgecial Vertices
Testeingetihrt.

Folgerung 3.11 (T erminalen-Aggregations-T est)
Gegelen ST(G;T;c) und F = mst(G;c) E. Dann existiert eine optimale LesungS von
ST(G;T;c), soda jedeKante e= [u;v]2 F mit u;v 2 T auch Elemert von S ist.

5Dieslat sich, falls notwendig, durch einetotale Ordnung auf den Kanten erreichen.
"Hatten wir nicht vorausgesetzt,da G zweifach zusammenhangend ist, kennten wir mit diesem Test
auch Steinerbruckenertfernen, indem wir fur denFall j (W)j= 1,¢ = 1 setzen.
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Idee: DieserTestentspricht dem Terminal-Entferungs-Testfur denFall u;v 2 T, alsod, = 0,
d, = 0. Ause2 F folgt dannc, ¢ fur einf 2 E wiein Satz 3.10.

Der Aufwand fur diesenTestist im wesetlichen abhangig von der Berecinung desminimal
aufspannenderBaumesund liegt daherbei O(jVj?). Er wird in [BP87] als R-R Aggregation
besdrieben.

Folgerung 3.12 (N ahestes-Terminal-T est)

Gegelen ST(G;T;¢). Seit 2 T mit j ;j 2und u= argmin,, ¢, und v = argmin,, ,,C
ein nachster und zweitnadhster Nachbar von t.

Seis = argming, 1;4d(U; s) ein abgesehewon t zu u nadcstgelegeneJerminal. Falls ¢,,; +
d(s;u) ¢y, ist die Kante e = [t; u] Teil einer optimalen LesungS von ST(G;T;c).

Idee: Lokaler Sonderfalldes Terminalen-Ertfernungs-Tests.

Wir berutzen in der Implemertierung aussalie lic h eine vereinfadite Fassung,bei der nur
direkte Verbindungenzwisden s und u wberpreft werden. Dieser Test wird in [Bea84 und
[DV89Db] als Nearest Vertex Testund in [WS92]als ClosestZ-Vertices Reduction besdirieben.

3.2 Praxis

Kosten-/Nutzenerw agungen

Bei jedemTest stellt sich die Frage,ob wir die Zeit, die verbraudit wird, im weiterenVerlauf
desVerfahrensdurch die evertuell verringerte Problemgre e wieder hereinholen.

Dazumu wberlegtwerden,in welcher Reihenfolgeund wie oft man die Reduktionsalgorith-
men anwendet. Eine optimale Reihenfolgeist o enbar nicht im vorauszu ermitteln.

Aus unserenErfahrungengeh hervor, da esgenstig ist, keine Reduktionstestsmehr durch-
zufuhren, wenn wahrsdeinlich wird, da nicht mehr ,viel passiert.

Es sind daherzwei megliche Ablaufeimplemertiert worden: Ein ,,Sdnellek S und ein, Aus-
giebigek A. S wurde bei fast allen Lesungshufen in Kapitel 7 verwendet, da er in kurzer
Zeit einengro en Teil der meglichen Reduktionen ndet. Bei A wird solangereduziert, wie
noch eine Meglichkeit dazu besteh.

Auf Seite 25 sind die beiden Ablaufe gezeigt.Der Grad-Test | wird immer solangedurchge-
fuhrt, bis keine zutre enden Knoten mehr gefundenwerden.

Esist noch anzumerlen,da unserelmplemertierung desTerminal-Distanz-Testsmit zufallig
perturbierten Kantengewiditen arbeitet. Daher ist es nicht unsinnig, den Test mehrfach
hintereinanderauszughren.

Ergebnisse

Alle in diesemAbsanitt gezeigtenResultate wurden mit dem VerfahrenA erzielt. Es ging
darum, herauszu nden,was an Reduktionenmit den vorgestelltenTestsmeglich ist.

Wir haben keine Laufzeiten angegelen, da der Algorithm us meist 99 % der Zeit { mitunter
mehrereStunden{ aufgewendet hat, um die letzten 20 zu ertfernendenKanten zu nden.
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Eine genauereBesdireibung der verwendeten Testdaten ndet sich im Absdnitt 7.1 auf
Seite59.

In den nachfolgendenTabellen bezieh sich die erste Halfte der Spalten auf den urspreing-
lichen Graphenund die zweite auf das Ergebnisder Reduktionen.

Dabeiist » derminimaleund - der maximale Grad aller Knoten im Graphen. . bezeitinet
den durchsdnittlic hen Grad.

Die Spalte % gibt an, wieviel Prozert der Kanten nach der Reduktion noch vorhandensind.
Unter der Ubersdairift Fixkostensind die Kosten verzeitinet, die zum Wert einer optimalen
Lesungdesreduzierten Steinerbaumproblemsaddiert werden meissen,um den Optimalwert
des Ausgangsproblemszu erhalten. Ist der Eintrag fett dargestellt, so wurde das Problem
vollstandig reduziert und der angegeleneWert ist das Gewidit einer optimalen Lesungdes
Problems.

Erwartungsgera waren die Ergebnisseder Reduktions\erfahren sehr untersaiedlich. Bei
sehrdennenund bei vollstandigen Graphenwerdendie bestenErgebnisseerzielt.

Wie man anhandder Tabellen 3.5, 3.6 und 3.7 sehrsdien sehenkann, steigt der Reduktions-
erfolg mit der Anzahl der Terminalen. Das st erklarlich, wenn man eberlegt, da durch das
Hinzufegen einesTerminals zu einem Graphen die Terminal-Distanz der Knoten nur gleich
bleiben oder kleiner werden kann. Ebensowird die Anzahl der Terminal-Terminal Kanten
nur gre er oder bleibt gleich. Und dieseKanten kennen oft als zu einer optimalen Lesung
gehorig identi ziert werden.

Bei vielen kleinen Datensatzen gelingt es, das Problem vollstandig zu reduzierenund so zu
lesen.Siehedie Tabellen 3.4 und 3.11.

Die Resultate bei vollstandigen Graphen sind sehr gut, weil immer eine gro e Zahl von
reduzierbarenKanten vorhandenist. Es ersdeint unter diesemGesihitspunkt wenigsinnvoll,
Steinerbaumproblemen vollstandigen Graphen ohne Reduktionenlesenzu wollen.
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Algorithm us: Schnele Reduktion S

Eingab e: SteinerbaumproblemST(G; T).

Ausgab e: Ein um die durch das Verfahrenidenti zierten Knoten und
Kanten reduziertesSteinerbaumproblemST(G ;T ), savie
die fur den xierten Teil ermittelten Kosten.

Begin

Fehre Grad-Test| aus.

Fehre Terminalen-Aggregations-€st aus.
Felhre Terminal-Distanz-Test aus.

Fehre Grad-Test| aus.

Fehre Nahestes-€rminal-Test aus.
Fehre Terminal-Distanz-Test aus.
Fehre Terminal-Distanz-Test aus.
Fehre Nahestes-€rminal-Test aus.

Fehre Grad-Test| aus.

End.

Algorithm us:

Eingab e:
Ausgab e:

Begin

Fehre Grad-Test| aus.

Do

AusgiebigeReduktion A
SteinerbaumproblemST(G; T).
Ein um die durch das Verfahrenidenti zierten Knoten und

Kanten reduziertesSteinerbaumproblemST(G ;T ) sawie

die fur den xierten Teil ermittelten Kosten.

Fehre setis mal den Terminal-Distanz-Test aus.
Fehre Grad-Test| aus.

Fehre Terminalen-Erfernungs-Test aus.

Fehre Grad-Test Il aus.
Fehre Grad-Test | aus.
while einer der Testserfolgreid war.

End.
Tabelle 3.1: Ablauf der Reduktions\erfahren
ST(G; T; ¢) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name | jVj iEi 0Ti| Vi JE] 0T« .| % | kosten
berlin 52 1326 16| 51 51 51| 47 138 14| 3 12 5|10 118
br 58 1653 25| 57 57 57| 29 91 8| 2 11 6| 5 9892
ar 666 221445 174|665 665 665|536 2966 101 | 3 42 11| 1 | 34878

Tabelle 3.2: Reduktionsergebniss& estsetX
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ST(G; T;c) unreduziert ST(G; T;c) reduziert Fix-
Name | jVj iEi 0Ti| o« Vi E)] 0T« . | % | kosten
mc2 120 7140 60| 119 119 119|120 478 60| 3 17 7| 6 0
mc3 97 4656 45| 96 96 96| 97 1203 45|18 36 24| 25 0
mcl3 | 1560 11175 80| 149 149 149|149 623 80| 2 16 8| 5 1
mcll | 400 760 213 2 4 3| 40 58 26| 2 6 2| 7| 10652
mc7 400 760 170 2 4 3| 56 89 30| 2 6 3|11 2472
mc8 400 760 188 2 4 3| 58 88 35| 2 5 3|11 1304
Tabelle 3.3: Reduktionsergebniss@estsetMC
ST(G; T;c) unreduziert ST(G; T;c) reduziert Fix-
Name | jVj jJEj jTj| « CLivi GEj] 0TI | # % | kosten
b01 50 63 9] 1 9 2 * * * 0 82
b02 50 63 13| 1 8 2 * * * 0 83
b03 50 63 25| 1 8 2 * * * 0 138
b04 50 100 9| 1 10 4 * * * 0 59
b05 50 100 13| 1 9 4 * * * 0 61
b06 50 100 25| 1 9 4| 16 25 9| 2 5 3|25 67
b07 7 94 13| 1 9 2 * * * 0 111
b08 75 94 19, 1 7 2 * * * 0 104
b09 75 94 38| 1 6 2 * * * 0 220
b10 75 150 13| 1 10 4| 28 53 8| 2 3|35 35
bll 75 150 19| 1 8 4 4 5 31 2 3 2| 3 71
b12 75 150 38| 1 8 4 * * * 0 174
b13 100 125 17| 1 8 2| 14 20 8| 2 6 2|16 84
b14 100 125 25| 1 7 2| 20 28 10| 2 4 2|22 155
b15 100 125 50| 1 7 2 5 7 41 2 4 2| 5 283
b16 100 200 17| 1 9 4| 44 90 9| 2 8 4|45 52
b18 100 200 50| 1 9 4| 10 13 712 3 2| 6 178

Tabelle 3.4: Reduktionsergebniss@ estsetB
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ST(G; T;c) unreduziert ST(G; T;c) reduziert Fix-
Name | jVj JEj JTi| & Vi JE] T & - | % | kosten
cO01 500 625 5/ 1 12 2| 113 202 5| 2 8 3|32 25
c02 500 625 10| 1 12 2| 75 134 8| 2 8 3|21 21
c03 500 625 83| 1 10 2| 36 51 23| 2 6 2| 8 554
c04 500 625 125 1 11 2| 18 25 13| 2 4 2| 4 963
c05 500 625 250 1 10 2 * * * 0| 1579
c06 500 1000 5| 1 13 4348 797 5| 2 11 4|79 0
c07 500 1000 10| 1 13 4 |351 802 9| 2 12 4|80 8
c08 500 1000 83| 1 12 4181 322 54| 2 8 3|32 176
c09 500 1000 125| 1 11 4123 204 55| 2 12 3|20 336
c10 500 1000 250| 1 12 4| 16 21 12| 2 4 2| 2 1038
cl1 500 2500 5| 2 22 9495 1918 5| 3 16 7|76 0
cl2 500 2500 10| 1 19 9478 1623 10| 3 15 ©6 |64 0
cl3 500 2500 83| 1 21 9|277 55 61| 2 9 422 65
cl4 500 2500 125| 2 20 9| 30 42 20 2 4 2| 1 280
c15 500 2500 250| 2 20 9 * * * 0 556
cl6 500 12500 5| 2 71 49| 500 2880 5| 4 21 11|23 0
cl7 500 12500 10| 2 70 49497 2353 10| 3 18 9|18 0
cl8 500 12500 83| 2 74 49428 1120 80| 2 11 5| 8 5
cl9 500 12500 125| 2 68 49355 775 107 2 9 4| 6 19
c20 500 12500 250| 2 69 49 * * * 0 267
Tabelle 3.5: Reduktionsergebniss@estsetC
ST(G; T;c) unreduziert ST(G; T;c) reduziert Fix-
Name | jVj jEi JTi| & : Vi JEj T | « .| % | kosten
dol 1000 1250 5| 1 13 2| 228 430 5| 2 11 3|34 0
do2 1000 1250 10| 1 12 2| 257 476 10| 2 9 3|38 33
do3 1000 1250 167| 1 12 2 * * * 0| 1565
do4 1000 1250 250| 1 10 2 8 11 512 5 2|1 1900
dos 1000 1250 500| 1 10 2 8 12 6| 2 6 3| 0 3210
doé 1000 2000 5| 1 12 4| 742 1707 5| 2 12 4|85 0
do7 1000 2000 10| 1 12 4| 717 1652 10| 2 11 4|82 7
dos 1000 2000 167| 1 16 4| 202 328 87| 2 11 3|16 501
do9 1000 2000 250 1 13 4 22 29 16| 2 6 2| 1 1360
di0 1000 2000 500| 1 13 4 21 29 17| 2 4 2| 1 2033
di1 1000 5000 5| 2 23 9| 981 4133 5/ 3 19 882 0
di2 1000 5000 10| 2 23 9| 984 3518 10| 3 15 7| 70 0
di3 1000 5000 167| 2 23 9| 582 1153 141 2 8 3|23 76
di4 1000 5000 250 2 23 9 59 84 3| 2 5 2|1 575
di5 1000 5000 500 2 21 9 10 14 8/ 2 5 2|1 1095
di6 1000 25000 5| 2 73 49| 1000 6946 5| 5 25 13| 27 0
di7 1000 25000 10| 2 71 49| 1000 6587 10| 5 25 13| 26 0
di8 1000 25000 167 | 2 77 49| 879 2381 153| 2 13 5| 9 15
di9 1000 25000 250| 2 72 49| 843 2103 230| 2 12 4| 8 28
d20 1000 25000 500| 2 74 49 * * * 0 537

Tabelle 3.6: Reduktionsergebniss&estsetD
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ST(G; T;c) unreduziert ST(G; T;c) reduziert Fix-
Name | jVj Ei 0TI s - iVij jEi JTi| # . | % | kosten
e0l 2500 3125 5| 1 14 2| 654 1246 5| 2 13 3|39 9
e02 2500 3125 10 1 12 2| 677 1263 9| 2 11 3|40 50
e03 2500 3125 417 1 10 2 112 165 74| 2 10 2| 5 3380
e04 2500 3125 625 1 17 2 49 72 32| 2 18 2| 2 4831
e05 2500 3125 1250 1 11 2 7 10 5/ 2 6 2|1 8089
e06 2500 5000 5| 1 17 4| 1820 4274 5| 2 16 4|85 0
e07 2500 5000 10| 1 16 4 (1863 4332 10| 2 13 4| 86 8
e08 2500 5000 417 1 16 4| 642 1149 220| 2 13 3|22 1233
e09 2500 5000 625 1 17 4| 283 432 155| 2 10 3| 8 2698
el0 2500 5000 1250 1 16 4 14 20 11| 2 7 2 1 5541
ell 2500 12500 5| 2 24 10| 2495 11541 5/ 3 20 9|92 0
el?2 2500 12500 10| 2 23 10|2483 10788 10| 3 18 8| 86 0
el3 2500 12500 417 2 26 10| 1408 2742 353| 2 13 3|21 211
el4 2500 12500 625 2 23 10| 102 140 65| 2 6 2| 1 1565
el5 2500 12500 1250 2 23 10 * * * 0| 2784
el6 2500 62500 5| 2 75 49| 2500 20694 5/ 5 30 16| 33 0
el7 2500 62500 10| 2 75 49| 2500 17359 10| 4 28 13| 27 0
el8 2500 62500 417|130 73 50| 2224 5994 394| 2 14 5| 9 35
el9 2500 62500 625 2 79 491608 3460 500| 2 10 4| 5 148
e20 2500 62500 1250 2 76 49 * * * 0| 1342
Tabelle 3.7: Reduktionsergebniss@ estsetE
ST(G; T;c) unreduziert ST(G; T;c) reduziert Fix-
Name | jVj JEj jTi| = Clivio GE] JTi s . | % | kosten
p401 | 100 4950 5| 99 99 99| 58 124 5|/ 3 7 4| 2 4
p402 | 100 4950 5| 99 99 99| 56 113 5|/ 3 7 4| 2 3
p403 | 100 4950 5| 99 99 99| 65 149 5/ 3 8 4| 3 0
p404 | 100 4950 10| 99 99 99 * * * 0 270
p405 | 100 4950 10| 99 99 99 * * * 0 270
p406 | 100 4950 10| 99 99 99| 55 111 8| 2 6 4| 2 39
p407 | 100 4950 20| 99 99 99| 51 92 14| 2 6 3| 1 108
p408 | 100 4950 20| 99 99 99 * * * 0 542
p409 | 100 4950 50| 99 99 99 7 10 5/ 2 6 2|1 800
p410 | 100 4950 50| 99 99 99 * * * 0| 1010
p455 | 100 4950 5] 99 99 99| 99 968 5| 4 44 19| 19 0
p456 | 100 4950 5| 99 99 99| 100 822 5| 6 38 16| 16 0
p457 | 100 4950 10| 99 99 99| 97 625 8| 4 34 12|12 95
p458 | 100 4950 10| 99 99 99| 96 561 9| 4 23 11|11 57
p459 | 100 4950 20| 99 99 99| 86 376 16| 3 18 8| 7 266
p463 | 200 19900 10| 199 199 199|200 1963 10| 6 44 19| 9 0
p464 | 200 19900 20| 199 199 199|190 1595 14| 4 39 16| 8 300
p465 | 200 19900 40| 199 199 199|181 770 35| 4 18 8| 3 304
p466 | 200 19900 100 | 199 199 199| 59 149 21| 2 10 5| 1 4337

Tabelle 3.8: Reduktionsergebniss&estsetP (Teil 1)



Kapitel 3. Reduktionsverfahren 29
ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T;c) reduziert Fix-
Name | jVj jJEj jTj| « . |iVi JEj Ti| &« - .| % | kosten
p601 | 100 180 5/ 2 4 3| 34 63 5/ 2 5 3|35 2125
p602 | 100 180 5(2 4 3|3 58 5|2 5 3|32 7
p603 | 100 180 5(2 4 3|19 3 2|3 5 3|20 2414
p604 | 100 180 10| 2 4 3| 17 29 4| 2 5 3|16 5647
p605 | 100 180 10| 2 4 3 7 12 113 4 3| 6| 10355
p606 | 100 180 10| 2 4 3| 15 27 3] 2 4 3|15 7794
p607 | 100 180 20| 2 4 3 * * * 0 | 15358
p608 | 100 180 20| 2 4 3 * * * 0 | 14439
p609 | 100 180 20| 2 4 3| 22 3 8| 2 4 3|19 9147
p610 | 100 180 50| 2 4 3 9 16 4| 3 4 3| 8| 26594
p611 | 100 180 50| 2 4 3 * * * 0 | 26903
p612 | 100 180 50| 2 4 3 6 8 4| 2 3 2| 4| 27051
p613 | 200 370 10| 2 4 3| 65 120 7| 2 5 3|32 3107
p614 | 200 370 20| 2 4 3| 71 119 14| 2 5 3|32 7131
p615 | 200 370 40| 2 4 3| 41 68 17| 2 10 3|18 22131
p616 | 200 370 100| 2 4 3 7 9 5/ 2 3 2| 2| 58188
p619 | 100 180 5|1 2 4 3 * * * 0 7485
p620 | 100 180 5(2 4 3 9 12 4| 2 4 2| 6 3095
p621 | 100 180 5(2 4 3 * * * 0| 8688
p622 | 100 180 10| 2 4 3| 23 36 6| 2 4 3|20 5982
p623 | 100 180 10| 2 4 3| 14 21 6| 2 4 3|11| 10400
p624 | 100 180 20| 2 4 3 * * * 0 | 20246
p625 | 100 180 20| 2 4 3| 30 49 10| 2 4 3|27 8169
p626 | 100 180 20| 2 4 3 * * * 0 | 22346
p627 | 100 180 50| 2 4 3| 14 22 6| 2 5 3|12| 34553
p628 | 100 180 50| 2 4 3 * * * 0 | 40008
p629 | 100 180 50| 2 4 3 * * * 0 | 43287
p630 200 370 10| 2 4 3| 31 51 5/ 2 4 3]|13]| 10782
p631 | 200 370 20| 2 4 3| 73 123 14| 2 4 3|33 8719
p632 | 200 370 40| 2 4 3| 52 87 15| 2 5 3 |23| 27371
p633 | 200 370 100| 2 4 3 * * * 0 | 86268
Tabelle 3.9: Reduktionsergebniss@estsetP (Teil 2)
ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name iVi JEj iTi| «# . |ivi JEj iTi| # - . | % | kosten
grd-16-9| 144 263 7| 2 4 3| 9 159 6| 2 4 3|60 3
grd-2-3 6 7 3|1 2 4 2 * * * 0 3
grd-3-4 12 17 4| 2 4 2 * * * 0 6
grd-4-6 24 38 5/ 2 4 3 * * * 0 9
grd-6-9 54 93 71 2 4 3| 18 27 4|1 2 4 3|29 7
grd-9-6 54 93 12| 2 4 3| 48 83 9| 2 4 3|89 3

Tabelle 3.10: Reduktionsergebniss@ estsetGRD
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ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T;c) reduziert Fix-
Name | jVj jJEj jTj| « Vi Ej JTi| # % | kosten
rol 15 22 5| 2 4 2 * * * 0 187
ro2 12 17 6| 2 4 2 * * * 0 164
ro3 28 45 71 2 4 3 * * * 0 236
ro4 64 112 8| 2 4 3| 30 650 8| 2 4 3|44 8
ro5 12 17 6| 2 4 2 * * * 0 226
r06 24 38 12| 2 4 3 * * * 0 242
ro7 30 49 12| 2 4 3 * * * 0 248
ro8 24 37 12| 2 4 3 8 9 6| 2 3 2|24 128
ro9 15 22 71 2 4 2 * * * 0 164
rl0 36 60 6| 2 4 3 8 11 4| 2 3 2|18 48
ril 30 49 6| 2 4 3 * * * 0 144
ri2 27 42 9| 2 4 3 * * * 0 180
ri3 42 71 9| 2 4 3| 24 37 8| 2 4 3|52 30
ri4 36 60 12| 2 4 3 * * * 0 260
rls 100 180 14| 2 4 3 34 54 11| 2 4 3|30 44
rlé 9 12 3| 2 4 2 * * * 0 160
rl7 48 82 10| 2 4 3 7 11 3| 3 4 3|13 127
rl8 182 337 62| 2 4 3119 203 42| 2 4 3|60 138
ri9 168 310 14| 2 4 3| 36 59 8| 2 4 3|19 97
r20 6 7 3| 2 3 2 * * * 0 112
r21 15 22 5| 2 4 2 * * * 0 192
r22 16 24 4| 2 4 3 * * * 0 63
r23 16 24 4| 2 4 3 * * * 0 65
r24 16 24 4| 2 4 3 * * * 0 30
r25 9 12 3| 2 4 2 * * * 0 23
r26 9 12 3| 2 4 2 * * * 0 15
r27 16 24 4| 2 4 3 * * * 0 133
r28 12 17 4| 2 4 2 * * * 0 24
r29 9 12 3| 2 4 2 * * * 0 200
r30 28 45 12| 2 4 3 * * * 0 110
r3l 130 237 14| 2 4 3 65 112 14| 2 4 3| 47 28
r32 210 3912 19| 2 4 3|123 221 19| 2 4 3|56 28
r33 132 241 18| 2 4 3| 75 135 11| 2 4 3|56 113
r34 272 511 19| 2 4 3175 321 19| 2 4 3|62 15
r35 240 449 18| 2 4 3123 218 18| 2 4 3|48 8
r36 6 7 41 2 3 2 * * * 0 90
r37 49 84 8| 2 4 3 * * * 0 90
r38 100 180 14| 2 4 3| 61 105 12| 2 4 3|58 30
r39 100 180 214} 2 4 3| 51 89 10| 2 4 3|49 58
r40 64 112 10| 2 4 3| 37 61 10| 2 4 3|54 8
r41 144 263 20| 2 4 3| 99 175 16| 2 4 3|66 44
r42 81 144 15| 2 4 3| 22 32 10| 2 4 2|22 53
r43 195 362 16| 2 4 3122 215 16| 2 4 3|59 11
r44 196 364 17| 2 4 3137 245 17| 2 4 3|67 1
r45 270 507 19| 2 4 3|180 329 18| 2 4 3|64 34
r46 16 24 16| 2 4 3 * * * 0 150

Tabelle 3.11: Reduktionsergebnissd estsetR
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Heuristik en

In diesemKapitel wollen wir uns mit polynomialen Algorithmen zur Erzeugungeiner zu-
lassigenLesungbefassen.

Da alle bekannten Algorithmen, die eine optimale Lesungdes Steinerbaumproblemdiefern,
exponertiellen Aufwand haben, besteht seit langemein Interessean , guten Heuristiken.
Einen Uberblick und Vergleith gangigerVerfahren ndet sich in [RC86]und [WS97.

Aufgrund desZusammenhangeswisdieneinemSteiner-
baumproblemST(G; T; ¢) und demminimal spannenden
Baum von G bietet sich folgendesVerfahren als erster
Ansatz an:

Bilde F = mst(G;c) und lesthe dann alle Kanten, die

zu einemKnoten v 2 N inzident sind, dessenGrad im

Baum einsist.

Die soerzeugteL esungist zweifelsfreizulassig,hat aber
den Nadteil, da sie beliebig sdledt sein kann, wie

man an nebenstehenderAbbildung sieft. Abbildung 4.1:

Der Algorithm us kann aber aud zur Nadchbearbeitung von heuristishen Lesungereingesetzt
werden. Hat eine Heuristik eine Menge W N von Knoten ausgevahlt, so kann durch
S = mst(T [ W;E) eine Lesung berehinen werden, deren Gewitht, nach Lesdwung der
angegeknenKanten, in jedemFall kleiner oder gleich demder urspreinglich von der Heuristik
ermittelten Lesungist.

4.1 Weg-Entfern ungs-Heuris tik en

Mit denWeg-Ertfernungs-Heuristilen liegt eineKlassevon Verfahrenvor, die gute Ergebnis-
se(sieheAbsdnitt 4.2) mit einemvertretbaren Aufwand (um O(jVj3)) verbinden. Siehaben
alle diein Tabelle 4.1 besdiriebeneStruktur. Man beginrt mit einemnur ausden Terminalen
bestehendenwald und verbindet dann sukzessie zwei Komponerten desWaldes, bis man
einen zusammenkngendenBaum erhalt.

Was die Heuristiken jetzt noch untersdeidet, ist die Auswahl im Sdiritt Selektion eines
Weges Wir wollen hier zwei der bekanntesten Ideen vorstellen:

31



Kapitel 4. Heuristiken 32

Algorithm us: Wege-Entfernungs-Heuristik
Eingab e: SteinerbaumproblemST(G; T).
Ausgab e: Eine zulassigeLosungS,, desProblems.

Begin Wege-Entfernungs-Heuristik
Begin Initialisierung
Beginnemit einemGraph Gs = (T;;), einemWald ausisolierten Terminalen.
End.
While Gg nicht verbundenist do
Begin SelektioneinesWeges
Fege zu Gs einengeeignetgewahlten Wegin G zwisden
zwei Komponerten von Gs hinzu.
End.
End.
Begin MST Berechnung
Fege zu Gs alle noch nicht enthaltenen Kanten aus G hinzu, die zwei Knoten
in Gs verbindenund beretine einen minimal spannenderBaum von Gs.
Lesde alle Kanten, die darin nicht erthalten sind.
End.
Begin Beschneiden
Entferne sukzessie alle Knoten und die zugelerige Kante
aus Gs, derenGrad einsist und die keine Terminale sind.
End.
SetzeSy gleich der Mengealler in Gs erthaltenen Kanten.
End.

Tabelle 4.1: Ablauf einer Wege-Efernungs-Heuristik

K urzeste-W ege-Heuristik nach Takahashi und Matsuy ama
Takahashiund Matsuyama gebenin [TM80] eine Regelfur die SelektioneinesWeges:

Zu BeginndesAlgorithmuswird ein beliebiger(geeignetgewahlter) Knoten in Gs ausgesulat

und markiert.

Dann wird bei der Selektionimmer ein Terminal, dasdem denmarkierten Knoten enthalten-

den zusammenkngendenSubgraphenvon Gs am nadisten steht, auf dem keirzestenWege
damit verbunden.

Es bildet sich alsoein zusammenkangenderSubgraphum den urspreinglich markierten Kno-
ten, dem immer ein ihm am nadsten stehendesTerminal und die zum Zusammenhang
notwendigenKnoten und Kanten hinzugetigt werden.

Wie in [TM80] gezeigtwird, betragt dasVerhaltnis zwisthhender Langeder von der Heuristik
geliefertenLeosungSye, und der Optimall®sungSpp: sdledtestenfalls
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C(SHeu) 2 i

(Sopt) iT]
Die von der Heuristik gelieferteLesungist alsonie mehralsdoppelt solang wie dasOptimum.
In denvon uns getestetenBeispielenbetrug die Abweichung allerdings maximal 7 %.
Die Komplexitat desAlgorithmus wird mit O(jTjjVj?) angegelen.

Die Qualitat der Loesunghangt stark von der Wahl desStartknotensab. DiesesProblem kann
auf Kosten der Laufzeit behoben werden,indem man die Heuristik mehrmalsmit versdiede-
nen Knoten als Startpunkt aufruft. Esist dabei nicht notwendig,da dieserein Terminal ist,
da wber mssigeSteinerknotendurch die absdllie ende MST-Beredinung ertfernt werden.

Durc hschnittlic he-Entfern ungs-Heuristik nach Rayward-Smith und
Clare

Hier wird ein Knotenv 2 V gewahlt, derin einerbestimmnten Weiseals der , Zertralste\ fer
alle Teilbaumein Gs gelten kann. Dann werdenvon den beidenv am nadsten stehenden
Teilbaumen, die kerzestenWegezu v gewahlt.

In [RC86]wird alsMa fur die ,,Zertralit at\ einesKnotens folgendeFunktion vorgestilagen:
Fur jeden Knoten v sortiere die zusammenangendenSubgraphenGY: :: G? von Gs in auf-
steigenderReihenfolgenad ihrer Entfernung zu v. Falls v Teil eines Subgraphenist, ist
dieserder erstein der Liste. Dann sei
( )
X ' Gl
f(v) = min M :
2 r k oy T 1

Nun wahle v = argmin,,f (v). Es ist dabei nicht immer netig, alle k 1 Ausdrecke zu
beredinen, um f (v) zu ermitteln. Ist v 2 T, dannist f (v) = d(v; G9) und ist v 2 N, dann
liefert daskleinster, soda der (r + 1)-ste Ausdrudk gre er ist als der r-te, den Wert fur
f(v).
Die in [WI88] gezeigteWorst-Case Sdranke liegt hier bei

|
C(SHeu) 1 1 .
(Sopt) b T

wobei b die Anzahl der Blatter der optimalen Lesungist.

Die Komplexitat desAlgorithmus wird in [Ray83] mit O(jTjjVj?+ ) angegelen. Dabei ist
der Aufwand zur Berehinung der kerzestenWegezwisen allen Knotenpaarenalso etwa
O(Vj®).

4.2 Ergebnisse

Die von uns erzielten Resultate ertspredien den Ergebnissender Untersudiungenin [RC86]
und [WS92]. Die Durchsdnittlic he-Ertferungs-Heuristik (DEH) liefert meist bessereoder
gleich gute Lesungenwie die Kerzeste-Wege-Heuristik(KWH). Startet man die KWH aber



Kapitel 4. Heuristiken 34

fur mehrereoder alle Knoten, soliefert siein allen bis auf neunder von uns getestetenFalle
gleich gute oder bessereergebnisseals die DEH bei vergleihbaren Aufwand. Einschrankend
mu gesagtwerden,da in [RC86]noch Hinweisefer eineweitere Verbesserungler Heuristik
gegelen werden, die nicht in unserelmplemertierung einge ossensind.?

Die Tabellen zeigendie Ergebnisseder Heuristiken fur die in Abscnitt 7.1 vorgestellten
Probleminstanzen.

Die SpaltenjVj, JEj und jTj zeigendie Gre e desbearbeiteten Problems. Die Spalte Hrc
zeigt den von der DEH ermittelten Wert, die SpaltenH4%,,, H% und HE,, geken denvon
der KWH ermittelten Wert fur einen, zehnund jVj Startknoten. Die Startknoten wurden
zufallig ausgevahlt, allerdingsist der beim Lauf mit einem Startknoten verwendete Knoten
immer aud einer der fur den Lauf mit zehn Knoten gewahlten.

Die Spalten%gc, %' %'° und % geken die prozertuale Abweichug der jeweiligen Heuristik
von demin der Spalte Opt. gezeigtenOptimalwert an. Ein *' in einer Spalte bedeutet, da
der Optimalwert gefundenwurde. Steit 0:0 in einer Spalte, soist der ermittelte Wert nicht
optimal, aber die Di erenz zum Optimum liegt unter einemPromille.

Name | jVj JEj jTi| Hgrc HI, H10 HS | Opt. [ %re %' %0 %° |
mcll | 40 58 26 11723 11723 11718 11718 [ 11689 0.3 0.3 0.2 0.2

mcl3 | 149 623 80 92 95 95 95 92 * 32 32 32
mc2 120 478 60 75 76 76 74 71| 53 6.6 6.6 4.1
mc3 97 1203 45 47 48 48 48 47 * 21 21 21

mc7 56 89 30| 3418 3516 3447 3447 | 3417| 00 28 09 0.9
mc8 58 88 35| 1568 1568 1567 1567 | 1566| 0.1 0.1 0.1 0.1

Tabelle 4.2: Ergebnisseder Heuristik fur TestsetMC

Wie mansieht, nden die Heuristiken bei Graphenmit wenigenTerminalen(jTj 10)haug
das Optimum.

Wahrend des B&C-V erfahrens(sieheKapitel 5 und 6) rufen wir die KWH in regelma igen
Abstanden mit 10 Startknoten auf, wobei die Kantengewidite anhand der aktuellen LP-
Lesungmodi ziert werden,um sie fur den Algorithm us attraktiv er zu maden.

1Ein implemertierungstechnisches Problem bei der DEH ist die gro e Zahl von Knotenentfernungen,
die zur Berechnung von f (v) benetigt werden. Dies legt es nahe, mit einer Matrix aller Entfernungen zu
arbeiten, was aber bei 5000 Knoten leicht zu einem Speicherbedarf von 100 MB fehren kann. Wir haben
dies auf Kosten der Laufzeit umgangen. Es scheint aber sinnvoll, vor weiteren Experimenten eine bessere
Implemertierung zu erstellen.
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[Name | jVj JEj jTj| Hec HI, HI HS, | Opt. | %rec % %° %° ]
berlin [ 47 138 14| 1069 1069 1069 1048 1044 23 23 23 04
br 29 91 8| 13681 13682 13681 13666 | 13655| 0.2 0.2 0.2 0.1
ar 536 2966 101 | 127048 123139 123139 123036 | 122467| 3.6 05 0.5 05
Tabelle 4.3: Ergebnisseder Heuristik fur TestsetX
[Name |jVj JEj jTi|Hrc HL, HIZ HE [Opt | %re %' %° %°
grd-16-9] 90 159 6] 32 32 32 32 32 o o
grd-6-9 | 18 27 4| 18 18 18 18 18 xx o
grd-9-6 | 48 83 9| 22 2 22 22 22 ok xx
Tabelle 4.4: Ergebnisseder Heuristik fur TestsetGRD
[Name | jVj JEj jTj|Hrc Hi, Hi3 HE, [Opt | %rc %' %° %°
b06 16 25 9 124 124 122 122 ] 122] 16 1.6 o
b10 28 53 8| 90 90 8 86 86| 4.4 4.4 xx
b1l 4 5 3| 88 90 838 88 88 * 22 xx
b13 14 20 8| 167 170 165 165 | 165| 1.2 29 o x
b14 20 28 10| 236 235 235 235 | 235| 04 @ * oox
b15 5 7 4318 318 318 318 | 318 o x L
b16 44 90 9| 127 134 133 127 | 127 * 52 45 *
b18 10 13 7| 220 219 218 218 | 218| 09 05 o x
Tabelle 4.5: Ergebnisseder Heuristik fur TestsetB
[Name | jVj JEj jTji| Hee HE, HI HE [Opt [%re %' %° %°
col [113 202 5 85 87 85 85 85 * 23 *
c02 75 134 8| 144 144 144 144 | 144 * * *
c03 3 51 23| 760 755 755 754 | 754| 08 01 01 @ *
c04 18 25 13| 1080 1080 1079 1079 | 1079| 0.1 0.1 xx
c06 |348 797 5 55 56 55 55 55 * 1.8 o
c07 [351 802 9| 102 102 102 102 | 102 * * o
cO8 |181 322 54| 511 511 511 511 | 509| 04 04 04 04
c09 |123 204 55| 712 716 716 713| 707| 0.7 13 13 08
c10 16 21 12| 1093 1095 1093 1093 | 1093 * 02 o x
cll | 495 1918 5 32 32 32 32 32 * * ok
cl2 | 478 1623 10 48 48 47 46 46| 42 42 21
cl3 | 277 555 61| 263 266 264 263 | 258| 1.9 3.0 23 1.9
cl4 30 42 20| 324 325 324 324 323| 03 06 03 03
cl6 |500 2880 5 12 13 11 11 11| 83 154 *  *
cl7 | 497 2353 10 19 19 19 18 18| 53 53 53 *
cl8 | 428 1120 80| 121 124 122 120 | 113| 6.6 89 7.4 58
cl9 |355 775 107| 152 154 153 152 | 146| 3.9 52 46 3.9

Tabelle 4.6: Ergebnisseder Heuristik fur TestsetC
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Name[ jVj JEj |Tj[ Hee HE, HI  HE JOpt [ %rc %' %° % |
do1 228 430 5| 108 107 107 106 | 106] 19 09 09 *
do2 257 476 10| 223 223 220 220 | 220| 1.3 1.3 Xk
do4 8 11 5|1935 1935 1935 1935 | 1935 o X
dos 8 12 63251 3254 3251 3251 |3250| 0.0 0.1 0.0 0.0
doé 742 1707 5 67 71 67 67 67 * 56 xx
do7 717 1652 10| 103 103 103 103 | 103 X Xk
dos 202 328 871078 1084 1084 1080|1072 06 1.1 1.1 0.7
do9 22 29 16| 1450 1451 1450 1450 | 1448| 0.1 0.2 0.1 0.1
d10 21 29 172111 2113 2112 2112|2110| 0.0 0.1 0.1 0.1
di1 981 4133 5 31 31 31 29 29| 65 65 65 *
d12 984 3518 10| 42 42 42 42| 42 X X x
d13 582 1153 141 | 511 512 511 509 | 500| 22 23 22 1.8
d14 50 84 35| 667 669 667 667 | 667 * 0.3 X x
d15 10 14 8| 1117 1118 1117 1117 |1116| 0.1 0.2 0.1 0.1
d16 | 1000 6946 5 13 14 13 13 13 * 71 xx
d17 | 1000 6587 10 24 23 23 23 23| 42 ¢ Xk
dis 879 2381 153 | 237 242 240 237 | 223| 59 79 7.1 59
d19 843 2103 230| 325 330 323 323 | 310| 46 6.1 4.0 4.0
Tabelle 4.7: Ergebnisseder Heuristik fur TestsetD
| Name | jVj jEi iTi| Hre H7w Hi9  HE, [Opt | %ee %' %0 %° |
e01 654 1246 5[ 111 118 111 111 | 111 * 59 o
e02 677 1263 9| 225 216 214 214 | 214| 49 09 xx
e03 112 165 74| 4035 4037 4032 4032 | 4013| 05 0.6 05 0.5
e04 49 72 32| 5108 5111 5105 5105 |5101| 0.1 02 0.1 0.1
e05 7 10 58129 8130 8129 8129 | 8128 0.0 0.0 0.0 0.0
e06 | 1820 4274 5 73 76 76 73 73 * 39 39 *
e07 | 1863 4332 10| 145 163 155 145 | 145 * 110 65 *
e08 642 1149 220 | 2670 2670 2664 2662 | 2641| 1.1 1.1 0.9 08
e09 283 432 155| 3627 3633 3632 3627 | 3604| 0.6 08 0.8 06
el0 14 20 11| 5601 5601 5600 5600 | 5600| 0.0 0.0 xox
ell | 2495 11541 5 34 37 34 34| 34 * 81 X
el2 | 2483 10788 10 68 68 68 67 67| 15 15 15 *
el3 | 1408 2742 353| 1302 1317 1310 1307|1280| 1.7 28 23 21
eld 102 140 65| 1735 1735 1734 1734 | 1732| 0.2 0.2 0.1 0.1
el6 | 2500 20694 5 15 15 15 15 15 * * o
el7 | 2500 17359 10 25 26 26 25 25 * 38 38 *
el8 | 2224 5994 394| 601 613 611 605| 564| 62 80 7.7 6.8
el9 | 1608 3460 500| 786 791 787 784 | 758| 36 42 3.7 33

Tabelle 4.8: Ergebnisseder Heuristik fur TestsetE
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[Name[ Vi JEj JjTj|Hre HL, HX HS, [Opt [Y%ec % %° %
ro4 30 50 8| 258 258 258 254 254 16 16 1.6 *
ro8 8 9 6 | 236 236 236 236 | 236 * * * *
r1o 8 11 4| 184 185 177 177 177 3.8 43 * *
ri3 24 37 8 | 150 150 150 150 150 * * * *
ris 34 54 11| 148 148 148 148 148 * * * *
ri7z 7 11 3| 200 200 200 200 200 * * * *
rig 119 203 42| 413 406 406 406 404 | 22 05 05 05
ri9 36 59 8| 189 188 188 188 188 | 0.5 * * *
r3l1 65 112 14| 260 265 259 259 259 | 04 23 * *
r32 123 221 19| 315 315 315 315 313| 06 06 06 0.6
r33 75 135 11| 276 277 269 269 268| 29 32 04 04
r34 175 321 19| 246 255 251 247 241| 20 55 40 24
r35 123 218 18| 155 152 152 151 151 26 07 07 *
r38 61 105 12| 168 166 166 166 166 | 1.2 * * *
r39 51 89 10| 166 166 166 166 166 * * * *
r40 37 61 10| 155 163 155 155 155 * 49 * *
r41 99 1Y5 16| 231 224 224 224 224 3.0 * * *
r42 22 32 10| 153 153 153 153 153 * * * *
r43 122 215 16| 262 268 259 259 255 27 49 15 15
r44 137 245 17| 258 264 257 256 252 23 45 19 16
r45 180 329 18| 225 230 225 220 220 22 43 22 *

Tabelle 4.9: Ergebnisseder Heuristik fur TestsetR
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[ Name| jVj JEj jTi| Hrc H{y HE@ HE | Opt. | %re %' %0 %° |
p4d0l [ 58 124 5 158 170 157 155 155] 1.9 88 13 *
p402 | 56 113 5 116 116 116 116 116 * * * *
p403 | 65 149 5 181 184 181 181 179 1.1 27 11 11
p406 | 55 111 8 290 290 290 290 290 * * * *
p407 | 51 92 14 617 601 590 590 590 | 4.4 1.8 * *
p409 7 10 5 974 974 964 964 963| 11 11 01 0.1
pa55 | 99 968 5| 1191 1166 1166 1138 | 1138| 45 24 2.4 *
p456 | 100 822 5| 1228 1229 1229 1228 | 1228 * 01 01 *
pd57 | 97 625 8| 1612 1642 1612 1612 | 1609| 0.2 2.0 02 0.2
p458 | 96 561 9| 1868 1868 1868 1868 | 1868 * * * *
p459 | 86 376 16| 2348 2348 2348 2345 | 2345| 0.1 0.1 0.1 *
p463 | 200 1963 10| 1519 1538 1538 1519 | 1668| -9.8 -85 -85 -9.8
p464 | 190 1595 14| 2591 2574 2574 2553 | 2591 * .07 -07 -15
p465 | 181 770 35| 3880 3880 3880 3862 | 3836| 1.1 11 11 0.7
p466 | 59 149 21| 6253 6253 6253 6239 | 5924| 53 53 53 50
p601 | 34 63 510230 10230 10230 10230 | 10230 * * * *
p602 | 33 58 5| 8083 8445 8083 8083 | 8083 * 4.3 * *
p603 | 19 36 2| 5022 5022 5022 5022 | 5022 * * * *
p604 | 17 29 4| 11950 11397 11397 11397 | 11397| 4.6 * * *
p605 7 12 1| 10355 10355 10355 10355 | 10355 * * * *
p606 | 15 27 3| 13048 13048 13048 13048 | 13048 * * * *
p609 | 22 35 8| 18570 18570 18570 18383 | 18263| 1.7 1.7 17 0.7
p610 9 16 4| 30161 30161 30161 30161 | 30161 * * * *
p612 6 8 430258 30350 30258 30258 | 30258 * 03 * *
p613 | 65 120 7 | 18429 18595 18595 18595| 18429 * 09 09 09
p614 | 71 119 14| 27912 27912 27478 27478 | 27276| 2.3 23 07 0.7
p615 | 41 68 17| 43406 42805 42684 42552 | 42474| 21 0.8 05 0.2
p616 7 9 5| 62465 62263 62263 62263 | 62263 0.3 * * *
p620 9 12 4| 8746 8746 8746 8746 | 8746 * * * *
p622 | 23 36 6| 16546 16546 16546 16546 | 15972| 35 35 35 35
p623 | 14 21 6| 19496 19496 19496 19496 | 19496 * * * *
p625 | 30 49 10| 23078 23078 23078 23078 | 23078 * * * *
p627 | 14 22 6 | 40647 40647 40647 40647 | 40647 * * * *
p630 | 31 51 526125 26125 26125 26125 | 26125 * * * *
p631 | 73 123 14| 40141 40141 40141 39705 | 39067| 2.7 27 27 16
p632 | 52 87 15| 56562 57684 57016 56562 | 56217| 0.6 25 1.4 0.6

Tabelle 4.10: Ergebnisseder Heuristik fur TestsetP



Kapitel 5

Ein Verfahren zur Lesung des
Steinerbaumproblems

Als einfadstesVerfahrenbietet sich die explizite Enumeration aller meglichen Lesungenan.

Benutzen wir das ungericthtete Modell aus Kapitel 2 und ordnen jeder Kante e 2 E des
Graphen eine binare Variable x, 2 f0; 1g zu, die genaudann eins ist, wenn die Kante in
der Lesungerthalten seinsoll, dann erhalten wir zu demin Bild 5.1 gezeigtenGraphenvier
Variablen, derenmegliche Werte wir leicht aufzahlen kennen.

= x1 = X1; X2; X3; X4 c'x X1; X2; X3; X4 c'x
0,0,0,0 Unzulassig 1,0,0,0 Unzulassig
0,0,0,1 Unzulassig 1,0,0,1 Unzulassig

h 3 0,0,1,0 Unzulassig 1,0,1,0 2
0,0,1,1 Unzulassig 1,0,1,1 3
“ 0,1,0,0 Unzulassig 1,1,0,0 2
0,1,0,1 Unzulassig 1,1,0,1 3
T2 0,1,1,0 2 1,1,1,0 Nicht minimal*
Abbildung 5.1: 0,1,1,1 3 1,1,1,1 Nicht minimalt

Setzenwir das Gewidit aller Kanten auf eins, so kommen von 16 Lesungennur seds in
Betracht und nur drei sind optimal. Dareber hinaus wird mit jeder zusatzlichen Kante die
Anzahl der Lesungen,die aufzuamhlen sind, verdoppelt. Das wirft die Frage auf, ob wir
wirklich alle Werte erumerierenmessenoder ob wir nicht einenTeil ignorierenkennen.

5.1 Branc h & Bound

Das Branch & Bound{Verfahrer? versutit genaudas zu erreichen.
Dazu wird das Problem in zwei ,kleiner@ Teilprobleme zerlegt, z.B. durch Setzeneiner
Variablen auf einsin dem einenund auf null in dem anderenTeilproblem3

1Kein Baum, da nicht kreisfrei. (Siehe Seite 8.)
2Wird auch als Divide and Conquee, implizite Enumeration usw. bezeitnet.
3Dies bezeidinet man als ,, Branching) .
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Dieser Vorgang wiederholt sich dann mit den einzelnenTeilproblemen,bis sie so klein ge-
worden sind, da sie exakt gelost werden kennen. Die vollstandige Enumeration siett dann
wie in Abbildung 5.2 aus.

Wenn wir nun nad jedem Setzeneiner Variablen mberprefen, ob esnoch meglich ist, da
sich eineminimale Lesungergibt, indem wir feststellen,ob die bisherigeTeillosungkreisfrei
ist oder ob Terminale abgesbnitten sind, kennenwir ganzeTeilbaume ununtersudt lassen,
wie in Bild 5.3 gezeigtwird.

Gleichesgilt, wennwir feststellen,da wir bereits eine zulassigel esungerreidit haben. Die
eibrigen Variablen kennendann auf null gesetztund die Untersudung desZweigesbeendet
werden.

Haben wir einmal eine zulassigeL esung gefunden, besitzen wir eine obere Scranke* fur
den Optimalwert. Es ist nun unsinnig, noch Lesungenzu verfolgen,bei denender Wert der
festgelegtenKanten gleich oder gre er als dieseSdiranke sind, weil wir in keinemFall eine
besserezulassigeL osungin diesemTeilbereich nden kennen?®

Wir erhaltendenin Bild 5.4 gezeigtenSudbaum.

Abbildung 5.2: Abbildung 5.3: Abbildung 5.4:

Wie kennenwir diesenAlgorithmus nun weiter verbessern?

Einmal ist esunbefriedigend,auf die erstezulassigeLesungwarten zu meissen,um eineobere
Sdiranke zu erhalten. Besserware es,wir weirden vor dem Beginn desVerfahrensversuden,
einezulassigd_esungzu nden, um dann meglichst freih Teillosungerabstineidenzu kennen.
Megliche Wege,eine solhe , Startlesund zu ermitteln, haben wir in Kapitel 4 gezeigt.

Zum anderenist eineuntere Sdranke, die durch das Gewidt der festgelegtenvariablen der
Teillosung ermittelt wird zu niedrig. O enbar mu noch etwas hinzukommen, denn sonst
hatten wir sdon eine zulassigeLesung.

Was gebrautit wird ist ein Algorithmus zur Ermittlung einer meglichst guten unteren
Sdiranke.

4Wir gehenim folgendendavon aus,da wir minimieren.
SDieseund die beiden vorangegangenertiberlegungenkann man dem Stichwort , Bounding\ zuordnen.
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5.2 Schnitteb enenverfahren

Das Sdnittebenen-bzw. Cutting-Plane Verfahrenist eine Methode, eine untere Scranke
fur ein ganzzahligesProgramm zu beredinen, indem man eine optimale Lesungfer dessen
LP-Relaxierung ermittelt.

Wir hatten uns fur das gerichtete Modell ertschieden, und werden daher versutien, den
Optimalwert der LP-Relaxierung LP(ST(Dg; T;c)) von BP(ST(Dg; T;c)) zu beretinen.

Gegelen ein SteinerbaumproblemST(Dg; T; ¢), dann kennte man alle gerichteten kantenmi-
nimalen Sdnitte von einerbeliebigenWurzelr 2 V zuallen Terminalent 2 T beredinenund
dasausdendurch die Scnitte induzierten Ungleichungenund c gebildetelineare Programm
losen.

Da die Anzahl der Scnitte aber exponertiell anwadst, verbietet sich dieseVorgehenswise
fur gre ere Probleme.

Stattdessenbeginnenwir mit einem,abgesehemwon dentrivialen Ungleichungen0 x, 1
fur alle a 2 A, leerenLP und fugen Ungleichungen nur dann hinzu, wenn sie von der
aktuellen LP-Lesung verletzt werden. Das so entstandene LP wird wieder gelost und der
Vorgangsolangeiteriert, bis erntweder

der LP-Lesungsektor x 2 P4 (Dg;T) ist, also einer zulassigenLesung enspricht.
Dieseist dann optimal fur ST(Dg; T;c). Oder

fur den Zielfunktionswert Z, . der LP-LesungdZ,.e Z qilt, wobei Z der Wert der
bestenbekannten Lesungvon ST(Dg; T; €) ist. Es kann dann keine besserd_esungfer
ST(Dg; T; c) mehr gefundenwerden. Oder

keine verletzten Ungleichungen mehr gefundenwerden kennen. Sei x die optimale
Lesung des linearen Programms, dann ist dc’ xe eine untere Scranke fur den Wert
einer Lesungvon ST(B(G); T; c).

O enbar ist esvon der Qualitat der LP-Relaxierung, d.h. dem Abstand zwisden den Op-
tima von P, (Dg;T) und von P4, (Dg; T) beaiglich desKostervektors ¢ abhangig, ob das
Sdnittebenerverfahrenin der Lageist, ein Problem zu lesen.Es liefert aber in jedem Fall
eine untere Sdranke fur den Optimalwert von ST(Dg; T; ©).

Aus einem gewissenBlickwinkel bestelt kein Unterschied zwisden der iterativen Vorge-
hensveiseund dem einmaligenLesendes gesanten Systems.Benutzt man zur Lesungdes
linearen Programmsden dualen Simplex Algorithmus, dann kann man das Hinzufeigen der
verletzten Ungleichungen aud als externesdualesPricing betrachten’.

5Wir werden hier nur die Idee desfur unsereZwede benutzten Scnitteb enerverfahrensvorststellen. Fur
eine allgemeinereSicht des Themas seiauf [PR91] und [GH88] verwiesen.

“Um so mehr, als man Ungleichungen, die von der LP-L esungnicht mit Gleichheit erfullt werden, auch
aus dem System entfernen kann. Wir werden darauf in Kapitel 6 noch eingehen.
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5.3 Branch & Cut

Kombinieren wir nun ein Branch & Bound- mit einem Scnitteb enerverfahren, so erhalten
wir ein Branch & Cut-Verfahren.

Eine Ubersidt wmber den Ablauf einestypischen B&C-Programms bietet Abbildung 5.5.
Dabei bezeitinet Z die beste bekannte obere Scranke fur die Zielfunktion und Z,p die
durch dasLesendesLP erhalteneuntere Sdranke.

Man kann B&C als einen Spezialfall des B&B-V erfahrenssehen,der die untere Scranke
mittels einesSdnitteb enerverfahrensbestimnt.

Dabei ist zu bereicksichtigen, da der B&B-T eil oft mberhaupt nicht zum Einsatz komnt, da
je nach Problem und Gete des Sdnitteb enerverfahrensdiesesin vielen Fallen sdon eine
Optimall esungliefert.

Wie wir noch in Kapitel 7 sehenwerden, verbraudit ein B&C-Verfahreneinengro en Tell
seinerLaufzeit beim Lesenvon linearen Programmen.

Mit den Details einer Implemertierung, z.B. in welcher Reihenfolgedie Teilproblemeabge-
arbeitet werden und wie man verletzte Ungleichungen ndet, werdenwir unsin Kapitel 6
beshaftigen.
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START

?

Fege das Gesantpro-
blem in eine Liste ein
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Die Implemen tierung

Nachdemwir in denvorhergehenderKapiteln einenWberblick uber den Aufbau einesB&C-
Verfahrensund die zugrundeliegendemathematisdhien Uberlegungergegelen haben, wollen
wir jetzt Details einerImplemertierung einesB&C-V erfahrensbesdireiben, dasversudit den
Wert einer optimalen Lesungvon Steinerbaumprobleminstanzerzu beretinen.

Die Implemertierung einessolthen Algorithmus zeigt deutlich die Shwierigkeiten, die mit
komplexenVerfahrenverbundensind.

Da das Gesantverfahren aus mehrerentheoretisd getrenrten Teilen bestel, medte man
diesemodular aufbauenund meglichst weit gegeneinandeabsdirmen.

Dem stelt erntgegen,da jeder Teil des Verfahrensdie anderenbeeinut, soda man zu
demSdlu gelangerkann,da hier nicht mehrereVerfahrenmit oder nacheinanderarbeiten,
sondernein gro es Ganzeswirkt, dasnur sogut ist, wie seinesthwadste Komponerte.

Obgleidh die im Konrad-Zuse-Zetrum fur die Erstellung dieser Arbeit zur Verfegung ste-
hendenRedner kaum Wensdie o en lie en, ist esdoch ein gro er Unterscied, ob man
Programmefur Ubungsaufgalen sdireibt, oder ob die Datenmengensid in Gre enordnun-
gen bewegen, bei denenman von den verfagbaren RessourcenSpeicherplatz und Reden-
leistung nichts zu versdienken hat.

Eine andereErkenrnis, die man bei gre eren Projekten schnell erlangt, ist, da esunmeglich
ist, jedesRad neuzu er nden. Bei diesemSdnittebenerverfahrenbetrit dasdenLP-Leser.

Hier stand mit R. E. Bixby's CPLEX ein Programm zur Verfugung, desserGestwindigkeit
und Stabilitat eserst meglich gemadit haben, ProblemedieserGre e mit Scnitteb enerver-
fahren zu bearbeiten.

Ein Kriterium bei der Entwicklung desProgrammswar Portabilit at. Derin ,C\ gestiriebene
Code ist, eine entsprechende CPLEX Bibliothek vorausgesetzt,mindestensauf folgenden
Systemenlauffahig: SunOS,Solaris,HP-UX, SCOUNIX V/386, Linux und MSDOS. Hierbei
war der GNU C Compiler eine unstatzbare Hilfe.

6.1 Datenstrukturen

Da wir Lesungenfur das Steinerbaumproblemin Graphensuden, ist esnotwendig eine ge-
eigneteDatenstruktur zu wahlen,um Graphene zien t speichern und bearbeiten zu kennen.
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Wir haben fur alle Algorithmen, die auf Graphen arbeiten, die nachfolgend besdiriebene
Datenstruktur verwendet:

JedeKante wird zweifad gesgeidhert, je einmal mit vertausdten Anfangs-und Endknoten.
Soerhalten wir einenbidirektionalen Graphen. Mit jeder Kante sind au erdem Kosten und
gof. Kapazitaten gesgeidert.

Fur jedenKnoten halten wir dessenGrad, sawie, falls essich um ein Terminal handelt, den
Index der zugeterigenTerminalmengefest'. Au erdem wird der Index der ersteneingehenden
und der erstenausgehenderKante abgelegt.

In der Kantenliste nden sich dann neben den Anfangs-und Endknoten noch Eintr age,die
den Index der nadhsten ein- bzw. ausgehenderKante angelen. Ist einer dieser Eintr age
negativ, so handelt essich bei der Kante um die letzte in der entsprechendenListe fur einen
Knoten.

Betrachtet man den sdon aus Kapitel 5 bekannten Graphen, so ergibt sich folgendeDar-
stellung:

Knoten
[1[2]3]4]
term|] 1{1]1]|-1| Index der Terminalmenge
= Xl =2 grad[] 23] 2] 1| Grad desKnotens

inpbeg|] 23| 1| 7 | Index der ersten eingehendenKante

outbeq|] 1|4 | 2| 8 | Index der ersten ausgehenderKante
X x3
? Kanten

TP [1[2]3[4[5[6[7[8]

- tail[] 113|212 |2] 3| 2] 4 | Index desFuknotens
head[] | 31| 2|1 |3]| 2| 4| 2 | Index desKopfknotens
ieat(] 51416 |-1|-1| 8 |-1]-1 | NacsteeingehendeKante
oeat[] 3/6|-1|5]7]|-1]|-1]|-1| Nadchsteausgehendekante

Der Vorteil dieserStruktur liegt im direkten Zugri aufdie Mengen * und  einesKnotens.
Der Aufwand, eineweitere Kante zu einemKnoten hinzuzufegen,ist O(1) und siewiederzu
loeshen O( ).

Insbesonderemeissendie Kanten nicht in einer bestimnten Reihenfolgegesgeichert werden.
Werden Kanten gelostt, so entstehen Lecken in der Datenstruktur. Hier ist es sinnvoll,
die ertsprecthenden Kanteneirtr age als ,,Unberutzt\ zu markieren und mit diesenfreien
Eintrageneine Liste zu bilden, um ein schnellesAu nden zu gewahrleisten.

6.2 Der Branc h & Bound-Algorithm us

Eine Ubersidit mber den Ablauf des hier implemertierten B&B-Algorithm us ndet sic in
Tabelle 6.1 auf Seite 46.

1Beim Steinerbaumproblemgibt esimmer nur eine Terminalmenge,aber bei einer Verallgemeinerung,dem
Steinerbaumpadkungsproblemin Graphen (siehe Anhang A.2 treten mehrere Terminalmengenauf. Hierbei
ist esnotwendig, da die Terminalmengendisjunkt sind.
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Algorithm us: Branch & Bound
Eingab e: Ein SteinerbaumproblemST(Dg; T; ©).
Ausgab e: Eine optimale LesungS desProblems.

SeiQ eineMengevon Paaren(F;1), F eine Mengevon Paaren (a;w) bestehend
auseinemBogena 2 A und einemFixierungswert w 2 f0; 1g von Variablen xierungen
und | 2 R, einerunteren Scranke fur den Optimalwert von LP(ST(Dg; T;¢))

bei Fixierung der Variablen x, = w fur alle Paare(a;w) 2 F.

Begin Branch & Bound
Begin Initialisierung
SetzeS = ; (wobeic(;)=1).
SetzeQ := f(;;0)g.
End.
While Q6 ; do
Begin Evaluation
Entnehme ein geeignete€lemen q ausQ und ebergele esan ein Sdnitt-
ebenerverfahren zur Beredinung einesLeosungsektors x von LP(ST(Dg; T;C))
unter Hinzunahmeder durch q gegelenenFixierungen.
End.
If LP(ST(Dg;T;c)) nicht unzulassigthen
If c"x < ¢(S) then
If x zulassigund ganzzahligthen
Begin Bound
SetzeS gleich der von x induzierten Lesungund
losde jedesElemert ausQ mit | ¢(S).
End.
else
Begin Branch
Wahle einenBogena 2 A der nicht in g erthalten ist und
setzeQ := Q[ (F[ (a;0);c"x)[ (F[ (a;1);c"x).
End.
End.
End.
End.
End.
SetzeS = S.
End.

Tabelle 6.1: Ablauf desBranch & Bound{Verfahrens
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Terminierung

Der vorgestellte Algorithmus terminiert, weil in jedem Sdrritt das Q enthommene Paar
enwederverworfen wird oder durch zwei Paaremit jeweils einerweiteren xierten Variablen
ersetztwird. Da insgesar jAj Variablen vorhandensind, terminiert der Algorithmus nach
maximal 24 Iterationen.

Die besteLesungist dann optimal. Wurde keine zulassigelL esunggefunden,so besitzt das
Problem keine.

Reihenfolge beim Verzweigen

Tabelle 6.1 1at die Frage o en, wie ein geeignetesElemert aus Q zu wahlen ware. Dabei
geht esum die Festlegungder Reihenfolgein der die erzeugtenTeilprobleme abgearteitet
werden.

Hierbei bietet sich ausSpeicherplatzerwagungendie Tiefensudie an,da heit eswird immer
dasPaar q = (F;l) := argmax,ojFj mit der gre ten Anzahl von Fixierungen gewahlt. Es
kennendann zu einembeliebigenZeitpunkt nie mehr als 2jAj Elemerte in Q erthalten sein.

Andererseitsgibt eskeinen Grund anzunehmen,da ein so gewahltes Elemert dasfer uns
genstigsteist. Waswir suden, ist ein Elemen, daseineOptimall esungdesGesantproblems
erthalt. Da wir aber, wenn wir entscheidenkennten, in welchem Teil dieseLesungist, das
Problem sdhnell und einfad lesenkennten, hilft uns diese®berlegungnur wenig weiter.

Man kann nun heuristishe Betrachtungen anstellen,um eine wahrsdeinlich genstige Rei-
henfolgezu nden. Hier bietet essich an, jeweils das Elemert g 2 Q mit der niedrigsten
unteren Sciranke | zu wahlen. Falls es mehrere Kandidaten gibt, wahlt man darunter das
Elemert mit den meistenFixierungen.

DiesesVorgehenkann aber zu einer Breitensude ertarten. Es gilt dannjFij jFzj 1 fur
alle F1 2 o und F2 2 ¢p mit ;0 2 Q und die Anzahl der Elemerte in Q kann bis auf 24
ansteigen.

Da der Schwerpunkt dieserArbeit auf dem Sdnitteb enerverfahrenliegt, sind keine ausgie-
bigen Testsmit vershiedenenVerzweigungsstrategiendurchgefihrt worden. Dazu komnt,
da nur sehrwenigeder untersudhten Steinerbaumprobleminstanzemicht vom Scnitteben-
enverfahrenallein gelst werdenkonnten.? Wir haben daherin allen angegelenenBeispielen
eine Tiefensute verwendet.

Dasist allerdingskeinein der Implemertierung festgelegteForderung, hier kann durch Ein-
setzeneiner Bewertungsfunktion eine beliebigeSudstrategie gerutzt werden.

Alternativ en beim Branc hing

Immer, wenn das Sdnitteb enerverfahren nur eine nichtganzzahligeLesungzum Optimal-
wert liefert, ,,verkleinern wir dasProblem durch Fixieren einer (weiteren) Variablen und

2Der Hauptgrund dafer, da das Sdnitteb enerverfahren nicht ausreicte das Problem zu lesen, lag bei
den Heuristiken, die nicht in der Lage waren, rechtzeitig eine obere Scranke zu liefern, die ein Verzweigen
unnetig gemadt hatte. Da die TiefensuhedasAu nden von zulassigenLesungenbegenstigt, scheint daher
eine vorteilhafte Eigensdaft zu sein.
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untersuchen dann die beidendarausertstehendenProbleme 1 und .

DasFixieren einerVariablenx,, a2 A, aufdenWert k 2 f0; 1g ist gleithhbedeutendmit dem
Einfugeneiner Gleichung x, = k in dasden Lesungsraumder LP-Relaxierung beziglich
i = 1; 2 bestireibende Ungleichungssystem.

Eine weitere Meglichkeit ware das Einfegen von Ungleidhungen T™x kin das 1 und
Tx > k in das », bestireibendeSystemmit 2 R* undk 2 R

Der Algorithmus und die Implemertierung erlauben diesesVerzweigenauf Ungleichungen
Eine geeigneteWahl von und k bleibt allerdings ungekart. Wir haben uns daher und
wegender nachfolgendentberlegungerfur daseinfache Fixieren von Variablen erntschieden.

Seix eine nicht ganzzahligeoptimale Lesungvon LP (ST(Dg;T;c)) und F = fe= [u;Vv] 2
E j Xwv) ¥ Xy 09, dannist der SubgraphH = (V(F);F) G zusammenlangendaber
nicht kreisfrei. Ware er kreisfrei, mel ten die Lesungenganzzahligsein, weil es sonst eine
verletzte Steinerstnittungleichung gabe.

Unser Ziel beim Branching sollte es also sein, diese Kreise zu unterbredhen. Fixieren wir
eine Variablea 2 A mit 0 < x, < 1 auf null, sowird sicher ein Kreis in H unterbrochen.
Bei einer Fixierung auf eins wird es unwahrsdeinlicher, da die nadchfolgend ermittelten
Optimall esungenden Kreis, zu dem a geherte, beinhalten.

Eine gebracheneLeosungbedeutetim embertragenenSinne,da sich der LP-L eserwegender
vorliegendenNeberbedingungennicht fer einenvon mehrerenmeglichen Wegenenscheiden
konnte. Durch die Fixierung wahlenwir einender Wegebzw. versperren ihn.

Wir haben deshalbin den vorliegendenFallen nach dem ,unertschiedensteh Weg gesubt
und immer die zum Bogena = argming,,jXa  0:5) gelworige Variable xiert.

6.3 Der Schnitteb enenalgorithm us

Das Sdnitteb enerverfahren,daswir zur Ermittlung einerunteren Scranke fer die im B&B-
Algorithmus erzeugtenTeilproblemeverwenden,arbeitet in etwa wie in Tabelle 6.2 gezeigt.
Dabeiist anzumerlen,da in der augerblicklichen Implemertierung noch keine Reduktions-
tests durchgefhrt werden?

Beim Aufruf der Heuristik werdendie Bogengewibte nadh der Formelc, = (1  Xe)C modi-
ziert, soda Begen,diein der aktuellen Relaxierungals,, wahrsdeinlich\ gelten, bevorzugt
berutzt werden.

Terminierung

Der in Tabelle 6.2 gezeigteAlgorithmus terminiert, da dem LP nur Ungleichungen hinzu-
getigt werden,die die Koe zienten 0, 1 und 1 erthalten und die von der aktuellen Lesung
verletzt werden.Da keineUngleichungenertfernt werden, kann esnach 341 Iterationen keine
Ungleichung mehr geben, die noch nicht erthalten ist, aber verletzt wird.

3Unter anderemwegendes seltenenVorkommensvon Fixierungen infolge reduzierter Kosten.
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Algorithm us: Schnittelenenverfahen

Eingab e: Ein SteinerbaumproblemST(Dg; T;c), eine MengeF von Fixierungen
und eine obere Stranke Z fur den Optimalwert von ST(Dg;T; ).
Ausgab e: Eine untere Sciranke L fur den Optimalwert von ST(Dg; T;¢)

beziglich der durch F gegelenenFixierungen.

Begin Schnittelenenverfahen
Beginnemit einemSystem(A; b), dasdie Ungleiciungen x, Oundx, 1
sowie die aus den Fixierungen resultierendenGleichungenerthalt.
Do
Lesedasdurch minc'x, s.t. Ax b gegelenelineare Programm.
If LP hat keine zulassigeL esungthen
Liefere als Ergebnis: , Es existiert keine zulassigeLosung . Beende.
End.
If dc'xe Z then
SetzelL := dc"xe. Beende.
End.
Begin Heuristik
Rufe die Primalheuristik unter Berecksichtigung der Lesungx auf.
If neueobere Sdiranke Z then
Begin Reduced-Cost-Fixing
Versude Variablen aufgrund ihrer reduzierten Kosten zu xieren.
If Variablen wurden xiert then
Begin Reduktionen
Versuhe mittels Reduktionstestsweitere Variablen zu xieren.
End.
End.
End.
End.
End.
Begin Semrierung
Finde Ungleichungen, die von der aktuellen Lesungx verletzt
werdenund fugediesezu (A; b) hinzu.
End.
while eine Ungleichung wurde hinzugetigt.
Setzel := dc'xe.
End.

Tabelle 6.2: Ablauf des Scnitteb enerverfahrens
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Tatsadnlich tritt dieser Zustand naterlich viel freher ein, da wir nur bestimme Klassen
von Ungleidhungen separierenund das Verfahren abbricht, falls keine zulassigeLosungdes
linearen Programmsmehr gefundenwerdenkann.

Separierung

Die Separierungserfahren sollen geltige Ungleichungen fur das als binares Programm for-
mulierte Problem ermitteln, die beziglich der aktuellen LP-Lesungverletzt sind.

In unseremFall sind dasvor allem die gerichteten Steinerstinitte. Das grundsatzliche Vor-
gehenist sehreinfad: Wir ordnen die LP-Lesungals Kapazitaten u, der BogenmengeA
von Dg zu und sudien dann jeweils zwisden der Wurzel r und einemTerminal t den kapa-
zitatsminimalen Sdnitt.

Die zugrundeliegendeéberlegungbesagt,da wenndie Kapazitat desminimalen r-t-Sdnit-
tes gleich einsist, dann gibt eskeinen Steinerstinitt, dert vonr trennt.* Ist die Kapazitat
aber kleinergleit eins, haben wir sofort eine verletzte Ungleichung gefunden.

Die Beredinung des minimalen Sdnittes ist in polynomialer Zeit meglich. Wir verwenden
denin Tabelle 6.3 gezeigtenund von Hao und Orlin in [HO92] vorgestellten Pre ow-Push-
Algorithmus (MinCut), der eine Laufzeitkomplexitat von O(jVj®) hat. Der in 6.3 gezeigte
Algorithmus ertspricht demin [HO92] vorgestellter?.

Die MengenS(m) V; m |y, die im Verlauf des Verfahrenserzeugtwerden, stellen
jeweils einen Scnitt im Graphen dar, uber den kein weiterer Flu mehr gesdickt werden
kann. x, bezeitinet die Hohe desFlusseseiber einenBogena 2 A.

Der Ubersdhu e eineskKnotensk ist de niert als

X X
e = Xa Xa fur allek 2 V nfsg

a2 a2

k k

und der megliche zusatzliche Flu einenBogensa = (i; ) als
Fra= Ua Xa¥t X(iy:
Der Algorithmus erhalt wahrendseinesAblaufs drei Eigensdaften fer jedenBogena = (i; j)
mit a2 A undi;j 2 V aufredt:
(i) ;) 2Wundr,>0) d d + 1.
(i) i62VW undj 2 W) r,=0.

@)y 12S(m);j 2S(n)undm<n) ra=0.

4Die Kapazitat desScnittes kann, da wir minimieren, essich um einen gerichteten Schnitt handelt und
aufgrund der Art der im LP enthaltenen Ungleichungen, nicht gre er als eins sein.

SEine Darstellung destatsachlich implemertierten Algorithm us ware mehr als doppelt solang und werrde
wenig zum Verstandnis beitragen.
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Algorithm us: Minimaler Schnitt (Pre ow-Push)

Eingab e: Ein bidirektionaler Graph D¢ = (V;A) mit Bogenlapazitaten u, 2 No,
a2 A und zwei Knoten s;t 2 V, zwisthen denender minimale Sdnitt
ermittelt werdensoll.

Ausgab e: Eine MengeW V mit t 2 W und s 62V, derenGrenze (W)
zuV nW einenkapazitatsminimalen Scnitt zwisden s und t bildet.

Es seiendy und g die Hohenmarkierungund der Ubers¢wu einesKnotensk 2 V,
Xa und r, der Flu und der megliche zusatzliche Flu in Richtung desBogensa 2 A.
Wir nenneneinenKnoten k 2 V aktiv, wennk 2 W nftgund g > 0O

und einenBogena= (i;j) 2 A zulassig wenni;j 2 W, d; = d; + 1undr,> 0.

Begin Minimaler Schnitt
Begin Initialisierung
Setzex, ;= Oundr, ;= u, fur allea 2 A.
Sdhicke r, Einheiten durch a von s weg, fer alle Begena2 .
Imax := 0; S(0) := fsgund W := V nfsg.
d; ;= Ounddy := 1fur allek 2 V nftg.
end.
While esgibt einenaktiven Knoten do
Wahle einenaktiven Knoten k.
If esgibt einezulassigenBogena = (k;i) then
Sdiebe := minfe;r,g Einheiten entlang a von k nad i.
else
Begin Markiere(k)
If di 6 di fur allei 2 W nfkg then
R:=fi2Wjd dkg.
Imax := Imax + 1; S(lmax) := Rund W := W nR.
else
If esgibt keinenBogena = (k;i) mit r; > Oundi 2 W then
Imax = Imax + 1; S(Imax) := fkgund W := W nfkg.
else
de ;= minfd + 1ja= (k;i)2 ,;i2Wundr, > Og.
end.
end.
end.
end.
end.
end.

Tabelle 6.3: Pre ow-Push-Algorithmus nach Hao und Orlin
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Wir haben in unserer Implemertierung einige Modi k ationen vorgenommen,um die Ge-
scwindigkeit zu erhehen.Dazu werdenzu Beginn die Markierungend;; i 2 V, mittels einer
Breitensudie mit den Entfernungen zur Senle t initialisiert und die Auswahl einesaktiven
Knotens erfolgt durch geeigneteDatenstrukturen in O(1) Sdritten ®.

Da wir den Algorithmus mindestensfer jedenr-t Scnitt, t 2 T, aufrufen, versudien wir
auszumtzen, da in diesemFall die Quelle s immer die Wurzel r ist. Wir verwendendas
ErgebnisdesvorherigenLaufessoneit wie meglich weiter, indem W durch Hinzunahmeder
MengeS(Imax), Imax := Imax 1, solangevergre ert wird, bis die neueSenle t° wiederin W
erthalten ist. Dann wird nur W geeignetinitialisiert und die Laufzeit fur die Beredcinung
des Sdnittes sinkt drastisdh.

Zur Maximierung diesesE ekts, ist es sinnvoll, eine geeigneteReihenfolgefur die Abar-
beitung der Terminale zu nden. Ziel ist die Minimierung der notwendigenHinzunahmen
von Mengenzu W. Wir verwenden hierfur eine Greedyheuristik, die nach jedem Lauf des
Algorithmus ein noch nicht untersudites Terminal ermittelt, das am , dichtesten an oder
meglicherweisenoch in W liegt.

Um nicht unnetig zu suden, stellen wir zu Beginn der Separierungfest, ob es Wege mit
Kapazitat einsgibt und sdilie en Terminale, fur die diesgilt, von der Untersuchung aus.

Nachdem wir nun eine Methode haben, verletzte Scnittungleichungen zu nden, gibt es
noch einige Variationen, mit denenwir das Verfahrenbeein ussenkennen:

Back-Cuts

Wenn wir nach einemr-t-Scnitt suden, liegt esnahe, diesaudc in umgelehrter Richtung
zu tun, da die kapazitatsminimalen Sdhnitte in unseremFall selteneindeutig’ sind.

Wie in [CGR9Z bestirieben wird, ist esdazu sinnvoll, bei der Zuordnung der LP-Lesung
zu den Begendie Richtungen zu vertausten und als Kapazitat dem Bogen(v; w) denWert
der LP-Lesungvom Bogen (w; V) zuzuordnen.Da unser Graph bidirektional ist, geht dies
problemlos.Der Grund liegt darin, da unserVerfahrengerichtete Wegevon der Wurzel zu
den Terminalensudt und wir daherdie Scnittungleichung ermitteln, indem wir alle Begen
aufsummieren,die beziglich der beidendurch den Scnitt induzierten Subgraphenvon dem
die Wurzel erthaltenden Subgraphenin densie nicht erthaltenden feihren.

Nested-Cuts
Eine andereMeglichkeit ist das spekulative Erzeugenvon Sdnitten.

Wennwir einenSdnitt gefundenhabenund die zugelorige Ungleichung demLP hinzufegen,
setzt der LP-Leoseroft nur eine der in den neuenUngleichungen vorkommendenVariablen
auf eins, und wir kennenbeginnen,einenneuenSannitt zu suden.

SWir wahlen immer den Knoten mit der kleinsten Markierung aus. Das steht nicht im Einklang mit den
theoretischen Erkenntnissenin [HO92] und [AMO92], die als genstigste Auswahl den Knoten mit der gre ten
Markierung nennen.Fur die von uns benutzten Daten haben Testsmit den vorliegendenProblemendeutlich
die bessereleistung unserer Auswahl gezeigt.

“Man stelle sich z.B. uy = O fur alle a2 A vor.
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Wir werdenjetzt versudien, dem vorzugreifen,indem wir alle zu einer gefundenenJngleic-
ung gehorigen Variablen auf einssetzenund dann nach weiterensuden. Dabei ist die Menge
derin densogefundenenJngleichungenvorkommendenVariablendisjunkt. Denn gabe esei-
ne gemeinsameé/ariable, kennte die neueUngleichung nicht verletzt sein,weil alle Variablen
der ursprenglichen Ungleichung auf eins gesetztsind.

DiesesVerfahrenlat sich mit den oben angespr@henenBack-Cuts verbinden, so da die
Sude ausbeidenRichtungen erfolgt. In Verbindung mit den Flu ungleichungenkennenwir
erreidhen, da die Wurzel bereits nach der erstenIteration mit allen Terminalenverbunden
ist. Wie man in Abbildung 6.5 in den Spalten ,-BN\, ,{N\, ,-B-\ und ,| \ sehenkann,
nimmt die Anzahl der Iterationen nahezuum eine Greo enordnung ab, wenn man eine der
beiden Methoden berutzt und um eine weitere, wenn sie zusammeneingesetztwerden.
Wie zu erwarten, zeigt Bild 6.6 dann auch einen enspredienden Anstieg in der Zeit je
Iteration. Trotzdem feihrt insbesonderalie Kombination beider Verfahrenzu einer betradt-
lichen Besdleunigung desB&C-Algorithm us 2

Creep-Flo w

Nachdem wir zwei Methoden betrachtet haben, um die Anzahl der Scnitte zu erhehen,
versudien wir nun, derenQualitat zu verbessern.

Wenn wir davon ausgehen,da Ungleichungen mit weniger Koe zien ten geinstig fur den
LP-Lesersind, dann messenwir feststellen,da die von uns gefundenenSdnitte zwar ka-
pazitatsminimal aber nicht notwendigerweisebogenminimalsind.

Da die optimale Lesungeinesbidirektionalen Steinerbaumproblemsnaximal jVj 1 Begen
erthalten kann, der durchsdnittlic he Grad der Knoten in den untersuditen Problemenaber
gre er alsdrei ist, kann man, selbstwenn bereicksichtigt wird, da die LP-Lesungmehr nicht-
nullwertige Variablen erthalten kann, davon ausgehen,da wber 4=5 der Variablen einer
LP-Lesungden Wert null haben und somit ohne Einu auf die Kapazitat® des Sdnittes
sind.

Der MinCut-Algorithm us kann daher viele Boegenin den Scanitt aufnehmen,ohneda sich
dessenKapazitat andert. Was wir jetzt erreichen medcten ware ein bogenminimaler,kapa-
zitatsminimaler Sdnitt.

Dazu weisenwir jedem Bogen, dessenzugeleriger Wert in der LP-Lesung null ist, eine
Kapazitat von 10 ° zu. Dasist sowenig,da esdie Kapazitat desSdnittes nicht merklich®
beeinut, und zwingt andererseitsden Algorithmus dazu, diesen,Kriechu \ zu bereck-
sichtigen und die Anzahl der berutzten Begenzu minimieren.

Wie man in Abbildung 6.4 sielt, reduziert sich die durchsdnittlic he Anzahl von Nicht-
nulleintragenin den Ungleichungen drastisch, und Diagramm 6.3 zeigt, da dies zu einer
exponertiellen Verringerungder vom LP-L eserverbrauditen Zeit feihrt.

Der Nadhteil dieserldee ist die stark angestiegeneéAnzahl von Kanten, die der MinCut-
Algorithmus berecksichtigen mu . Als Folge steigt die fur die Separierungbenstigte Zeit

8z.B. gr wurde ohne einesdieser Verfahren nach 5000Iterationqg erfolglos abgebrachen.
°Die Kapazitat des Schnittes C bezuglich der LP-L esungx ist  _,. Xa Wie vorher besprechen.
OMmerklich werde bedeuten, eswird ein nicht kapazitatsminimaler Schnitt ermittelt.
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deutlich an (sieheBild 6.6).

Bew ertung
Weldhe Methode oder Kombination von Methoden bringt die bestenErgebnisse?

Dazu habenwir einigeUntersuchungenangestellt,derenErgebnissen den Abbildungen auf
denfolgendenSeitenzu sehensind. Es wurden dazu setis Probleminstanzenausgevehlt und
gebst. Esist zu beadten, da, um die Ergebnissesinnvoll darzustellen,in den Diagrammen
6.1,6.2,6.3und 6.5 einelogarithmische Darstellungsweisegewahlt wurde.

Leider zeigt sich, da die Kombination des Creep-Flow Verfahrensmit Back- und Nestal-
Cuts nicht nutzbringend ist. Eine megliche Erklarung, ist die Uberlegung,da die beiden
letztgenanrten Methoden darauf beruhen, da der MinCut-Algorithm us nicht einen ganz
bestimnten Sdnitt ndet, sondernein (meglichst kleines) Gebiet um die Wurzel.

Die insgesar bestenErgebnissaverdenertsprechend Abbildung 6.1 nur mit der Anwendung
desCreep-Flow Verfahrenserreicht. Diagramm 6.5 zeigt, da, unabhangig von den anderen
Verfahren, die Iterationszahlenimmer dann am kleinsten waren, wenn solthe kantenmini-
malen Sdnitte verwendet wurden. In Verbindung mit der bestleunigten Lesungder LP's
fuhrt diesdann zu den bestenGesantzeiten.

Wie Bild 6.2 zeigt, ist der Anteil der Zeit fur die Separierungan der Gesantzeit eber die
Verfahrenhinwegrelativ konstart, wasaber sehrstark mit der untersciedlichen Anzahl von
Iterationen bei den einzelnenVerfahrenzusammenhngt.

Es ist uns durch die bestiriebenenldeen gelungen,die Anzahl der fer das Sdnittebenen-
verfahrenbemstigten Iterationen um zwei bis drei Gre enordnungenzu senlen.

Dasin den DiagrammengezeigteVerhaltnis von Separierungszu LP-L esungszeitvon etwa
zehnzu einswar der Anla fur die besprahenenVerbesserungerbei der Implemertierung
des MinCut-Algorithm us, so da in der aktuellen Version ein weitaus besseres/erhaltnis
erreicdht wird.
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Verweildauer von Ungleic hungen im LP

Wahrend des Schnitteb enerverfahrenswird unserLP standig gre er, weil wir bei jeder Ite-
ration Ungleidhungen hinzufeigen.

Dabei kommt esimmer wiedervor, da einigeim LP ernthaltene Ungleichungenvon der aktu-
ellen LP-Leosungnicht mehr mit Gleichheit erfullt werden.Diesekennenwir dann ertfernen,
ohneda der Zielfunktionswert sich andert.

Einige Implemertierungen sehendabei einen als Pool bezeitineten Speidcher vor, in dem
Ungleichungenaufbewahrt werden,nachdemsiedemLP entnommenwurden, um diese falls
sie wieder verletzt werden, sdnell separierenzu kennen.

Diesist besondergdann sinnvoll, wenn der Aufwand, der zum Au nden der Ungleichungen
berstigt wurde, gro war oder wenn die Separierungnur heuristisd erfolgt und man nicht
sicher seinkann, ob eine bestimmte Ungleidiung nochmals separiertwerdenkann.

Da der Aufwand, eine verletzte Ungleidhung zu nden, in unseremFall verhaltnisma ig
geringist, sind wir einenanderenWeg gegangen.

Wir ertfernen Ungleichungen erst, wenn sie mehrfad hintereinander von der LP-Lesung
nicht mit Gleichheit erfullt wurden.

Perturbation

Die von unseremSdnitteb enerverfahrenerzeugtenlinearenProgrammesind oft stark entar-
tet (degeneriert),d.h. esexistierenmehrereversdiedeneBasert! zu einer Ecke desPolyeders.

1Bezuglich der De nition von Basenbeim Simplexverfahren sei auf [Bix92] verwiesen.
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Sokann espassierenda das Simplexwerfahrenzwar die Basis andert, die zugelerige Ecke
aber gleich bleibt und keinenFortschritt mehr erzielt.

Da wir dasduale Simplexwerfahrenberutzen, kennenwir versuden, durch Perturbation der
Zielfunktion die Entartung desLP's zu reduzieren.Wir folgen dabei zuerstder in [Mar92]
besdriebenenMethode, wobei der Zielfunktionsvektor ¢ 2 RLA‘ durch

e=c b "4 mita2 Aundb= min(10 % 2(jAj+ 1) 1)

ersetztwird. ", ist eine gleichverteilte Zufallsvariable uber dem Intervall [0:0; 1:0).

Durch dieseWahl von e wird gewahrleistet,da eineOptimall esungbeziglich e auch optimal
fur den Zielfunktionsvektor c ist.

Trotz desGestwindigkeitsgewinns,denwir mit der bestiriebenenMethode beim Lesender
LP's erzielen,zeigensich bei einigen, meist gre eren Problemen,noch immer Entartungser-

stheinungen.Wir habendaheraudh mit b= 0:1 experimertiert und gute Ergebnissesrhalten.

Allerdings sind die Lesungen,die man erhalt, meglicherweisenicht mehr optimal fer dasur-

sprengliche Problem, und esist netig, die so erhaltenenLesungenunter Verwendungeines
zulassigenZielfunktionsvektors zu reoptimieren.

Da unserKostervektor aber ganzzahligist, mel te eine,falsthé Lesungsich um mindestens
zehn, bei Berecksichtigung von ", als gleichverteiltem Zufallswert, eher mehr als zwanzig
Begenvon der optimalen Lesunguntersdeiden.

Reduzierter Variablensatz

Eine andereMethode, die Gre e deszu lesendenLP's klein zu halten, ist das Arb eiten auf
einemreduziertenVariablensatz.

Es gibt zwei Grende, aus deneneswensdiensvert ist, mit einem meglichst kleinen LP zu
arbeiten. Der eineist Speicherplatz und der anderelLaufzeit.

Bei gro en Problemen mit vollstandigen Graphen kann es unmeglich sein, alle Variablen
gleichzeitig im Speicher zu halten'?,

Aber noch bewor esdazukomnt, kann die Gre e desLP's die Zeit je Iteration sovergre ern,
da dasVerfahrennicht mehr praktikabel ist.

Da in der Optimallesungnur ein Bruchteil der Variablen benetigt wird, sollte esdoch aus-
reichen, wennwir uns auf dieseVariablen bestiranken, das Problem lesen,und dann zeigen,
da die sogefundenelesungoptimal ist.

Also wahlenwir einegeeigneteTeilmengeder Variablen aus, von der wir annehmen,da sie
die Optimallesungerthalt und optimieren dann das so verkleinerte Problem. Ansdlie end
werden die reduzierten Kosten der nicht berutzten Variablen beredinet. Finden sich noch
geeigneteKandidaten, nehmenwir dieseauf und wiederholendie Optimierung. Andernfalls
sind wir fertig.

DiesesEinbeziehenvon Variablenmu dabei nicht unbedingt nach dem BeendendesSdnitt-
ebenerverfahrensfer denreduziertenVariablensatzerfolgen,sondernkann audc jeweils nach

127.B. bei Traveling-Salesman-Problememmit 2000 Stadten. Siehehierzu [PR91].
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einergewisserAnzahl von Iterationen desSdnitteb enerverfahrensdurchgewihrt werden.Die
eibrigen VVariablenwerdendann getestet,geeigneteKandidaten aufgenommerund ungeeignet
erstieinendeaus dem Verfahren entfernt.

Der Nadteil der Methode liegt in der Notwendigkeit, nachdem eine Lesungdesreduzierten
Problems gefundenwurde, meglicherweise das ganze Verfahren mit ausgetausitem oder
enweitertem Variablensatzwiederholenzu meissen.

In der vorliegendenimplemertierung besteh die Meglichkeit mit reduzierten Variablen zu
arbeiten. Es hat sich dabei gezeigt,da die Reduktion desVariablensatzesauch die Dege-
neration deslinearen Programmsverringert und so zusatzlich hilft, dasLesendesLP's zu
beshleunigen.

Esist zu bedenlen, da der Erfolg der Reduktion sehr stark von der urspreinglichen Vari-
ablenausvahl abhangt. Hierzu waren noch einige Untersuchungen notwendig.

Momertan berutzen wir als Startauswahl Variablen, deren zugelerige Begen ertweder in
der heuristishen Lesungerthalten sind, oder die zu den beidenkerzestenauseinemKnoten
herausgehendemBegenzahlen.

Initiale  Ungleic hungen

Wennwir das Sdnitteb enerverfahrensodurchfeihren, wie wir esbis jetzt besdrieben haben,
ist unserLP zu Beginn bis auf Variablerbestirankungenleer.

Um den Ablauf des Verfahrens zu bestleunigen, generierenwir geltige (und von einer
Nullesungnaterlich verletzte) Scnittungleichungen, die dann dasinitiale LP bilden:

Seir die Wurzel desGraphenDg zu ST(Dg; T;c), und

Wi=fv2Vjd(r;v) igmit0O<ic< rtnzz%xfd(r;t)g:

Fegealle sich ausden Scnitten (W) ergelendenUngleichungenzum LP hinzu.

Der Nadhteil dieserVorgehenswiseliegt in der gro en Anzahl von Ungleichungenund Nicht-
nulleintr agen,die unter Umstandengeneriertwerden.Deswegenhabenwir dasVerfahrenfer
gre ere Probleme (mehr als 5000Kanten nach der Reduktion) nicht mehr benutzt.
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7.1 Die Testdaten

Immer, wenn man ein Verfahren nicht aus der Notwendigkeit herausimplemertiert, ein be-
stimmtes Problem lesenzu meissen,stellt sich die Frage nach den Testdaten.

Bewor wir emberlegen,woher wir unsere Probleme nehmen, sollten wir erst fragen, welche
Anforderungenein Problem erfellen mu, damit esein geeigneteslestbeispielist.

Um zu untersudien, wie gut ein Verfahrenist, medten wir am liebstendas Steineraumpro-
blem per se haben. Das gibt esnaturlich nicht, aber irgendwie sollendie Problemetypische
Vertreter ihrer Klassesein. Andererseitsmedite man, um dasworst@ase-Verhalten und die
Stabilitat zu testen, auc die ,schlimmsten Fallé haben.

Es lagealso nahe, einen Problemgeneratorzu sdreiben, der zufallig eine hinreichend gro e
Zahl von Beispielenerzeugt,damit man annehmenkennte, da alle Falle abgedekt sind.

Dieser Ansatz hat leider zwei Nadteile: Zum einen haben diese generiertenProbleme oft
nicht dasGeringstemit denin der Wirklic hkeit vorkommendenFallen zu tun. Manchmal sind
sie ausdiesemGrund aud viel sthwerer zu lesen.Pathologiste Falle gibt esin der Praxis
eherseltert. Andererseitserliegt man leicht der Versudwung, Problemeso zu generierenda

sie gut zu dem berutzten Algorithmus passen.

Hinzu kommt noch, da wenn man seineProbleme selbsterzeugt, die Vergleithbarkeit von
verstiedenenAnsatzen nahezuunmeglich wird.

Der beste Ausweg aus diesemDilemma ergibt sich, wenn mehrerePersonenihre meglicher-
weise unter versdhiedenenZielsetzungenerzeugtenoder erstellten Problemein einer allen
zuganglichen Bibliothek sammeln.

Wie sich gezeigthat, kommen ganzvon selbstalle Arten von Beispielenzusammen,deren
spezielleProblematiken mit der Zeit auch besserverstandenwerden.

So kennen Lesungserfahren wenigstensteilweise vergleihbar gematt werden und man
gemt nicht in Gefahr, sein Verfahren unwissentlichnur fur eine bestimme Klassevon Pro-
blemenzu entwerfen.

1Zumal unserganzerAnsatz zur Lesungvon N P -schweren Problemenja genauauf der Annahme beruht,
da die zu lesendenProbleme eben nicht die sind, an denenman exponertielle Komplexit at besondersgut
studieren kann.
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Mein Dank gilt hier Ralf Bornderfer, Carlos Ferreira und Martin Gretschel, die mit der
STEINLIB eine Sammlungvon Steinerbaumproblemererstellt haben, die uber das hinaus-

geh, was J.E. Beasleyin der OR-Library begonnenhat.

Alle im weiteren aufgetihrten Problemdatensind uber die eLib desKonrad-Zuse-Zetrums

Berlin (ZIB) verfugbar.

Einige Informationen uber die 191insgesarh berutzten Steinerbaumprobleminstanzetassen
sich Tabelle 7.1 entnehmen. Die SpaltenD,G und V geben an, ob essich um einendeinnen,

Datex-P:
Internet:

E-Mail:

+45050939033WIN) oder +2043623939033IXI)
telnet elib.zib-berlin.de (170.73.108.11)

rlogin elib.zib-berlin.de -I elib
anornymousftp elib.zib-berlin.de
elib@zib-terlin.de, sendindex

| Name |D |G|V | Z]|E | Maxc | Herkunft und Beshreibung
B[01..16,18]| X X 10 | Beasley [Bea89]
C[01..20] X X 10 | Beasley [Bea89]
D[01..20] X X 10 | Beasley [Bea89]
E[01..20] X X 10 | Beasley [Bea89]
R[01..46] X 90 | Souloup, Chow [SC73]
P[401..410] X | X 1500| Chopra, Gorres, Rao [CGR92]
P[455..466] X X | 1500| Chopra, Gorres,Rao [CGR92]
P[601..616] X 1500| Chopra, Gorres, Rao [CGR92]
P[619..633] X | 1500| Chopra, Gorres,Rao [CGR92]
MCJ[2,3,13] X | X 45 | Francois Margot
MC[7,8,11] X 245 | Frabcois Margot
berlin X X 500 | Gretsdel, Kamin, Martin
52 Sehenswirdigkeiten in Berlin
br X X | 20000| Ferreira
58 Stadte in Brasilien
ar X X | 20039| Borndorfer, Ferreira, Gretsdel
666 Stadte der Erde,
174 Hauptstadte als Terminale.
grd.*.* X 1 | Martin [Mar92]

Gitter- oder vollstandigen Graphen handelt, Z und E, ob die Kantengewidte zufallig oder
mehr euklidisch (Dreiedksungleidung gilt) vergelken wurden. Max c gibt dasgre te vorkom-

Tabelle 7.1: Art und Herkunft der Testdaten

mendeKantengewitt an. Das kleinste Gewidht ist 73 bei br und ansonsteneins.
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7.2 Die Ergebnisse

Es werdenin den nacfolgendenTabellen die Ergebnisseunsererimplemertierung fer die
vorliegenden Testhbeispiele aufgezeigt. Ein Teil der Probleminstanzen,die sdon von den
Reduktionstestsin Kapitel 3 vollstandig gelost werdenkonnten, sind, ebensowie die Testsets
.B\ und ,GRD\, nicht mit aufgenommenworden, da sie keine interessaten Informationen
mehr bieten.

Alle nachfolgendgenannien Zeiten sind CPU Sekunden,gemesserauf einer SUN 20 mit 75
MHz SuperSparcProzessorDie Tabellen zeigenin der Spalte User die vollstandige Zeit die
zum Ermitteln der optimalen Lesung des Problems notwendig war, inklusive Ladezeiten,
Reduktionenund Heuristiken.

Dabei ist zu berucksichtigen, da die zu einer Instanz genanrie Zeit nicht notwendigerweise
die sdnellst megliche ist, da nicht alle meglichen Programmparametermit jeder Instanz
durchprobiert wurden. Man kann aber annehmengda die gewahlten Parametereinegeinstige
Wabhl fur jeweils das ganzeTestsetdarstellen.

Alle Zeiten wurden auf einemRedner mit dersellen VersiondesProgrammsermittelt und
sind daher reproduzierbar?

Die ersten SpaltenjVj, JEj und jT] zeigendie Orginalgre e desProblems. Die nadcfolgen-
den SpaltenjVj, JEj und jTj zeigendie Gre e der Probleminstanzdie von den verwendeten
Reduktionenerzielt wurden und die dann vom B&C-Verfahrengelost wurde. Die Spalte LP
zeigt die durch den LP-Leser, die Spalte Sep die durch die Separierungsalgorithmernver-
braudhte Zeit an. Unter Branchist die Anzahl der im Laufe desVerfahrenserzeugtenTeil-
problemeangegelen und unter Iter die Zahl der Iterationen, die das Sanitteb enerverfahren
insgesarh durchgethrt hat. Also wie viele LP's gelst wurden und wie oft nad verletzten
Ungleichungengesutt wurde.

| Name [ jV] jEi jTi[ijVvi JEj jTj[Br.|lter. | LP Sep User|[ Opt. |
berlin 52 1326 16| 47 144 14 1 13 1 1 1 1044
br 58 1653 25| 39 113 10 1 16 1 1 1 13655
ar 666 221445 174 | 566 3083 104 1 48 | 127 54 330 | 122467

Tabelle 7.2: B&C-Ergebnissefur TestsetX

Bei Tabelle 7.2 ist der Graph gr bemerlensvert, der von der Kantenzahl die gre te aller von
uns untersutiten Probleminstanzendarstellt. O enbar ist esgeradebei vollstandigen Gra-
phen wichtig, Reduktionen durchzufehren. Betrachtet man die Ergebnissein [CGR9Z und
[Luc93], sawie die Ergebnissefer die Instanzenmc2, mc3 und mcl3 sosdeinenvollstandige

2Beim Arb eiten mit versciedenenBetriebsystemenund LP-L eser-\ersionenentsteht folgendesProblem:
Da die Erzeugungvon Zufallszahlenbei den versciedenenSystemeno enbar nicht identisch implemerntiert
ist, kommt eszu Unterschieden,immer wenn wir mit Perturbationen arbeiten. Ebensokennen versdiedene
Versionenvon CPLEX unterschiedliche Loesungenfur ein linearesProgramm liefern. Zwar ist der Zielfunkti-
onswert gleich, da wir aber die Lesungbenutzen, um die Primalheuristik zu beein ussen, gibt esmeglicher-
weiseAuswirkungen auf den Zeitpunkt, zu dem die Heuristik eine bestimmte obere Schranke ermittelt. Und
das hat mitunter einenwesernlichen Einu auf die Dauer desVerfahrens.
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Graphenzu denam sdwerstenzu lesenderinstanzenzu gehoren. Alle drei Probleminstanzen
wurden mit zulassigerPerturbation und initialen Ungleidhungen gelst.

| Name | jVj jEj jTi|ijVvi JEj Tj|Br.|lter. | LP Sep User| Opt. |
mc2 120 7140 60| 120 478 60 7 39 14 7 31 71
mc3 97 4656 45 97 1203 45 13 83 | 196 19 235 47
mcl3 | 150 11175 80| 149 623 80| 429 | 1224 | 326 232 1104 92
mc7 400 760 170| 51 81 27 1 5 1 1 7 3417
mc8 400 760 188 | 56 85 33 1 9 1 1 7 1566
mcll | 400 760 213| 40 58 26 1 6 1 1 51 11689

Tabelle 7.3: B&C-Ergebnissefur TestsetMC

In Tabelle 7.3 sticht mc13 hervor. Das Sdnitteb enerverfahren konnte nach 27 Sekunden
und 15 Iterationen, bei einem LP-Zielfunktionswert von 90:2266, keine weiteren verletzten
Ungleidhungen mehr separieren.Zu diesemZeitpunkt lag die durch die Heuristik gefundene
obere Sdranke bei 94. Der Optimalwert wurde von der Heuristik beim neurten untersuciten
Teilproblem nadch adht Fixierungen auf eins gefunden.Maximal mu ten 16 Variablen xiert
werden,um ein Teilproblem absdilie en zu kennen. Daran, da der Optimalwert sehrfreh
gefundenwurde, zeigt sich, da die Tiefensute hier eine geeigneteAuswahlstrategie fer
die Teilproblemewar. Andererseitswird aud klar, da eswenig geholfenhatte, wenn die
Heuristik schon freuher eineoptimale Lesunggefundenhatte.® Alle Probleminstanzenwurden
mit zulassigerPerturbation und initialen Ungleichungengelost.

Die in den Tabellen 7.4, 7.5 und 7.6 gezeigtenErgebnissegeben einen Hinweis darauf, wie
sich die Lesungszeitenverandern, wenn die Instanzen gre er werden und die Anzahl der
Terminale sich andert. Da keineinitialen Ungleichungenverwendet wurden, sielt man sehr
deutlich, da bei einer geringen Zahl von Terminalen oft eine sehr hohe Anzahl von lIte-
rationen durchgethrt wurde (c11, c17, d6, d11,d17, e7,ell,el2,el6und el?). Diesist
nicht verwunderlidh, wenn man das Separierungserfahren betrachtet, bei dem je Iterati-
on maximal jTj verletzte Ungleichungen gefundenwerden kennen. Als Folge der geringen
Veranderungdeszugeterigen linearen Programms,wird dasduale Simplexwerfahrenextrem
sdnell durchgetihrt.

Bei d17werdenmaximal 47, meistensunter 15, Simplexiterationengebrautt, um ein neues
Optimum fur dasLP zu nden. Das erklart das Mi v erhaltnis zwishen den Zeiten fur d17
und d18 Dabei wird aud deutlich, da die Anzahl der Variablen wenigerausstlaggelend
fur die Lesungszeitist als das Verhaltnis von Terminalen zu Nicht-T erminalen.

Die Diagramme 7.1 und 7.2 zeigen,wie sich die Sdiranken im Verlauf desVerfahrensanne-
hern. Die Anzahl der Nicht-Null-Ein trageist mit 1=600bzw. 1=1200skaliert und fast immer
monoton steigend. Wann immer ein Absinken beobattet werden konnte, blieb bei diesen
Iterationen der Zielfunktionswert desLP's weitestgehendkonstart.

Problem el18stellt einenSonderfalldar. Es ist nach Kenntnisstand desAutors das letzte der
von Beasleyin [Bea89 eingekihrten Probleme,fur dasder Optimalwert noch nicht bekannt

3Bei e18trit dies nicht so zu.
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| Name | jVj jEj jTi|ijVvi JEj jTj|Br.|lter. |[LP Sep User] Opt. |
col [500 625 5[138 247 5[ 1] 23] 1 1 1] 85
c02 |500 625 10|122 221 8| 1| 29| 1 1 1| 144
c03 500 625 83| 87 148 35 1 8 1 1 1| 754
co4 (500 625 125| 81 129 36| 1| 10| 1 1 1| 1079
c05 500 625 250 | 23 36 15 1 6 1 1 1| 1579
cO6 | 500 1000 5368 839 5| 1| 48| 1 2 4| 55
c07 |500 1000 110|380 85 9| 1| 32| 2 2 4| 102
c08 500 1000 83| 322 656 58 1 26 5 7 14 | 509
c09 500 1000 125|267 503 77 1 21 4 5 11| 707
cl0 |[500 1000 250| 81 131 51| 1 71 1 1 1| 1093
cll |500 2500 5|498 2045 5| 1| 114| 7 9 19| 32
cl2 |500 2500 101|492 1786 9| 1| 79| 5 7 16| 46
cl3 | 500 2500 83(399 945 65| 1| 30| 10 12 26| 258
cl4 |[500 2500 125|290 591 72| 1| 15| 2 5 10| 323
cl5 |500 2500 250|147 257 70| 1 9| 1 1 3| 556
cl6 | 500 12500 5 |500 3504 5| 1| 23| 2 4 14| 11
cl7 | 500 12500 110|498 2970 8| 1| 76| 7 12 26| 18
cl8 | 500 12500 83452 1362 57| 1| 26| 12 12 31| 113
cl9 |[500 12500 125|355 958 41| 1| 22| 2 2 9| 146
c20 500 12500 250 | 16 30 6 1 3 1 1 4| 267
Tabelle 7.4: B&C-Ergebnissefur TestsetC
| Name | jVj jEj JjTi| ivi JEj jTj|Br. |lter. | LP Sep User | Opt. |
dol [1000 1250 5] 273 507 5[ 1] 42| 1 1 3] 106
do2 | 1000 1250 10| 284 521 10| 1| 28| 1 1 2| 220
do3 1000 1250 167| 162 265 67 1 9 1 1 2 | 1565
do4 1000 1250 250| 102 162 53 1 10 1 1 2 | 1935
dos 1000 1250 500 42 66 29 1 5 1 1 1] 3250
do6 | 1000 2000 5| 761 1738 5| 1| 129/ 10 9 22| 67
do7 | 1000 2000 10| 747 1708 10| 1| 58| 3 5 10 | 103
dog8 | 1000 2000 167 | 622 1247 127| 1| 20| 9 19 40| 1072
do9 1000 2000 250 | 482 904 159 1 15 6 17 32 | 1448
d10 1000 2000 500| 165 283 99 1 8 1 1 5| 2110
dll | 1000 5000 5| 991 4390 5| 1| 168| 17 28 59| 29
dl2 | 1000 5000 10| 995 3829 9| 1| 114| 14 24 53| 42
d13 | 1000 5000 167 | 804 1866 130| 1| 20| 9 27 55| 500
dl4 | 1000 5000 250| 653 1381 167| 1| 25| 17 42 86| 667
dl5 | 1000 5000 500| 327 587 154| 1| 11| 3 5 18 | 1116
d16 | 1000 25000 5| 1000 8621 5| 1| 69| 11 29 104| 13
d17 | 1000 25000 10| 999 8031 9| 1| 135| 34 68 169| 23
d18 | 1000 25000 167 | 910 2898 112| 1| 35| 54 92 194| 223
d19 1000 25000 250 | 810 2386 127 1 20| 12 42 95| 310
d20 1000 25000 500 88 169 30 1 4 1 1 22 | 537

Tabelle 7.5: B&C-Ergebnissefur TestsetD
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Abbildung 7.3: Sdranken bei e18

Interessaterweise sind die in [CGR92]
und [Luc93] genanrien unteren Sdiranken
563.003bzw. 563.5ausreihbiend, um dasPro-
blem zu lesen,wenn esgelingt, den Optimal-

wert mit der Primalheuristik zu ermitteln.

Im hier vorgestellten Fall wird eine untere
Sdiranke von 563.015bereits nach 39 ltera-

tionen des Sdnitteb enerverfahrenserreidt.

Gelangeesder Primalheuristik bis zu diesem
Zeitpunkt eine optimale Lesung zu nden,

kennte das Problem in einem Bruchteil der
Zeit gelost werden.

Eslat sich sdilie en, dasel8vor allem ei-
ne Herausforderungfur die Heuristiken dar-
stellt.

Wie man den Diagrammen7.1, 7.2 und 7.3* entnehmenkann, ist die Zahl der Simplexitera-
tionen weitgehendunabhangig von der Anzahl der Nicht-Null-Ein tr age.Da wir durchgehend
das duale Simplexwerfahren berutzen, lat sich, wie erwartet, ein Ansteigender Iterations-
anzahlnad einer Fixierung beobaditen, da hier die BasisdesLP's nicht mehr dual zulassig

ist.®

4Nicht-Null-Ein tr age sind mit 1=1000skaliert.

SDie sporadische Untersuchung der Programmlaufprotokolle legt nahe, da ein starker Zusammenhang
zwisthen der Anzahl der hinzugefugten Ungleichungenund der Anzahl der Simplexiterationen besteh. Das
ist erklarbar, da die Anzahl der Iterationen eines Simplexalgorithmus unter anderem davon abhangt, wie
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[ Name [ jVj iEj iTi | Vi jEj jTj|Br. |lter. | LP Sep User | Opt. |
el 2500 3125 5 678 1282 5 1 51 2 4 7 111
e02 2500 3125 10 705 1313 9 1 71 4 8 13 214
e03 2500 3125 417 | 397 666 175 1 11 3 8 20 | 4013
e04 2500 3125 625 241 395 137 1 10 1 2 8 | 5101
e05 2500 3125 1250 64 107 47 1 7 1 1 3| 8128
e06 2500 5000 511845 4315 5 1 86 7 15 29 73
e07 2500 5000 10| 1889 4364 10 1| 129 39 43 92 145
e08 2500 5000 417 | 1548 3138 309 1 25 118 292 679 | 2640
e09 2500 5000 625| 1180 2222 359 1 18 30 108 340 | 3604
elo 2500 5000 1250 468 801 262 1 17 10 35 83 | 5600
ell 2500 12500 512498 11868 5 1| 181 38 89 189 34
el2 2500 12500 10| 2498 11393 10 1| 138 97 152 331 67
el3 2500 12500 417 | 2032 4779 320 1 40 634 763 1908 | 1280
el4 2500 12500 625 1631 3480 372 1 20 51 174 614 | 1732
el5 2500 12500 1250| 643 1161 318 1 20 20 105 240 | 2784
el6 2500 62500 51| 2500 25184 5 1| 275 120 366 1207 15
el7 2500 62500 10 | 2500 21508 10 1| 161 101 351 1022 25
el8 2500 66250 417 | 2224 5995 394 | 11| 207 | 25870 18220 53982 | 564
el9 2500 62500 625| 1793 4832 244 1 33 51 92 588 | 758
e20 2500 62500 1250 | 264 531 79 1 7 1 1 249 | 1342

Tabelle 7.6: B&C-Ergebnissefur TestsetE

Abarbeitung der Teilproblemebei e18
Teilproblem 1 2 3 4 5 6
Iterationen 117 21 13 14 21 15
Untere Sdiranke | 563.459| 563.600| 563.620| 563.744| 563.822| 563.983
Oberer Schranke | 567 566 566 566 565 564
Fixierungen 0 1 2 3 4 5

Es seinoch auf el6hingewiesenNadc 79 Iterationen desSdnitteb enerverfahrenswird eine
untere Sciranke von 14 erreidht. Die Lesungder LP-Relaxierung behalt dann diesenWert
fur 195 Iterationen bei.

Au allig anr34, r35 und r45 ist dasVerhaltnis zwisden der von LP-L eserverbrauditen Zeit
und der Separierungszeit.

Die Untersudung desAblaufprotokolls bei r45 zeigtekeine numeristen Problemebeim LP-
LeseP, aber eine,im Vergleith zu e4, hohe Anzahl von durchsdnittlic h 200 Simplexiterati-
onenje Reoptimierung.Sovohl in [CGR92 wie aud in [Luc93]werdenSteinerbaumprobleme
auf Gittergraphen als schwerer losbarals vergleidbar gro e Problemeauf anderenGraphen

stark sich die Startbasis von der Basis der optimalen Lesungunterscheidet. Das ist auch bei Versudhen zum
Steinerbaumpadkungsproblem deutlich geworden. Da hier das Hinzufegen von Ungleichungen oft eine sehr
starke Anderung der Lesungverlangt, war hier die Verwendung der bisherigenLesungals Startbasis nahezu
nutzlos. Ein Punkt weitergehenderUntersuchungen ware der Zusammenhangmit der Anderung des Ziel-
funktionswertes. M eglicherweisekennte nur das Hinzufugen der am starksten von der LP-L esungverletzten
Ungleichungen den Ablauf des Simplexverfahrens besdleunigen, ohne da die Anzahl der Iterationen des
Schnitteb enerverfahrensstark ansteigt.
5Durchgangig nur eine Basisrefaktorisierungje 60 Simplexiterationen.



Kapitel 7. Ergebnisse 66

Name | jVj JEj jTj|jVji JEj jTj|Br. [lter. [ LP Sep User | Opt. |

ro4 64 112 8| 28 44 8 1 10 1 1 1| 254
ro8 24 37 12 8 9 6 1 1 1 1 1| 236
ri3 42 71 9| 24 37 8 1 7 1 1 1| 150
ris 100 180 14| 34 56 11 1 5 1 1 1| 148
ri7 48 82 10 9 14 4 1 4 1 1 1| 200
ri8 182 337 62| 119 203 42 1 11 2 1 3| 404
ri9 168 310 14| 21 35 6 1 8 1 1 2| 188
r30 28 45 12 8 10 5 1 1 1 1 1| 110
r31 130 237 14| 65 111 14 1 11 1 1 2] 259
r32 210 391 19123 221 19 1 25 7 1 10| 313
r33 132 241 18| 75 136 11 1 14 2 1 3| 268
r34 272 511 19| 175 321 19 1 30| 22 2 29| 241
r35 240 449 18| 123 218 18 1 25 7 1 12| 151
r38 100 180 14| 61 105 12 1 13 1 1 2| 166
r39 100 180 14| 51 89 10 1 11 1 1 1| 166
r40 64 112 10| 36 59 10 1 13 1 1 1| 155
r41 144 263 20| 99 175 16 1 14 3 1 4 | 224
r42 8l 144 15| 22 32 10 1 6 1 1 1| 153
r43 195 362 16| 127 227 16 1 26 8 1 12| 255
ra4 196 364 17| 137 246 17 1 32| 11 2 15| 252
r45 270 507 19| 196 360 19 1 48 | 46 4 59| 220

Tabelle 7.7: B&C-Ergebnissefur TestsetR

angesehenda sie ein hohesMa an Symmetrie aufweisen.Wenn das ausden hier gezeigten
Ergebnissennur eingeshrankt ersiditlich ist, dann vermutlich weil die Reduktionen gro e

Teile der Symmetrie zerswren.

Es ist anzumerlen, da obwohl, wie wir in Kapitel 4 geseherhaben, die Primalheuristiken

auf Gittergraphen gute Ergebnissdiefern, esbei r45 der Heuristik nicht gelang,eineoptimale

Lesungzu nden.
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| Name [ jVj jEj jTi|ijVvi JEj Ti|Br. |lter. | LP Sep User| Opt. |
p401 | 100 4950 5| 84 185 5 1 27 1 1 1 155
p402 | 100 4950 5 68 142 5 1 8 1 1 1 116
p403 | 100 4950 5| 87 198 5 1 31 1 1 1 179
p405 | 100 4950 10| 65 124 9 1 8 1 1 1 270
p406 | 100 4950 10| 82 173 8 1 16 1 1 1 290
p407 | 100 4950 20| 72 142 14 1 15 1 1 1 590
p409 | 100 4950 50| 13 19 10 1 5 1 1 1 963
p455 | 100 4950 5| 100 1057 5 1 61 4 4 9| 1138
p456 | 100 4950 5] 100 880 5 1 79 4 4 9| 1228
p457 | 100 4950 10| 97 652 8 1 52 4 2 6| 1609
p458 | 100 4950 10| 99 593 9 1 36 4 2 6 | 1868
p459 | 100 4950 20| 94 412 16 1 18 1 1 2| 2345
p460 | 100 4950 20| 94 446 17 1 26 3 1 4| 2959
p46l | 100 4950 50| 58 127 22 1 11 1 1 1| 4474
p463 | 200 19900 10| 200 2214 10 1 77 | 36 15 55| 1510
p464 | 200 19900 20| 191 1754 14 1 97 | 61 15 80 | 2545
p465 | 200 19900 40| 183 799 34 1 31 7 4 14| 3853
p466 | 200 19900 100 | 120 278 45 1 20 1 1 5| 6234
p601 | 100 180 5| 77 134 5 1 22 1 1 1| 10230
p602 | 100 180 5| 77 133 5 1 21 1 1 1| 8083
p603 | 100 180 5 77 135 4 1 17 1 1 1 5022
p604 | 100 180 10| 70 122 7 1 19 1 1 1] 11397
p605 | 100 180 10| 70 120 7 1 15 1 1 1| 10355
p606 | 100 180 10| 81 137 9 1 20 1 1 1| 13048
p609 | 100 180 20| 68 114 14 1 12 1 1 1] 18263
p610 | 100 180 50| 26 46 9 1 9 1 1 1| 30161
p612 | 100 180 50| 29 44 12 1 10 1 1 1| 30258
p614 | 200 370 20| 179 307 18 1 27 2 1 3| 27276
p615 | 200 370 40| 145 244 33 1 27 2 1 3| 42474
p616 | 200 370 100 | 43 67 25 1 13 1 1 1| 62263
p619 | 100 180 5 87 162 5 1 27 1 1 1 7485
p620 | 100 180 5| 8 160 4 1 31 1 1 1| 8746
p622 | 100 180 10| 86 159 8 1 25 1 1 1| 15972
p623 | 100 180 10| 87 158 10 1 30 1 1 2 | 19496
p624 | 100 180 20| 77 138 11 1 24 1 1 1 | 20246
p625 | 100 180 20| 81 150 15 1 18 1 1 1| 23078
p627 | 100 180 50| 39 67 16 1 10 1 1 1 | 40647
p630 | 200 370 10| 187 353 8 1 45 3 2 4 | 26125
p631 | 200 370 20| 185 343 19 1 35 2 1 3 | 39067
p632 | 200 370 40| 171 318 26 1 26 3 2 5| 56217
p633 | 200 370 100| 66 118 23 1 13 1 1 1| 86268

Tabelle 7.8: B&C-Ergebnissefur TestsetP
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7.3 Ein kleiner Vergleich

JederVergleid von Verfahren,wenn dieseauf vershiedenenRednern mit untersciedlichen
zugrundeliegenderSoftwarepaleten (hier LP-Lesern) ausgeéihrt wurden, mu zweifelhaft
bleiben.

JedesProgramm kann noch verbessertwerden, jeder Algorithmus verfeinert, und fer alle
Problemegibt eseine CPU, die geeigneterist, sie zu lesen.Dennach wird niemand, der um
eine einfadhe und sdnelle Meglichkeit wei, sein Verfahren zu bestleunigen, diese nicht
nutzen.

Und sozeigenalle Ergebnissezumindesttendenziell,wasmeglich war und wasnicht. Tabelle
7.9 zeigtdie Summeder Zeitenfur die Testsets,C\, ,D\, ,E\ und,R\, die Lucenain [Luc93
fur eine Implemertierung des ungeriditeten Modells mit Knotenvariablen in Verbindung
mit einer Lagrangerelaxierungangibt, savie die von Chopra, Rao und Gorresin [CGR92]
erreicthten Zeiten fur ihre Implemertierung desgericteten Modells.

5 1 2 3
' C.G.R. Lucena Koch
Test | Vax 8700 Sparc10 Sparc20
Set XMP XMP’ CPLEX
1992 1993 1995
C 61417 1950/48 268
D 285198 7799/63 974
E0 599599 | 168893/6911 7622
R | 1 256714/256292 200

Tabelle 7.9: Vergleith

Die angegelenenZeiten verstehensich als CPU-Sekunderauf der jeweiligenMasdine. Dabei
ist zu bedenlen, da dieseSummennur ein sehr eingeshranktes Bild auf die Leistung der
Verfahrenwerfen.

Es wenig sinnvoll, die Gestiwindigkeiten der jeweiligen Masdinen und LP-L eserzu verglei-
chen, aber esist zu erkennen,da im Laufe der Zeit Fortschritte erzielt wurden, die nicht
allein mit der Leistungssteigerungler Hardware zu erklaren sind.

"Die erste Zahl in der Spalte gibt die Gesanizeit an, und die zweite den Anteil des Scnitteb enerver-
fahrens. Wie man sielt, werden die TestsetsC, D und E nahezuausstlie lic h mit der Lagrangerelaxierung
gelost. Daher ist hier der verwendete LP-L esernicht von Bedeutung.

8Summewird von Problem C18 mit 45848s dominiert.

9Summewird von Problem D18 mit 245192s dominiert.

00hne Problem e18
1Die Daten lagen nicht vor.
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7.4 Schlu

Am Ende bleibt immer ein Algorithmus ebrig, der nicht untersudt ist, ein Trick ebrig der
noch nicht implemertiert ist.

Wir haben in dieser Arbeit gezeigt,da ein Sdnitteb enerverfahren auf Grundlage eines
bidirektionalen Modells ein geeignetesdMittel ist, eine untere Schranke fur den Optimalwert
einesSteinerbaumproblemsn Graphenzu bestimmenund da wirksameReduktioneneinen
wichtigen Teil desLesungserfahrensdarstellen.

Essdeint, da die gre ten Meglichkeiten fur eine weitere BesdleunigungdesVerfahrensin
einer Verbesserungder Primalheuristiken liegen.

Ich medhte mich an dieserStelle bei allen bedanlken, die mir durch Diskussion,Anregungen
oder Durchsicht geholfenhaben. InsbesondereMonica Ahuna, Claudia Betz-Haubold, Ralf
Bornderfer, Carlos Ferreira, Alexander Martin, Christian Meuller, Christian Sdmidt, Tuomo
Takkula, Roland Wunderling und Ines Hosdel.



Anhang A

Zw el Verallgemeinerungen

In diesemAnhang sollennoch zwei Verallgemeinerungerdes Steinerbaumproblemsn Gra-
phen kurz vorgestellt werden. Wir werden dann Hinweise auf die Anderungen geken, die
notwendig sind um unser Verfahrenfer dieseProblemeanzupassen.

A.1 Das Steinerbaumproblem mit Knotengewic hten

Ordnen wir in einem SteinerbaumproblemST(G; T; ) jedem Knoten v 2 V noch ein Kno-
tengewidt ¢, zu und fordern fur eine optimale LesungsS, da ihr Gewidt

X X
c(S)= G+ Cy

e2S V2V (S)

minimal ist, so erhalten wir das Steinerlaumproblemmit Knotengewichtenin Graphen

Da die Terminale%hnehinin V (S) erthalten seinmeissen,kennenwir ¢, := Ofer allev2 T
setzenund spater ,1 ¢, zum Gewidt der optimalen Lesunghinzuaddieren.

Modi zieren wir unsergericdhtetes Modell jetzt, indemwir c, := c,+ C, fer allea2 |, fer alle
v 2 N setzen,soist jede gewiditsminimale Lesung,die wir erhalten, aud gewiditsminimal
fur das Steinerbaumproblemmit Knotengewiditen.
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A.2 Das Packen von Steinerb aumen

Eine Verallgemeinerungdes Steinerbaumproblemspei der in einem Graphen nicht nur ein,
sondern mehreredisjunkte Steinerbaume gesutt werden, ist das gewichteteSteinerlaum-
packungspoblemin Graphen(STP).

Wir werden im Folgendenauf Aussagenund Ergebnisseaus [GMW92b], [GMW92a] und
[Mar92] zureckgreifen, ohne gesondertdarauf hinzuweisen.

Eine megliche Formulierung lautet:

Gegelen sei ein Graph G = (V;E) mit Kantengewidite ¢ 2 R, und
Kantenkapazitaten us 2 N fur alle e 2 E, sawie eine nicht-leere Netzliste

Finde fur jede TerminalmengeT, 2 L einlg_zulassigeLosung Sk E des
SteinerbaumproblemsST(G; T;c), soda 12, ¢(Sk) minimal ist und da

Pl jS\ fegj uefurallee?2 E gilt

Das Problem besteh also darin, mehrere Steinerbaume gewiditsminimal in einen Graphen
zu padken, ohne dabei die Kapazitaten der Kanten zu ubersdireiten.

Wie man leicht sielt, ist dasSteinerbaumpakungsproblemST(G;L; c;u) fur denFall jLj = 1
genaudas Steinerbaumproblem.

Wir kennender einfachheithalber davon ausgehenda die Terminalmengendisjunkt sind,

liche Bedeutung, da sich jedesProblem mit nicht disjunkten Terminalmengentrivial durch
Einfuhrung einesweiteren Knotens und einer Kante, fur jede tberstineidungder Terminal-
mengen,in einesmit disjunkten Mengenewberfuhren la t.

Berutzen wir wieder einen bidirektionalen GraphenDg = B(G) = (V;A), SO meissenwir

bei den Bogengewibten, seiendie Bogenlapazitaten u, fur a 2 A ensprechend denender
induzierendenKanten.

Eine Modellierung von ST(Dg;L; c;u) basierendauf dem gericdhtete Modell aus Kapitel 2
sielt dann wie folgt aus

x
min X5Ca
k=1 a2A
X fur alleW, V nfreg, Wi\ Ty 6 ;
s.t.: xK L gk = I'(""ij kG Wi\ Ty (A1)
a2z (Wy) ' ’
e
X3 Uy, fur allea2 A (A.2)
k=1
xk 2 f0;1g; (A.3)
wenn wir binare Variablen xX, a2 A, k = 1;:::;jLj, sovie Kapazitatsungleichunger(A.2)

einfuhren.
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Fur jedesNetz Ty 2 L ist dann die Variable

( . . . .
Xk 1, falls die Kante e in der LesungSy zur TerminalmengeTy verwendet wird,
e

= 0; sonst.

Eslassensich viele Erkenntnissefur das Steinerbaumproblemauf das Steinerbaumpakungs-
problem ubertragen, wenn man zusatzlich die Kantenkapazitaten bereicksidtigt.
DieseKantenkapazitaten maden aber geradeden ertscheidendenUnterschied zwisthen den
beidenProblemenaus.Man kann beim STP nicht mehr trivial eine zulassigelL esung nden.
Tatsadhlich ist sdhon dasin den meistenFallen N P-vollstandig.

Fur unser Verfahren bedeutet dies, da wir nicht mehr davon ausgehenkennen,da uns
jederzeiteine zulassigelL esungzur Verfagung steht. Und wir meissenbereicksichtigen, da es
meglicherweisekeine gibt.

Auch die Reduktions\erfahren,die wir in Kapitel 3 vorgestellthaben,lassensich ausnahmslos
nicht auf das Steinerbaumpa&ungsproblemanwenden.

Wir haben einige Experimerte mit der LP-Relaxierung der obigen Modellierung gemaat
und dabei folgendesfestgestellt:

Das Fehleneiner leistungskhigen Primalheuristik stellt ein gro es Problem dar.

Die Di erenz zwisdhendenOptima der LP-Relaxierungund desbinaren Programmsist
unsererErfahrung nach gre er als beim Steinerbaumproblem Hier ware esnotwendig,
weitere der in [Mar92] besdiriebenenKlassenvon Ungleichungenzu separieren.

Die Entartung desLP's ist starker als beim Steinerbaumproblemund das Hinzufugen
von Ungleichungen, insbesondereKapazitatsungleicwungen fehrt zu sich stark veran-
derndenLP-LesungenAls Folgedavon steigt die Zahl der zur Reoptimierung benetig-
ten Iterationen desdualen Simplexwerfahrensstark an.

Da die Zahl der null-wertigen Variablen ungleich gre er ist, als beim Steinerbaumpro-
blem, bietet sich ein Arbeiten auf einemreduzierten Variablensatzan. Hier ware eine
zulassigeL osungeinegro e Hilfe beim Tre en einer geeignetenStartauswahl.

Esist zwar gelungen kleinere Beispielezu lesen,aber ohneweitere Separiererund vor allem
eine zufriedenstellendePrimalheuristik ist unserVerfahren noch ungeeignetdiesesProblem
zu lesen.



Anhang B

Das Programm

Hier wollen wir einenkleinen Einblick in den Aufbau, Umfang und Aufruf desProgramms
gelen.

Fer alle Testlaufe wurde das Programm mit dem GCC Version 2.7.0 und den Optionen
-O3 -fomit-frame-pointer -funroll-loops -DNDEBUEmpiliert. Unter Solaris zusatz-
lich mit -msupersparc, unter Linux und SCO Unix mit -m486
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| Name | Zeilen | Inhalt
display.c 400 | Graphisdhe Ausgabe unter X11
dog.c 133 | Ausgale alsx g Grak
ewaluate.c 576 | Kern desSdnitteb enerverfahrens
xlogic.c 283 | Fixierungslogik (kritische Sdnitte)
graph.h 126 | De nitionen fur die Graphlib Routinen
graphlib.c | 1054 | Routinen zum Bearbeiten von Graphen
heurist.c 451 | Kurzeste-Wege-Heuristik
heurist2.c 451 | Dursahnittlic he-Erntfernungs-Heuristik
jack3.c 328 | Hauptprogramm
jack3.h 276 | Strukturde nitionen, Konstanten
load.c 515| Einlesender Probleme
mincut.c 1080| Beredinen einesminimalen Sdnittes
mshell.c 378 | Routinen zur Feststellungvon Speicherzuordrungsfehlern
mshell.h 54 | De nitionen zur Uberlagerungvon malloc() & Co.
pool.c 417 | Verwaltung der Ungleichungen
portab.h 46 | Portabilit atsde nitionen
reduce.c 1544 | Reduktionstestsfur SteinerbaumproblemeTeil 1
save.c 87 | Speichern einesProblems
sdtest.c 748 | Reduktionstestsfur SteinerbaumproblemeTeil 2
select.c 170 | Auswahl der Variablen bei reduziertem Variablensatz
separate.c/ 170| Code fur die Separierer
solhe.c 733 | Branch and Bound Verfahren
statist.c 149 | Statistiken zu Graphen
stpath.c 297 | Dijkstras Algorithmus zur Berethinung keirzesterWege
support.c 225 | Variablen xierungen etc.
timer2.c 115 | Zeitmessung
validate.c 178 | Zulassiglkit einer Loesungeberprufen
version.c 32 | Versionslontrolle
Summe 11676 Zuviel zum Abdrucken

Tabelle B.1: Ubersidit mber die Quelldateien
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NAME

Jadk the third - Branch & Cut{Steinerbaumproblembpser.
SYNTAX

jack33 [option] Dateiname
OPTIONEN

Die Optionen zum Programmaufruf messendurch Leerzeibien getrenrt werden und
die Parameter meissenden Optionen immer direkt und ohne Leerzeiten folgen. Der
jeweils unterstrichene Eintrag gibt die VoreinstellungdesProgrammsan.

-bf 0,1g Sdhaltet die rackwartigen Sdnitte (Backcuts) aus bzw. ein.
-cf 0,1g Sdaltet den,Creep ow\ beim Separierenaus bzw. ein.

-df 0,1g Sdaltet dassofortige Herausnehmereiner nicht stra erfullten Ungleichung
ausbzw. ein.

-e Speidhert das Problem nach der Reduktion als Dateiname.red in BeasleysFormat
ab.

-ff 0,1g Sdaltet die Separierungder Flu ungleichungenausbzw. ein.
-g Sdaltet die graphisdie Ausgake ein.

-If 0,1g Sdaltet die Fixierungslogik vor Beginn desSdnitteb enerverfahrensausbzw.
ein. (Z.Zt. die Sude nacd kritischen Scnitten beim Steinerbaumpakungspro-
blem.)

-mf 0,1g Legt fest, ob Speicherplatz auf Kosten der Gesdwindigkeit gespartwerden
soll. Bei 0 wird der zum Separierenbenstigte Speicher einmalig alloziert und erst
am Ende desProgrammswieder freigegelen, bei 1 wird jedesmalvor dem Aufruf
desLP-Lesersder Speicher dealloziert.

-nf 0,1g Sdaltet die vershadtelten Scnitte (nestedCuts) beim Separierenausbzw.
ein.

-pf 0,1,2g Das Problem wird nicht / zulassige/ unzulassigperturbiert.

-rf0,...,3,4g Legt vershieden Reduktionsabkufe fest. Bei 0 wird nicht reduziert, 3
ist die ,sdnelld Reduktion und 4 die ,,ausgiebige.

-sSNum Speichert dasLP nadh Iteration Num.

-vf 0,19 Legt fest, ob mit allen Variablen gearkeitet werdensoll. Bei 1 wird dasPro-
blem mit einemreduziertenVariablensatzgest.

-wf 0,1,2g Bei O wird ein initiales LP erstellt, wenn das Problem weniger als 10000
Variablen hat. Bei 1 wird nie, bei 2 immer ein initiales LP generiert.

-xPfad Sdreibt nach jeder Iteration die LP-Lesungin die Datei
Pfad.Dateiname.Nale.lteration.
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