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Zusammenfassung

In der vorliegendenArbeit werden die grundlegendenGedanken und die Implementierung
einesBranch & Cut-Algorithm us zur L•osungdesgewichteten Steinerbaumproblemsin Gra-
phen beschrieben.
Der Algorithmus basiert auf der linearen Relaxierung einer bidirektionalen ganzzahligen
Formulierung desProblems.Wir werdendas Problem einf•uhren, drei ganzzahligeModellie-
rungen vorstellen, auf Reduktionsverfahren und Heuristiken eingehensowie das Verfahren
und seineImplementierung darstellen.
Am Ende werdenwir die Implementierung an 191bekannten Probleminstanzentesten und
auch optimale L•osungenf•ur zwei nach WissendesAutors bis zu diesemZeitpunkt ungel•oste
Instanzenliefern.
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Kapitel 0

Grundlagen

Hier wollen wir die BedeutungeinigergrundlegenderBegri�e und Bezeichnungenkl•aren,die
wir in dieserArbeit verwenden.
Die nachfolgendenDe�nitionen sind im wesentlichen den

"
Erg•anzungsbl•attern zur Vorlesung

KombinatorischeOptimierung\ von M. Gr•otschel und aus [Mar92] entnommen.

Graphen

Ein (ungerichteter) GraphG ist ein Tripel (V; E; 	), bestehendauseinernicht-leerenMenge
V, einer Menge E und einer Inzidenzfunktion 	 : E ! V (2) . Hierbei bezeichnet V (2) die
Mengeder ungeordnetenPaare von (nicht notwendigerweiseverschiedenen)Elementen von
V. Ein Element aus V hei�t Knoten (Vertex), ein Element aus E hei�t Kante (Edge). Zu
jeder Kante e 2 E gibt esalsoKnoten u; v 2 V mit 	( e) = [u; v] = [v; u].
Ein Graph hei�t endlich, falls V und E endlich sind, andernfalls hei�t G unendlich. Da
wir uns in dieserArbeit nur mit endlichen Graphen besch•aftigen, werden wir nur

"
Graph\

schreiben, wenn wir
"
endlicher Graph\ meinen.

Gilt 	( e) = [u; v] f•ur eineKante e 2 E, dann hei�en die Knoten u; v 2 V Endknotenvon e,
und wir sagen,da� u und v inzident zu e sind oder auf e liegen, da� e die Knoten u und v
verbindetund da� u und v Nachbarn bzw. adjazentsind.

Ein Graph hei�t vollst•andig, falls [u; v] 2 E f•ur alle u; v 2 V mit u 6= v. Eine Kante e mit
	( e) = [v; v] hei�t Schlinge, und Kanten e;f 2 E mit 	( e) = 	( f ) hei�en parallel. Einen
Graphen,der wederSchlingen noch paralleleKanten enth•alt, nennenwir einfach.

Da wir im weiteren Verlauf nur einfache Graphen betrachten, wollen wir zur Vereinfachung
der Notation auf die Inzidenzfunktion verzichten und schreiben e = [u; v] mit e 2 E; u 6= v
und u; v 2 V. Wir bezeichnendann mit G = (V; E) einenendlichen,einfachen,ungerichteten
Graphen.

F•ur eineKantenmengeF � E bezeichnet V(F ) die Mengealler Knoten, die zu einer Kante
in F inzident sind, und f•ur W � V bezeichnet E(W) die Mengealler Kanten, f•ur die beide
Endknoten in W sind.

Eine MengeF von Kanten hei�t (ungerichteter) Schnitt, wenn eseineKnotenmengeW � V
gibt, so da� F = � (W) := f [u; v] 2 E j u 2 W und v 2 V n Wg gilt. Wir nennen� (W) den
durch W induziertenSchnitt. Wir schreibenstatt � (f vg) kurz � v. Wir nenneneineMengevon

1
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nicht-leeren KnotenmengenP = f V1; : : : ; VjP jg eine Partition von V, wenn die Vereinigung
der KnotenmengenV ergibt und die Elemente von P paarweisedisjunkt sind.

Der Grad einesKnotens v 2 V ist die Anzahl der zu ihm inzidenten Kanten. Bei einfachen
Graphen ist der Grad gleich j� v j.

Betrachten wir mehrereGraphen gleichzeitig, so indizieren wir die ben•otigten Symbole mit
der Bezeichnung desGraphen.

Ein Graph H = (W; F ) hei�t Subgraph einesGraphen G = (V; E), falls W � V und F � E
gilt. Wir bezeichnen den Subgraphen(W; E(W)) von G als von W induziert.

F•ur einenGraphenG = (V; E) und eineKnotenmengeW � V bezeichnenwir mit G(W) den
Graphen,der durch Kontraktion der KnotenmengeW entsteht. Dashei�t, die Knotenmenge
von G(W) besteht ausden Knoten V nW und einemneuenKnoten w, der an die Stelle der
KnotenmengeW tritt. Die Kantenmengevon G(W) enth•alt alle Kanten ausE(V nW) und
alle Kanten aus � (W), wobei der Endknoten ausW durch w ersetzt wird.

Digraphen

Ein gerichteterGraphoder DigraphD = (V; A; 	) besteht auseiner (endlichen) nicht-leeren
KnotenmengeV, einer (endlichen) Menge A von B•ogen(Arc) und einer Inzidenzfunktion
	 : A ! V � V. Wir wollen auch hier auf die Verwendungder Inzidenzfunktion verzichten.
Ein Bogena ist dann ein geordnetesPaar von Knoten, alsoa = (u; v) mit u; v 2 V, und wir
bezeichnen u als Anfangs- oder Startknoten und v als End- oder Zielknoten. u hei�t dann
Vorg•angervon v, v Nachfolger von u und a ist inzident zu u und v.

Wie bei den ungerichteten Graphenseiein einfacher Digraph frei von parallelenB•ogenund
Schlingen. Also bezeichne D = (V; A) einenendlichen, einfachen, gerichteten Graphen.
Wir nennenzwei B•ogena = (u; v) und �a = (v; u) antiparallel und bezeichnen �a als Gegenbo-
genzu a.

Es besteht die M•oglichkeit, mittels einer Abbildung B : (V; V (2) ) ! (V; V � V) einenunge-
richteten Graphen G = (V; E) in einengerichteten Graphen D = (V; A) zu transformieren.
Dabei werden zu jeder Kante [u; v] 2 E zwei B•ogen (u; v) und (v; u) 2 A erzeugt. Wir
bezeichnen einenDigraphen D = (V; A) = B(V; E) als bidirektional und werdenstatt B (G)
auch kurz DG schreiben.

F•ur W � V sei � + (W) := f (i; j ) 2 A j i 2 W und j 62Wg, � � (W) := � + (V n W) und
� (W) := � + (W) [ � � (W). Die Bogenmenge� + (W) (bzw. � � (W)) hei�t Schnitt. Ist s 2 W
und t 62W, sohei�t � + (W) auch (s; t)-Schnitt. Wir nennen� + (W) dendurch W induzierten
Schnitt. Wir schreiben statt � + (f vg) und � � (f vg) kurz � +

v und � �
v .

Ketten, Wege, Kreise, B •aume

In einemGraphenoder Digraphenhei�t eineendliche FolgeW = (v0; e1; v1; e2; v2; : : : ; ek ; vk),
k � 0, die mit einem Knoten beginnt und endet und in der Knoten und Kanten (B•ogen)
alternierend auftreten, so da� jede Kante (jeder Bogen)ei mit den beidenKnoten vi � 1 und
vi inzident ist, eineKette. Der Knoten v0 hei�t Anfangsknoten, vk Endknotender Kette und
die Knoten v1; : : : ; vk� 1 hei�en innere Knoten. W wird auch [v0; vk ]-Kette genannt. Die Zahl
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k hei�t L•angeder Kette. Falls in einemDigraphenalle B•ogenei der Kette W gleichgerichtet,
alsovon der Form (vi � 1; vi ) sind, so nennt man W gerichteteKette bzw. (v0; vk)-Kette.

Eine Kette, in der alle Knoten (und infolgedessenauch Kanten bzw. B•ogen) verschieden
sind, hei�t Weg. Eine Kette in der alle Kanten bzw. B•ogenverschiedensind, hei�t Pfad. Ein
Wegoder Pfad in einemDigraphen,der einegerichtete Kette ist, hei�t gerichteterWeg oder
gerichteter Pfad. Wie bei Ketten sprechen wir von [u; v]-Wegenund (u; v)-Wegen.

Eine Kette hei�t geschlossen, wenn ihre L•ange positiv ist und Anfangs- und Endknoten
•ubereinstimmen. Eine geschlossene(gerichtete) Kette, in der der Anfangsknoten und alle
inneren Knoten voneinanderverschieden sind, hei�t Kreis (gerichteter Kreis). Die Anzahl
der Kanten (B•ogen)einesKreisesist seineL•ange.

Ein Graph G hei�t zusammenh•angend, falls es zu jedem Paar von Knoten s; t einen [s; t]-
Weg in G gibt. Ein Digraph D hei�t stark zusammenh•angend, falls es zu je zwei Knoten
s; t sowohl einen gerichteten (s; t)- als auch einen (t; s)-Weg in D gibt. Die Komponenten
(starkenKomponenten) einesGraphen(Digraphen) sind die bez•uglich Kanteninklusion (Bo-
geninklusion) maximalen zusammenh•angendenUntergraphen von G (maximalen stark zu-
sammenh•angendenUnterdigraphen von D).

Eine KantenmengeF einesGraphenG = (V; E) hei�t trennend, falls G0 = (V; E n F ) unzu-
sammenh•angendist. F•ur Graphen G, die mehr als nur einenKnoten enthalten, bezeichnen
wir � (G) := minfj F j j F � E trennend g als die Kantenzusammenhangszahl. F•ur Graphen
G mit nur einemKnoten setzenwir � (G) = 0. Falls � (G) � k, so nennenwir G k-fach kan-
tenzusammenh•angend. Im weiteren werdenwir einfach k-fach zusammenh•angendschreiben,
wenn k-fach kantenzusammenh•angendgemeint ist.
Analog bezeichnenwir einenDigraphenD = (V; A) alsstark k-fach bogenzusammenh•angend,
falls alle Paares; t 2 V mit s 6= t durch mindestensk bogendisjunkte(s; t)-Wegeverbunden
sind. Auch in diesemFall werden wir den Digraphen einfach als k-fach zusammenh•angend
bezeichnen.

SeiG = (V; E) ein Graph. Eine KnotenmengeW � V hei�t trennend, falls (V nW; E(V nW))
unzusammenh•angend ist. F•ur einfache Graphen G = (V; E) sei die Zusammenhangszahl
� (G) := minfj Wj j W � V ist trennendg. Falls � (G) � k, nennenwir G k-fach knotenzu-
sammenh•angend.

Eine Kante e von G = (V; E) hei�t Br •ucke, falls (V; E n f eg) mehr Komponenten als G hat
und ein Knoten v von G hei�t Artikulation , falls (V nf vg; E) mehr Komponenten als G hat.

Ein Wald ist ein Graph, der keinenKreis enth•alt. Ein zusammenh•angenderWald hei�t Baum.
Eine Verzweigung(Branching) B ist ein Digraph, der ein Wald ist, soda� jeder Knoten aus
B Zielknoten von h•ochstenseinemBogenvon B ist. Eine zusammenh•angendeVerzweigung
hei�t Arboreszenz. Eine Arboreszenzenth•alt einen besonderenKnoten r , genannt Wurzel
mit � �

r = ; , von dem aus jeder andereKnoten auf genaueinem gerichteten Weg erreicht
werdenkann. Wir bezeichnen einenKnoten v einesBaumesoder einer Arboreszenzf•ur den
j� v j = 1 gilt, als Blatt. Wir sagen,da� ein Baum (bzw. eine Arboreszenz)H = (W; F ) die
Knoten in W � V aufspannt.

Wir nenneneinen Graphen G (Digraphen D) gewichtet, wenn jeder Kante (jedem Bogen)
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ein Kantengewicht1 ce 2 IR+ zugeordnetist.
F•ur einen gewichteten Graphen G = (V; E) und Kantengewichte ce 2 IR+ bezeichnen wir
einenBaum H � = (V; F � ) als gewichtsminimalaufspannendenBaum oder minimal spannen-
den Baum bez•uglich c, wenn eskeinenBaum H = (V; F ) in G gibt, der V aufspannt und f•ur
den

P
e2 F ce <

P
e2 F � ce gilt. Es sein dann mst(G; c) � E die Kantenmengeeinesminimal

spannendenBaumesin G.
SeiDG = (V; A) der von einemgewichteten GraphenG mit Kantengewichten ce 2 IR+ indu-
zierte bidirektionale Graph, dann seienmit c(u;v ) = c(v;u) := c[u;v ], u; v 2 V, Bogengewichte
f•ur DG gegeben.

Lineare Algebra

Wir bezeichnen mit IN die Mengeder nat•urlichen Zahlen und mit IN0 die MengeIN [ f 0g. IR
bezeichnet die reellenZahlen und IR+ die reellennicht-negativen Zahlen.

Wir fasseneinen Vektor x als Spaltenvektor auf und bezeichnen mit dem oberen Index

"
T\ die Transposition. Falls wir die Dimension von Matrizen oder Vektoren nicht explizit

spezi�zieren, gehenwir davon aus,da� die Dimensionenvertr•aglich sind.

F•ur eineTeilmengeS � IRn , S 6= ; , bezeichnenwir mit conv(S) die konvexeund mit cone(S)
die konische H•ulle von S. Die Dimensionvon S, in Zeichen dim(S), ist die maximaleAnzahl
a�n unabh•angigerVektoren aus S minus eins. Ist dim(S) = n, so hei�t S volldimensional.
Mit di�( S) := f x � y j x; y 2 Sg bezeichnen wir die Di�er enzmengevon S.

F•ur eineendliche MengeE bezeichnen wir mit IRE die Mengeder Abbildungen von E nach
IR. Es ist zweckm•a�ig die Elemente ausIRE alsVektorenmit jE j Komponenten zu betrachten,
wobei jede Komponente einesVektors x 2 IRE mit einemElement ausE indiziert wird, das
hei�t x = (xe)e2 E . F•ur eine TeilmengeF � E de�nieren wir den Inzidenzvektor� F 2 IRE

von F durch � F
e = 1, falls e 2 F , und � F

e = 0, falls e 2 E n F . Umgekehrt de�nieren wir f•ur
jeden0=1 Vektor x 2 IRE durch Fx := f e 2 E j xe = 1g die Indexmengevon x.

Poly edertheorie

Wir nennenAx � bein Systemvon linearenUngleichungen,wennA einereellem� n Matrix
und b 2 IRm ist. Die L•osungsmengef x 2 IRn j Ax � bg einessolchen Systemshei�t Polyeder.

Ist a 2 IRn n f 0g und � 2 IR, so stellt f x 2 IRn j aT x � � g einen Halbraum und f x 2
IRn j aT x = � g eine Hyperebene dar. Ein Polyeder ist also der Durchschnitt endlich vieler
Halbr•aume.

Eine Ungleichung aT x � � hei�t g•ultig f•ur ein PolyederP, falls P � f x 2 IRn j aT x � � g.

Eine MengeF � P hei�t Seiten
 •achevon P, falls es eine Ungleichung aT x � � gibt mit
F = f x 2 P j aT x = � g. Wir sagenauch, F wird von aT x � � induziert.

Ist die Mengef vg eineSeiten
•ache von P f•ur den Punkt v 2 P, so nennt man v eineEcke
von P.

1Die Bezeichnungen Gewicht, Kosten und L•angeeiner Kante werden synonym gebraucht.
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Eine Facette von P ist eine bez•uglich Mengeninklusionmaximale Seiten
•ache von P mit
; 6= F 6= P. Wir nenneneine Ungleichung aT x � � , eine facettende�nierendeoder facet-
teninduzierende Ungleichung von P, wenn F = f x 2 P j aT x = � g eine Facette von P
ist.

F•ur die von einer Ungleichung aT � � induzierte Seiten
•ache F einesPolyedersP sind
folgendeAussagen•aquivalent:

1. F ist eineFacette von P.

2. dim(F ) = dim(P) � 1.

3. Ist P volldimensionalund �aT x � �� eineg•ultige Ungleichung f•ur P mit F � f x 2 P j
�aT x = �� g, dann existiert ein � > 0 mit a = � �a und � = � �� .

Es gibt auch noch eineandereDarstellungsformf•ur Polyederunter Verwendungder Opera-
toren f•ur konvexeund konische H•ullen. JedesPolyederP � IRn l•a�t sich beschreiben durch

P = conv(V) + cone(E);

wobei V und E endliche MengenausIRn sind. Hat P eineEcke, soist V die Mengeder Ecken
von P. Ist E = ; , so nennt man P auch ein Polytop. Ein nicht-leeresPolytop l•a�t sich also
auch als die konvexeH•ulle seinerEcken darstellen.

Lineare Programmierung

DasProblem, einelineareFunktion cT x •uber einemPolyederP = f x 2 IRn j Ax � bg zu mi-
nimieren(maximieren),hei�t linearesProgrammierungsproblemoder kurz linearesProgramm
oder

"
LP\ . Lineare Programmewerdenh•au�g in der Form

min cT x
Ax � b

bzw.
maxcT x
Ax � b

geschrieben. Ein Vektor �x mit A �x � b hei�t zul•assigeL•osungdeslinearen Programms.Gilt
f•ur einezul•assigeL•osungx � , da� cT x � � cT x (bzw. cT x � � cT x) f•ur alle zul•assigenL•osungen
x, dann hei�t x � Optimall•osung.

Die lineare Funktion cT x hei�t Zielfunktion des linearen Programms.Per De�nition ist die
Mengeder Optimall •osungeneineSeiten
•ache desPolyeders.Falls ein PolyederP eineEcke
hat, so hat auch jede nicht-leere Seiten
•ache eine Ecke. Hat also P eine Ecke und ist das
lineare Programm min cT x; x 2 P (bzw. maxcT x; x 2 P) beschr•ankt, so gibt es eine
Optimall •osungx � , die eineEcke von P ist. Insbesonderehat jedesnicht-leerePolytop immer
eineoptimale Eckl•osung.

Das Problem, eine lineare Zielfunktion cT x •uber den ganzzahligenVektoren einesPolyeders
P = f x 2 IRn j Ax � bg zu minimieren (maximieren), hei�t ganzzahligeslinearesProgramm
oder kurz

"
GP\ . Fordert man dar•uber hinaus, da� x i 2 f 0; 1g, so erh•alt man ein bin•ares

linearesProgrammierungsproblemoder
"
BP\ . DasjenigeLP, dassich auseinemganzzahligen

oder bin•arenProgrammdurch Weglassender Ganzzahligkeitsbedingungenergibt, nennt man
LP-RelaxierungdesGP bzw. BP. Wenn wir nachfolgendein LP, GP oder BP betrachten, so
ist immer die Minimierung bez•uglich der Zielfunktion gemeint.
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Notation
V eineendliche Mengevon Knoten.
V(F ) � V , F � E, die Mengealler Knoten, die zu einer Kante in F inzident

sind.
T � V , eineausgezeichnete Teilmengevon V, die Terminale.
N = V n T, die Mengealler Nicht-Terminale.
E � f [a;b] j a;b 2 Vg, eineTeilmengeder ungeordnetenPaarevon Knoten,

die Mengeder Kanten.
A � f (a;b) j a;b 2 Vg, eine Teilmengeder geordnetenPaare von Knoten,

die Mengeder B•ogen.
E(W) � E, W � V, die Mengealler Kanten zwischen zwei Knoten in W.
G = (V; E) ein einfacher ungerichteter Graph, bestehendaus der Knoten-

mengeV und der KantenmengeE.
G(W) Der Graph, der durch die Kontraktion der Knotenmenge W � V

entsteht.
B (V; E) = (V; A) ein bidirektionaler Digraph, bestehendausder KnotenmengeV

und der BogenmengeA.
DG = B(G) der durch den Graphen G induzierte bidirektionale Digraph.
ST(G; T; c) das durch den Graphen G = (V; E), die TerminalmengeT und den Ko-

stenvektor c 2 IRjE j
+ gegebeneSteinerbaumproblem.

ST(DG; T; c) das durch den bidirektionalen Digraphen DG = (V; A) = B(G), die
TerminalmengeT und den Kostenvektor c 2 IRjA j

+ gegebene gerichtete
Steinerbaumproblem.

S � E, eine (zul•assige)L•osung eines (bidirektionalen) Steinerbaumpro-
blemsST(V; E; T).

� S 2 f 0; 1gjE j, der einer L•osungS zugeh•orige Inzidenzvektor mit � S
e = 1,

falls e 2 S, und � S
e = 0, falls e 2 E n S.

� v = f [a;b] 2 E j a = v oder b = v; v 2 Vg, die Menge aller mit dem
Knoten v verbundenenKanten.

� �
v = f (a;b) 2 A j b= v; v 2 Vg, die Mengealler zum Knoten v hinf•uhren-

den B•ogen.
� +

v = f (a;b) 2 A j a = v; v 2 Vg, die Mengealler vom Knoten v wegf•uhren-
den B•ogen.

� (W) = f [a;b]) 2 E j (a 2 W und b62W) oder (a 62W und b 2 W); W � Vg,
die Mengealler Kanten zwischen W und V n W.

jxj die Kardinalit •at der Mengex.
ce 2 IR+ , die einer Kante e 2 E zugeordnetenKosten.
c(E) =

P
e2 E ce.

ue 2 IN, die Kapazit•at einer Kante e 2 E.
d(u; v) u; v 2 V, die L•angeeinesk•urzestenWegesvon u nach v.
mst(G; c) = argminF � E f c(F ) j V(F ) = Vg, die KantenmengeeinesBaumes,der V

gewichtsminimal aufspannt. c 2 IRjE j
+ ist der Vektor der Kantengewichte.

� stellt in den abgebildetenGraphen ein Nicht-Terminal dar.
stellt in den abgebildetenGraphen ein Terminal dar.
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Das Problem

In dieserArbeit wollen wir uns mit dem gewichtetenSteinerbaumproblemin Graphenbefas-
sen:

Gegeben sei ein Graph G = (V; E) und eineausgezeichnete Menge
T � V von Knoten sowie Kantengewichte ce � 0 f•ur alle e 2 E:
Finde einenBaum minimalen Gewichts in G, der T aufspannt.

Dabei wird T als die Mengeder Terminalen1 bezeichnet. Ein SteinerbaumS ist ein Baum
in G, der mindestensT aufspannt. Die im Baum enthaltenen Knoten aus V n T bezeichnet
man als Steinerknoten.

Bereits im 17. Jahrhundert wurde erstmals das Problem, in der euklidischen Ebene drei
Punkte mit einemNetzwerk minimaler L•angezu verbinden,erw•ahnt.
Der Name

"
Steiner\ nach JacobSteiner(1796-1863)wurdedemProblem,[HR92]zufolge,von

Courant und Robbins im Jahre 1941in ihrem Buch What is Mathematics? zugeschrieben.

Das Steinerbaumproblemin Graphen ist ein seit vielen Jahren untersuchtes Problem, und
so sind schon viele g•angigeOptimierungsverfahrendarauf angewendet worden.
Als exakte Verfahren gibt es diverseArten von Enumerationen [Hak71] und dynamischer
Programmierung[DW71], zur Berechnung unterer Schranken LagrangeRelaxierung[Bea84],
[Bea89], [Luc93], Dual Ascent [Won84] sowie Schnittebenenverfahren [Ane80], [CGR92],
[Luc93].
Dar•uber hinaus sind eine Anzahl heuristischer Verfahren bekannt, die meist sehr gute L•o-
sungen(nicht mehr als 10 % vom Optimum entfernt) liefern.

R. M. Karp hat in [Kar72] gezeigt,da� dasSteinerbaumproblemf•ur beliebigeGraphenN P-
schwer ist. Falls aber jTj = 2, ist das Problem •aquivalent der Bestimmung einesk•urzesten
Wegeszwischen den beidenTerminalen.Wenn T = V, dann ist dasProblem •aquivalent der
Berechnung einesminimal spannendenBaumesf•ur G und damit polynomial l•osbar.

Obgleich das Problem N P-schwer ist, folgt daraus nicht, da� es f•ur gr•o�ere Problemin-
stanzen2 unl•osbarist. Wie unter anderenvon Chopra, Gorresund Rao in [CGR92]oder von

1Der Begri� stammt vermutlich aus dem Schaltungsdesign,wo Steinerbaumproblemeh•au�g anzutre�en
sind. Er ist auch insofern tre�end, als bei einem minimalen Steinerbaum alle Bl •atter Terminale sind.

2Wir bezeichnen jedes konkret vorliegendeSteinerbaumproblem eine Instanz (Manifestation) des allge-
meinen Steinerbaumproblems.

7
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Lucena in [Luc93] gezeigtwurde, k•onnen Steinerbaumproblemein Graphen mit mehreren
tausendKnoten und zehntausendenvon Kanten durchaus gel•ost werden.

Wir werden in dieserArbeit versuchen, die GrenzedesMachbaren wieder ein kleinesSt•uck
weiter zu schieben und die Implementierung einesBranch & Cut{V erfahrensbeschreiben,
das eine gro�e Zahl bekannter Probleminstanzenl•ost und auch f•ur zwei nach Wissen des
Autors bisher ungel•oste Instanzeneineoptimale L•osungermittelt.

Bevor wir unsaber fragen,wie wir dasProblem l•osen,m•ussenwir festlegen,waseineL•osung
ist:

Eine L•osung einesSteinerbaumproblemsST(G; T; c) sei eine Menge S � E von Kanten.
Wir erhalten das Gewicht (oder die Kosten) c(S) der L•osung,indem wir die Gewichte der
benutzten Kanten aufsummieren.Also

c(S) =
X

e2 S

ce:

Wir wollen eineL•osungS zul•assignennen,wenn T von den in S enthaltenen Kanten aufge-
spannt wird, alsoT � V(S) gilt.

Wir bezeichnen eineL•osungals minimal oder kantenminimal, wenn sie zul•assigist und der
durch S induzierte Subgraphvon G einenBaum bildet, dessenBl•atter Terminale sind3.

Eine optimale oder gewichtsminimaleL•osungS� sei eine zul•assigekantenminimale L•osung
minimalen Gewichts.

Wir gehen(zumindest in den theoretischen Betrachtungen) dabei immer davon aus, da� G
zweifach zusammenh•angendist.

Andernfalls ist G entweder unzusammenh•angend,dann k•onnen wir die jeweils zusammen-
h•angendenKomponenten als eigenst•andige Probleme betrachten4, oder G ist nur einfach
zusammenh•angend,dann gibt esentweder(i) eineSteinerbr•ucke, d.h. eineKante eb 2 E, die
in jedemSteinerbaumenthalten seinmu�, oder (ii) einenArtikulationsknoten kb.

(i) Im Falle einer Steinerbr•ucke zerlegt man G durch Entfernen von eb = [u; v] in zwei
disjunkte in sich zusammenh•angendeGraphen Gi = (Vi ; E(Vi )) f•ur i = 1; 2 und macht die
Endpunkte von eb zu Terminalen.Hat man die optimalen L•osungenSi von ST(Gi ; Vi \ (T [
f u; vg); c) f•ur i = 1; 2 ermittelt, soerh•alt man mit S = S1 [ S2 [ f ebg einegewichtsminimale
L•osungvon ST(G; T; c).

(ii) In diesemFall kann G in Gi = (Vi ; E(Vi )) � G mit
T

Vi = f kbg und
S

Gi = G f•ur
i = 1; : : : ; n, n � 2 aufgeteilt werden. Ermittelt man dann die optimalen L•osungenSi von
ST(Gi ; Vi \ T [ f kbg; c), so erh•alt man mit S =

S
i Si eine gewichtsminimale L•osung von

ST(G; T; c).

3Also ist der durch S induzierte Subgraphinsbesonderekreisfrei. Ob Kreisfreiheit f•ur eineL•osunggefordert
wird, ist nicht entscheidend, da jede Optimall •osungdieseEigenschaft o�ensichtlich hat.

4Teilgraphen oder Komponenten ohne Terminal haben, die triviale L•osung; .
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Mo dellierungen und poly edrisc he
Betrac htungen

2.1 Mo dellierungen des Steinerbaumproblems

Um ein Verfahrenzur L•osungdesProblemsentwickeln zu k•onnen,m•ussenwir eine Model-
lierung w•ahlen, innerhalb derer unser Verfahren arbeiten soll. Dazu wollen wir drei m•ogli-
che FormulierungendesSteinerbaumproblemsals bin•aren Programms(BP) und derenLP-
Relaxierungenvorstellen1:

Ein ungeric htetes Mo dell

In Kapitel 1 haben wir eineL•osungdesSteinerbaumproblemsST(G; T; c) als Kantenmenge
de�niert. Es liegt dahernahe,f•ur jedeKante desungerichteten gewichteten GraphenG(V; E)
mit Kantengewichten ce, f•ur alle e 2 E, einebin•are Variable xe einzuf•uhren, die den Wert 1
genaudann annimmt, wenn die zugeh•orige Kante in einer L•osungS enthalten ist.
Das Problem l•a�t sich dann als bin•aresProgramm BP(ST(G; T; c)) formulieren2:

min
X

e2 E

xece

s.t.:
X

e2 � (W )

xe � 1; f•ur alle W � V; W \ T 6= ; ; (V n W) \ T 6= ; (2.1)

xe 2 f 0; 1g; f•ur alle e 2 E: (2.2)

Man bezeichnet jedeUngleichung in (2.1) auch alsSteinerschnittungleichung, da einezul•assi-
geL•osungmindestenseineKante aus jedemSchnitt in G beinhaltet, der jeweils mindestens
ein Terminal enthaltende Subgrapheninduziert. Es ist also

conv(f � S j S seieinezul•assigeL•osungf•ur ST(G; T; c)g)

1F•ur eine ausf•uhrlichere •Ubersicht sieheChopra, Rao [CR94a] und Goemans,Myung [GM93].
2Vgl. [Mar92].

9
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dasvon der konvexenH•ulle •uber den Inzidenzvektoren der L•osungenvon ST(G; T; c) gebil-
dete Polytop •aquivalent zu

PST (G; T) := conv(f x j x erf•ullt (2.1) und (2.2) g)

der konvexenH•ulle •uber denL•osungenvon BP(ST(G; T; c)). Lassenwir die Ganzzahligkeits-
bedingung(2.2) wegfallen,soerhaltenwir alsL•osungsmengederLP-RelaxierungLP(ST(G; T; c))
von BP(ST(G; T; c)) dasPolytop

PLP (G; T) := f x 2 [0; 1]jE j j x erf•ullt (2.1) g

und esgilt PST (G; T) � PLP (G; T).

Lemma 2.1
SeiST(G; T; c) ein Steinerbaumproblem,daskeineSteinerbr•ucke3 enth•alt. Dann ist

dim(PST (G; T)) = jE j:

Beweis:4 Es gen•ugt zu zeigen,da� � T x = 0 mit x 2 di�( PST (G; T)) ) � e = 0 f•ur alle e 2 E:
W•ahle e 2 E beliebig. Dann sei S die KantenmengeeinesT aufspannendenBaumes in
(V; E n f eg). Da G keine Steinerbr•ucke enth•alt, mu� S existieren.Da T � V(S) gilt, ist S
einezul•assigeL•osungvon ST(G; T; c), also� S 2 PST (G; T), mit e 62S. Da auch S [ f eg eine
zul•assigeL•osungist, gilt � S[f eg 2 PST (G; T) und damit � e = � T (� S[f eg � � S) = 0.

Beispiel 2.2
Man betrachte den in Bild 2.1 gezeigtenGraphen GT3 = (VT3 ; ET3 ). Alle Knoten seienTer-
minale, alsoTT3 = VT3 und die Kantengewichte seienalle gleich eins.Bild 2.2 stellt dann die
Vektoren aller m•oglichen L•osungendar. Die ausgef•ullten Punkte entsprechen den zul•assi-
genL•osungen.Der in 2.3 dargestellteEinheitsw•urfel ergibt sich als konvexeH•ulle •uber den
L•osungen.

x2

T3

x3

x1

T2

T1

Abbildung 2.1:

(001)

(100)(000)

(010)

(011) (111)

(110)

(101)

Abbildung 2.2:

(000)

(010)

(101)

(100)

(001)

(111)(011)

(110)

Abbildung 2.3:

Ber•ucksichtigen wir jetzt die Ungleichungen(2.1), erhaltenwir dasin 2.4abgebildetePolytop
PST (G; T). Zum Vergleich zeigt Bild 2.5 PLP (G; T) das durch die LP-Relaxierung de�nierte

3Wir haben auf Seite 8 gesehen,wie Steinerbr•ucken entfernt werden k•onnen.
4Vgl. [Mar92] und [GM90]
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Polytop. Der Unterschied besteht in der zus•atzlich vorhandeneEcke (0:5; 0:5; 0; 5), deren
zugeh•origer L•osungsvektor zwar alle Ungleichungen (2.1) erf•ullt, aber, da nicht ganzzahlig,
keineL•osungvon ST(G; T; c) darstellt.
Betrachten wir nur die konvexe H•ulle •uber den kantenminimalen zul•assigenL•osungen,so
erhalten wir das in Bild 2.6 abgebildetenicht volldimensionalePolytop.

(101)

(011) (111)

(110)

Abbildung 2.4:

(0.5,0.5,0.5)

(011) (111)

(101)

(110)

Abbildung 2.5:

(110)

(011)

(101)

Abbildung 2.6:

Der Vergleich der facetteninduzierendenUngleichungenvon PST (GT3 ; TT3 ) mit PLP (GT3 ; TT3 )
zeigt, da� die Steinerschnittungleichungennicht facetteninduzierendf•ur PST (GT3 ; TT3 ) sind.5

PST (GT3 ; TT3 )

x1 + x2 + x3 � 2

x1 � 1
x2 � 1
x3 � 1

PLP (GT3 ; TT3 )

x1 + x2 � 1
x1 + x3 � 1
x2 + x3 � 1

x1 � 1
x2 � 1
x3 � 1

Gr•otschel und Monma haben in [GM90] bewiesen,da� die Ungleichungenxe � 1, f•ur e 2 E,
genaudann facetteninduzierendbez•uglich PST (G; T) sind, wenn PST (G; T) volldimensional
ist. Ebensoist xe � 0 genaudann facettende�nierend, wenn zus•atzlich gilt, da� G ohnedie
Kante e keineSteinerbr•ucke enth•alt.

Sei ST(G; T; c) ein Steinerbaumproblemmit G = (V; E) und Q = f W1; : : : ; WjQjg eine
Partition von V, d.h. Wi \ Wj = ; f•ur i 6= j f•ur alle i; j 2 f 1; : : : ; jQjg und

S
W 2 Q W = V

und esgelte W \ T 6= ; f•ur alle W 2 Q,

dann ist die Steinerpartitionsungleichung
X

e2 EQ

xe � jQj � 1 mit EQ :=
[

W 2 Q

� (W) (2.3)

g•ultig f•ur PST (G; T)6. Gr•otschel und Monma zeigenin [GM90], da� essich bei (2.3) genau
dann um eineKlassevon facettende�nierendenUngleichungen f•ur PST (G; T) handelt, wenn

5Die Gleichungssystemewurden mit PORTA (Polyhedron Representation Transformation Algorithm),
einem Programm von T. Christof, M. Stoer und A. L•obel, ermittelt.

6F•ur den Fall jQj = 2 handelt essich geradeum die Steinerschnitte.
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f•ur alle W 2 Q der durch (W; E(W)) � G gebildeteSubgraphzusammenh•angendund frei
von Steinerbr•ucken bzgl. W \ T ist und der Graph, der entsteht, wenn jedesW 2 Q zu einem
Knoten kontrahiert wird, zweifach knotenzusammenh•angendist.

WeitergehendeUntersuchungenzu g•ultigen Ungleichungenund Facettenvon PST (G; T) und
verwandten Polyedern �nden sich in [CR88a], [CR88b], [Goe91] und [GM90].

Ein ungeric htetes Mo dell mit Knoten variablen

Hier f•uhren wir zus•atzlich Variablen yk 2 f 0; 1g mit k 2 V ein, die genaudann eins sind,
wenn der Knoten k inzident zu einer in der L•osung S enthaltenen Kante ist7, also k 2
V(S) , yk = 1.

Da o�ensichtlich yk = 1 f•ur alle k 2 T gilt, k•onnen wir unsereBetrachtung auf die yk be-
schr•anken, f•ur die k 2 N ist. DasSteinerbaumproblemstellt sich dann alsbin•aresProgramm
BP0(ST(G; T; c)) wie folgt dar:

min
X

e2 E

xece

s.t.:
X

e2 E

xe =
X

k2 N

yk + jTj � 1 (2.4)

X

e2 E (W )

xe �
X

k2 W nT

yk + jW \ Tj � 1; f•ur alle W � V; W \ T 6= ; (2.5)

X

e2 E (W )

xe �
X

k2 W nf j g

yk ; f•ur alle j 2 W; W � V; W \ T = ; (2.6)

xe 2 [0; 1] (2.7)

yk 2 f 0; 1g: (2.8)

Die Knotenvariablen gehendabei nicht in das Gewicht der L•osung ein, sondernverfolgen
nur, welche Nicht-Terminale von der L•osungerreicht werden,und esgilt

xe � yk mit e 2 � k ; f•ur alle k 2 N: (2.9)

Bei den Ungleichungen (2.5) und (2.6) handelt es sich um sogenannte verallgemeinerte
Kurzzyklusungleichungen8. Die Idee ist jeweils die gleiche wie bei (2.4). Da die optimale
L•osungein aufspannenderBaum seinmu�, ist das Verh•altnis von Knoten zu Kantenanzahl
in der L•osungbekannt. Und da wir schon wissen,da� die Terminalein der L•osungenthalten
sind, kann keineNull•osungzul•assigsein.

Wir erhalten die LP-Relaxierung LP0(ST(G; T; c)) von BP0(ST(G; T; c)) und die zugeh•orige
L•osungsmengeP0

LP (G; T) in gewohnter Weise, indem wir die Bedingungen(2.7) und (2.8)
durch xe; yk 2 [0; 1] ersetzen.

Eine weitere g•ultige Ungleichung ist mit
X

e2 � k

xe � 2yk ; f•ur alle k 2 N (2.10)

7Vgl. [GM93] und [Luc93].
8Generalized subtour elimination contraints .
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gegeben, da jeder Steinerknotenmindestensden Grad zwei haben mu�, um Teil einer mini-
malen L•osungzu sein.

A. Lucena beschreibt in [Luc93] eine Implementierung diesesModells in Verbindung mit
einerLagrange-Relaxierungund einemSchnittebenenverfahren.Wir werdendiedort erzielten
Resultate in Abschnitt 7.3 mit den von uns erzielten vergleichen.

Ein geric htetes Mo dell

Benutzen wir einen gewichteten bidirektionalen Graphen DG = (V; A) = B(V; E) mit Bo-
gengewichten c(u;v ) = c(v;u) := c[u;v ] f•ur alle [u; v] 2 E zur Modellierung, erhalten wir doppelt
so viele Variablen wie im ungerichteten Fall.

F•ur das gerichtete Modell k•onnen wir eine L•osung analog zum ungerichteten Modell als
Bogenmengede�nieren.

Sei r 2 T ein beliebigesTerminal. Dann hei�t die L•osungS einesbidirektionalen Steiner-
baumproblemsST(DG; T; c) zul•assig, wenn esin demvon S induzierten Subgraphenvon DG

einengerichteten Weg von r zu jedemTerminal t 2 T n f rg gibt9.

Wir nenneneinezul•assigeL•osungbogenminimal, wenn S eineArboreszenzinduziert, deren
Endpunkte Terminalesind10.

Wir bezeichnen eineL•osungS� als gewichtsminimaloder optimal, wenn (V(S� ); S� ) eineT
aufspannendeArboreszensminimalen Gewichts ist.
Gesucht wird also eine Steinerarboreszenzminimalen Gewichts, und wir k•onnen dies als
bin•aresProgramm BP(ST(DG; T; c)) wie folgenderma�enformulieren:

min
X

a2 A

xaca

s.t.:
X

a2 � � (W )

xa � 1; f•ur alle W � V n f rg; W \ T 6= ; (2.11)

xa 2 f 0; 1g: (2.12)

Seinun

PST (DG; T) := conv(f � S j S sei einezul•assigeL•osungvon ST(DG; T; c)g) (2.13)

dasPolytop, dasvon den zul•assigenL•osungenvon BP(ST(DG; T; c)) aufgespannt wird.

Sei eine Partition f V1; V2g von V mit r 2 V1 und V2 \ T 6= ; gegeben, dann nennenwir
C = f (u; v) 2 A j u 2 V1 und v 2 V2g einengerichtetenSteinerschnitt.

Entsprechend bezeichnen wir (2.11) als gerichteteSchnittungleichungen. Es sind g•ultige Un-
gleichungen bez•uglich PST (DG; T), da es keine zul•assigeL•osunggibt, die nicht mindestens
einenBogenaus jedemgerichteten Steinerschnitt enth•alt.

9Da der DG zugrundeliegendeGraph G zusammenh•angendist, existiert in DG immer ein gerichteter Weg
von r zu jedem Knoten.

10Das hei�t nicht, da� alle Terminale auch Endpunkte sein m•ussen.
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Betrachten wir nun

PST (DG; T) := conv(f x j x erf•ullt (2.11) und (2.12) g):

PST (DG ; T) ist o�enbar •aquivalent zu (2.13), da in jeder von einer zul•assigenL•osung S
induzierten Arboreszenzein gerichteter Weg von der Wurzel zu jedem anderen Terminal
besteht, also S \ C 6= ; f•ur alle gerichteten Steinerschnitte C in DG gilt. Andererseitsfolgt
ausS \ C 6= ; f•ur alle gerichteten Steinerschnitte C in DG auch, da� die Wurzel mit jedem
Terminal verbundenist.

Wenn wir nun die Ganzzahligkeitsbedingung (2.12) bei BP(ST(DG; T; c)) fallen lassen,er-
halten wir mit dem Polytop

PLP (DG; T) := f x 2 [0; 1]jE j j
X

e2 C

xe � 1; f•ur alle gerichteten Steinerschnitte Cg

die Mengealler L•osungender LP-Relaxierung LP(ST(DG; T; c)) von BP(ST(DG; T; c)) und
esgilt PST (DG; T) = conv(f x j x 2 PLP (DG; T) \ f 0; 1gjE jg).

Lemma 2.3
SeiG = (V; E) ein zweifach zusammenh•angenderGraph und DG = B(G) = (V; A) der durch
G induzierte bidirektionale Graph und ST(DG; T; c) ein Steinerbaumproblem•uber DG mit
Wurzel r 2 T. Dann ist

dim(PST (DG; T)) = jAj:

Beweis:Es gen•ugt zu zeigen,da� � T x = 0 mit x 2 di�( PST (DG ; T)) ) � a = 0 f•ur alle a 2 A:

W•ahle a 2 A beliebig.Dann seiS die Bogenmengeeiner V aufspannendenArboreszenzmit
Wurzel r in (V; A nf ag). Da der DG zugrundeliegendeGraph G zweifach zusammenh•angend
ist, mu� S existieren.Da T � V(S) gilt, ist S eine zul•assigeL•osungvon ST(DG; T; c) mit
a 62S. Da auch S [ f ag eine zul•assigeL•osung ist, gilt � S[f ag 2 PST (DG; T) und damit
� a = � T (� S[f ag � � S) = 0.

Um eine Aussage•uber die gerichteten Steinerschnittungleichungen machen zu k•onnen und
uns die nachfolgendenUntersuchungenzu erleichtern, erweitern wir PST (DG; T) noch etwas
und de�nieren

P+
ST (DG; T) := PST (DG; T) + IRjA j

+ :

Lemma 2.4
Eine Ungleichung der Form

� T x � 1 mit � 2 IRjA j (2.14)

de�niert genaudann eineFacette von P +
ST (DG; T), wenn (2.14) g•ultig ist und wenn wir eine

MengeX mit jX j = jsupp(� )j von Vektoren aus P +
ST (DG ; T) �nden k•onnen, die (2.14) mit

Gleichheit erf•ullen und f•ur die gilt, da� alle � x mit x 2 X linear unabh•angig sind.

Beweis:11 F•ur ein x 2 P+
ST (DG ; T) und ein �a 2 A, sei �x wie folgt de�niert: �xa := xa + 1 f•ur

a = �a und �xa := xa sonst.Da P+
ST (DG; T) den positiven Orthanten als Rezessionskegelhat,

11Vgl. [CR88a].
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gilt �x 2 P+
ST (DG; T). Es sei �A = f a 2 A j � a = 0g, dann gilt f•ur alle �a 2 �A, da� ausx erf•ullt

(2.14) mit Gleichheit gleichesf•ur �x folgt.
Wir k•onnen jetzt f•ur ein beliebigesx 2 X und f•ur alle B•ogen aus �A eine Menge �X von
Vektoren �x erzeugen.Die MengeX [ �X enth•alt dann jAj linear unabh•angigeVektorenx f•ur
die � x = 1 gilt. Also ist (2.14) eineFacette f•ur P+

ST (DG; T).

De�niert (2.14) eineFacette,som•ussendie jAj gefordertenVektorenexistieren.Darausfolgt
aber auch, da� esjsupp(� )j Vektoren, f•ur die � x = 1 gilt, geben mu�.

Satz 2.5
Jededurch einenbogenminimalengerichteten Steinerschnitt C induzierte Ungleichung (2.11)
de�niert eineFacettedesPolytops P +

ST (DG; T), wenn der zugrundeliegendeGraph G zusam-
menh•angendist.

Beweis:12 SeienV1 und V2 die durch einengerichteten Steinerschnitt induzierten Subgraphen.
Da DG bidirektional und (V1; E(V1)) zusammenh•angendist, gibt eseinen gerichteten Weg
von r zu jedem Knoten in V1(C). Also gibt es eine Arboreszenzmit BogenmengeS1, die
beginnendbei r , V1 aufspannt.

Seia = (vi ; vj ) ein beliebigerBogenausC, dann existiert eineArboreszenzmit Bogenmenge
S2, die beginnendbei vj , V2 \ T aufspannt, wenn V2 zusammenh•angendist.

Se = S1 [ S2 [ f eg induziert dann eine Arboreszenzin DG, und � Se erf•ullt (2.11) mit
Gleichheit. Wir erhalten also insgesamt jCj linear unabh•angigeVektoren. Nach Lemma 2.4
ist die Ungleichung also facettende�nierend13.

Beispiel 2.6
Hier wollen wir noch einmal den GraphenGT3 betrachten. Die bidirektionale Variante DGT3

ist in Abbildung 2.7 zu sehen.Daneben sind die facetteninduzierendenUngleichungen von
PST (DGT3 ; TT3 ) abgebildet.In diesemFall gilt f•ur DGT3 , da� PST (DGT3 ; TT3 ) = PLP (DGT3 ; TT3 )
ist.

x5

x1r

T1

T2

x6

x2

x4x3

Abbildung 2.7:

PST (DGT3 ; TT3 )

x1 + x3 � 1
x1 + x4 � 1
x2 + x3 � 1

x5; x6 � 0
x1; x2; x3; x4; x5; x6 � 1

12Vgl. [CR88a]
13Man sollte bedenken, da� eine Ungleichung, die facetteninduzierend f•ur P+

ST (DG ; T ) ist, dies nicht not-
wendigerweiseauch f•ur PST (DG ; T ) ist.
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Die in die Wurzel zeigendenB•ogensind insofernherauszuheben, als sie in keiner optimalen
L•osung enthalten sein k•onnen. Man sollte aufgrund des obigen Beispiels allerdings nicht
annehmen,da� PLP (DG; T) immer gleich PST (DG; T) ist.14

Wie Goemansund Myung in [GM93] gezeigthaben, ist min cT x, x 2 PLP (DG ; T) unabh•angig
von der Wahl der Wurzel r .
Nachfolgendwollen wir einigeZusammenh•angezwischendemgerichteten und demungerich-
teten Modell mit Knotenvariablen aufzeigen.

Betrachtet man
yk =

X

e2 � �
k

xe; f•ur alle k 2 V n f rg (2.15)

wird klar, da� wir die Knotenvariablen des ungerichteten Modells durch die Summe der
eingehendenB•ogenim gerichteten Modell simulierenk•onnen.Diesist eineFolgeder Tatsache,
da� esin einer optimalen L•osungS� von BP(ST(DG; T; c)) immer genaueineneingehenden
Bogenf•ur jeden Knoten ausV(S� ) geben mu�. Also sind

X

a2 � �
v

xa

8
><

>:

= 0 mit v = r
= 1 f•ur alle v 2 T n f rg
� 1 f•ur alle v 2 N

(2.16)

g•ultige (Un-)Gleichungenf•ur jede minimale L•osungdesgerichteten Steinerbaumproblems.

Da f•ur alle L•osungen,die (2.16) erf•ullen,
X

a2 A

xa =
X

k2 N

X

a2 � �
k

xa + jTj � 1 )
X

k2 T

X

a2 � �
k

xa = jTj � 1

gilt, wird o�enbar Ungleichung (2.4) unter Verwendungvon (2.15) auch von allen minimalen
L•osungendesgerichteten Modells erf•ullt.

Da jeder Steinerknoten,der Teil eineroptimalen L•osungseinsoll, mit mindestenszwei Kno-
ten verbundensein mu�, und er maximal zu einem eingehendenBogen inzident sein kann,
mu� esalsomindestenseinenausgehendenBogengeben.
Eine gerichtete Formulierung von Ungleichung (2.10) ist

X

a2 � +
v

xa �
X

a2 � �
v

xa � 0; f•ur alle v 2 N (2.17)

und die Entsprechung von (2.9) ist dann

f•ur alle i 2 � +
v :

X

a2 � �
v

xa � x i � 0; f•ur alle v 2 N; (2.18)

und die Ungleichung wird von einer minimalen L•osungmit Gleichheit f•ur alle ausgehenden
B•ogen,die ungleich Null sind, erf•ullt. In •ahnlicher Weisekann man auch die Ungleichungen
(2.5) und (2.6) f•ur dasgerichtete Problem formulieren.

Wir bezeichnen die Ungleichungen (2.16) bis (2.18) im weiteren als
"
Flu�ungleichungen\ ,

weil sieauf der •Uberlegungberuhen,da�, wenndie Werte xa, a 2 E, einerzul•assigenL•osung
der Relaxierungals Flu� in DG aufgefa�t werden,ein Flu� von genau15 einsvon der Wurzel
zu jedemTerminal vorhandenseinmu�.

14Bez•uglich weiterer Klassenvon facetteninduzierendenUngleichungen f•ur P+
ST (DG ; T ) siehe[CR94b].

15Das ist •aquivalent damit, da� eine zul•assigeL•osungeine Arb oreszenzinduziert.
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Vergleic h der Mo delle

Bevor wir uns f•ur einesder vorgestelltenModelle entscheiden,sind zwei Fragenzu kl•aren:

1. Welche Relaxierungist die
"
Beste\ , bzw. was ist

argmaxP 2 Qf minf cT x j x 2 Pgg mit Q = fP LP (G; T); P0
LP (G; T); PLP (DG; T)g ?

2. Wie gut lassensich (2.1), (2.3), (2.4), (2.5), (2.6), (2.10), (2.11), (2.16), (2.17) und
(2.18) separieren?

In [CR88a]zeigenChopra und Rao, da�

minf cT x j x 2 PLP (G; T)g � minf cT x j x 2 PLP (DG ; T)g

gilt, selbstwenn man (2.2) und weitere bekannte Facetten zur Beschreibung von PLP (G; T)
hinzunimmt, und Goemansund Myung weisenin [GM93] nach, da�

minf cT x j x 2 P0
LP (G; T)g = minf cT x j x 2 PLP (DG; T)g

ist. Dabei ist aus den Ergebnissendes vorigen Abschnitts klar, da� sich die ungerichtete
Formulierung in jedemFall mindestensauf den Wert von P 0

LP (G; T) heben l•a�t. Bleibt noch
die Fragenach der Separierbarkeit der Ungleichungen.

Da uns die gerichtete Formulierung am einfachsten erschien und das durch (2.11) gegebene
Separierungsproblempolynomial in O(jVj3) Schritten zu l•osenist und auch die Separierung
der Flu�ungleichungen keine Problemebereitet, haben wir uns f•ur eine Verwendungdieses
Modellsentschiedenund soin PLP (DG; T) � PST (DG; T) eineRelaxierungunseresurspr•ung-
lichen Problemsgefunden,die wir bei der Implementierung unseresSchnittebenenverfahrens
zugrundegelegthaben.



Kapitel 3

Reduktionsv erfahren

In diesemKapitel sollenMethoden untersucht werden,die mit polynomialem Aufwand die
Anzahl der zur L•osungeinesSteinerbaumproblemszu untersuchendenKnoten und Kanten
verringern.

3.1 Theorie
De�nition 3.1
Eine (zul•assige)Reduktion ist eine Transformation einesSteinerbaumproblemsST(G; T; c)
in ein Paar (ST(G0; T0; c0); cr ) mit G0 = (V 0; E 0) und cr 2 IR+ , jV 0j � jV j, jE 0j � jE j und
jT0j � jT j, so da� f•ur mindestenseine optimale L•osung S� von ST(G; T; c) und S0� von
ST(G0; T0; c0) gilt: c(S� ) = c0(S0� ) + cr .

Lemma 3.2
Sei(ST(G0; T0; c0); c1) eineReduktion von ST(G; T; c) und (ST(G00; T00; c00); c2) eineReduktion
von (ST(G0; T0; c0); c1), dann ist (ST(G00; T00; c00); c1 + c2) eineReduktion von ST(G; T; c).

Wir werdenuns Bedingungen•uberlegen,die die folgendenImplikationen haben:

(i) Es gibt eineKante e 2 E und mindestenseineoptimale L•osungS� von ST(G; T; c), in
der die Kante e nicht enthalten ist. (ST((V; E nf eg); T; c); 0) ist dann eineReduktion.

(ii) Es gibt einenKnoten v 2 N und mindestenseineoptimale L•osungS� von ST(G; T; c),
in der der Knoten v nicht enthalten ist. (ST((V n f vg; E n � v); T; c); 0) ist dann eine
Reduktion.

(iii) Esgibt eineKante e = [u; v] 2 E mit u; v 2 V und mindestenseineoptimale L•osungS�

von ST(G; T; c), in der die Kante eenthalten ist. SeidannG0 := G(f u; vg) = (W; F ) der
Graph, der durch Kontraktion von u und v entlang e entsteht. Esseiw der kontrahierte
Knoten, dann ist (ST(G0; T0; c); ce) eine Reduktion mit T0 := T [ f wg n f u; vg, falls
f u; vg \ T 6= ; und T0 := T sonst.

(iv) Es gibt zwei Kanten e1 = [u; v] und e2 = [v; w] mit f e1; e2g = � v und v 2 N , u; w 2 V
und mindestenseineoptimale L•osungS� von ST(G; T; c), f•ur die gilt: e1 2 S� , e2 2
S� . Dann ist (ST((V n f vg; E [ f [u; w]g n � v); T; c0); 0) eine Reduktion mit c0

[u;w ] :=
ce1 + ce2 :

18
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Um eineVorstellung davon zu bekommen,was dieseReduktionen leisten k•onnen,betrachte
man die Abbildungen1 3.1 und 3.2.

Abbildung 3.1:
"
Vorher\ Abbildung 3.2:

"
Nachher\

De�nition 3.3
F•ur ein SteinerbaumproblemST(G; T; c) wollen wir die Terminaldistanzs(u; v) zweier Kno-
ten u; v 2 V mit u 6= v de�nieren als die

"
kleinste maximale Entfernung\ zwischen zwei

Terminalenauf einemWeg von u nach v:

Sei H [u;v ] = (W; F ) der durch einen [u; v]-Weg induzierte Subgraphvon G und TW = W \
T [ f u; vg. Dann sei

b(H [u;v ]) = max

8
<

:

X

e2 �F

ce

�
�
�
�
�
�

�H = ( �W; �F ) � H [u;v ]; �W � W; �F � F; �H zusammenh•angend

und f•ur alle �w 2 �W gilt bez•uglich �H :

(
�w 2 TW ; falls j� �w j = 1
�w 62TW ; falls j� �w j = 2

))

und
s(u; v) = minf b(H [u;v ]) j •uber alle H [u;v ] in Gg:

In der Abbildung 3.3 ist ein Beispiel f•ur die Terminal-Distanz zwischen u und v gezeigt.
s(u; v) gibt den gr•o�ten Abstand zwischen zwei Terminalen an, den man zur•ucklegenmu�,
wenn man sich von u nach v bewegt.2

Es gilt o�enbar: s(u; v) � d(u; v) � c[u;v ]:

1Es handelt sich hier um das Problem br von Carlos Ferreira. (Vollst•andiger Graph mit 58 Knoten).
2Man k•onnte s es auch als

"
Tankstellen\ -Distanz bezeichnen, da s(u; v) festlegt, f•ur wieviele Einheiten

Weg der Tank einesFahrzeugsmindestensTreibsto� fassenmu�, damit man von u nach v gelangenkann,
wenn die Terminale sowie u und v Tankstellen sind.

3Wir wollen als Test einen Algorithm us bezeichnen, der Knoten oder Kanten ermittelt, die den Voraus-
setzungenf•ur eine Reduktion entsprechen.
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2
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u v

Abbildung 3.3: Graph mit s(u; v) = 3

In der Literatur wird eine Vielzahl von Redukti-
onstests3 beschrieben. Wir haben, wenn m•oglich,
die in den Artik eln genannten Namen mit auf-
gef•uhrt, um das Durcheinanderein wenig zu lich-
ten.

Wie sich schlie�lic h herausgestellthat, sind fast
alle Reduktionen Spezialf•alle von drei bzw. vier
allgemeinerenAussagen(S•atze 3.4, 3.5, 3.6 und
3.10).

Satz 3.4 (Grad-T est I)
Gegeben seiein SteinerbaumproblemST(G; T; c), dann gilt f•ur einenKnoten v mit

j� v j = 1; v 2 N : v kann in keiner Optimall •osungenthalten sein.

j� v j = 1; v 2 T : Die Kante e = [u; v] 2 � v mu� in jeder zul•assigenL•osungvon ST(G; T; c)
enthalten sein.

j� v j = 2; v 2 N : Falls v 2 V(S� ) einerOptimall •osungS� von ST(G; T; c) ist, m•ussenbeide
Kanten e1 = [u; v], e2 = [v; w] 2 � v in S� enthalten sein.

j� v j = 2; v 2 T: Seiene1 = [u; v], e2 = [v; w] 2 � v mit ce1 � ce2 . Falls u 2 T, so gibt eseine
Optimall •osung4 in der e1 enthalten ist.

Dies ist der einfachste und schnellste der im folgendenvorgestellten Tests. Ein Durchlauf
ben•otigt O(jV j) Schritte, soferndie Gradzahlender Knoten bekannt sind. Allerdings treten
entsprechendeKnoten in gr•o�erer Zahl nur bei d•unnen,zuf•allig erzeugtenGraphenoder als
FolgeandererReduktionenauf.

Die Verallgemeinerungf•ur den Fall v 2 N , j� v j � 3 wird in [DV89b] als Bottleneck Degree m
Test vorgestellt:

Satz 3.5 (Grad-T est I I)
Gegeben ein SteinerbaumproblemST(G; T; c) und ein Knoten v 2 N mit j� v j � 3. Dann sei
Gv = (Vv; Ev) der vollst•andigeGraph •uber der KnotenmengeVv = V(� v), gewichtet mit den
Terminaldistanzense = s(u; w) f•ur alle e = [u; w] 2 Ev mit u; w 2 Vv. Der Knoten v kann
entfernt werden,wenn f•ur jede TeilmengeV 0

v � Vv mit jV 0
v j � 3 gilt:

X

e2 E v (V 0
v )

se �
X

u2 V 0
v

c[v;u]

4Im Falle ce1 < ce2 mu� e1 in jeder Optimall •osungenthalten sein
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mit E 0
v = mst((V 0

v ; E(V 0
v )) ; s). Es m•ussendann Kanten [u; w] mit Kosten c[u;w ] = c[u;v ] + c[v;w]

f•ur alle u; w 2 Vv hinzugef•ugt5 werden.

Beweis: Es gen•ugt zu zeigen,da� der Grad, mit der v in der L•osungauftritt, null oder zwei
ist. Ist letzteresder Fall, sogew•ahrleistet dasEinf•ugender Kanten zwischen den Knoten in
Vv die korrekte L•osung.
Es sei S� eine optimale L•osungvon ST(G; T; c) und v 2 N ein Knoten f•ur den die Beding-
ungen des Satzeszutre�en. Dann seien �S = S� \ � v, H1 = (W1; F1); H2 = (W2; F2) und
H3 = (W3; F3) drei der j �Sj zusammenh•angendenKomponenten von H = (V n f vg; S� n �S).
Desweiteren sei wi = Wi (� v) und ei = [v; wi ] f•ur i 2 f 1; 2; 3g. Da nach Voraussetzung
minf s(w1; w2) + s(w1; w3); s(w1; w2) + s(w2; w3); s(w1; w3) + s(w2; w3)g � ce1 + ce2 + ce3 gilt,
ist esm•oglich, die drei Komponenten zu verbindenund dabei maximal zwei der drei Kanten
e1; e2 und e3 zu benutzen, ohneda� dasGewicht der L•osunggr•o�er wird. Seio.B.d.A e1 die
unbenutzte Kante, dann kann eineandereKomponente ausH den Platz von W1 einnehmen
und der Vorgangsolangewiederholt werden,bis gezeigtist, da� maximal 2 Kanten gebraucht
werden.

Der Aufwand f•ur diesenTest bei festgelegtemGrad m = j� v j ist polynomial (etwa O(jV j3)
f•ur m = 3), w•achst aber exponentiell mit m.

Satz 3.6 (T erminal-Distanz-T est)
Die optimale L•osungS� einesSteinerbaumproblemsST(G; T; c) kann die Kante [u; v] 2 E
nicht enthalten, wenn s(u; v) < c[u;v ] ist.

Beweis:Es seiS� eineoptimale L•osungvon ST(G; T; c) mit e = [u; v] 2 S� und s(u; v) < ce.
Dann gibt eseinen von einem[u; v]-Weg induzierten SubgraphenH [u;v ] = (W; F ) � G, f•ur
den b(H [u;v ]) < ce gilt. Da TW � V(S� ) f•ur TW = W \ T [ f u; vg gilt, mu� eseinen[s; t]-Weg
mit s; t 2 TW der L•anged(s; t) < ce geben, der die beiden Komponenten von V(S� n f eg)
verbindet. Sei �F die Mengeder Kanten auf diesemWeg, dann ist S� n f eg [ �F eineL•osung
geringerenGewichts.

Mit einemzu diesemZweck modi�zierten Dijkstra-Algorithm us l•a�t sich der Test in O(jV j3)
Schritten durchf•uhren.

Der Terminal-Distanz-Test ist in [DV89a] als Special Distance Test beschrieben. Mehrere
Spezialf•alle werden in der Literatur beschrieben:

Folgerung 3.7 (Dreiec ksungleic hungs-T est)
Gegebenein SteinerbaumproblemST(G; T; c) und eineKante e = [u; v] 2 E mit d(u; v) < ce.
Dann kann e in der optimalen L•osungnicht enthalten sein.

Idee: Aus d(u; v) < c[u;v ] folgt s(u; v) < c[u;v ].

Dabei ist zu beachten, da� eine Verletzung der Dreiecksungleichung als Folge anderer Re-
duktionen auftreten kann (insbesonderebei Kontraktionen).

DieserTest wird in [DV89b] als Least Cost Test und in [WS92]als LongestEdgeReduction
Type I bezeichnet.

5Man beachte, da� insbesondereKanten mit s(u; w) < c[u;v ] + c[v ;w ] wegendes Terminal-Distanz-Tests
auch wieder entfernt werden k•onnen. Ebensoparallele Kanten.
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Folgerung 3.8 (MST-T est)
Gegeben ST(G; T; c), sei e = [u; v] 2 E, H = T [ f u; vg und F = mst((H; E(H )); c) � E .
Wir wollen annehmen,da� F eindeutigbestimmt sei.6 Falls e 62F , dann gibt eseineoptimale
L•osungS� , in der e nicht enthalten ist.

Idee:Da enicht Teil desminimal spannendenBaumesvon H ist, mu� esin demdurch F [ f eg
induzierten Kreis eine darin enthaltene Kante f mit cf < ce geben. WegenH = T [ f u; vg
folgt darausaber s(u; v) < ce.

In [BP87] wird dieserTest in drei Teile f•ur u; v 2 T (R-R EdgeDeletion), u 2 T, v 2 N
(R-S EdgeDeletion) und u; v 2 N (S-SEdgeDeletion) aufgeteilt. Die hier angegebeneForm
entspricht [DV89a].
Ein lokaler Sonderfall des MST-Testswird in [WS92] als LongestEdge Reduction Type II
und in [DV89b] als Vertices nearer to K Test beschrieben:

Folgerung 3.9 (L •angstek anten-T est)
Gegeben ST(G; T; c). Es seienu; v 2 N und t 2 T, dann existiert eine optimale L•osungS�

von ST(G; T; c) mit e = [u; v] 62S� , wenn maxf d(t; u); d(t; v)g < ce gilt.

Idee: Aus maxf d(t; u); d(t; v)g < ce mit t 2 T folgt sofort s(u; v) < ce.

Wir haben zus•atzlich eine vereinfachte Variante diesesTestsbenutzt, bei der wir nur nach
maxf c[t;u ]; c[t;v ]g < ce suchen, wasdeutlich schneller ist, da keineEntfernungenzwischen den
Knoten berechnet werdenm•ussen.

Satz 3.10 (T erminalen-En tfern ungs-T est)
Gegeben ST(G; T; c) und ein zusammenh•angenderSubgraph H = (W; F ) von G, f•ur den
T \ W 6= ; und T nW 6= ; gilt. Es seiene = argmine2 � (W )ce und f = argminf 2 � (W )nf egcf eine
k•urzesteund zweitk•urzeste7 Kante ausdem durch W induzierten Schnitt.
Dann mu� die Kante e = [u; v] mit u 2 W und v 2 V nW in einer optimalen L•osungS� von
ST(G; T; c) enthalten sein, falls gilt:

cf � du + ce + dv

mit du = minf d(t1; u) j t1 2 T \ Wg und dv = minf d(t2; v) j t2 2 T n Wg.

Beweis: Es seiS� eineoptimale L•osung,die e nicht enthalte. Da mindestenseineKante aus
� (W) benutzt werden mu�, um die in W enthaltenen Terminale mit denen in V n W zu
verbinden, ist S� n� (W) [ f Kanten des[t1; u]-Wegesg[ f eg[ f Kanten des[v; t2]-Wegesg eine
mindestensso kurze L•osungvon ST(G; T; c).
Der Aufwand f•ur diesenTest liegt bei O(jV j3). Er wird in [DV89b] alsNearestSpecial Vertices
Test eingef•uhrt.

Folgerung 3.11 (T erminalen-Aggregations-T est)
Gegeben ST(G; T; c) und F = mst(G; c) � E. Dann existiert eine optimale L•osungS� von
ST(G; T; c), so da� jede Kante e = [u; v] 2 F mit u; v 2 T auch Element von S� ist.

6Dies l•a�t sich, falls notwendig, durch eine totale Ordnung auf den Kanten erreichen.
7H•atten wir nicht vorausgesetzt,da� G zweifach zusammenh•angend ist, k•onnten wir mit diesem Test

auch Steinerbr•uckenentfernen, indem wir f•ur den Fall j� (W )j = 1, cf = 1 setzen.
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Idee:DieserTest entspricht demTerminal-Entferungs-Test f•ur denFall u; v 2 T, alsodu = 0,
dv = 0. Aus e 2 F folgt dann ce � cf f•ur ein f 2 E wie in Satz 3.10.

Der Aufwand f•ur diesenTest ist im wesentlichen abh•angig von der Berechnung desminimal
aufspannendenBaumesund liegt daher bei O(jVj2). Er wird in [BP87] als R-R Aggregation
beschrieben.

Folgerung 3.12 (N •ahestes-Terminal-T est)
Gegeben ST(G; T; c). Sei t 2 T mit j� t j � 2 und u = argminu2 � t

cu und v = argminv2 � t nf ugcv

ein n•achster und zweitn•achster Nachbar von t.
Seis = argmins2 T nf tgd(u; s) ein abgesehenvon t zu u n•achstgelegenesTerminal. Falls c[t;u ] +
d(s;u) � c[t;v ], ist die Kante e = [t; u] Teil einer optimalen L•osungS� von ST(G; T; c).

Idee: Lokaler SonderfalldesTerminalen-Entfernungs-Tests.

Wir benutzen in der Implementierung ausschlie�lic h eine vereinfachte Fassung,bei der nur
direkte Verbindungenzwischen s und u •uberpr•uft werden.DieserTest wird in [Bea84] und
[DV89b] alsNearestVertex Testund in [WS92]alsClosestZ-VerticesReduction beschrieben.

3.2 Praxis

Kosten-/Nutzenerw •agungen

Bei jedemTest stellt sich die Frage,ob wir die Zeit, die verbraucht wird, im weiterenVerlauf
desVerfahrensdurch die eventuell verringerte Problemgr•o�e wieder hereinholen.

Dazu mu� •uberlegt werden,in welcher Reihenfolgeund wie oft man die Reduktionsalgorith-
men anwendet. Eine optimale Reihenfolgeist o�enbar nicht im vorauszu ermitteln.
Aus unserenErfahrungengeht hervor, da� esg•unstig ist, keineReduktionstestsmehr durch-
zuf•uhren, wenn wahrscheinlich wird, da� nicht mehr

"
viel\ passiert.

Es sind daherzwei m•ogliche Abl•aufeimplementiert worden:Ein
"
Schneller\ S und ein

"
Aus-

giebiger\ A . S wurde bei fast allen L•osungsl•aufen in Kapitel 7 verwendet, da er in kurzer
Zeit einengro�en Teil der m•oglichen Reduktionen �ndet. Bei A wird solangereduziert, wie
noch eineM•oglichkeit dazu besteht.

Auf Seite25 sind die beidenAbl•aufe gezeigt.Der Grad-Test I wird immer solangedurchge-
f•uhrt, bis keinezutre�enden Knoten mehr gefundenwerden.

Es ist noch anzumerken,da� unsereImplementierung desTerminal-Distanz-Testsmit zuf•allig
perturbierten Kantengewichten arbeitet. Daher ist es nicht unsinnig, den Test mehrfach
hintereinanderauszuf•uhren.

Ergebnisse

Alle in diesemAbschnitt gezeigtenResultate wurden mit dem VerfahrenA erzielt. Es ging
darum, herauszu�nden,was an Reduktionenmit den vorgestelltenTestsm•oglich ist.
Wir haben keineLaufzeiten angegeben, da der Algorithmus meist 99 % der Zeit { mitunter
mehrereStunden { aufgewendet hat, um die letzten 20 zu entfernendenKanten zu �nden.
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Eine genauereBeschreibung der verwendeten Testdaten �ndet sich im Abschnitt 7.1 auf
Seite59�.

In den nachfolgendenTabellen bezieht sich die erste H•alfte der Spalten auf den urspr•ung-
lichen Graphen und die zweite auf dasErgebnisder Reduktionen.
Dabei ist � # der minimale und � " der maximaleGrad aller Knoten im Graphen.� ; bezeichnet
den durchschnittlic hen Grad.
Die Spalte% gibt an, wieviel Prozent der Kanten nach der Reduktion noch vorhandensind.
Unter der •Uberschrift Fixkostensind die Kosten verzeichnet, die zum Wert einer optimalen
L•osungdesreduziertenSteinerbaumproblemsaddiert werdenm•ussen,um den Optimalwert
des Ausgangsproblemszu erhalten. Ist der Eintrag fett dargestellt, so wurde das Problem
vollst•andig reduziert und der angegebeneWert ist das Gewicht einer optimalen L•osungdes
Problems.
Erwartungsgem•a� waren die Ergebnisseder Reduktionsverfahren sehr unterschiedlich. Bei
sehrd•unnen und bei vollst•andigenGraphenwerdendie bestenErgebnisseerzielt.
Wie man anhandder Tabellen3.5,3.6und 3.7sehrsch•on sehenkann, steigt der Reduktions-
erfolg mit der Anzahl der Terminalen.Das ist erkl•arlich, wenn man •uberlegt, da� durch das
Hinzuf•ugeneinesTerminals zu einemGraphen die Terminal-Distanz der Knoten nur gleich
bleiben oder kleiner werden kann. Ebensowird die Anzahl der Terminal-Terminal Kanten
nur gr•o�er oder bleibt gleich. Und dieseKanten k•onnen oft als zu einer optimalen L•osung
geh•orig identi�ziert werden.

Bei vielen kleinen Datens•atzen gelingt es,das Problem vollst•andig zu reduzierenund so zu
l•osen.Siehedie Tabellen 3.4 und 3.11.

Die Resultate bei vollst•andigen Graphen sind sehr gut, weil immer eine gro�e Zahl von
reduzierbarenKanten vorhandenist. Eserscheint unter diesemGesichtspunkt wenigsinnvoll,
Steinerbaumproblemein vollst•andigenGraphen ohneReduktionen l•osenzu wollen.
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Algorithm us: Schnelle Reduktion S
Eingab e: SteinerbaumproblemST(G; T).
Ausgab e: Ein um die durch dasVerfahrenidenti�zierten Knoten und

Kanten reduziertesSteinerbaumproblemST(G� ; T � ), sowie
die f•ur den �xierten Teil ermittelten Kosten.

Begin
F•uhre Grad-Test I aus.
F•uhre Terminalen-Aggregations-Test aus.
F•uhre Terminal-Distanz-Test aus.
F•uhre Grad-Test I aus.
F•uhre N•ahestes-Terminal-Test aus.
F•uhre Terminal-Distanz-Test aus.
F•uhre Terminal-Distanz-Test aus.
F•uhre N•ahestes-Terminal-Test aus.
F•uhre Grad-Test I aus.

End.

Algorithm us: AusgiebigeReduktion A
Eingab e: SteinerbaumproblemST(G; T).
Ausgab e: Ein um die durch dasVerfahrenidenti�zierten Knoten und

Kanten reduziertesSteinerbaumproblemST(G� ; T � ) sowie
die f•ur den �xierten Teil ermittelten Kosten.

Begin
F•uhre Grad-Test I aus.
Do

F•uhre sechs mal den Terminal-Distanz-Test aus.
F•uhre Grad-Test I aus.
F•uhre Terminalen-Entfernungs-Test aus.
F•uhre Grad-Test I I aus.
F•uhre Grad-Test I aus.

while einer der Testserfolgreich war.
End.

Tabelle 3.1: Ablauf der Reduktionsverfahren

ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name jV j jE j jT j � # � " � ; jV j jE j jT j � # � " � ; % kosten
berlin 52 1326 16 51 51 51 47 138 14 3 12 5 10 118
br 58 1653 25 57 57 57 29 91 8 2 11 6 5 9892
gr 666 221445 174 665 665 665 536 2966 101 3 42 11 1 34878

Tabelle 3.2: ReduktionsergebnisseTestsetX
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ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name jV j jE j jT j � # � " � ; jV j jE j jT j � # � " � ; % kosten
mc2 120 7140 60 119 119 119 120 478 60 3 17 7 6 0
mc3 97 4656 45 96 96 96 97 1203 45 18 36 24 25 0
mc13 150 11175 80 149 149 149 149 623 80 2 16 8 5 1
mc11 400 760 213 2 4 3 40 58 26 2 6 2 7 10652
mc7 400 760 170 2 4 3 56 89 30 2 6 3 11 2472
mc8 400 760 188 2 4 3 58 88 35 2 5 3 11 1304

Tabelle 3.3: ReduktionsergebnisseTestsetMC

ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name jV j jE j jT j � # � " � ; jV j jE j jT j � # � " � ; % kosten
b01 50 63 9 1 9 2 * * * 0 82
b02 50 63 13 1 8 2 * * * 0 83
b03 50 63 25 1 8 2 * * * 0 138
b04 50 100 9 1 10 4 * * * 0 59
b05 50 100 13 1 9 4 * * * 0 61
b06 50 100 25 1 9 4 16 25 9 2 5 3 25 67
b07 75 94 13 1 9 2 * * * 0 111
b08 75 94 19 1 7 2 * * * 0 104
b09 75 94 38 1 6 2 * * * 0 220
b10 75 150 13 1 10 4 28 53 8 2 7 3 35 35
b11 75 150 19 1 8 4 4 5 3 2 3 2 3 71
b12 75 150 38 1 8 4 * * * 0 174
b13 100 125 17 1 8 2 14 20 8 2 6 2 16 84
b14 100 125 25 1 7 2 20 28 10 2 4 2 22 155
b15 100 125 50 1 7 2 5 7 4 2 4 2 5 283
b16 100 200 17 1 9 4 44 90 9 2 8 4 45 52
b18 100 200 50 1 9 4 10 13 7 2 3 2 6 178

Tabelle 3.4: ReduktionsergebnisseTestsetB



Kapitel 3. Reduktionsverfahren 27

ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name jV j jE j jT j � # � " � ; jV j jE j jT j � # � " � ; % kosten

c01 500 625 5 1 12 2 113 202 5 2 8 3 32 25
c02 500 625 10 1 12 2 75 134 8 2 8 3 21 21
c03 500 625 83 1 10 2 36 51 23 2 6 2 8 554
c04 500 625 125 1 11 2 18 25 13 2 4 2 4 963
c05 500 625 250 1 10 2 * * * 0 1579
c06 500 1000 5 1 13 4 348 797 5 2 11 4 79 0
c07 500 1000 10 1 13 4 351 802 9 2 12 4 80 8
c08 500 1000 83 1 12 4 181 322 54 2 8 3 32 176
c09 500 1000 125 1 11 4 123 204 55 2 12 3 20 336
c10 500 1000 250 1 12 4 16 21 12 2 4 2 2 1038
c11 500 2500 5 2 22 9 495 1918 5 3 16 7 76 0
c12 500 2500 10 1 19 9 478 1623 10 3 15 6 64 0
c13 500 2500 83 1 21 9 277 555 61 2 9 4 22 65
c14 500 2500 125 2 20 9 30 42 20 2 4 2 1 280
c15 500 2500 250 2 20 9 * * * 0 556
c16 500 12500 5 2 71 49 500 2880 5 4 21 11 23 0
c17 500 12500 10 2 70 49 497 2353 10 3 18 9 18 0
c18 500 12500 83 2 74 49 428 1120 80 2 11 5 8 5
c19 500 12500 125 2 68 49 355 775 107 2 9 4 6 19
c20 500 12500 250 2 69 49 * * * 0 267

Tabelle 3.5: ReduktionsergebnisseTestsetC

ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name jV j jE j jT j � # � " � ; jV j jE j jT j � # � " � ; % kosten

d01 1000 1250 5 1 13 2 228 430 5 2 11 3 34 0
d02 1000 1250 10 1 12 2 257 476 10 2 9 3 38 33
d03 1000 1250 167 1 12 2 * * * 0 1565
d04 1000 1250 250 1 10 2 8 11 5 2 5 2 1 1900
d05 1000 1250 500 1 10 2 8 12 6 2 6 3 0 3210
d06 1000 2000 5 1 12 4 742 1707 5 2 12 4 85 0
d07 1000 2000 10 1 12 4 717 1652 10 2 11 4 82 7
d08 1000 2000 167 1 16 4 202 328 87 2 11 3 16 501
d09 1000 2000 250 1 13 4 22 29 16 2 6 2 1 1360
d10 1000 2000 500 1 13 4 21 29 17 2 4 2 1 2033
d11 1000 5000 5 2 23 9 981 4133 5 3 19 8 82 0
d12 1000 5000 10 2 23 9 984 3518 10 3 15 7 70 0
d13 1000 5000 167 2 23 9 582 1153 141 2 8 3 23 76
d14 1000 5000 250 2 23 9 59 84 35 2 5 2 1 575
d15 1000 5000 500 2 21 9 10 14 8 2 5 2 1 1095
d16 1000 25000 5 2 73 49 1000 6946 5 5 25 13 27 0
d17 1000 25000 10 2 71 49 1000 6587 10 5 25 13 26 0
d18 1000 25000 167 2 77 49 879 2381 153 2 13 5 9 15
d19 1000 25000 250 2 72 49 843 2103 230 2 12 4 8 28
d20 1000 25000 500 2 74 49 * * * 0 537

Tabelle 3.6: ReduktionsergebnisseTestsetD
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ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name jV j jE j jT j � # � " � ; jV j jE j jT j � # � " � ; % kosten

e01 2500 3125 5 1 14 2 654 1246 5 2 13 3 39 9
e02 2500 3125 10 1 12 2 677 1263 9 2 11 3 40 50
e03 2500 3125 417 1 10 2 112 165 74 2 10 2 5 3380
e04 2500 3125 625 1 17 2 49 72 32 2 18 2 2 4831
e05 2500 3125 1250 1 11 2 7 10 5 2 6 2 1 8089
e06 2500 5000 5 1 17 4 1820 4274 5 2 16 4 85 0
e07 2500 5000 10 1 16 4 1863 4332 10 2 13 4 86 8
e08 2500 5000 417 1 16 4 642 1149 220 2 13 3 22 1233
e09 2500 5000 625 1 17 4 283 432 155 2 10 3 8 2698
e10 2500 5000 1250 1 16 4 14 20 11 2 7 2 1 5541
e11 2500 12500 5 2 24 10 2495 11541 5 3 20 9 92 0
e12 2500 12500 10 2 23 10 2483 10788 10 3 18 8 86 0
e13 2500 12500 417 2 26 10 1408 2742 353 2 13 3 21 211
e14 2500 12500 625 2 23 10 102 140 65 2 6 2 1 1565
e15 2500 12500 1250 2 23 10 * * * 0 2784
e16 2500 62500 5 2 75 49 2500 20694 5 5 30 16 33 0
e17 2500 62500 10 2 75 49 2500 17359 10 4 28 13 27 0
e18 2500 62500 417 30 73 50 2224 5994 394 2 14 5 9 35
e19 2500 62500 625 2 79 49 1608 3460 500 2 10 4 5 148
e20 2500 62500 1250 2 76 49 * * * 0 1342

Tabelle 3.7: ReduktionsergebnisseTestsetE

ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name jV j jE j jT j � # � " � ; jV j jE j jT j � # � " � ; % kosten
p401 100 4950 5 99 99 99 58 124 5 3 7 4 2 4
p402 100 4950 5 99 99 99 56 113 5 3 7 4 2 3
p403 100 4950 5 99 99 99 65 149 5 3 8 4 3 0
p404 100 4950 10 99 99 99 * * * 0 270
p405 100 4950 10 99 99 99 * * * 0 270
p406 100 4950 10 99 99 99 55 111 8 2 6 4 2 39
p407 100 4950 20 99 99 99 51 92 14 2 6 3 1 108
p408 100 4950 20 99 99 99 * * * 0 542
p409 100 4950 50 99 99 99 7 10 5 2 6 2 1 800
p410 100 4950 50 99 99 99 * * * 0 1010
p455 100 4950 5 99 99 99 99 968 5 4 44 19 19 0
p456 100 4950 5 99 99 99 100 822 5 6 38 16 16 0
p457 100 4950 10 99 99 99 97 625 8 4 34 12 12 95
p458 100 4950 10 99 99 99 96 561 9 4 23 11 11 57
p459 100 4950 20 99 99 99 86 376 16 3 18 8 7 266
p463 200 19900 10 199 199 199 200 1963 10 6 44 19 9 0
p464 200 19900 20 199 199 199 190 1595 14 4 39 16 8 300
p465 200 19900 40 199 199 199 181 770 35 4 18 8 3 304
p466 200 19900 100 199 199 199 59 149 21 2 10 5 1 4337

Tabelle 3.8: ReduktionsergebnisseTestsetP (Teil 1)
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ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name jV j jE j jT j � # � " � ; jV j jE j jT j � # � " � ; % kosten

p601 100 180 5 2 4 3 34 63 5 2 5 3 35 2125
p602 100 180 5 2 4 3 33 58 5 2 5 3 32 7
p603 100 180 5 2 4 3 19 36 2 3 5 3 20 2414
p604 100 180 10 2 4 3 17 29 4 2 5 3 16 5647
p605 100 180 10 2 4 3 7 12 1 3 4 3 6 10355
p606 100 180 10 2 4 3 15 27 3 2 4 3 15 7794
p607 100 180 20 2 4 3 * * * 0 15358
p608 100 180 20 2 4 3 * * * 0 14439
p609 100 180 20 2 4 3 22 35 8 2 4 3 19 9147
p610 100 180 50 2 4 3 9 16 4 3 4 3 8 26594
p611 100 180 50 2 4 3 * * * 0 26903
p612 100 180 50 2 4 3 6 8 4 2 3 2 4 27051
p613 200 370 10 2 4 3 65 120 7 2 5 3 32 3107
p614 200 370 20 2 4 3 71 119 14 2 5 3 32 7131
p615 200 370 40 2 4 3 41 68 17 2 10 3 18 22131
p616 200 370 100 2 4 3 7 9 5 2 3 2 2 58188
p619 100 180 5 2 4 3 * * * 0 7485
p620 100 180 5 2 4 3 9 12 4 2 4 2 6 3095
p621 100 180 5 2 4 3 * * * 0 8688
p622 100 180 10 2 4 3 23 36 6 2 4 3 20 5982
p623 100 180 10 2 4 3 14 21 6 2 4 3 11 10400
p624 100 180 20 2 4 3 * * * 0 20246
p625 100 180 20 2 4 3 30 49 10 2 4 3 27 8169
p626 100 180 20 2 4 3 * * * 0 22346
p627 100 180 50 2 4 3 14 22 6 2 5 3 12 34553
p628 100 180 50 2 4 3 * * * 0 40008
p629 100 180 50 2 4 3 * * * 0 43287
p630 200 370 10 2 4 3 31 51 5 2 4 3 13 10782
p631 200 370 20 2 4 3 73 123 14 2 4 3 33 8719
p632 200 370 40 2 4 3 52 87 15 2 5 3 23 27371
p633 200 370 100 2 4 3 * * * 0 86268

Tabelle 3.9: ReduktionsergebnisseTestsetP (Teil 2)

ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name jV j jE j jT j � # � " � ; jV j jE j jT j � # � " � ; % kosten

grd-16-9 144 263 7 2 4 3 90 159 6 2 4 3 60 3
grd-2-3 6 7 3 2 4 2 * * * 0 3
grd-3-4 12 17 4 2 4 2 * * * 0 6
grd-4-6 24 38 5 2 4 3 * * * 0 9
grd-6-9 54 93 7 2 4 3 18 27 4 2 4 3 29 7
grd-9-6 54 93 12 2 4 3 48 83 9 2 4 3 89 3

Tabelle 3.10:ReduktionsergebnisseTestsetGRD
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ST(G; T; c) unreduziert ST(G; T; c) reduziert Fix-
Name jV j jE j jT j � # � " � ; jV j jE j jT j � # � " � ; % kosten

r01 15 22 5 2 4 2 * * * 0 187
r02 12 17 6 2 4 2 * * * 0 164
r03 28 45 7 2 4 3 * * * 0 236
r04 64 112 8 2 4 3 30 50 8 2 4 3 44 8
r05 12 17 6 2 4 2 * * * 0 226
r06 24 38 12 2 4 3 * * * 0 242
r07 30 49 12 2 4 3 * * * 0 248
r08 24 37 12 2 4 3 8 9 6 2 3 2 24 128
r09 15 22 7 2 4 2 * * * 0 164
r10 36 60 6 2 4 3 8 11 4 2 3 2 18 48
r11 30 49 6 2 4 3 * * * 0 144
r12 27 42 9 2 4 3 * * * 0 180
r13 42 71 9 2 4 3 24 37 8 2 4 3 52 30
r14 36 60 12 2 4 3 * * * 0 260
r15 100 180 14 2 4 3 34 54 11 2 4 3 30 44
r16 9 12 3 2 4 2 * * * 0 160
r17 48 82 10 2 4 3 7 11 3 3 4 3 13 127
r18 182 337 62 2 4 3 119 203 42 2 4 3 60 138
r19 168 310 14 2 4 3 36 59 8 2 4 3 19 97
r20 6 7 3 2 3 2 * * * 0 112
r21 15 22 5 2 4 2 * * * 0 192
r22 16 24 4 2 4 3 * * * 0 63
r23 16 24 4 2 4 3 * * * 0 65
r24 16 24 4 2 4 3 * * * 0 30
r25 9 12 3 2 4 2 * * * 0 23
r26 9 12 3 2 4 2 * * * 0 15
r27 16 24 4 2 4 3 * * * 0 133
r28 12 17 4 2 4 2 * * * 0 24
r29 9 12 3 2 4 2 * * * 0 200
r30 28 45 12 2 4 3 * * * 0 110
r31 130 237 14 2 4 3 65 112 14 2 4 3 47 28
r32 210 391 19 2 4 3 123 221 19 2 4 3 56 28
r33 132 241 18 2 4 3 75 135 11 2 4 3 56 113
r34 272 511 19 2 4 3 175 321 19 2 4 3 62 15
r35 240 449 18 2 4 3 123 218 18 2 4 3 48 8
r36 6 7 4 2 3 2 * * * 0 90
r37 49 84 8 2 4 3 * * * 0 90
r38 100 180 14 2 4 3 61 105 12 2 4 3 58 30
r39 100 180 14 2 4 3 51 89 10 2 4 3 49 58
r40 64 112 10 2 4 3 37 61 10 2 4 3 54 8
r41 144 263 20 2 4 3 99 175 16 2 4 3 66 44
r42 81 144 15 2 4 3 22 32 10 2 4 2 22 53
r43 195 362 16 2 4 3 122 215 16 2 4 3 59 11
r44 196 364 17 2 4 3 137 245 17 2 4 3 67 1
r45 270 507 19 2 4 3 180 329 18 2 4 3 64 34
r46 16 24 16 2 4 3 * * * 0 150

Tabelle 3.11:ReduktionsergebnisseTestsetR



Kapitel 4

Heuristik en

In diesemKapitel wollen wir uns mit polynomialen Algorithmen zur Erzeugungeiner zu-
l•assigenL•osungbefassen.
Da alle bekannten Algorithmen, die eineoptimale L•osungdesSteinerbaumproblemsliefern,
exponentiellen Aufwand haben, besteht seit langemein Interessean

"
guten\ Heuristiken.

Einen •Uberblick und Vergleich g•angigerVerfahren�ndet sich in [RC86] und [WS92].

Aufgrund desZusammenhangeszwischeneinemSteiner-
baumproblemST(G; T; c) und demminimal spannenden
Baum von G bietet sich folgendesVerfahren als erster
Ansatz an:
Bilde F = mst(G; c) und l•osche dann alle Kanten, die
zu einemKnoten v 2 N inzident sind, dessenGrad im
Baum eins ist.
Die soerzeugteL•osungist zweifelsfreizul•assig,hat aber
den Nachteil, da� sie beliebig schlecht sein kann, wie
man an nebenstehenderAbbildung sieht.

2

1

1

1

1

1

Abbildung 4.1:

Der Algorithmuskann aber auch zur Nachbearbeitung von heuristischenL•osungeneingesetzt
werden. Hat eine Heuristik eine Menge W � N von Knoten ausgew•ahlt, so kann durch
S := mst(T [ W; E) eine L•osung berechnen werden, deren Gewicht, nach L•oschung der
angegebenenKanten, in jedemFall kleineroder gleich demder urspr•unglich von der Heuristik
ermittelten L•osungist.

4.1 Weg-Entfern ungs-Heuris tik en

Mit denWeg-Entfernungs-Heuristiken liegt eineKlassevon Verfahrenvor, die gute Ergebnis-
se(sieheAbschnitt 4.2) mit einemvertretbaren Aufwand (um O(jVj3)) verbinden.Siehaben
alle die in Tabelle4.1beschriebeneStruktur. Man beginnt mit einemnur ausdenTerminalen
bestehendenWald und verbindet dann sukzessive zwei Komponenten desWaldes,bis man
einenzusammenh•angendenBaum erh•alt.
Was die Heuristiken jetzt noch unterscheidet, ist die Auswahl im Schritt Selektion eines
Weges. Wir wollen hier zwei der bekanntesten Ideenvorstellen:

31



Kapitel 4. Heuristiken 32

Algorithm us: Wege-Entfernungs-Heuristik
Eingab e: SteinerbaumproblemST(G; T).
Ausgab e: Eine zul•assigeL•osungSH desProblems.

Begin Wege-Entfernungs-Heuristik
Begin Initialisierung

Beginnemit einemGraph GS = (T; ; ), einemWald aus isolierten Terminalen.
End.
While GS nicht verbundenist do

Begin SelektioneinesWeges
F•ugezu GS einengeeignetgew•ahlten Weg in G zwischen
zwei Komponenten von GS hinzu.

End.
End.
Begin MST Berechnung

F•ugezu GS alle noch nicht enthaltenen Kanten ausG hinzu, die zwei Knoten
in GS verbinden und berechne einenminimal spannendenBaum von GS.
L•osche alle Kanten, die darin nicht enthalten sind.

End.
Begin Beschneiden

Entferne sukzessive alle Knoten und die zugeh•orige Kante
ausGS, derenGrad eins ist und die keineTerminalesind.

End.
SetzeSH gleich der Mengealler in GS enthaltenen Kanten.

End.

Tabelle 4.1: Ablauf einer Wege-Entfernungs-Heuristik

K •urzeste-W ege-Heuristik nach Takahashi und Matsuy ama

Takahashiund Matsuyama geben in [TM80] eineRegelf•ur die SelektioneinesWeges:

Zu BeginndesAlgorithmuswird ein beliebiger(geeignetgew•ahlter) Knoten in GS ausgesucht
und markiert.
Dann wird bei der Selektionimmer ein Terminal, dasdemdenmarkierten Knoten enthalten-
den zusammenh•angendenSubgraphenvon GS am n•achsten steht, auf dem k•urzestenWege
damit verbunden.

Es bildet sich alsoein zusammenh•angenderSubgraphum den urspr•unglich markierten Kno-
ten, dem immer ein ihm am n•achsten stehendesTerminal und die zum Zusammenhang
notwendigenKnoten und Kanten hinzugef•ugt werden.

Wie in [TM80] gezeigtwird, betr•agt dasVerh•altnis zwischender L•angeder von der Heuristik
geliefertenL•osungSHeu und der Optimall •osungSOpt schlechtestenfalls
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c(SHeu)
c(SOpt )

� 2

 

1 �
1

jTj

!

:

Die von der Heuristik gelieferteL•osungist alsonie mehralsdoppelt solangwie dasOptimum.
In den von uns getestetenBeispielenbetrug die Abweichung allerdingsmaximal 7 %.

Die Komplexit•at desAlgorithmus wird mit O(jTjjV j2) angegeben.

Die Qualit •at der L•osungh•angt stark von der Wahl desStartknotensab. DiesesProblemkann
auf Kosten der Laufzeit behobenwerden,indem man die Heuristik mehrmalsmit verschiede-
nenKnoten als Startpunkt aufruft. Es ist dabei nicht notwendig,da� dieserein Terminal ist,
da •uber
 •ussigeSteinerknotendurch die abschlie�ende MST-Berechnung entfernt werden.

Durc hschnittlic he-En tfern ungs-Heuristik nach Rayw ard-Smith und
Clare

Hier wird ein Knoten v� 2 V gew•ahlt, der in einerbestimmten Weiseals der
"
Zentralste\ f•ur

alle Teilb•aume in GS gelten kann. Dann werden von den beidenv� am n•achsten stehenden
Teilb•aumen,die k•urzestenWegezu v� gew•ahlt.

In [RC86]wird alsMa� f•ur die
"
Zentralit •at\ einesKnotens folgendeFunktion vorgeschlagen:

F•ur jeden Knoten v sortiere die zusammenh•angendenSubgraphenG0
1 : : : G0

k von GS in auf-
steigenderReihenfolgenach ihrer Entfernung zu v. Falls v Teil einesSubgraphenist, ist
dieserder erste in der Liste. Dann sei

f (v) = min
2� r � k

(
rX

i =1

d(v; G0
i )

r � 1

)

:

Nun w•ahle v� = argminv2 V f (v). Es ist dabei nicht immer n•otig, alle k � 1 Ausdr•ucke zu
berechnen, um f (v) zu ermitteln. Ist v 2 T, dann ist f (v) = d(v; G0

2) und ist v 2 N , dann
liefert das kleinste r , so da� der (r + 1)-ste Ausdruck gr•o�er ist als der r -te, den Wert f•ur
f (v).
Die in [WI88] gezeigteWorst-CaseSchranke liegt hier bei

c(SHeu)
c(SOpt )

� 2
�

1 �
1
b

�

� 2

 

1 �
1

jTj

!

;

wobei b die Anzahl der Bl•atter der optimalen L•osungist.

Die Komplexit•at desAlgorithmus wird in [Ray83] mit O(jTjjV j2 + 
 ) angegeben. Dabei ist

 der Aufwand zur Berechnung der k•urzestenWegezwischen allen Knotenpaarenalsoetwa
O(jVj3).

4.2 Ergebnisse

Die von uns erzieltenResultateentsprechen den Ergebnissender Untersuchungen in [RC86]
und [WS92]. Die Durchschnittlic he-Entferungs-Heuristik (DEH) liefert meist bessereoder
gleich gute L•osungenwie die K•urzeste-Wege-Heuristik(KWH). Startet man die KWH aber
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f•ur mehrereoder alle Knoten, so liefert sie in allen bis auf neunder von uns getestetenF•alle
gleich gute oder bessereErgebnisseals die DEH bei vergleichbaren Aufwand. Einschr•ankend
mu� gesagtwerden,da� in [RC86]noch Hinweisef•ur eineweitereVerbesserungder Heuristik
gegeben werden,die nicht in unsereImplementierung einge
ossensind.1

Die Tabellen zeigendie Ergebnisseder Heuristiken f•ur die in Abschnitt 7.1 vorgestellten
Probleminstanzen.
Die Spalten jV j, jE j und jTj zeigendie Gr•o�e desbearbeiteten Problems.Die Spalte HRC

zeigt den von der DEH ermittelten Wert, die Spalten H 1
TM , H 10

TM und H 8
TM geben den von

der KWH ermittelten Wert f•ur einen, zehn und jV j Startknoten. Die Startknoten wurden
zuf•allig ausgew•ahlt, allerdings ist der beim Lauf mit einemStartknoten verwendeteKnoten
immer auch einer der f•ur den Lauf mit zehnKnoten gew•ahlten.

Die Spalten%RC, %1 %10 und %8 geben die prozentuale Abweichug der jeweiligen Heuristik
von dem in der Spalte Opt. gezeigtenOptimalwert an. Ein '*' in einer Spalte bedeutet, da�
der Optimalwert gefundenwurde. Steht 0:0 in einer Spalte, so ist der ermittelte Wert nicht
optimal, aber die Di�erenz zum Optimum liegt unter einemPromille.

Name jV j jE j jT j H RC H 1
TM H 10

TM H 8
TM Opt. %RC %1 %10 %8

mc11 40 58 26 11723 11723 11718 11718 11689 0.3 0.3 0.2 0.2
mc13 149 623 80 92 95 95 95 92 * 3.2 3.2 3.2
mc2 120 478 60 75 76 76 74 71 5.3 6.6 6.6 4.1
mc3 97 1203 45 47 48 48 48 47 * 2.1 2.1 2.1
mc7 56 89 30 3418 3516 3447 3447 3417 0.0 2.8 0.9 0.9
mc8 58 88 35 1568 1568 1567 1567 1566 0.1 0.1 0.1 0.1

Tabelle 4.2: Ergebnisseder Heuristik f•ur TestsetMC

Wie man sieht, �nden die Heuristikenbei Graphenmit wenigenTerminalen(jTj � 10) h•au�g
dasOptimum.

W•ahrend desB&C-Verfahrens(sieheKapitel 5 und 6) rufen wir die KWH in regelm•a�igen
Abst•anden mit 10 Startknoten auf, wobei die Kantengewichte anhand der aktuellen LP-
L•osungmodi�ziert werden,um sie f•ur den Algorithmus attraktiv er zu machen.

1Ein implementierungstechnisches Problem bei der DEH ist die gro�e Zahl von Knotenentfernungen,
die zur Berechnung von f (v) ben•otigt werden. Dies legt es nahe, mit einer Matrix aller Entfernungen zu
arbeiten, was aber bei 5000 Knoten leicht zu einem Speicherbedarf von 100 MB f•uhren kann. Wir haben
dies auf Kosten der Laufzeit umgangen.Es scheint aber sinnvoll, vor weiteren Experimenten eine bessere
Implementierung zu erstellen.
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Name jV j jE j jT j H RC H 1
TM H 10

TM H 8
TM Opt. %RC %1 %10 %8

berlin 47 138 14 1069 1069 1069 1048 1044 2.3 2.3 2.3 0.4
br 29 91 8 13681 13682 13681 13666 13655 0.2 0.2 0.2 0.1
gr 536 2966 101 127048 123139 123139 123036 122467 3.6 0.5 0.5 0.5

Tabelle 4.3: Ergebnisseder Heuristik f•ur TestsetX

Name jV j jE j jT j H RC H 1
TM H 10

TM H 8
TM Opt. %RC %1 %10 %8

grd-16-9 90 159 6 32 32 32 32 32 * * * *
grd-6-9 18 27 4 18 18 18 18 18 * * * *
grd-9-6 48 83 9 22 22 22 22 22 * * * *

Tabelle 4.4: Ergebnisseder Heuristik f•ur TestsetGRD

Name jV j jE j jT j H RC H 1
TM H 10

TM H 8
TM Opt. %RC %1 %10 %8

b06 16 25 9 124 124 122 122 122 1.6 1.6 * *
b10 28 53 8 90 90 86 86 86 4.4 4.4 * *
b11 4 5 3 88 90 88 88 88 * 2.2 * *
b13 14 20 8 167 170 165 165 165 1.2 2.9 * *
b14 20 28 10 236 235 235 235 235 0.4 * * *
b15 5 7 4 318 318 318 318 318 * * * *
b16 44 90 9 127 134 133 127 127 * 5.2 4.5 *
b18 10 13 7 220 219 218 218 218 0.9 0.5 * *

Tabelle 4.5: Ergebnisseder Heuristik f•ur TestsetB

Name jV j jE j jT j H RC H 1
TM H 10

TM H 8
TM Opt. %RC %1 %10 %8

c01 113 202 5 85 87 85 85 85 * 2.3 * *
c02 75 134 8 144 144 144 144 144 * * * *
c03 36 51 23 760 755 755 754 754 0.8 0.1 0.1 *
c04 18 25 13 1080 1080 1079 1079 1079 0.1 0.1 * *
c06 348 797 5 55 56 55 55 55 * 1.8 * *
c07 351 802 9 102 102 102 102 102 * * * *
c08 181 322 54 511 511 511 511 509 0.4 0.4 0.4 0.4
c09 123 204 55 712 716 716 713 707 0.7 1.3 1.3 0.8
c10 16 21 12 1093 1095 1093 1093 1093 * 0.2 * *
c11 495 1918 5 32 32 32 32 32 * * * *
c12 478 1623 10 48 48 47 46 46 4.2 4.2 2.1 *
c13 277 555 61 263 266 264 263 258 1.9 3.0 2.3 1.9
c14 30 42 20 324 325 324 324 323 0.3 0.6 0.3 0.3
c16 500 2880 5 12 13 11 11 11 8.3 15.4 * *
c17 497 2353 10 19 19 19 18 18 5.3 5.3 5.3 *
c18 428 1120 80 121 124 122 120 113 6.6 8.9 7.4 5.8
c19 355 775 107 152 154 153 152 146 3.9 5.2 4.6 3.9

Tabelle 4.6: Ergebnisseder Heuristik f•ur TestsetC
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Name jV j jE j jT j H RC H 1
TM H 10

TM H 8
TM Opt. %RC %1 %10 %8

d01 228 430 5 108 107 107 106 106 1.9 0.9 0.9 *
d02 257 476 10 223 223 220 220 220 1.3 1.3 * *
d04 8 11 5 1935 1935 1935 1935 1935 * * * *
d05 8 12 6 3251 3254 3251 3251 3250 0.0 0.1 0.0 0.0
d06 742 1707 5 67 71 67 67 67 * 5.6 * *
d07 717 1652 10 103 103 103 103 103 * * * *
d08 202 328 87 1078 1084 1084 1080 1072 0.6 1.1 1.1 0.7
d09 22 29 16 1450 1451 1450 1450 1448 0.1 0.2 0.1 0.1
d10 21 29 17 2111 2113 2112 2112 2110 0.0 0.1 0.1 0.1
d11 981 4133 5 31 31 31 29 29 6.5 6.5 6.5 *
d12 984 3518 10 42 42 42 42 42 * * * *
d13 582 1153 141 511 512 511 509 500 2.2 2.3 2.2 1.8
d14 59 84 35 667 669 667 667 667 * 0.3 * *
d15 10 14 8 1117 1118 1117 1117 1116 0.1 0.2 0.1 0.1
d16 1000 6946 5 13 14 13 13 13 * 7.1 * *
d17 1000 6587 10 24 23 23 23 23 4.2 * * *
d18 879 2381 153 237 242 240 237 223 5.9 7.9 7.1 5.9
d19 843 2103 230 325 330 323 323 310 4.6 6.1 4.0 4.0

Tabelle 4.7: Ergebnisseder Heuristik f•ur TestsetD

Name jV j jE j jT j H RC H 1
TM H 10

TM H 8
TM Opt. %RC %1 %10 %8

e01 654 1246 5 111 118 111 111 111 * 5.9 * *
e02 677 1263 9 225 216 214 214 214 4.9 0.9 * *
e03 112 165 74 4035 4037 4032 4032 4013 0.5 0.6 0.5 0.5
e04 49 72 32 5108 5111 5105 5105 5101 0.1 0.2 0.1 0.1
e05 7 10 5 8129 8130 8129 8129 8128 0.0 0.0 0.0 0.0
e06 1820 4274 5 73 76 76 73 73 * 3.9 3.9 *
e07 1863 4332 10 145 163 155 145 145 * 11.0 6.5 *
e08 642 1149 220 2670 2670 2664 2662 2641 1.1 1.1 0.9 0.8
e09 283 432 155 3627 3633 3632 3627 3604 0.6 0.8 0.8 0.6
e10 14 20 11 5601 5601 5600 5600 5600 0.0 0.0 * *
e11 2495 11541 5 34 37 34 34 34 * 8.1 * *
e12 2483 10788 10 68 68 68 67 67 1.5 1.5 1.5 *
e13 1408 2742 353 1302 1317 1310 1307 1280 1.7 2.8 2.3 2.1
e14 102 140 65 1735 1735 1734 1734 1732 0.2 0.2 0.1 0.1
e16 2500 20694 5 15 15 15 15 15 * * * *
e17 2500 17359 10 25 26 26 25 25 * 3.8 3.8 *
e18 2224 5994 394 601 613 611 605 564 6.2 8.0 7.7 6.8
e19 1608 3460 500 786 791 787 784 758 3.6 4.2 3.7 3.3

Tabelle 4.8: Ergebnisseder Heuristik f•ur TestsetE
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Name jV j jE j jT j H RC H 1
TM H 10

TM H 8
TM Opt. %RC %1 %10 %8

r04 30 50 8 258 258 258 254 254 1.6 1.6 1.6 *
r08 8 9 6 236 236 236 236 236 * * * *
r10 8 11 4 184 185 177 177 177 3.8 4.3 * *
r13 24 37 8 150 150 150 150 150 * * * *
r15 34 54 11 148 148 148 148 148 * * * *
r17 7 11 3 200 200 200 200 200 * * * *
r18 119 203 42 413 406 406 406 404 2.2 0.5 0.5 0.5
r19 36 59 8 189 188 188 188 188 0.5 * * *
r31 65 112 14 260 265 259 259 259 0.4 2.3 * *
r32 123 221 19 315 315 315 315 313 0.6 0.6 0.6 0.6
r33 75 135 11 276 277 269 269 268 2.9 3.2 0.4 0.4
r34 175 321 19 246 255 251 247 241 2.0 5.5 4.0 2.4
r35 123 218 18 155 152 152 151 151 2.6 0.7 0.7 *
r38 61 105 12 168 166 166 166 166 1.2 * * *
r39 51 89 10 166 166 166 166 166 * * * *
r40 37 61 10 155 163 155 155 155 * 4.9 * *
r41 99 175 16 231 224 224 224 224 3.0 * * *
r42 22 32 10 153 153 153 153 153 * * * *
r43 122 215 16 262 268 259 259 255 2.7 4.9 1.5 1.5
r44 137 245 17 258 264 257 256 252 2.3 4.5 1.9 1.6
r45 180 329 18 225 230 225 220 220 2.2 4.3 2.2 *

Tabelle 4.9: Ergebnisseder Heuristik f•ur TestsetR
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Name jV j jE j jT j H RC H 1
TM H 10

TM H 8
TM Opt. %RC %1 %10 %8

p401 58 124 5 158 170 157 155 155 1.9 8.8 1.3 *
p402 56 113 5 116 116 116 116 116 * * * *
p403 65 149 5 181 184 181 181 179 1.1 2.7 1.1 1.1
p406 55 111 8 290 290 290 290 290 * * * *
p407 51 92 14 617 601 590 590 590 4.4 1.8 * *
p409 7 10 5 974 974 964 964 963 1.1 1.1 0.1 0.1
p455 99 968 5 1191 1166 1166 1138 1138 4.5 2.4 2.4 *
p456 100 822 5 1228 1229 1229 1228 1228 * 0.1 0.1 *
p457 97 625 8 1612 1642 1612 1612 1609 0.2 2.0 0.2 0.2
p458 96 561 9 1868 1868 1868 1868 1868 * * * *
p459 86 376 16 2348 2348 2348 2345 2345 0.1 0.1 0.1 *
p463 200 1963 10 1519 1538 1538 1519 1668 -9.8 -8.5 -8.5 -9.8
p464 190 1595 14 2591 2574 2574 2553 2591 * -0.7 -0.7 -1.5
p465 181 770 35 3880 3880 3880 3862 3836 1.1 1.1 1.1 0.7
p466 59 149 21 6253 6253 6253 6239 5924 5.3 5.3 5.3 5.0
p601 34 63 5 10230 10230 10230 10230 10230 * * * *
p602 33 58 5 8083 8445 8083 8083 8083 * 4.3 * *
p603 19 36 2 5022 5022 5022 5022 5022 * * * *
p604 17 29 4 11950 11397 11397 11397 11397 4.6 * * *
p605 7 12 1 10355 10355 10355 10355 10355 * * * *
p606 15 27 3 13048 13048 13048 13048 13048 * * * *
p609 22 35 8 18570 18570 18570 18383 18263 1.7 1.7 1.7 0.7
p610 9 16 4 30161 30161 30161 30161 30161 * * * *
p612 6 8 4 30258 30350 30258 30258 30258 * 0.3 * *
p613 65 120 7 18429 18595 18595 18595 18429 * 0.9 0.9 0.9
p614 71 119 14 27912 27912 27478 27478 27276 2.3 2.3 0.7 0.7
p615 41 68 17 43406 42805 42684 42552 42474 2.1 0.8 0.5 0.2
p616 7 9 5 62465 62263 62263 62263 62263 0.3 * * *
p620 9 12 4 8746 8746 8746 8746 8746 * * * *
p622 23 36 6 16546 16546 16546 16546 15972 3.5 3.5 3.5 3.5
p623 14 21 6 19496 19496 19496 19496 19496 * * * *
p625 30 49 10 23078 23078 23078 23078 23078 * * * *
p627 14 22 6 40647 40647 40647 40647 40647 * * * *
p630 31 51 5 26125 26125 26125 26125 26125 * * * *
p631 73 123 14 40141 40141 40141 39705 39067 2.7 2.7 2.7 1.6
p632 52 87 15 56562 57684 57016 56562 56217 0.6 2.5 1.4 0.6

Tabelle 4.10:Ergebnisseder Heuristik f•ur TestsetP



Kapitel 5

Ein Verfahren zur L •osung des
Steinerbaumproblems

Als einfachstesVerfahrenbietet sich die explizite Enumeration aller m•oglichenL•osungenan.

Benutzen wir das ungerichtete Modell aus Kapitel 2 und ordnen jeder Kante e 2 E des
Graphen eine bin•are Variable xe 2 f 0; 1g zu, die genaudann eins ist, wenn die Kante in
der L•osungenthalten seinsoll, dann erhalten wir zu dem in Bild 5.1 gezeigtenGraphenvier
Variablen, derenm•ogliche Werte wir leicht aufz•ahlen k•onnen.

x2

x4

x3

x1

T2

T1 T3

Abbildung 5.1:

x1; x2; x3; x4 cT x x1; x2; x3; x4 cT x
0,0,0,0 Unzul•assig 1,0,0,0 Unzul•assig
0,0,0,1 Unzul•assig 1,0,0,1 Unzul•assig
0,0,1,0 Unzul•assig 1,0,1,0 2
0,0,1,1 Unzul•assig 1,0,1,1 3
0,1,0,0 Unzul•assig 1,1,0,0 2
0,1,0,1 Unzul•assig 1,1,0,1 3
0,1,1,0 2 1,1,1,0 Nicht minimal1

0,1,1,1 3 1,1,1,1 Nicht minimal1

Setzenwir das Gewicht aller Kanten auf eins, so kommen von 16 L•osungennur sechs in
Betracht und nur drei sind optimal. Dar•uber hinaus wird mit jeder zus•atzlichen Kante die
Anzahl der L•osungen,die aufzuz•ahlen sind, verdoppelt. Das wirft die Frage auf, ob wir
wirklich alle Werte enumerierenm•ussenoder ob wir nicht einenTeil ignorierenk•onnen.

5.1 Branc h & Bound

Das Branch & Bound{Verfahren2 versucht genaudaszu erreichen.
Dazu wird das Problem in zwei

"
kleinere\ Teilprobleme zerlegt, z.B. durch Setzeneiner

Variablen auf eins in dem einenund auf null in dem anderenTeilproblem.3

1Kein Baum, da nicht kreisfrei. (SieheSeite 8.)
2Wird auch als Divide and Conquere, implizite Enumeration usw. bezeichnet.
3Dies bezeichnet man als

"
Branching\ .

39



Kapitel 5. Ein Verfahrenzur L•osungdesSteinerbaumproblems 40

Dieser Vorgang wiederholt sich dann mit den einzelnenTeilproblemen,bis sie so klein ge-
worden sind, da� sie exakt gel•ost werdenk•onnen.Die vollst•andigeEnumeration sieht dann
wie in Abbildung 5.2 aus.

Wenn wir nun nach jedem Setzeneiner Variablen •uberpr•ufen, ob es noch m•oglich ist, da�
sich eineminimale L•osungergibt, indem wir feststellen,ob die bisherigeTeill•osungkreisfrei
ist oder ob Terminaleabgeschnitten sind, k•onnenwir ganzeTeilb•aumeununtersucht lassen,
wie in Bild 5.3 gezeigtwird.

Gleichesgilt, wenn wir feststellen,da� wir bereits einezul•assigeL•osungerreicht haben. Die
•ubrigen Variablen k•onnendann auf null gesetztund die Untersuchung desZweigesbeendet
werden.

Haben wir einmal eine zul•assigeL•osung gefunden,besitzen wir eine obere Schranke4 f•ur
den Optimalwert. Es ist nun unsinnig, noch L•osungenzu verfolgen,bei denender Wert der
festgelegtenKanten gleich oder gr•o�er als dieseSchranke sind, weil wir in keinemFall eine
besserezul•assigeL•osungin diesemTeilbereich �nden k•onnen.5

Wir erhalten den in Bild 5.4 gezeigtenSuchbaum.
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Abbildung 5.2:
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Abbildung 5.3:
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Abbildung 5.4:

Wie k•onnenwir diesenAlgorithmus nun weiter verbessern?

Einmal ist esunbefriedigend,auf die erstezul•assigeL•osungwarten zu m•ussen,um eineobere
Schranke zu erhalten. Besserw•are es,wir w•urden vor dem Beginn desVerfahrensversuchen,
einezul•assigeL•osungzu �nden, um dannm•oglichst fr •uh Teill•osungenabschneidenzu k•onnen.
M•ogliche Wege,einesolche

"
Startl •osung\ zu ermitteln, haben wir in Kapitel 4 gezeigt.

Zum anderenist eineuntere Schranke, die durch dasGewicht der festgelegtenVariablen der
Teill•osung ermittelt wird zu niedrig. O�enbar mu� noch etwas hinzukommen, denn sonst
h•atten wir schon einezul•assigeL•osung.
Was gebraucht wird ist ein Algorithmus zur Ermittlung einer m•oglichst guten unteren
Schranke.

4Wir gehenim folgendendavon aus, da� wir minimieren.
5Dieseund die beiden vorangegangenen•Uberlegungenkann man dem Stichwort

"
Bounding\ zuordnen.
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5.2 Schnitteb enenverfahren

Das Schnittebenen- bzw. Cutting-Plane Verfahren ist eine Methode, eine untere Schranke
f•ur ein ganzzahligesProgramm zu berechnen, indem man eine optimale L•osungf•ur dessen
LP-Relaxierungermittelt. 6

Wir hatten uns f•ur das gerichtete Modell entschieden, und werden daher versuchen, den
Optimalwert der LP-RelaxierungLP(ST(DG; T; c)) von BP(ST(DG; T; c)) zu berechnen.

Gegebenein SteinerbaumproblemST(DG; T; c), dann k•onnte man alle gerichteten kantenmi-
nimalenSchnitte von einerbeliebigenWurzel r 2 V zu allen Terminalent 2 T berechnenund
dasausdendurch die Schnitte induzierten Ungleichungenund c gebildetelineareProgramm
l•osen.
Da die Anzahl der Schnitte aber exponentiell anw•achst, verbietet sich dieseVorgehensweise
f•ur gr•o�ere Probleme.

Stattdessenbeginnenwir mit einem,abgesehenvon den trivialen Ungleichungen0 � xa � 1
f•ur alle a 2 A, leeren LP und f•ugen Ungleichungen nur dann hinzu, wenn sie von der
aktuellen LP-L•osung verletzt werden. Das so entstandene LP wird wieder gel•ost und der
Vorgangsolangeiteriert, bis entweder

� der LP-L•osungsvektor x 2 PST (DG; T) ist, also einer zul•assigenL•osung entspricht.
Dieseist dann optimal f•ur ST(DG; T; c). Oder

� f•ur den Zielfunktionswert ZLP der LP-L•osungdZLP e � Z � gilt, wobei Z � der Wert der
bestenbekannten L•osungvon ST(DG; T; c) ist. Es kann dann keinebessereL•osungf•ur
ST(DG; T; c) mehr gefundenwerden.Oder

� keine verletzten Ungleichungen mehr gefunden werden k•onnen. Sei x die optimale
L•osung des linearen Programms, dann ist dcT xe eine untere Schranke f•ur den Wert
einer L•osungvon ST(B(G); T; c).

O�enbar ist esvon der Qualit •at der LP-Relaxierung, d.h. dem Abstand zwischen den Op-
tima von PLP (DG; T) und von PST (DG; T) bez•uglich desKostenvektors c abh•angig, ob das
Schnittebenenverfahren in der Lage ist, ein Problem zu l•osen.Es liefert aber in jedem Fall
eineuntere Schranke f•ur den Optimalwert von ST(DG; T; c).

Aus einem gewissenBlickwinkel besteht kein Unterschied zwischen der iterativ en Vorge-
hensweiseund dem einmaligenL•osendesgesamten Systems.Benutzt man zur L•osungdes
linearen Programmsden dualen Simplex Algorithmus, dann kann man das Hinzuf•ugen der
verletzten Ungleichungenauch als externesdualesPricing betrachten7.

6Wir werdenhier nur die Idee desf•ur unsereZwecke benutzten Schnitteb enenverfahrensvorststellen. F•ur
eine allgemeinereSicht desThemas sei auf [PR91] und [GH88] verwiesen.

7Um so mehr, als man Ungleichungen, die von der LP-L •osungnicht mit Gleichheit erf•ullt werden, auch
aus dem System entfernen kann. Wir werden darauf in Kapitel 6 noch eingehen.
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5.3 Branc h & Cut

Kombinieren wir nun ein Branch & Bound- mit einemSchnittebenenverfahren, so erhalten
wir ein Branch & Cut-Verfahren.

Eine •Ubersicht •uber den Ablauf eines typischen B&C-Programms bietet Abbildung 5.5.
Dabei bezeichnet Z � die beste bekannte obere Schranke f•ur die Zielfunktion und ZLP die
durch dasL•osendesLP erhalteneuntere Schranke.

Man kann B&C als einen Spezialfall des B&B-Verfahrenssehen,der die untere Schranke
mittels einesSchnittebenenverfahrensbestimmt.
Dabei ist zu ber•ucksichtigen, da� der B&B-T eil oft •uberhaupt nicht zum Einsatz kommt, da
je nach Problem und G•ute des Schnittebenenverfahrensdiesesin vielen F•allen schon eine
Optimall •osungliefert.

Wie wir noch in Kapitel 7 sehenwerden, verbraucht ein B&C-Verfahren einen gro�en Teil
seinerLaufzeit beim L•osenvon linearenProgrammen.

Mit den Details einer Implementierung, z.B. in welcher Reihenfolgedie Teilproblemeabge-
arbeitet werden und wie man verletzte Ungleichungen �ndet, werden wir uns in Kapitel 6
besch•aftigen.
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Abbildung 5.5: Flu�diagramm einesBranch & Cut Verfahrens



Kapitel 6

Die Implemen tierung

Nachdemwir in den vorhergehendenKapiteln einen •Uberblick •uber den Aufbau einesB&C-
Verfahrensund die zugrundeliegendenmathematischen •Uberlegungengegebenhaben,wollen
wir jetzt Details einer Implementierung einesB&C-Verfahrensbeschreiben, dasversucht den
Wert einer optimalen L•osungvon Steinerbaumprobleminstanzenzu berechnen.

Die Implementierung einessolchen Algorithmus zeigt deutlich die Schwierigkeiten, die mit
komplexenVerfahrenverbundensind.

Da das Gesamtverfahren aus mehrerentheoretisch getrennten Teilen besteht, m•ochte man
diesemodular aufbauenund m•oglichst weit gegeneinanderabschirmen.
Dem steht entgegen,da� jeder Teil des Verfahrensdie anderenbeein
u�t, so da� man zu
demSchlu� gelangenkann, da� hier nicht mehrereVerfahrenmit oder nacheinanderarbeiten,
sondernein gro�es Ganzeswirkt, dasnur so gut ist, wie seineschw•achste Komponente.

Obgleich die im Konrad-Zuse-Zentrum f•ur die Erstellung dieserArbeit zur Verf•ugung ste-
henden Rechner kaum W•unsche o�en lie�en, ist es doch ein gro�er Unterschied, ob man
Programmef•ur •Ubungsaufgaben schreibt, oder ob die Datenmengensich in Gr•o�enordnun-
gen bewegen,bei denenman von den verf•ugbaren RessourcenSpeicherplatz und Rechen-
leistung nichts zu verschenken hat.

Eine andereErkenntnis, die man bei gr•o�eren Projekten schnell erlangt, ist, da� esunm•oglich
ist, jedesRad neuzu er�nden. Bei diesemSchnittebenenverfahrenbetri�t dasdenLP-L•oser.

Hier stand mit R. E. Bixby's CPLEX ein Programm zur Verf•ugung,dessenGeschwindigkeit
und Stabilit •at eserst m•oglich gemacht haben, ProblemedieserGr•o�e mit Schnittebenenver-
fahren zu bearbeiten.

Ein Kriterium bei der Entwicklung desProgrammswar Portabilit •at. Der in
"
C\ geschriebene

Code ist, eine entsprechende CPLEX Bibliothek vorausgesetzt,mindestensauf folgenden
Systemenlauff•ahig: SunOS,Solaris,HP-UX, SCOUNIX V/386, Linux und MSDOS.Hierbei
war der GNU C Compiler eineunsch•atzbare Hilfe.

6.1 Datenstrukturen

Da wir L•osungenf•ur dasSteinerbaumproblemin Graphensuchen, ist esnotwendig einege-
eigneteDatenstruktur zu w•ahlen,um Graphene�zien t speichern und bearbeiten zu k•onnen.

44
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Wir haben f•ur alle Algorithmen, die auf Graphen arbeiten, die nachfolgend beschriebene
Datenstruktur verwendet:

JedeKante wird zweifach gespeichert, je einmal mit vertauschten Anfangs-und Endknoten.
Soerhalten wir einenbidirektionalen Graphen.Mit jeder Kante sind au�erdem Kosten und
ggf. Kapazit•aten gespeichert.

F•ur jedenKnoten halten wir dessenGrad, sowie, falls essich um ein Terminal handelt, den
Index derzugeh•origenTerminalmengefest1. Au�erdem wird der Index derersteneingehenden
und der erstenausgehendenKante abgelegt.

In der Kantenliste �nden sich dann neben den Anfangs- und Endknoten noch Eintr •age,die
den Index der n•achsten ein- bzw. ausgehendenKante angeben. Ist einer dieser Eintr •age
negativ, sohandelt essich bei der Kante um die letzte in der entsprechendenListe f•ur einen
Knoten.

Betrachtet man den schon aus Kapitel 5 bekannten Graphen, so ergibt sich folgendeDar-
stellung:

x2

x4

x3

x1

T2

T1 T3

Knoten
1 2 3 4

term[] 1 1 1 -1 Index der Terminalmenge
grad[] 2 3 2 1 Grad desKnotens
inpbeg[] 2 3 1 7 Index der ersten eingehendenKante
outbeg[] 1 4 2 8 Index der ersten ausgehendenKante

Kanten
1 2 3 4 5 6 7 8

tail[] 1 3 1 2 2 3 2 4 Index desFu�knotens
head[] 3 1 2 1 3 2 4 2 Index desKopfknotens
ieat[] 5 4 6 -1 -1 8 -1 -1 N•achste eingehendeKante
oeat[] 3 6 -1 5 7 -1 -1 -1 N•achste ausgehendeKante

Der Vorteil dieserStruktur liegt im direkten Zugri� auf die Mengen� + und � � einesKnotens.
Der Aufwand, eineweitereKante zu einemKnoten hinzuzuf•ugen,ist O(1) und siewiederzu
l•oschen O(� v).

Insbesonderem•ussendie Kanten nicht in einer bestimmten Reihenfolgegespeichert werden.
Werden Kanten gel•oscht, so entstehen L•ucken in der Datenstruktur. Hier ist es sinnvoll,
die entsprechenden Kanteneintr •age als

"
Unbenutzt\ zu markieren und mit diesen freien

Eintr •ageneineListe zu bilden, um ein schnellesAu�nden zu gew•ahrleisten.

6.2 Der Branc h & Bound-Algorithm us

Eine •Ubersicht •uber den Ablauf des hier implementierten B&B-Algorithm us �ndet sich in
Tabelle 6.1 auf Seite46.

1Beim Steinerbaumproblemgibt esimmer nur eineTerminalmenge,aber bei einerVerallgemeinerung,dem
Steinerbaumpackungsproblem in Graphen (siehe Anhang A.2 treten mehrere Terminalmengenauf. Hierbei
ist esnotwendig, da� die Terminalmengendisjunkt sind.
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Algorithm us: Branch & Bound
Eingab e: Ein SteinerbaumproblemST(DG; T; c).
Ausgab e: Eine optimale L•osungS� desProblems.

SeiQ eineMengevon Paaren(F; l), F eineMengevon Paaren(a;w) bestehend
auseinemBogena 2 A und einemFixierungswert w 2 f 0; 1g von Variablen�xierungen
und l 2 IR+ einer unteren Schranke f•ur den Optimalwert von LP(ST(DG; T; c))
bei Fixierung der Variablen xa = w f•ur alle Paare(a;w) 2 F .

Begin Branch & Bound
Begin Initialisierung

SetzeS := ; (wobei c(; ) = 1 ).
SetzeQ := f (; ; 0)g.

End.
While Q 6= ; do

Begin Evaluation
Entnehme ein geeignetesElement q ausQ und •ubergebe esan ein Schnitt-
ebenenverfahrenzur Berechnung einesL•osungsvektors x von LP(ST(DG; T; c))
unter Hinzunahmeder durch q gegebenenFixierungen.

End.
If LP(ST(DG; T; c)) nicht unzul•assigthen

If cT x < c(S) then
If x zul•assigund ganzzahligthen

Begin Bound
SetzeS gleich der von x induzierten L•osungund
l•osche jedesElement ausQ mit l � c(S).

End.
else

Begin Branch
W•ahle einenBogena 2 A der nicht in q enthalten ist und
setzeQ := Q [ (F [ (a;0); cT x) [ (F [ (a;1); cT x).

End.
End.

End.
End.

End.
SetzeS� := S.

End.

Tabelle 6.1: Ablauf desBranch & Bound{Verfahrens
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Terminierung

Der vorgestellte Algorithmus terminiert, weil in jedem Schritt das Q entnommene Paar
entwederverworfen wird oder durch zwei Paaremit jeweils einerweiteren�xierten Variablen
ersetzt wird. Da insgesamt jAj Variablen vorhandensind, terminiert der Algorithmus nach
maximal 2jA j Iterationen.

Die besteL•osungist dann optimal. Wurde keine zul•assigeL•osunggefunden,so besitzt das
Problem keine.

Reihenfolge beim Verzweigen

Tabelle 6.1 l•a�t die Frage o�en, wie ein geeignetesElement aus Q zu w•ahlen w•are. Dabei
geht es um die Festlegungder Reihenfolgein der die erzeugtenTeilproblemeabgearbeitet
werden.

Hierbei bietet sich ausSpeicherplatzerw•agungendie Tiefensuche an, da� hei�t eswird immer
das Paar q = (F; l) := argmaxq2 Q jF j mit der gr•o�ten Anzahl von Fixierungen gew•ahlt. Es
k•onnendann zu einembeliebigenZeitpunkt nie mehr als 2jAj Elemente in Q enthalten sein.

Andererseitsgibt eskeinen Grund anzunehmen,da� ein so gew•ahltes Element das f•ur uns
g•unstigsteist. Waswir suchen, ist ein Element, daseineOptimall •osungdesGesamtproblems
enth•alt. Da wir aber, wenn wir entscheiden k•onnten, in welchem Teil dieseL•osungist, das
Problem schnell und einfach l•osenk•onnten, hilft uns diese •Uberlegungnur wenig weiter.

Man kann nun heuristische Betrachtungen anstellen,um eine wahrscheinlich g•unstige Rei-
henfolgezu �nden. Hier bietet es sich an, jeweils das Element q 2 Q mit der niedrigsten
unteren Schranke l zu w•ahlen. Falls es mehrereKandidaten gibt, w•ahlt man darunter das
Element mit den meistenFixierungen.

DiesesVorgehenkann aber zu einer Breitensuche entarten. Es gilt dann jF1j � jF2j � 1 f•ur
alle F1 2 q1 und F2 2 q2 mit q1; q2 2 Q und die Anzahl der Elemente in Q kann bis auf 2jA j

ansteigen.

Da der Schwerpunkt dieserArbeit auf dem Schnittebenenverfahren liegt, sind keineausgie-
bigen Tests mit verschiedenenVerzweigungsstrategiendurchgef•uhrt worden. Dazu kommt,
da� nur sehrwenigeder untersuchten Steinerbaumprobleminstanzennicht vom Schnitteben-
enverfahrenallein gel•ost werdenkonnten.2 Wir haben daher in allen angegebenenBeispielen
eineTiefensuche verwendet.
Das ist allerdingskeine in der Implementierung festgelegteForderung,hier kann durch Ein-
setzeneiner Bewertungsfunktion einebeliebigeSuchstrategie genutzt werden.

Alternativ en beim Branc hing

Immer, wenn das Schnittebenenverfahren nur eine nichtganzzahligeL•osungzum Optimal-
wert liefert,

"
verkleinern\ wir dasProblem � durch Fixieren einer (weiteren) Variablen und

2Der Hauptgrund daf•ur, da� das Schnitteb enenverfahren nicht ausreichte das Problem zu l•osen,lag bei
den Heuristiken, die nicht in der Lage waren, rechtzeitig eine obere Schranke zu liefern, die ein Verzweigen
unn•otig gemacht h•atte. Da� die TiefensuchedasAu�nden von zul•assigenL•osungenbeg•unstigt, scheint daher
eine vorteilhafte Eigenschaft zu sein.
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untersuchen dann die beidendarausentstehendenProbleme� 1 und � 2.

DasFixieren einerVariablen xa, a 2 A, auf denWert k 2 f 0; 1g ist gleichbedeutendmit dem
Einf•ugeneiner Gleichung xa = k in dasden L•osungsraumder LP-Relaxierungbez•uglich � i ,
i = 1; 2 beschreibendeUngleichungssystem.

Eine weitere M•oglichkeit w•are das Einf•ugen von Ungleichungen � T x � k in das � 1 und
� T x > k in das � 2 beschreibendeSystemmit � 2 IRjA j und k 2 IR.

Der Algorithmus und die Implementierung erlauben diesesVerzweigenauf Ungleichungen.
Eine geeigneteWahl von � und k bleibt allerdings ungekl•art. Wir haben uns daher und
wegender nachfolgenden•Uberlegungenf•ur daseinfache Fixieren von Variablen entschieden.

Sei x eine nicht ganzzahligeoptimale L•osungvon LP (ST(DG; T; c)) und F = f e = [u; v] 2
E j x(u;v ) + x(v;u) � 0g, dann ist der SubgraphH = (V(F ); F ) � G zusammenh•angendaber
nicht kreisfrei. W•are er kreisfrei, m•u�ten die L•osungenganzzahligsein, weil es sonst eine
verletzte Steinerschnittungleichung g•abe.

Unser Ziel beim Branching sollte es also sein, dieseKreise zu unterbrechen. Fixieren wir
eine Variable a 2 A mit 0 < xa < 1 auf null, so wird sicher ein Kreis in H unterbrochen.
Bei einer Fixierung auf eins wird es unwahrscheinlicher, da� die nachfolgend ermittelten
Optimall •osungenden Kreis, zu dem a geh•orte, beinhalten.

Eine gebrocheneL•osungbedeutet im •ubertragenenSinne,da� sich der LP-L•oserwegender
vorliegendenNebenbedingungennicht f•ur einenvon mehrerenm•oglichen Wegenentscheiden
konnte. Durch die Fixierung w•ahlen wir einender Wegebzw. versperren ihn.

Wir haben deshalbin den vorliegendenF•allen nach dem
"
unentschiedensten\ Weg gesucht

und immer die zum Bogena = argmina2 A jxa � 0:5j geh•orige Variable �xiert.

6.3 Der Schnitteb enenalgorithm us

DasSchnittebenenverfahren,daswir zur Ermittlung einerunteren Schranke f•ur die im B&B-
Algorithmus erzeugtenTeilproblemeverwenden,arbeitet in etwa wie in Tabelle 6.2 gezeigt.
Dabei ist anzumerken, da� in der augenblicklichen Implementierung noch keineReduktions-
tests durchgef•uhrt werden.3

Beim Aufruf der Heuristik werdendie Bogengewichte nach der Formel c�
e = (1 � xe)ce modi-

�ziert, soda� B•ogen,die in der aktuellen Relaxierungals
"
wahrscheinlich\ gelten,bevorzugt

benutzt werden.

Terminierung

Der in Tabelle 6.2 gezeigteAlgorithmus terminiert, da dem LP nur Ungleichungen hinzu-
gef•ugt werden,die die Koe�zien ten 0, 1 und � 1 enthalten und die von der aktuellen L•osung
verletzt werden.Da keineUngleichungenentfernt werden,kann esnach 3jA j Iterationen keine
Ungleichung mehr geben, die noch nicht enthalten ist, aber verletzt wird.

3Unter anderemwegendesseltenenVorkommensvon Fixierungen infolge reduzierter Kosten.
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Algorithm us: Schnittebenenverfahren
Eingab e: Ein SteinerbaumproblemST(DG; T; c), eineMengeF von Fixierungen

und eineobereSchranke Z � f•ur den Optimalwert von ST(DG ; T; c).
Ausgab e: Eine untere Schranke L f•ur den Optimalwert von ST(DG; T; c)

bez•uglich der durch F gegebenenFixierungen.

Begin Schnittebenenverfahren
Beginnemit einemSystem(A; b), dasdie Ungleichungen� xa � 0 und xa � 1
sowie die ausden Fixierungen resultierendenGleichungenenth•alt.
Do

L•osedasdurch min cT x, s.t. Ax � b gegebenelineare Programm.
If LP hat keinezul•assigeL•osungthen

Liefere als Ergebnis:
"
Es existiert keinezul•assigeL•osung\ . Beende.

End.
If dcT xe � Z � then

SetzeL := dcT xe. Beende.
End.
Begin Heuristik

Rufe die Primalheuristik unter Ber•ucksichtigung der L•osungx auf.
If neueobereSchranke Z � then

Begin Reduced-Cost-Fixing
Versuche Variablen aufgrund ihrer reduziertenKosten zu �xieren.
If Variablen wurden �xiert then

Begin Reduktionen
Versuche mittels Reduktionstestsweitere Variablen zu �xieren.

End.
End.

End.
End.

End.
Begin Separierung

Finde Ungleichungen,die von der aktuellen L•osungx verletzt
werdenund f•ugediesezu (A; b) hinzu.

End.
while eineUngleichung wurde hinzugef•ugt.
SetzeL := dcT xe.

End.

Tabelle 6.2: Ablauf desSchnittebenenverfahrens
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Tats•achlich tritt dieser Zustand nat•urlich viel fr •uher ein, da wir nur bestimmte Klassen
von Ungleichungen separierenund das Verfahren abbricht, falls keine zul•assigeL•osungdes
linearen Programmsmehr gefundenwerdenkann.

Separierung

Die Separierungsverfahren sollen g•ultige Ungleichungen f•ur das als bin•aresProgramm for-
mulierte Problem ermitteln, die bez•uglich der aktuellen LP-L•osungverletzt sind.

In unseremFall sind das vor allem die gerichteten Steinerschnitte. Das grunds•atzliche Vor-
gehenist sehr einfach: Wir ordnen die LP-L•osungals Kapazit•aten ua der BogenmengeA
von DG zu und suchen dann jeweils zwischen der Wurzel r und einemTerminal t den kapa-
zit•atsminimalen Schnitt.

Die zugrundeliegende•Uberlegungbesagt,da� wenn die Kapazit•at desminimalen r -t-Schnit-
tes gleich eins ist, dann gibt eskeinenSteinerschnitt, der t von r trennt. 4 Ist die Kapazit•at
aber kleinergleich eins,haben wir sofort eineverletzte Ungleichung gefunden.

Die Berechnung desminimalen Schnittes ist in polynomialer Zeit m•oglich. Wir verwenden
den in Tabelle 6.3 gezeigtenund von Hao und Orlin in [HO92] vorgestelltenPre
ow-Push-
Algorithmus (MinCut), der eine Laufzeitkomplexit•at von O(jVj3) hat. Der in 6.3 gezeigte
Algorithmus entspricht dem in [HO92] vorgestellten5.

Die MengenS(m) � V; m � lmax , die im Verlauf des Verfahrenserzeugt werden, stellen
jeweils einen Schnitt im Graphen dar, •uber den kein weiterer Flu� mehr geschickt werden
kann. xa bezeichnet die H•ohedesFlusses•uber einenBogena 2 A.

Der •Uberschu� ek einesKnotens k ist de�niert als

ek =
X

a2 � �
k

xa �
X

a2 � +
k

xa f•ur alle k 2 V n f sg

und der m•ogliche zus•atzliche Flu� einenBogensa = (i; j ) als

ra = ua � xa + x(j;i ) :

Der Algorithmus erh•alt w•ahrendseinesAblaufs drei Eigenschaften f•ur jedenBogena = (i; j )
mit a 2 A und i; j 2 V aufrecht:

(i) i; j 2 W und r a > 0 ) di � dj + 1.

(ii) i 62W und j 2 W ) r a = 0.

(iii) i 2 S(m); j 2 S(n) und m < n ) r a = 0.

4Die Kapazit •at desSchnittes kann, da wir minimieren, essich um einen gerichteten Schnitt handelt und
aufgrund der Art der im LP enthaltenen Ungleichungen, nicht gr•o�er als eins sein.

5Eine Darstellung destats•achlich implementierten Algorithm us w•are mehr als doppelt so lang und w•urde
wenig zum Verst•andnis beitragen.
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Algorithm us: Minimaler Schnitt (Pre
ow-Push)
Eingab e: Ein bidirektionaler Graph DG = (V; A) mit Bogenkapazit•aten ua 2 IN0,

a 2 A und zwei Knoten s; t 2 V , zwischen denender minimale Schnitt
ermittelt werdensoll.

Ausgab e: Eine MengeW � V mit t 2 W und s 62W, derenGrenze� � (W)
zu V n W einenkapazit•atsminimalen Schnitt zwischen s und t bildet.

Es seiendk und ek die H•ohenmarkierungund der •Uberschu� einesKnotens k 2 V,
xa und ra der Flu� und der m•ogliche zus•atzliche Flu� in Richtung desBogensa 2 A.
Wir nenneneinenKnoten k 2 V aktiv, wenn k 2 W n f tg und ek > 0
und einenBogena = (i; j ) 2 A zul•assig, wenn i; j 2 W, di = dj + 1 und ra > 0.

Begin Minimaler Schnitt
Begin Initialisierung

Setzexa := 0 und ra := ua f•ur alle a 2 A.
Schicke r a Einheiten durch a von s weg, f•ur alle B•ogena 2 � +

s .
lmax := 0; S(0) := f sg und W := V n f sg.
dt := 0 und dk := 1 f•ur alle k 2 V n f tg.

end.
While esgibt einenaktiven Knoten do

W•ahle einenaktiven Knoten k.
If esgibt einezul•assigenBogena = (k; i ) then

Schiebe � := minf ek ; rag Einheiten entlang a von k nach i .
else

Begin Markiere(k)
If di 6= dk f•ur alle i 2 W n f kg then

R := f i 2 W j di � dkg.
lmax := lmax + 1; S(lmax) := R und W := W n R.

else
If esgibt keinenBogena = (k; i ) mit r a > 0 und i 2 W then

lmax := lmax + 1; S(lmax) := f kg und W := W n f kg.
else

dk := minf di + 1 j a = (k; i ) 2 � +
k ; i 2 W und ra > 0g.

end.
end.

end.
end.

end.
end.

Tabelle 6.3: Pre
ow-Push-Algorithmus nach Hao und Orlin
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Wir haben in unserer Implementierung einige Modi�k ationen vorgenommen,um die Ge-
schwindigkeit zu erh•ohen.Dazu werdenzu Beginn die Markierungendi ; i 2 V, mittels einer
Breitensuche mit den Entfernungen zur Senke t initialisiert und die Auswahl einesaktiven
Knotens erfolgt durch geeigneteDatenstrukturen in O(1) Schritten 6.

Da wir den Algorithmus mindestensf•ur jeden r -t Schnitt, t 2 T, aufrufen, versuchen wir
auszunutzen, da� in diesemFall die Quelle s immer die Wurzel r ist. Wir verwenden das
ErgebnisdesvorherigenLaufessoweit wie m•oglich weiter, indem W durch Hinzunahmeder
MengeS(lmax ), lmax := lmax � 1, solangevergr•o�ert wird, bis die neueSenke t0 wieder in W
enthalten ist. Dann wird nur W geeignetinitialisiert und die Laufzeit f•ur die Berechnung
desSchnittes sinkt drastisch.
Zur Maximierung diesesE�ekts, ist es sinnvoll, eine geeigneteReihenfolgef•ur die Abar-
beitung der Terminale zu �nden. Ziel ist die Minimierung der notwendigenHinzunahmen
von Mengenzu W. Wir verwendenhierf•ur eine Greedyheuristik, die nach jedem Lauf des
Algorithmus ein noch nicht untersuchtes Terminal ermittelt, das am

"
dichtesten\ an oder

m•oglicherweisenoch in W liegt.
Um nicht unn•otig zu suchen, stellen wir zu Beginn der Separierungfest, ob es Wegemit
Kapazit•at einsgibt und schlie�en Terminale, f•ur die diesgilt, von der Untersuchung aus.

Nachdem wir nun eine Methode haben, verletzte Schnittungleichungen zu �nden, gibt es
noch einigeVariationen, mit denenwir dasVerfahrenbeein
ussenk•onnen:

Back-Cuts

Wenn wir nach einemr -t-Schnitt suchen, liegt esnahe,dies auch in umgekehrter Richtung
zu tun, da die kapazit•atsminimalen Schnitte in unseremFall selteneindeutig7 sind.

Wie in [CGR92] beschrieben wird, ist es dazu sinnvoll, bei der Zuordnung der LP-L•osung
zu den B•ogendie Richtungen zu vertauschen und als Kapazit•at dem Bogen(v; w) den Wert
der LP-L•osungvom Bogen (w; v) zuzuordnen.Da unser Graph bidirektional ist, geht dies
problemlos.Der Grund liegt darin, da� unserVerfahrengerichtete Wegevon der Wurzel zu
den Terminalensucht und wir daherdie Schnittungleichung ermitteln, indem wir alle B•ogen
aufsummieren,die bez•uglich der beidendurch den Schnitt induzierten Subgraphenvon dem
die Wurzel enthaltenden Subgraphenin den sienicht enthaltenden f•uhren.

Nested-Cuts

Eine andereM•oglichkeit ist dasspekulative Erzeugenvon Schnitten.

Wennwir einenSchnitt gefundenhabenund die zugeh•origeUngleichung demLP hinzuf•ugen,
setzt der LP-L•oseroft nur eine der in den neuenUngleichungen vorkommendenVariablen
auf eins,und wir k•onnenbeginnen,einenneuenSchnitt zu suchen.

6Wir w•ahlen immer den Knoten mit der kleinsten Markierung aus. Das steht nicht im Einklang mit den
theoretischenErkenntnissenin [HO92] und [AMO92], die als g•unstigste Auswahl den Knoten mit der gr•o�ten
Markierung nennen.F•ur die von uns benutzten Daten haben Testsmit den vorliegendenProblemendeutlich
die bessereLeistung unsererAuswahl gezeigt.

7Man stelle sich z.B. ua = 0 f•ur alle a 2 A vor.
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Wir werdenjetzt versuchen, dem vorzugreifen,indem wir alle zu einergefundenenUngleich-
ung geh•origenVariablenauf einssetzenund dann nach weiterensuchen.Dabei ist die Menge
der in densogefundenenUngleichungenvorkommendenVariablendisjunkt. Denng•abeesei-
ne gemeinsameVariable, k•onnte die neueUngleichung nicht verletzt sein,weil alle Variablen
der urspr•unglichen Ungleichung auf einsgesetztsind.

DiesesVerfahren l•a�t sich mit den oben angesprochenenBack-Cuts verbinden, so da� die
Suche ausbeidenRichtungen erfolgt. In Verbindung mit den Flu�ungleichungenk•onnenwir
erreichen, da� die Wurzel bereits nach der ersten Iteration mit allen Terminalenverbunden
ist. Wie man in Abbildung 6.5 in den Spalten

"
-BN\ ,

"
{N\ ,

"
-B-\ und

"
| \ sehenkann,

nimmt die Anzahl der Iterationen nahezuum eine Gr•o�enordnung ab, wenn man eine der
beidenMethoden benutzt und um eineweitere, wenn siezusammeneingesetztwerden.
Wie zu erwarten, zeigt Bild 6.6 dann auch einen entsprechenden Anstieg in der Zeit je
Iteration. Trotzdem f•uhrt insbesonderedie Kombination beiderVerfahrenzu einerbetr•acht-
lichen BeschleunigungdesB&C-Algorithm us.8

Creep-Flo w

Nachdem wir zwei Methoden betrachtet haben, um die Anzahl der Schnitte zu erh•ohen,
versuchen wir nun, derenQualit •at zu verbessern.

Wenn wir davon ausgehen,da� Ungleichungen mit weniger Koe�zien ten g•unstig f•ur den
LP-L•osersind, dann m•ussenwir feststellen,da� die von uns gefundenenSchnitte zwar ka-
pazit•atsminimal aber nicht notwendigerweisebogenminimalsind.

Da die optimale L•osungeinesbidirektionalen Steinerbaumproblemsmaximal jV j � 1 B•ogen
enthalten kann, der durchschnittlic he Grad der Knoten in den untersuchten Problemenaber
gr•o�er alsdrei ist, kann man, selbstwennber•ucksichtigt wird, da� die LP-L•osungmehr nicht-
nullwertige Variablen enthalten kann, davon ausgehen,da� •uber 4=5 der Variablen einer
LP-L•osungden Wert null haben und somit ohne Ein
u� auf die Kapazit•at9 des Schnittes
sind.
Der MinCut-Algorithm us kann daher viele B•ogenin den Schnitt aufnehmen,ohneda� sich
dessenKapazit•at •andert. Was wir jetzt erreichen m•ochten w•are ein bogenminimaler,kapa-
zit•atsminimaler Schnitt.

Dazu weisen wir jedem Bogen, dessenzugeh•origer Wert in der LP-L•osung null ist, eine
Kapazit•at von 10� 6 zu. Das ist sowenig, da� esdie Kapazit•at desSchnittes nicht merklich10

beein
u�t, und zwingt andererseitsden Algorithmus dazu, diesen
"
Kriech
u� \ zu ber•uck-

sichtigen und die Anzahl der benutzten B•ogenzu minimieren.

Wie man in Abbildung 6.4 sieht, reduziert sich die durchschnittlic he Anzahl von Nicht-
nulleintr •agen in den Ungleichungen drastisch, und Diagramm 6.3 zeigt, da� dies zu einer
exponentiellen Verringerungder vom LP-L•oserverbrauchten Zeit f•uhrt.

Der Nachteil dieser Idee ist die stark angestiegeneAnzahl von Kanten, die der MinCut-
Algorithmus ber•ucksichtigen mu�. Als Folge steigt die f•ur die Separierungben•otigte Zeit

8z.B. gr wurde ohne einesdieserVerfahren nach 5000Iterationen erfolglos abgebrochen.
9Die Kapazit •at desSchnittes C bez•uglich der LP-L •osungx ist

P
a2 C xa wie vorher besprochen.

10Merklich w•urde bedeuten,eswird ein nicht kapazit•atsminimaler Schnitt ermittelt.
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deutlich an (sieheBild 6.6).

Bew ertung

Welche Methode oder Kombination von Methoden bringt die bestenErgebnisse?

Dazu haben wir einigeUntersuchungenangestellt,derenErgebnissein den Abbildungen auf
denfolgendenSeitenzu sehensind. Es wurden dazusechs Probleminstanzenausgew•ahlt und
gel•ost. Es ist zu beachten, da�, um die Ergebnissesinnvoll darzustellen,in den Diagrammen
6.1, 6.2, 6.3 und 6.5 eine logarithmische Darstellungsweisegew•ahlt wurde.

Leider zeigt sich, da� die Kombination des Creep-Flow Verfahrensmit Back- und Nested-
Cuts nicht nutzbringend ist. Eine m•ogliche Erkl •arung, ist die •Uberlegung,da� die beiden
letztgenannten Methoden darauf beruhen, da� der MinCut-Algorithm us nicht einen ganz
bestimmten Schnitt �ndet, sondernein (m•oglichst kleines)Gebiet um die Wurzel.

Die insgesamt bestenErgebnissewerdenentsprechendAbbildung 6.1nur mit der Anwendung
desCreep-FlowVerfahrenserreicht. Diagramm 6.5 zeigt, da�, unabh•angig von den anderen
Verfahren, die Iterationszahlen immer dann am kleinsten waren, wenn solche kantenmini-
malen Schnitte verwendet wurden. In Verbindung mit der beschleunigten L•osungder LP's
f•uhrt diesdann zu den bestenGesamtzeiten.

Wie Bild 6.2 zeigt, ist der Anteil der Zeit f•ur die Separierungan der Gesamtzeit •uber die
Verfahrenhinwegrelativ konstant, wasaber sehrstark mit der unterschiedlichen Anzahl von
Iterationen bei den einzelnenVerfahrenzusammenh•angt.

Es ist uns durch die beschriebenen Ideen gelungen,die Anzahl der f•ur das Schnittebenen-
verfahrenben•otigten Iterationen um zwei bis drei Gr•o�enordnungenzu senken.

Das in den DiagrammengezeigteVerh•altnis von Separierungs-zu LP-L•osungszeitvon etwa
zehn zu eins war der Anla� f•ur die besprochenenVerbesserungenbei der Implementierung
des MinCut-Algorithm us, so da� in der aktuellen Version ein weitaus besseresVerh•altnis
erreicht wird.
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Abbildung 6.2:
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Verw eildauer von Ungleic hungen im LP

W•ahrend desSchnittebenenverfahrenswird unserLP st•andig gr•o�er, weil wir bei jeder Ite-
ration Ungleichungenhinzuf•ugen.

Dabei kommt esimmer wiedervor, da� einigeim LP enthaltene Ungleichungenvon der aktu-
ellenLP-L•osungnicht mehr mit Gleichheit erf•ullt werden.Diesek•onnenwir dann entfernen,
ohneda� der Zielfunktionswert sich •andert.

Einige Implementierungen sehendabei einen als Pool bezeichneten Speicher vor, in dem
Ungleichungenaufbewahrt werden,nachdemsiedemLP entnommenwurden, um diese,falls
siewieder verletzt werden,schnell separierenzu k•onnen.
Dies ist besondersdann sinnvoll, wenn der Aufwand, der zum Au�nden der Ungleichungen
ben•otigt wurde, gro� war oder wenn die Separierungnur heuristisch erfolgt und man nicht
sicher seinkann, ob einebestimmte Ungleichung nochmals separiert werdenkann.

Da der Aufwand, eine verletzte Ungleichung zu �nden, in unseremFall verh•altnism•a�ig
gering ist, sind wir einenanderenWeg gegangen.
Wir entfernen Ungleichungen erst, wenn sie mehrfach hintereinander von der LP-L •osung
nicht mit Gleichheit erf•ullt wurden.

Perturbation

Die von unseremSchnittebenenverfahrenerzeugtenlinearenProgrammesind oft stark entar-
tet (degeneriert),d.h. esexistierenmehrereverschiedeneBasen11 zu einerEckedesPolyeders.

11Bez•uglich der De�nition von Basenbeim Simplexverfahren sei auf [Bix92] verwiesen.
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So kann espassieren,da� das Simplexverfahren zwar die Basis •andert, die zugeh•orige Ecke
aber gleich bleibt und keinenFortschritt mehr erzielt.

Da wir dasdualeSimplexverfahrenbenutzen, k•onnenwir versuchen, durch Perturbation der
Zielfunktion die Entartung desLP's zu reduzieren.Wir folgen dabei zuerst der in [Mar92]
beschriebenenMethode, wobei der Zielfunktionsvektor c 2 IRjA j

+ durch

~c = c � b� " a; mit a 2 A und b= min(10� 5; 2(jAj + 1) � 1)

ersetzt wird. " a ist einegleichverteilte Zufallsvariable •uber dem Intervall [0:0; 1:0).

Durch dieseWahl von ~c wird gew•ahrleistet, da� eineOptimall •osungbez•uglich ~c auch optimal
f•ur den Zielfunktionsvektor c ist.

Trotz desGeschwindigkeitsgewinns,denwir mit der beschriebenenMethode beim L•osender
LP's erzielen,zeigensich bei einigen,meist gr•o�eren Problemen,noch immer Entartungser-
scheinungen.Wir habendaherauch mit b= 0:1 experimentiert und gute Ergebnisseerhalten.
Allerdings sind die L•osungen,die man erh•alt, m•oglicherweisenicht mehr optimal f•ur dasur-
spr•ungliche Problem, und es ist n•otig, die so erhaltenenL•osungenunter Verwendungeines
zul•assigenZielfunktionsvektors zu reoptimieren.
Da unserKostenvektor aber ganzzahligist, m•u�te eine

"
falsche\ L•osungsich um mindestens

zehn, bei Ber•ucksichtigung von " a als gleichverteiltem Zufallswert, eher mehr als zwanzig
B•ogenvon der optimalen L•osungunterscheiden.

Reduzierter Variablensatz

Eine andereMethode, die Gr•o�e deszu l•osendenLP's klein zu halten, ist das Arbeiten auf
einemreduziertenVariablensatz.

Es gibt zwei Gr•unde, aus denenesw•unschenswert ist, mit einem m•oglichst kleinen LP zu
arbeiten. Der eine ist Speicherplatz und der andereLaufzeit.
Bei gro�en Problemen mit vollst•andigen Graphen kann es unm•oglich sein, alle Variablen
gleichzeitig im Speicher zu halten12.
Aber noch bevor esdazukommt, kann die Gr•o�e desLP's die Zeit je Iteration sovergr•o�ern,
da� dasVerfahrennicht mehr praktikabel ist.

Da in der Optimall •osungnur ein Bruchteil der Variablen ben•otigt wird, sollte esdoch aus-
reichen, wenn wir uns auf dieseVariablen beschr•anken, dasProblem l•osen,und dann zeigen,
da� die so gefundeneL•osungoptimal ist.

Also w•ahlen wir einegeeigneteTeilmengeder Variablen aus,von der wir annehmen,da� sie
die Optimall •osungenth•alt und optimieren dann das so verkleinerte Problem. Anschlie�end
werden die reduzierten Kosten der nicht benutzten Variablen berechnet. Finden sich noch
geeigneteKandidaten, nehmenwir dieseauf und wiederholendie Optimierung. Andernfalls
sind wir fertig.

DiesesEinbeziehenvon Variablenmu� dabei nicht unbedingt nach demBeendendesSchnitt-
ebenenverfahrensf•ur den reduziertenVariablensatzerfolgen,sondernkann auch jeweils nach

12z.B. bei Traveling-Salesman-Problemenmit 2000St•adten. Siehehierzu [PR91].
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einergewissenAnzahl von Iterationen desSchnittebenenverfahrensdurchgef•uhrt werden.Die
•ubrigenVariablenwerdendanngetestet,geeigneteKandidaten aufgenommenund ungeeignet
erscheinendeausdem Verfahrenentfernt.

Der Nachteil der Methode liegt in der Notwendigkeit, nachdem eineL•osungdesreduzierten
Problems gefundenwurde, m•oglicherweise das ganzeVerfahren mit ausgetauschtem oder
erweitertem Variablensatzwiederholenzu m•ussen.

In der vorliegendenImplementierung besteht die M•oglichkeit mit reduzierten Variablen zu
arbeiten. Es hat sich dabei gezeigt,da� die Reduktion desVariablensatzesauch die Dege-
neration des linearen Programmsverringert und so zus•atzlich hilft, das L•osendesLP's zu
beschleunigen.

Es ist zu bedenken, da� der Erfolg der Reduktion sehr stark von der urspr•unglichen Vari-
ablenauswahl abh•angt. Hierzu w•aren noch einigeUntersuchungennotwendig.
Momentan benutzen wir als Startauswahl Variablen, deren zugeh•orige B•ogen entweder in
der heuristischen L•osungenthalten sind, oder die zu denbeidenk•urzestenauseinemKnoten
herausgehendenB•ogenz•ahlen.

Initiale Ungleic hungen

Wennwir dasSchnittebenenverfahrensodurchf•uhren, wie wir esbis jetzt beschriebenhaben,
ist unserLP zu Beginn bis auf Variablenbeschr•ankungenleer.
Um den Ablauf des Verfahrens zu beschleunigen, generierenwir g•ultige (und von einer
Null•osungnat•urlich verletzte) Schnittungleichungen,die dann das initiale LP bilden:

Sei r die Wurzel desGraphenDG zu ST(DG; T; c), und

Wi = f v 2 V j d(r; v) � ig mit 0 < i < max
t2 T

f d(r; t)g:

F•ugealle sich ausden Schnitten � (Wi ) ergebendenUngleichungenzum LP hinzu.

Der Nachteil dieserVorgehensweiseliegt in der gro�en Anzahl von Ungleichungenund Nicht-
nulleintr •agen,die unter Umst•andengeneriertwerden.Deswegenhabenwir dasVerfahrenf•ur
gr•o�ere Probleme(mehr als 5000Kanten nach der Reduktion) nicht mehr benutzt.
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Ergebnisse

7.1 Die Testdaten

Immer, wenn man ein Verfahrennicht aus der Notwendigkeit herausimplementiert, ein be-
stimmtes Problem l•osenzu m•ussen,stellt sich die Fragenach den Testdaten.

Bevor wir •uberlegen,woher wir unsereProbleme nehmen,sollten wir erst fragen, welche
Anforderungenein Problem erf•ullen mu�, damit esein geeignetesTestbeispiel ist.

Um zu untersuchen, wie gut ein Verfahrenist, m•ochten wir am liebstendasSteinerbaumpro-
blem per sehaben. Das gibt esnat•urlich nicht, aber irgendwiesollendie Problemetypische
Vertreter ihrer Klassesein.Andererseitsm•ochte man, um dasworstcase-Verhalten und die
Stabilit •at zu testen, auch die

"
schlimmsten F•alle\ haben.

Es l•agealso nahe,einenProblemgeneratorzu schreiben, der zuf•allig einehinreichend gro�e
Zahl von Beispielenerzeugt,damit man annehmenk•onnte, da� alle F•alle abgedeckt sind.

Dieser Ansatz hat leider zwei Nachteile: Zum einen haben diesegeneriertenProbleme oft
nicht dasGeringstemit denin der Wirklic hkeit vorkommendenF•allenzu tun. Manchmal sind
sie aus diesemGrund auch viel schwerer zu l•osen.Pathologische F•alle gibt es in der Praxis
eherselten1. Andererseitserliegt man leicht der Versuchung, Problemesozu generieren,da�
siegut zu dem benutzten Algorithmus passen.

Hinzu kommt noch, da� wenn man seineProblemeselbst erzeugt,die Vergleichbarkeit von
verschiedenenAns•atzen nahezuunm•oglich wird.

Der besteAusweg ausdiesemDilemma ergibt sich, wenn mehrerePersonenihre m•oglicher-
weiseunter verschiedenenZielsetzungenerzeugtenoder erstellten Probleme in einer allen
zug•anglichen Bibliothek sammeln.
Wie sich gezeigthat, kommen ganz von selbst alle Arten von Beispielenzusammen,deren
spezielleProblematiken mit der Zeit auch besserverstandenwerden.
So k•onnen L•osungsverfahren wenigstensteilweise vergleichbar gemacht werden und man
ger•at nicht in Gefahr, sein Verfahrenunwissentlichnur f•ur einebestimmte Klassevon Pro-
blemenzu entwerfen.

1Zumal unserganzerAnsatz zur L•osungvon N P-schwerenProblemen ja genauauf der Annahme beruht,
da� die zu l•osendenProbleme eben nicht die sind, an denenman exponentielle Komplexit •at besondersgut
studieren kann.

59
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Mein Dank gilt hier Ralf Bornd•orfer, Carlos Ferreira und Martin Gr•otschel, die mit der
STEINLIB eineSammlungvon Steinerbaumproblemenerstellt haben, die •uber das hinaus-
geht, was J.E. Beasleyin der OR-Library begonnenhat.

Alle im weiteren aufgef•uhrten Problemdatensind •uber die eLib desKonrad-Zuse-Zentrums
Berlin (ZIB) verf•ugbar.

Datex-P: +45050939033(WIN) oder +2043623939033(IXI)
Internet: telnet elib.zib-berlin.de (170.73.108.11)

rlogin elib.zib-berlin.de -l elib
anonymous ftp elib.zib-berlin.de

E-Mail: elib@zib-berlin.de, sendindex

Einige Informationen •uber die 191insgesamt benutzten Steinerbaumprobleminstanzenlassen
sich Tabelle 7.1 entnehmen.Die Spalten D,G und V geben an, ob essich um einend•unnen,

Name D G V Z E Max c Herkunft und Beschreibung
B[01..16,18] X X 10 Beasley [Bea89]
C[01..20] X X 10 Beasley [Bea89]
D[01..20] X X 10 Beasley [Bea89]
E[01..20] X X 10 Beasley [Bea89]
R[01..46] X X 90 Soukoup, Chow [SC73]
P[401..410] X X 1500 Chopra, Gorres,Rao [CGR92]
P[455..466] X X 1500 Chopra, Gorres,Rao [CGR92]
P[601..616] X X 1500 Chopra, Gorres,Rao [CGR92]
P[619..633] X X 1500 Chopra, Gorres,Rao [CGR92]
MC[2,3,13] X X 45 FrancoisMargot
MC[7,8,11] X X 245 FrabcoisMargot
berlin X X 500 Gr•otschel, Kamin, Martin

52 Sehensw•urdigkeiten in Berlin
br X X 20000 Ferreira

58 St•adte in Brasilien
gr X X 20039 Borndorfer, Ferreira, Gr•otschel

666St•adte der Erde,
174Hauptst•adte als Terminale.

grd.*.* X X 1 Martin [Mar92]

Tabelle 7.1: Art und Herkunft der Testdaten

Gitter- oder vollst•andigenGraphen handelt, Z und E, ob die Kantengewichte zuf•allig oder
mehr euklidisch (Dreiecksungleichung gilt) vergeben wurden. Max c gibt dasgr•o�te vorkom-
mendeKantengewicht an. Das kleinste Gewicht ist 73 bei br und ansonsteneins.
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7.2 Die Ergebnisse

Es werden in den nachfolgendenTabellen die Ergebnisseunserer Implementierung f•ur die
vorliegendenTestbeispiele aufgezeigt.Ein Teil der Probleminstanzen,die schon von den
Reduktionstestsin Kapitel 3 vollst•andig gel•ost werdenkonnten, sind, ebensowie die Testsets

"
B\ und

"
GRD\ , nicht mit aufgenommenworden, da sie keine interessanten Informationen

mehr bieten.

Alle nachfolgendgenannten Zeiten sind CPU Sekunden,gemessenauf einer SUN 20 mit 75
MHz SuperSparcProzessor.Die Tabellen zeigenin der Spalte User die vollst•andigeZeit die
zum Ermitteln der optimalen L•osung des Problems notwendig war, inklusive Ladezeiten,
Reduktionenund Heuristiken.
Dabei ist zu ber•ucksichtigen, da� die zu einer Instanz genannte Zeit nicht notwendigerweise
die schnellst m•ogliche ist, da nicht alle m•oglichen Programmparametermit jeder Instanz
durchprobiert wurden.Man kann aber annehmen,da� die gew•ahlten Parametereineg•unstige
Wahl f•ur jeweils dasganzeTestsetdarstellen.
Alle Zeiten wurden auf einemRechner mit derselben VersiondesProgrammsermittelt und
sind daher reproduzierbar.2

Die ersten Spalten jV j, jE j und jTj zeigendie Orginalgr•o�e desProblems.Die nachfolgen-
den Spalten jV j, jE j und jTj zeigendie Gr•o�e der Probleminstanzdie von den verwendeten
Reduktionenerzielt wurden und die dann vom B&C-Verfahrengel•ost wurde. Die SpalteLP
zeigt die durch den LP-L•oser, die Spalte Sep die durch die Separierungsalgorithmenver-
brauchte Zeit an. Unter Branch ist die Anzahl der im Laufe desVerfahrenserzeugtenTeil-
problemeangegeben und unter Iter die Zahl der Iterationen, die dasSchnittebenenverfahren
insgesamt durchgef•uhrt hat. Also wie viele LP's gel•ost wurden und wie oft nach verletzten
Ungleichungengesucht wurde.

Name jV j jE j jT j jV j jE j jT j Br. Iter. LP Sep User Opt.

berlin 52 1326 16 47 144 14 1 13 1 1 1 1044
br 58 1653 25 39 113 10 1 16 1 1 1 13655
gr 666 221445 174 566 3083 104 1 48 127 54 330 122467

Tabelle 7.2: B&C-Ergebnissef•ur TestsetX

Bei Tabelle 7.2 ist der Graph gr bemerkenswert, der von der Kantenzahl die gr•o�te aller von
uns untersuchten Probleminstanzendarstellt. O�enbar ist esgeradebei vollst•andigenGra-
phen wichtig, Reduktionen durchzuf•uhren. Betrachtet man die Ergebnissein [CGR92] und
[Luc93],sowie die Ergebnissef•ur die Instanzenmc2, mc3und mc13, soscheinenvollst•andige

2Beim Arb eiten mit verschiedenenBetriebsystemenund LP-L •oser-Versionenentsteht folgendesProblem:
Da die Erzeugungvon Zufallszahlen bei den verschiedenenSystemeno�en bar nicht identisch implementiert
ist, kommt eszu Unterschieden, immer wenn wir mit Perturbationen arbeiten. Ebensok•onnen verschiedene
Versionenvon CPLEX unterschiedliche L•osungenf•ur ein linearesProgramm liefern. Zwar ist der Zielfunkti-
onswert gleich, da wir aber die L•osungbenutzen, um die Primalheuristik zu beein
ussen,gibt esm•oglicher-
weiseAuswirkungen auf den Zeitpunkt, zu dem die Heuristik einebestimmte obere Schranke ermittelt. Und
das hat mitun ter einen wesentlichen Ein
u� auf die Dauer desVerfahrens.
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Graphenzu denam schwerstenzu l•osendenInstanzenzu geh•oren.Alle drei Probleminstanzen
wurden mit zul•assigerPerturbation und initialen Ungleichungengel•ost.

Name jV j jE j jT j jV j jE j jT j Br. Iter. LP Sep User Opt.

mc2 120 7140 60 120 478 60 7 39 14 7 31 71
mc3 97 4656 45 97 1203 45 13 83 196 19 235 47
mc13 150 11175 80 149 623 80 429 1224 326 232 1104 92
mc7 400 760 170 51 81 27 1 5 1 1 7 3417
mc8 400 760 188 56 85 33 1 9 1 1 7 1566
mc11 400 760 213 40 58 26 1 6 1 1 5 11689

Tabelle 7.3: B&C-Ergebnissef•ur TestsetMC

In Tabelle 7.3 sticht mc13 hervor. Das Schnittebenenverfahren konnte nach 27 Sekunden
und 15 Iterationen, bei einem LP-Zielfunktionswert von 90:2266,keine weiteren verletzten
Ungleichungenmehr separieren.Zu diesemZeitpunkt lag die durch die Heuristik gefundene
obereSchranke bei 94.Der Optimalwert wurde von der Heuristik beim neunten untersuchten
Teilproblem nach acht Fixierungen auf einsgefunden.Maximal mu�ten 16 Variablen �xiert
werden,um ein Teilproblem abschlie�en zu k•onnen.Daran, da� der Optimalwert sehr fr •uh
gefundenwurde, zeigt sich, da� die Tiefensuche hier eine geeigneteAuswahlstrategie f•ur
die Teilproblemewar. Andererseitswird auch klar, da� es wenig geholfenh•atte, wenn die
Heuristik schon fr•uher eineoptimale L•osunggefundenh•atte.3 Alle Probleminstanzenwurden
mit zul•assigerPerturbation und initialen Ungleichungengel•ost.
Die in den Tabellen 7.4, 7.5 und 7.6 gezeigtenErgebnissegeben einen Hinweis darauf, wie
sich die L•osungszeitenver•andern, wenn die Instanzen gr•o�er werden und die Anzahl der
Terminale sich •andert. Da keine initialen Ungleichungenverwendet wurden, sieht man sehr
deutlich, da� bei einer geringen Zahl von Terminalen oft eine sehr hohe Anzahl von Ite-
rationen durchgef•uhrt wurde (c11, c17, d6, d11, d17, e7, e11, e12, e16 und e17). Dies ist
nicht verwunderlich, wenn man das Separierungsverfahren betrachtet, bei dem je Iterati-
on maximal jTj verletzte Ungleichungen gefundenwerden k•onnen. Als Folge der geringen
Ver•anderungdeszugeh•origen linearenProgramms,wird dasduale Simplexverfahrenextrem
schnell durchgef•uhrt.
Bei d17werdenmaximal 47, meistensunter 15, Simplexiterationengebraucht, um ein neues
Optimum f•ur das LP zu �nden. Das erkl•art das Mi�v erh•altnis zwischen den Zeiten f•ur d17
und d18. Dabei wird auch deutlich, da� die Anzahl der Variablen wenigerausschlaggebend
f•ur die L•osungszeitist als dasVerh•altnis von Terminalenzu Nicht-Terminalen.
Die Diagramme7.1 und 7.2 zeigen,wie sich die Schranken im Verlauf desVerfahrensann•a-
hern. Die Anzahl der Nicht-Null-Ein tr •ageist mit 1=600bzw. 1=1200skaliert und fast immer
monoton steigend.Wann immer ein Absinken beobachtet werden konnte, blieb bei diesen
Iterationen der Zielfunktionswert desLP's weitestgehendkonstant.

Problem e18stellt einenSonderfalldar. Es ist nach Kenntnisstand desAutors dasletzte der
von Beasleyin [Bea89] eingef•uhrten Probleme,f•ur dasder Optimalwert noch nicht bekannt

3Bei e18 tri�t dies nicht so zu.
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Name jV j jE j jT j jV j jE j jT j Br. Iter. LP Sep User Opt.

c01 500 625 5 138 247 5 1 23 1 1 1 85
c02 500 625 10 122 221 8 1 29 1 1 1 144
c03 500 625 83 87 148 35 1 8 1 1 1 754
c04 500 625 125 81 129 36 1 10 1 1 1 1079
c05 500 625 250 23 36 15 1 6 1 1 1 1579
c06 500 1000 5 368 839 5 1 48 1 2 4 55
c07 500 1000 10 380 856 9 1 32 2 2 4 102
c08 500 1000 83 322 656 58 1 26 5 7 14 509
c09 500 1000 125 267 503 77 1 21 4 5 11 707
c10 500 1000 250 81 131 51 1 7 1 1 1 1093
c11 500 2500 5 498 2045 5 1 114 7 9 19 32
c12 500 2500 10 492 1786 9 1 79 5 7 16 46
c13 500 2500 83 399 945 65 1 30 10 12 26 258
c14 500 2500 125 290 591 72 1 15 2 5 10 323
c15 500 2500 250 147 257 70 1 9 1 1 3 556
c16 500 12500 5 500 3504 5 1 23 2 4 14 11
c17 500 12500 10 498 2970 8 1 76 7 12 26 18
c18 500 12500 83 452 1362 57 1 26 12 12 31 113
c19 500 12500 125 355 958 41 1 22 2 2 9 146
c20 500 12500 250 16 30 6 1 3 1 1 4 267

Tabelle 7.4: B&C-Ergebnissef•ur TestsetC

Name jV j jE j jT j jV j jE j jT j Br. Iter. LP Sep User Opt.
d01 1000 1250 5 273 507 5 1 42 1 1 3 106
d02 1000 1250 10 284 521 10 1 28 1 1 2 220
d03 1000 1250 167 162 265 67 1 9 1 1 2 1565
d04 1000 1250 250 102 162 53 1 10 1 1 2 1935
d05 1000 1250 500 42 66 29 1 5 1 1 1 3250
d06 1000 2000 5 761 1738 5 1 129 10 9 22 67
d07 1000 2000 10 747 1708 10 1 58 3 5 10 103
d08 1000 2000 167 622 1247 127 1 20 9 19 40 1072
d09 1000 2000 250 482 904 159 1 15 6 17 32 1448
d10 1000 2000 500 165 283 99 1 8 1 1 5 2110
d11 1000 5000 5 991 4390 5 1 168 17 28 59 29
d12 1000 5000 10 995 3829 9 1 114 14 24 53 42
d13 1000 5000 167 804 1866 130 1 20 9 27 55 500
d14 1000 5000 250 653 1381 167 1 25 17 42 86 667
d15 1000 5000 500 327 587 154 1 11 3 5 18 1116
d16 1000 25000 5 1000 8621 5 1 69 11 29 104 13
d17 1000 25000 10 999 8031 9 1 135 34 68 169 23
d18 1000 25000 167 910 2898 112 1 35 54 92 194 223
d19 1000 25000 250 810 2386 127 1 20 12 42 95 310
d20 1000 25000 500 88 169 30 1 4 1 1 22 537

Tabelle 7.5: B&C-Ergebnissef•ur TestsetD
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Abbildung 7.1: Schranken bei d17
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Abbildung 7.2: Schranken bei d18

war. Wie erwartet, ist esauch dasProblem, dasder hier vorgestelltenImplementierung am
l•angstenwiderstandenhat und dessenL•osungdie meisteRechenzeit verbraucht.

0

200

400

600

800

1000

1200

39 117 138 151 165 186 201
Iteration

Untere Schranke
Obere Schranke

Simplex Iterationen
Nicht-Null-Eintraege

Abbildung 7.3: Schranken bei e18

Interessanterweise sind die in [CGR92]
und [Luc93] genannten unteren Schranken
563.003bzw. 563.5ausreichend,um dasPro-
blem zu l•osen,wennesgelingt, denOptimal-
wert mit der Primalheuristik zu ermitteln.
Im hier vorgestellten Fall wird eine untere
Schranke von 563.015bereits nach 39 Itera-
tionen desSchnittebenenverfahrenserreicht.
Gel•angeesder Primalheuristik bis zu diesem
Zeitpunkt eine optimale L•osung zu �nden,
k•onnte das Problem in einem Bruchteil der
Zeit gel•ost werden.
Es l•a�t sich schlie�en, das e18 vor allem ei-
ne Herausforderungf•ur die Heuristiken dar-
stellt.

Wie man den Diagrammen7.1, 7.2 und 7.34 entnehmenkann, ist die Zahl der Simplexitera-
tionen weitgehendunabh•angigvon der Anzahl der Nicht-Null-Ein tr •age.Da wir durchgehend
das duale Simplexverfahren benutzen, l•a�t sich, wie erwartet, ein Ansteigender Iterations-
anzahlnach einer Fixierung beobachten, da hier die BasisdesLP's nicht mehr dual zul•assig
ist.5

4Nicht-Null-Ein tr •agesind mit 1=1000skaliert.
5Die sporadische Untersuchung der Programmlaufprotokolle legt nahe, da� ein starker Zusammenhang

zwischen der Anzahl der hinzugef•ugten Ungleichungen und der Anzahl der Simplexiterationen besteht. Das
ist erkl•arbar, da die Anzahl der Iterationen einesSimplexalgorithmus unter anderem davon abh•angt, wie
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Name jV j jE j jT j jV j jE j jT j Br. Iter. LP Sep User Opt.

e01 2500 3125 5 678 1282 5 1 51 2 4 7 111
e02 2500 3125 10 705 1313 9 1 71 4 8 13 214
e03 2500 3125 417 397 666 175 1 11 3 8 20 4013
e04 2500 3125 625 241 395 137 1 10 1 2 8 5101
e05 2500 3125 1250 64 107 47 1 7 1 1 3 8128
e06 2500 5000 5 1845 4315 5 1 86 7 15 29 73
e07 2500 5000 10 1889 4364 10 1 129 39 43 92 145
e08 2500 5000 417 1548 3138 309 1 25 118 292 679 2640
e09 2500 5000 625 1180 2222 359 1 18 30 108 340 3604
e10 2500 5000 1250 468 801 262 1 17 10 35 83 5600
e11 2500 12500 5 2498 11868 5 1 181 38 89 189 34
e12 2500 12500 10 2498 11393 10 1 138 97 152 331 67
e13 2500 12500 417 2032 4779 320 1 40 634 763 1908 1280
e14 2500 12500 625 1631 3480 372 1 20 51 174 614 1732
e15 2500 12500 1250 643 1161 318 1 20 20 105 240 2784
e16 2500 62500 5 2500 25184 5 1 275 120 366 1207 15
e17 2500 62500 10 2500 21508 10 1 161 101 351 1022 25
e18 2500 66250 417 2224 5995 394 11 207 25870 18220 53982 564
e19 2500 62500 625 1793 4832 244 1 33 51 92 588 758
e20 2500 62500 1250 264 531 79 1 7 1 1 249 1342

Tabelle 7.6: B&C-Ergebnissef•ur TestsetE

Abarbeitung der Teilproblemebei e18
Teilproblem 1 2 3 4 5 6
Iterationen 117 21 13 14 21 15
Untere Schranke 563.459 563.600 563.620 563.744 563.822 563.983
Oberer Schranke 567 566 566 566 565 564
Fixierungen 0 1 2 3 4 5

Es seinoch auf e16hingewiesen.Nach 79 Iterationen desSchnittebenenverfahrenswird eine
untere Schranke von 14 erreicht. Die L•osungder LP-Relaxierung beh•alt dann diesenWert
f•ur 195 Iterationen bei.
Au� •allig an r34, r35 und r45 ist dasVerh•altnis zwischender von LP-L•oserverbrauchten Zeit
und der Separierungszeit.
Die Untersuchung desAblaufprotokolls bei r45 zeigtekeinenumerischen Problemebeim LP-
L•oser6, aber eine, im Vergleich zu e4, hoheAnzahl von durchschnittlic h 200Simplexiterati-
onenje Reoptimierung.Sowohl in [CGR92] wie auch in [Luc93]werdenSteinerbaumprobleme
auf Gittergraphen als schwerer l•osbarals vergleichbar gro�e Problemeauf anderenGraphen

stark sich die Startbasis von der Basis der optimalen L•osungunterscheidet. Das ist auch bei Versuchen zum
Steinerbaumpackungsproblem deutlich geworden. Da hier das Hinzuf•ugen von Ungleichungen oft eine sehr
starke •Anderung der L•osungverlangt, war hier die Verwendungder bisherigenL•osungals Startbasis nahezu
nutzlos. Ein Punkt weitergehenderUntersuchungen w•are der Zusammenhangmit der •Anderung des Ziel-
funktionswertes. M•oglicherweisek•onnte nur das Hinzuf•ugen der am st•arksten von der LP-L •osungverletzten
Ungleichungen den Ablauf des Simplexverfahrens beschleunigen, ohne da� die Anzahl der Iterationen des
Schnitteb enenverfahrensstark ansteigt.

6Durchg•angig nur eine Basisrefaktorisierungje 60 Simplexiterationen.
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Name jV j jE j jT j jV j jE j jT j Br. Iter. LP Sep User Opt.

r04 64 112 8 28 44 8 1 10 1 1 1 254
r08 24 37 12 8 9 6 1 1 1 1 1 236
r13 42 71 9 24 37 8 1 7 1 1 1 150
r15 100 180 14 34 56 11 1 5 1 1 1 148
r17 48 82 10 9 14 4 1 4 1 1 1 200
r18 182 337 62 119 203 42 1 11 2 1 3 404
r19 168 310 14 21 35 6 1 8 1 1 2 188
r30 28 45 12 8 10 5 1 1 1 1 1 110
r31 130 237 14 65 111 14 1 11 1 1 2 259
r32 210 391 19 123 221 19 1 25 7 1 10 313
r33 132 241 18 75 136 11 1 14 2 1 3 268
r34 272 511 19 175 321 19 1 30 22 2 29 241
r35 240 449 18 123 218 18 1 25 7 1 12 151
r38 100 180 14 61 105 12 1 13 1 1 2 166
r39 100 180 14 51 89 10 1 11 1 1 1 166
r40 64 112 10 36 59 10 1 13 1 1 1 155
r41 144 263 20 99 175 16 1 14 3 1 4 224
r42 81 144 15 22 32 10 1 6 1 1 1 153
r43 195 362 16 127 227 16 1 26 8 1 12 255
r44 196 364 17 137 246 17 1 32 11 2 15 252
r45 270 507 19 196 360 19 1 48 46 4 59 220

Tabelle 7.7: B&C-Ergebnissef•ur TestsetR

angesehen,da sie ein hohesMa� an Symmetrieaufweisen.Wenn dasausden hier gezeigten
Ergebnissennur eingeschr•ankt ersichtlich ist, dann vermutlich weil die Reduktionen gro�e
Teile der Symmetriezerst•oren.
Es ist anzumerken, da� obwohl, wie wir in Kapitel 4 gesehenhaben, die Primalheuristiken
auf Gittergraphen gute Ergebnisseliefern, esbei r45 der Heuristik nicht gelang,eineoptimale
L•osungzu �nden.
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Name jV j jE j jT j jV j jE j jT j Br. Iter. LP Sep User Opt.

p401 100 4950 5 84 185 5 1 27 1 1 1 155
p402 100 4950 5 68 142 5 1 8 1 1 1 116
p403 100 4950 5 87 198 5 1 31 1 1 1 179
p405 100 4950 10 65 124 9 1 8 1 1 1 270
p406 100 4950 10 82 173 8 1 16 1 1 1 290
p407 100 4950 20 72 142 14 1 15 1 1 1 590
p409 100 4950 50 13 19 10 1 5 1 1 1 963
p455 100 4950 5 100 1057 5 1 61 4 4 9 1138
p456 100 4950 5 100 880 5 1 79 4 4 9 1228
p457 100 4950 10 97 652 8 1 52 4 2 6 1609
p458 100 4950 10 99 593 9 1 36 4 2 6 1868
p459 100 4950 20 94 412 16 1 18 1 1 2 2345
p460 100 4950 20 94 446 17 1 26 3 1 4 2959
p461 100 4950 50 58 127 22 1 11 1 1 1 4474
p463 200 19900 10 200 2214 10 1 77 36 15 55 1510
p464 200 19900 20 191 1754 14 1 97 61 15 80 2545
p465 200 19900 40 183 799 34 1 31 7 4 14 3853
p466 200 19900 100 120 278 45 1 20 1 1 5 6234
p601 100 180 5 77 134 5 1 22 1 1 1 10230
p602 100 180 5 77 133 5 1 21 1 1 1 8083
p603 100 180 5 77 135 4 1 17 1 1 1 5022
p604 100 180 10 70 122 7 1 19 1 1 1 11397
p605 100 180 10 70 120 7 1 15 1 1 1 10355
p606 100 180 10 81 137 9 1 20 1 1 1 13048
p609 100 180 20 68 114 14 1 12 1 1 1 18263
p610 100 180 50 26 46 9 1 9 1 1 1 30161
p612 100 180 50 29 44 12 1 10 1 1 1 30258
p614 200 370 20 179 307 18 1 27 2 1 3 27276
p615 200 370 40 145 244 33 1 27 2 1 3 42474
p616 200 370 100 43 67 25 1 13 1 1 1 62263
p619 100 180 5 87 162 5 1 27 1 1 1 7485
p620 100 180 5 85 160 4 1 31 1 1 1 8746
p622 100 180 10 86 159 8 1 25 1 1 1 15972
p623 100 180 10 87 158 10 1 30 1 1 2 19496
p624 100 180 20 77 138 11 1 24 1 1 1 20246
p625 100 180 20 81 150 15 1 18 1 1 1 23078
p627 100 180 50 39 67 16 1 10 1 1 1 40647
p630 200 370 10 187 353 8 1 45 3 2 4 26125
p631 200 370 20 185 343 19 1 35 2 1 3 39067
p632 200 370 40 171 318 26 1 26 3 2 5 56217
p633 200 370 100 66 118 23 1 13 1 1 1 86268

Tabelle 7.8: B&C-Ergebnissef•ur TestsetP
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7.3 Ein kleiner Vergleic h

JederVergleich von Verfahren,wenndieseauf verschiedenenRechnern mit unterschiedlichen
zugrundeliegendenSoftwarepaketen (hier LP-L•osern) ausgef•uhrt wurden, mu� zweifelhaft
bleiben.

JedesProgramm kann noch verbessertwerden, jeder Algorithmus verfeinert, und f•ur alle
Problemegibt eseineCPU, die geeigneterist, siezu l•osen.Dennoch wird niemand,der um
eine einfache und schnelle M•oglichkeit wei�, sein Verfahren zu beschleunigen, diesenicht
nutzen.

Und sozeigenalle Ergebnisse,zumindesttendenziell,wasm•oglich war und wasnicht. Tabelle
7.9zeigt die Summeder Zeiten f•ur die Testsets

"
C\ ,

"
D\ ,

"
E\ und

"
R\ , die Lucenain [Luc93]

f•ur eine Implementierung des ungerichteten Modells mit Knotenvariablen in Verbindung
mit einer Lagrangerelaxierungangibt, sowie die von Chopra, Rao und Gorres in [CGR92]
erreichten Zeiten f•ur ihre Implementierung desgerichteten Modells.

1 2 3
P

C.G.R. Lucena Koch
Test Vax 8700 Sparc10 Sparc20
Set XMP XMP 7 CPLEX

1992 1993 1995
C 614178 1950/48 268
D 2851959 7799/63 974
E10 599599 168893/6911 7622
R | 11 256714/256292 200

Tabelle 7.9: Vergleich

Die angegebenenZeitenverstehensich alsCPU-Sekundenauf der jeweiligenMaschine. Dabei
ist zu bedenken, da� dieseSummennur ein sehr eingeschr•anktes Bild auf die Leistung der
Verfahrenwerfen.

Es wenig sinnvoll, die Geschwindigkeiten der jeweiligen Maschinen und LP-L•oserzu verglei-
chen, aber es ist zu erkennen,da� im Laufe der Zeit Fortschritte erzielt wurden, die nicht
allein mit der Leistungssteigerungder Hardware zu erkl•aren sind.

7Die erste Zahl in der Spalte gibt die Gesamtzeit an, und die zweite den Anteil des Schnitteb enenver-
fahrens. Wie man sieht, werden die TestsetsC, D und E nahezuausschlie�lic h mit der Lagrangerelaxierung
gel•ost. Daher ist hier der verwendeteLP-L •osernicht von Bedeutung.

8Summewird von Problem C18 mit 45848s dominiert.
9Summewird von Problem D18 mit 245192s dominiert.

10Ohne Problem e18.
11Die Daten lagen nicht vor.
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7.4 Schlu�

Am Ende bleibt immer ein Algorithmus •ubrig, der nicht untersucht ist, ein Trick •ubrig der
noch nicht implementiert ist.

Wir haben in dieser Arbeit gezeigt, da� ein Schnittebenenverfahren auf Grundlage eines
bidirektionalen Modells ein geeignetesMittel ist, eineuntere Schranke f•ur den Optimalwert
einesSteinerbaumproblemsin Graphenzu bestimmenund da� wirksameReduktioneneinen
wichtigen Teil desL•osungsverfahrensdarstellen.

Es scheint, da� die gr•o�ten M•oglichkeiten f•ur eineweitere BeschleunigungdesVerfahrensin
einer Verbesserungder Primalheuristiken liegen.

Ich m•ochte mich an dieserStelle bei allen bedanken, die mir durch Diskussion,Anregungen
oder Durchsicht geholfenhaben. InsbesondereMonica Ahuna, Claudia Betz-Haubold, Ralf
Bornd•orfer, CarlosFerreira, AlexanderMartin, Christian M•uller, Christian Schmidt, Tuomo
Takkula, Roland Wunderling und Ines H•oschel.



Anhang A

Zwei Verallgemeinerungen

In diesemAnhang sollennoch zwei VerallgemeinerungendesSteinerbaumproblemsin Gra-
phen kurz vorgestellt werden. Wir werden dann Hinweise auf die •Anderungen geben, die
notwendig sind um unserVerfahrenf•ur dieseProblemeanzupassen.

A.1 Das Steinerbaumproblem mit Knotengewic hten

Ordnen wir in einemSteinerbaumproblemST(G; T; c) jedem Knoten v 2 V noch ein Kno-
tengewicht cv zu und fordern f•ur eineoptimale L•osungS, da� ihr Gewicht

c(S) =
X

e2 S

ce +
X

v2 V (S)

cv

minimal ist, so erhalten wir dasSteinerbaumproblemmit Knotengewichtenin Graphen.

Da die Terminaleohnehin in V(S) enthalten seinm•ussen,k•onnenwir cv := 0 f•ur alle v 2 T
setzenund sp•ater

P
v2 T cv zum Gewicht der optimalen L•osunghinzuaddieren.

Modi�zieren wir unsergerichtetesModell jetzt, indem wir ca := ca + cv f•ur alle a 2 � �
v f•ur alle

v 2 N setzen,so ist jede gewichtsminimale L•osung,die wir erhalten, auch gewichtsminimal
f•ur dasSteinerbaumproblemmit Knotengewichten.

70
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A.2 Das Packen von Steinerb •aumen

Eine VerallgemeinerungdesSteinerbaumproblems,bei der in einemGraphen nicht nur ein,
sondernmehreredisjunkte Steinerb•aume gesucht werden, ist das gewichteteSteinerbaum-
packungsproblemin Graphen(STP).

Wir werden im Folgendenauf Aussagenund Ergebnisseaus [GMW92b], [GMW92a] und
[Mar92] zur•uckgreifen, ohnegesondertdarauf hinzuweisen.

Eine m•ogliche Formulierung lautet:

Gegeben sei ein Graph G = (V; E) mit Kantengewichte ce 2 IR+ und
Kantenkapazit•aten ue 2 IN f•ur alle e 2 E, sowie eine nicht-leere Netzliste
L = f T1; : : : ; TjL jg mit TerminalmengenTk � V f•ur k = 1; : : : ; jL j.

Finde f•ur jede TerminalmengeTk 2 L eine zul•assigeL•osung Sk � E des
SteinerbaumproblemsST(G; Tk ; c), so da�

P jL j
k=1 c(Sk) minimal ist und da�

P jL j
k=1 jSk \ f egj � ue f•ur alle e 2 E gilt.

Das Problem besteht also darin, mehrereSteinerb•aume gewichtsminimal in einenGraphen
zu packen, ohnedabei die Kapazit•aten der Kanten zu •uberschreiten.

Wie man leicht sieht, ist dasSteinerbaumpackungsproblemST(G; L; c;u) f•ur denFall jL j = 1
genaudasSteinerbaumproblem.

Wir k•onnen der einfachheithalber davon ausgehen,da� die Terminalmengendisjunkt sind,
d.h. Ti \ Tk = ; f•ur alle i 6= k, i; k 2 f 1; : : : ; jL jg. Das hat f•ur das Problem keine wesent-
liche Bedeutung,da sich jedesProblem mit nicht disjunkten Terminalmengentrivial durch
Einf•uhrung einesweiterenKnotens und einer Kante, f•ur jede •Uberschneidungder Terminal-
mengen,in einesmit disjunkten Mengen•uberf•uhren l•a�t.

Benutzen wir wieder einen bidirektionalen Graphen DG = B(G) = (V; A), so m•ussenwir
eine Wurzel r k 2 Tk f•ur jede TerminalmengeTk mit k = 1; : : : ; jL j beliebig w•ahlen. Wie
bei den Bogengewichten, seiendie Bogenkapazit•aten ua f•ur a 2 A entsprechend denender
induzierendenKanten.

Eine Modellierung von ST(DG; L; c;u) basierendauf dem gerichtete Modell aus Kapitel 2
sieht dann wie folgt aus

min
jL jX

k=1

X

a2 A

xk
aca

s.t.:
X

a2 � � (Wk )

xk
a � 1;

f•ur alle Wk � V n f r kg; Wk \ Tk 6= ;
und k = 1; : : : ; jL j

(A.1)

jL jX

k=1

xk
a � ua; f•ur alle a 2 A (A.2)

xk
a 2 f 0; 1g; (A.3)

wenn wir bin•are Variablen xk
a, a 2 A, k = 1; : : : ; jL j, sowie Kapazit•atsungleichungen(A.2)

einf•uhren.
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F•ur jedesNetz Tk 2 L ist dann die Variable

xk
e =

(
1; falls die Kante e in der L•osungSk zur TerminalmengeTk verwendet wird,
0; sonst.

Es lassensich viele Erkenntnissef•ur dasSteinerbaumproblemauf dasSteinerbaumpackungs-
problem •ubertragen,wenn man zus•atzlich die Kantenkapazit•aten ber•ucksichtigt.

DieseKantenkapazit•aten machen aber geradeden entscheidendenUnterschied zwischen den
beidenProblemenaus.Man kann beim STP nicht mehr trivial einezul•assigeL•osung�nden.
Tats•achlich ist schon das in den meistenF•allen N P-vollst•andig.

F•ur unser Verfahren bedeutet dies, da� wir nicht mehr davon ausgehenk•onnen, da� uns
jederzeiteinezul•assigeL•osungzur Verf•ugungsteht. Und wir m•ussenber•ucksichtigen, da� es
m•oglicherweisekeinegibt.

Auch die Reduktionsverfahren,die wir in Kapitel 3 vorgestellthaben,lassensich ausnahmslos
nicht auf dasSteinerbaumpackungsproblemanwenden.

Wir haben einige Experimente mit der LP-Relaxierung der obigen Modellierung gemacht
und dabei folgendesfestgestellt:

� Das Fehleneiner leistungsf•ahigenPrimalheuristik stellt ein gro�es Problem dar.

� Die Di�erenz zwischendenOptima der LP-Relaxierungund desbin•arenProgrammsist
unsererErfahrung nach gr•o�er als beim Steinerbaumproblem.Hier w•are esnotwendig,
weitere der in [Mar92] beschriebenenKlassenvon Ungleichungenzu separieren.

� Die Entartung desLP's ist st•arker als beim Steinerbaumproblemund dasHinzuf•ugen
von Ungleichungen, insbesondereKapazit•atsungleichungen f•uhrt zu sich stark ver•an-
derndenLP-L•osungen.Als Folgedavon steigt die Zahl der zur Reoptimierungben•otig-
ten Iterationen desdualen Simplexverfahrensstark an.

� Da die Zahl der null-wertigen Variablen ungleich gr•o�er ist, als beim Steinerbaumpro-
blem, bietet sich ein Arbeiten auf einemreduziertenVariablensatzan. Hier w•are eine
zul•assigeL•osungeinegro�e Hilfe beim Tre�en einer geeignetenStartauswahl.

Es ist zwar gelungen,kleinereBeispielezu l•osen,aber ohneweitereSepariererund vor allem
einezufriedenstellendePrimalheuristik ist unserVerfahrennoch ungeeignetdiesesProblem
zu l•osen.



Anhang B

Das Programm

Hier wollen wir einen kleinen Einblick in den Aufbau, Umfang und Aufruf desProgramms
geben.

F•ur alle Testl•aufe wurde das Programm mit dem GCC Version 2.7.0 und den Optionen
-O3 -fomit-frame-pointer -funroll-loops -DNDEBUGcompiliert. Unter Solaris zus•atz-
lich mit -msupersparc, unter Linux und SCO Unix mit -m486.
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Name Zeilen Inhalt
display.c 400 Graphische Ausgabe unter X11
do�g.c 133 Ausgabe als x�g Gra�k
evaluate.c 576 Kern desSchnittebenenverfahrens
�xlogic.c 283 Fixierungslogik (kritische Schnitte)
graph.h 126 De�nitionen f•ur die Graphlib Routinen
graphlib.c 1054 Routinen zum Bearbeiten von Graphen
heurist.c 451 K•urzeste-Wege-Heuristik
heurist2.c 451 Durschnittlic he-Entfernungs-Heuristik
jack3.c 328 Hauptprogramm
jack3.h 276 Strukturde�nitionen, Konstanten
load.c 515 Einlesender Probleme
mincut.c 1080 Berechnen einesminimalen Schnittes
mshell.c 378 Routinen zur Feststellungvon Speicherzuordnungsfehlern
mshell.h 54 De�nitionen zur •Uberlagerungvon malloc() & Co.
pool.c 417 Verwaltung der Ungleichungen
portab.h 46 Portabilit •atsde�nitionen
reduce.c 1544 Reduktionstestsf•ur SteinerbaumproblemeTeil 1
save.c 87 Speichern einesProblems
sdtest.c 748 Reduktionstestsf•ur SteinerbaumproblemeTeil 2
select.c 170 Auswahl der Variablen bei reduziertemVariablensatz
separate.c 170 Code f•ur die Separierer
solve.c 733 Branch and Bound Verfahren
statist.c 149 Statistiken zu Graphen
stpath.c 297 Dijkstras Algorithmus zur Berechnung k•urzesterWege
support.c 225 Variablen�xierungen etc.
timer2.c 115 Zeitmessung
validate.c 178 Zul•assigkeit einer L•osung•uberpr•ufen
version.c 32 Versionskontrolle
Summe 11676 Zuviel zum Abdrucken

Tabelle B.1: •Ubersicht •uber die Quelldateien
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NAME
Jack the third - Branch & Cut{Steinerbaumprobleml•oser.

SYNTAX
jack33 [option] Dateiname

OPTIONEN
Die Optionen zum Programmaufruf m•ussendurch Leerzeichen getrennt werden und
die Parameter m•ussenden Optionen immer direkt und ohne Leerzeichen folgen. Der
jeweils unterstricheneEintrag gibt die VoreinstellungdesProgrammsan.

-bf 0,1g Schaltet die r•uckw•artigen Schnitte (Backcuts) ausbzw. ein.

-cf 0,1g Schaltet den
"
Creep
ow\ beim Separierenausbzw. ein.

-df 0,1g Schaltet dassofortigeHerausnehmeneiner nicht stra� erf•ullten Ungleichung
ausbzw. ein.

-e Speichert das Problem nach der Reduktion als Dateiname.red in BeasleysFormat
ab.

-f f 0,1g Schaltet die Separierungder Flu�ungleichungenausbzw. ein.

-g Schaltet die graphische Ausgabe ein.

-l f 0,1g Schaltet die Fixierungslogikvor BeginndesSchnittebenenverfahrensausbzw.
ein. (Z.Zt. die Suche nach kritischen Schnitten beim Steinerbaumpackungspro-
blem.)

-m f 0,1g Legt fest, ob Speicherplatz auf Kosten der Geschwindigkeit gespartwerden
soll. Bei 0 wird der zum Separierenben•otigte Speicher einmalig alloziert und erst
am Ende desProgrammswieder freigegeben, bei 1 wird jedesmalvor dem Aufruf
desLP-L•osersder Speicher dealloziert.

-nf 0,1g Schaltet die verschachtelten Schnitte (nestedCuts) beim Separierenausbzw.
ein.

-pf 0,1,2g Das Problem wird nicht / zul•assige/ unzul•assigperturbiert.

-r f 0,. . . ,3,4g Legt verschiedenReduktionsabl•aufe fest. Bei 0 wird nicht reduziert, 3
ist die

"
schnelle\ Reduktion und 4 die

"
ausgiebige\ .

-sNum Speichert dasLP nach Iteration Num.

-v f 0,1g Legt fest, ob mit allen Variablen gearbeitet werdensoll. Bei 1 wird dasPro-
blem mit einemreduziertenVariablensatzgel•ost.

-w f 0,1,2g Bei 0 wird ein initiales LP erstellt, wenn das Problem weniger als 10000
Variablen hat. Bei 1 wird nie, bei 2 immer ein initiales LP generiert.

-xPfad Schreibt nach jeder Iteration die LP-L•osungin die Datei
Pfad.Dateiname.Node.Iteration.
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