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Kapitel 1

Einleitung

Fiir die Losung zahlreicher praktischer Probleme ist es notwendig, lineare
Gleichungssysteme der Art

Ax=Dbmit AcC" und be C"

numerisch zu losen. Trotz dieser sehr kurzen und einfachen Aufgabenstel-
lung, ist die Losung solcher Systeme mitunter sehr kompliziert und aufwin-
dig. Vor allem unter dem Gesichtspunkt einer moglichst schnellen und doch
prazisen Losung, stellt diese Problematik grofle Herausforderungen, sowohl
an die verwendeten Algorithmen, als auch an die jeweilige Hardware. So ist es
keine Seltenheit, Gleichungssysteme mit iiber einer Million Unbekannter zu
16sen. Mit fortschreitenden Entwicklungen steigen auch die Anforderungen
an die Losungsverfahren, so dass auch auf diesem Gebiet der numerischen
Mathematik stets nach neuen Moglichkeiten der effizienten Losungsberech-
nung gesucht wird.

Des Weiteren gibt es nur wenige Problemklassen, fiir deren Lésung ein opti-
males Verfahren existiert. Es muss vielmehr von Problem zu Problem mit-
hilfe umfangreicher Testldufe herausgefunden werden, welche Methode sich
gut eignet und die gewiinschten Resultate liefert.

In dieser Arbeit wird eine neue Klasse von iterativen Losungsverfahren fiir
lineare Gleichungssysteme vorgestellt. Sie basieren auf einer Idee aus dem
Jahr 1980. Die sogennanten IDR-Verfahren sind in dieser Form erstmalig im
Jahr 2007 préasentiert worden. Aufgrund ihrer neuartigen und ungewohnli-
chen Konzeption stellt die Analyse der Verfahren noch immer grofie Her-
ausforderungen. Trotz allem ist das Prinzip, auf dem die IDR-Methoden
basieren, nicht kompliziert, sondern vergleichsweise nachvollziehbar, was die
Verfahren attraktiv und interessant macht.

In Kapitel 2 werden grundlegende mathematische Definitionen und Konzep-
te dargelegt, welche das Verstédndnis der weiteren Arbeit erleichtern sollen.
Im folgenden Kapitel wird die Idee, die hinter den IDR-Verfahren steckt,
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vorgestellt, sowie mogliche Algorithmen, die auf dem IDR-Prinzip basieren,
erarbeitet.

Die Losung von Folgen dhnlicher Gleichungssysteme ist das Thema von Ka-
pitel 4. Hier soll aufgezeigt werden welche Moglichkeiten es gibt mithilfe des
sogannten Recyclings, Informationen von einem System auf das néchste zu
tibertragen, um so die Konvergenzgeschwindigkeit zu verbessern. Bei prakti-
schen Anwendungen treten zwar des Ofteren solche Folgen von Systemen auf,
jedoch gibt es bislang nur wenige Ansétze, die sich damit beschéftigen wie
dieser Umstand effizient zur Losung der einzelnen Gleichungssysteme ausge-
nutzt werden kann. Es wird auflerdem gezeigt, wie man die IDR-Methoden
diesbeziiglich modifizieren kann.

Anschlieend werden in Kapitel 5 die Ergebnisse der numerischen Experi-
mente présentiert. Dabei werden die IDR-Methoden sowohl untereinander,
als auch mit anderen etablierten Losungsverfahren verglichen. Dazu werden
verschiedene Testsysteme verwendet, um ein breites Problemspektrum ab-
zudecken. Unter Anderem werden realistische Gleichungssysteme benutzt,
die aus einem gegenwértigen Industrieprojekt stammen. Auflerdem wird an-
hand von Testproblemen aus dem vorherigen Kapitel die Effektivitéit der
implementierten Recycling-Technik vorgestellt.

Abschlieflend werden die Ergebnisse zusammengefasst und ein Ausblick auf
weitere Forschungsmoglichkeiten gegeben.



Kapitel 2

Grundlagen

FEin Teilgebiet der Numerischen Mathematik besteht darin, lineare Glei-
chungssysteme der folgenden Form

Ax = b, AcC" beC” (2.1)

zu l6sen. Dazu existieren eine Vielzahl von unterschiedlichen Methoden, die
sich in Abhéngigkeit der Eigenschaften und Beschaffenheit der Matrix A
unterschiedlich gut eignen.

In diesem Kapitel soll ein kurzer Uberblick iiber dieses Gebiet gegeben wer-
den. Zudem werden notwendige Grundlagen und Notationen dargelegt.
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2.1 Bezeichnungen und Definitionen

Um die Lesbarkeit dieser Arbeit zu vereinfachen, werden hier einige héufig
vorkommende Bezeichnungen und Definitionen aufgelistet:

A: Matrix des linearen Gleichungssystems, invertierbar
b: rechte Seite des Gleichungssytems
n: Dimension des linearen Gleichungssystems (A € C»", b € C")
Xg: Startapproximation zur Initialisierung des Verfahrens
Xr: Approximation an die Losung im k-ten Schritt
ri:  Residuum im k-ten Schritt (ry := b — Axy)
A*: komplex Konjugierte der Transponierten von A
a Ll b: aund b sind orthogonal zueinander
P: Matrix mit Schattenvektoren py,..., p, als Spalten
N(-):  linker Nullraum einer Matrix (x € N(P) = P*x =0)
S:  (n — s)-dimensionaler Unterraum von C" (S = N (P))
P*:  Raum der Polynome von Grad k oder kleiner
[-]: aufrunden

Auflerdem sei angemerkt, dass Matrizen und Vektoren stets fett gedruckt
sind, um sie besser von kursiv geschriebenen Skalaren und Indices zu unter-
scheiden.

Definition 1. Ein Unterraum U C C” heiflit A-invariant, wenn fiir alle
Vektoren v € U gilt
Avel.

Definition 2. Gilt fiir ein Paar (A, v) mit A € C und v € C" die Beziehung
Av = )\v,

so heilen A und v FEigenwert, beziehungsweise Figenvektor der Matrix A.

Definition 3. Die Zahl x € R mit « = || A|||| A™!|| heifit Konditionszahl
von A. Fiir die euklidische Norm gilt 5 = 4225 wobei Amax und Amin den
betragsméfig grofiten, beziehungsweise kleinsten Eigenwert bezeichnen.

2.2 Verschiedene Losungsansitze

Es gibt viele verschiedene Mdoglichkeiten, die Losung eines linearen Glei-
chungssystems zu berechnen. Man kann sie in die beiden Klassen der direk-
ten und der iterativen Verfahren einordnen.

Eine der populérsten direkten Methoden stellt dabei das nach Carl Friedrich
Gaufl benannte Gaufl-Verfahren dar. Hier wird die Matrix A durch schritt-
weise Umformungen auf eine obere Zeilenstufenform gebracht. Danach wird
mittels Riickwirtseinsetzen, das heifit, mit der Bestimmung der Variablen
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von unten nach oben, die Losung berechnet. Es ist also fiir dieses Verfahren
notwendig, auf die gesamte Matrix zugreifen zu kénnen, was nicht bei al-
len Gleichungssystemen moglich ist. Auflerdem ist der Gesamtaufwand zur
Losung eines allgemeinen Gleichungssystems kubisch in der Dimension des
Systems, das heit, er liegt in der GréSenordnung von O(n?). Hat die Sy-
stemmatrix dagegen eine spezielle Struktur, kann der Aufwand auch weit
darunter liegen und damit das Verfahren auch fiir groflere Systeme eine gu-
te Wahl sein.

In vielen praktischen Anwendungen hat man es mit grofien, diinn besetzten
Matrizen zu tun, also mit Matrizen, bei denen die Anzahl der Eintréige un-
gleich Null, linear in n ist. Oft ist zudem die Matrix nicht direkt bekannt,
sondern liegt lediglich als Matrix-Vektor-Multiplikation vor. Iterative Ver-
fahren beno6tigen nur diese Funktionalitdt und sind daher fiir diese Probleme
zu bevorzugen. Aufgrund der Struktur der Matrix sind zudem die Matrix-
Vektor-Multiplikationen relativ schnell auszufiihren, was die Lésungsberech-
nung beschleunigt. Iterative Verfahren beginnen mit einer Startapproxima-
tion an die Losung und verbessern diese schrittweise, bis eine festgelegte
Fehlertoleranz unterschrittten wird. Allerdings ist die Anzahl der Iteratio-
nen bis dieser Fall eintritt, stark von meist schwer zu beeinflussenden Ei-
genschaften der Matrix A abhingig. Auch kann oftmals eine Konvergenz
nicht garantiert werden, so dass stets problemabhéingig das jeweilig bestge-
eignetste Verfahren ausgewihlt werden muss.

Eine Moglichkeit, die Konvergenz und Stabilitét des Verfahrens zu verbes-
sern, besteht in der Verwendung eines Vorkonditionierers. In vielen prakti-
schen Anwendungen dominiert dabei sogar die Berechnung und Anwendung
des Vorkonditionierers die Gesamtlaufzeit des Verfahrens.

2.3 Krylovloser

Zur Losung des Gleichungssytems (2.1) eignen sich besonders Verfahren,
die auf dem Konzept des Krylovraums aufbauen. Dieser Raum ist nach dem
russischen Mathematiker und Schiffsbauingenieur Alexei Nikolaevich Krylov
(1863-1945) benannt.

Definition 4. Der Raum Ky ( A, r) = span { r, Ar,..., AF! r} C C™ wird
als Krylovraum von A € C™™ und r € C" bezeichnet. Ist eindeutig, welche
Vektoren und Matrizen gemeint sind, wird der Raum auch kiirzer als Ky,
bezeichnet.

Ein Krylovloser konstruiert schrittweise Anndherungen x; an die Losung,
die im k-dimensionalen (affinen) Unterraum xo + Kx( A, ro) liegen. Die
unterschiedlichen Krylovlgser konnen in vier verschiedene Klassen eingeteilt
werden, wobei hier der Einfachheit halber xg = 0 gesetzt wird, was zur
Folge hat, dass rg = b gilt:
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Ritz-Galerkin-Verfahren:
Man konstruiert ein xj; mit orthogonal zum aktuellen Krylovraum
stehendem Residuum, so dass also

Ik iR ICk(A, I‘())

erfiillt ist. Ein populidrer Vertreter dieser Klasse ist das Verfahren der
konjugierten Gradienten, kurz CG-Verfahren.

Verfahren der minimalen Residuumsnorm:
Man berechnet dasjenige x; mit minimaler Norm || rx||2, das heift,

i b—- A
nin | X |2
soll erfiillt sein. Bekannte Methoden dieser Art sind das MINRES-
Verfahren und dessen Verallgemeinerung GMRES.

Petrov-Galerkin-Verfahren:
Man konstruiert ein xj, so dass das Residuum orthogonal zu einem
anderen k-dimensionalen Raum steht, also

re 1 Ek

Hierzu zéhlen unter anderem das BI-CG-Verfahren, eine Verallgemei-
nerung des CG-Verfahrens oder auch das QMR-Verfahren (quasi mi-
nimal residual).

Verfahren der minimalen Fehlernorm:
Man bestimmt ein x; aus A*Kp( A*, rg), so dass
|| X — x||2 minimal ist. Das SYMMLQ-Verfahren beispielsweise gehort
zu dieser Klasse von Methoden.

Natiirlich stellen die hier angegebenen Verfahren nur einen kleinen Aus-
schnitt der Vielzahl an Krylovlésern dar und so sei fiir weitere Informatio-
nen auf [Vor03] verwiesen. Als einen der bekanntesten Vertreter soll hier das
GMRES-Verfahren kurz vorgestellt werden, auf das spéter Bezug genommen
wird.

2.3.1 Generalized Minimal Residual

Das GMRES-Verfahren konstruiert explizit eine (orthogonale) Basis des ak-
tuellen Krylovraums. Das bedeutet, dass in jedem Schritt ein neuer Vektor
vi+1 zu den vorhandenen hinzugefiigt wird, nachdem er zur alten Basis
orthogonalisiert wurde. Dadurch entsteht die sogenannte Arnoldi-Relation

AVk = Vk+1 Hk+1’k, (22)
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wobel Vi, = [ vi... vy | die Basisvektoren aus Cj enthélt und Hyy;y €
Ck+L¥ eine obere Hessenbergmatrix ist, also H = [h; ;] mit h;; = 0 fiir
1> j+ 1 erfiillt. vy wird als ro = b gewihlt. Das GMRES-Verfahren findet
im k-ten Schritt die Approximation an die Losung durch Minimierung der
Residuumsnorm:

[b— Axilz = [[b— AVyys
= |liroll2 Visr1€1 — Vit Hip1 1 y|2
= |lllroll2e1 — Hyy1 yll2

Der letzte Schritt ist moglich, da V41 orthogonale Spalten hat und damit
von der Norm 1 ist. Des Weiteren bezeichnet e den k-ten Einheitsvektor
der passenden Dimension. Fiir weitere Informationen zu dieser Lésungsme-
thode sei [Saa03] empfohlen.

Das GMRES-Verfahren stellt eine gute Moglichkeit dar, die Effizienz von
anderen Methoden zu untersuchen, da stets die optimale Approximation
an die Losung (beziiglich der Residuumsnorm) aus dem aktuellen Kry-
lovraum gefunden wird. Der grofile Nachteil dieser Methode ist der Bedarf
einer vollstindigen Basis des Krylovraums, das heiflt, Speicher- und Be-
rechnungsaufwand (Orthogonalisierung) steigen linear an. Eine Abhilfe bei
dieser Schwierigkeit wird in Kapitel 4 vorgestellt.

2.3.2 Allgemeine Rekursionen

Mit der Bedingung xp € x¢ + Kj kann eine #hnliche Beziehung fiir die
Residuen aufgestellt werden:

x1 € x0+K1(A, r9) = x1=x%x0+ar
x2 € x0+ K2(A,rg) = =x2= X0+ ary+ [FAr

rn=b— Ax;=b—- Axg—aArg=ry)—aArg = ri € rg+ AK;
ro=b— Axy=r19—aArg—[A%ry = ryero+ AK,

« und [ sind komplexe Skalare. Induktiv folgt damit ri € ro + AKg. Dies
ldisst sich auch mit einem Polynom ®;, € P*\P*~! ausdriicken:

r, = ®x(A)ro

FEine andere Moglichkeit ein Bildungsgesetz fiir die Residuen zu formu-
lieren, stellt die folgende Schreibweise mit Hilfe von Vorwértsdifferenzen
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Arp = rpy; — ry dar.

¢
ren = —aAri+ Y Birk
i=0
‘
= York—aAr,— > YAr,,

i=1
wobei Yo = ﬂg s
Ye-1 = Be-1+ B,
Yo = Bot...+ 05
Um nun mithilfe der Relation Ar; = — AAx;, und der Differenzen A x; =

Xp11 — Xp eine Berechnungsformel fiir die dazugehorigen Approximationen
zu erhalten, muss vg = Zf:() B; = 1 erfiillt sein:

¢
rp1 = Tp—aArg — Z%’A Ty
i—1
¢
A r, = —« xAI‘]C — Z’YZA re_;

=1

¢
Axp = arg— Z’YiAXk—i
=1
¢
Xpr1 = Xptarg— Z%Axk—i :

i=1

Der Parameter ¢ bestimmt hierbei die Tiefe der Rekursion, das heif3t, ¢
bestimmt mafigeblich den Speicherbedarf und den Aufwand in jedem Itera-
tionsschritt. Befindet sich £ in der Gréf8enordnung von k, so spricht man von
einer langen Rekursion (— GMRES). Bei konstantem ¢ < k handelt es sich
um ein Verfahren mit kurzen Rekursionen (— CG).

In [FabM84] wurde gezeigt, dass es kein Verfahren fiir allgemeine Matrizen
gibt, das sowohl kurze Rekursionen als auch eine optimale Fehlerminimie-
rungseigenschaft besitzt (Faber-Manteuffel-Theorem). Es miissen also stets
Vor- und Nachteile der verschiedenen Methoden gegeneinander abgewogen
werden. Mit den IDR-Methoden aus [SonGO8] und [GijS08] haben sich die
Auswahlmoglichkeiten weiter vervielféltigt.

In Kapitel 3 wird erklart auf welche Art und Weise bei diesen Verfahren
die Parameter o und ~; bestimmt werden, um effizient die Losung eines
Gleichungssystems zu berechnen.



Kapitel 3

Induzierte
Dimensionsreduktion (IDR)

Die Methoden der IDR-Familie basieren urspriinglich auf einer Idee von Pe-
ter Sonneveld aus dem Jahr 1980. Im folgenden Abschnitt wird diese Idee
formuliert und erklédrt, wie man daraus einen funktionierenden Algorithmus
konstruieren kann. Anschliefend werden zwei Varianten aus der Klasse der
IDR-Methoden nidher vorgestellt.

Keine der hier behandelten IDR-Methoden stellt Bedingungen, wie Sym-
metrie oder positive Definitheit, an die Matrix A. Auch dies ist ein grofler
Vorteil dieser Verfahren.

13
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3.1 Das IDR-Prinzip

Die Idee der IDR-Verfahren besteht darin Approximationen an die Losung
so zu berechnen, dass die Residuen in speziellen R&umen mit kleiner werden-
den Dimensionen liegen. Das bedeutet, dass die exakte Losung gefunden ist,
sobald der Raum, in dem das Residuum liegt, zum Nullraum zusammenge-
fallen ist. Es wird also nicht wie bei einigen anderen Verfahren schrittweise
ein Raum aufgebaut, in dem die optimale Losung gesucht wird. Die un-
gewohnliche Konstruktion der Rdume grenzt dabei die IDR-Verfahren von
herkémmlichen Losungsverfahren ab.

Die Art und Weise wie man bei der Konstruktion der Residuen, beziehungs-
weise der Konstruktion der Rdume, vorgeht, ist das Hauptunterscheidungs-
merkmal der verschiedenen Methoden der IDR-Familie.

3.1.1 Das IDR-Theorem

Der folgende Satz beschreibt die Konstruktion der Rdume, in denen die Re-
siduen liegen werden und ist in dieser oder dhnlicher Form auch in [SonGO08],
[GijS08] und [SleSGO8] zu finden. Der Beweis ist [SonGO08] entnommen.

Satz 1. Sei Gy der volle Krylovraum KCp( A, r) und sei S C C" ein echter
Unterraum von C", so dass Gy NS keinen nichttrivialen Unterraum von A
enthdlt.

Definiert man fir j =1,2,... die Folge der Rdume {G;} C C" als

gj = (I-wj A)(Gj-10S)
mit komplezen Skalaren w; # 0, so gilt
e Gi1 CGj firalle j € N und
e G5 ={0} fir ein J <n.

Beweis. Durch Induktion ldsst sich die Behauptung G;11 C G; zeigen. Da
Go als voller Krylovraum A-invariant ist, gilt die Beziehung

Gi=(I-wiA)(GNS)C (I-wiA)GyC Go.

Sei nun die Induktionsannahme G; C G;_; fiir j > 0 erfiillt. Weiter sei x ein
Vektor aus dem Raum Gj; 1. Es existiert also ein v € G; NS mit

x=(I-wj1A)v.

Mit der Induktionsannahme ist v auch ein Element des Raums G;_1NS und
damit liegt (I —w; A)v auch im Raum G;. Also muss A v in G; liegen und
damit auch x, was sich als Linearkombination von v und A v darstellen
lasst:

x=(I-wjnA)y=y-wj1Ay€g;
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Somit ist die erste Behauptung bewiesen.
Als néchstes soll gezeigt werden, dass fiir ein J < n der Raum Gy gleich dem
Nullraum ist.
Da Gj11 C Gj ist, so gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder G;11 ist gleich
dem Raum G; oder Gy ist ein echter Unterraum von ;.
Gleichheit kann nur auftreten, wenn G; NS = G;, denn dim(G; N S) <
dim(G;) wiirde dim(G;4+1) < dim(G;) implizieren, was der Gleichheit der
Réume widerspréche. Also gilt G; NS = G;, womit die A-Invarianz von G;
folgt:

Gi=Gjr1=(I-wjt1 A)(G;NS) = (I - w1 A)G;
AuBerdem gilt G; € S und mit G; C Gy folgt, dass G; € Gy N'S. Da aber
nach Voraussetzung des Satzes Gyo NS keinen nichttrivialen A-invarianten
Unterraum enthélt, muss G; bereits der Nullraum sein.
Zusammenfassend ldsst sich also sagen, dass in jedem Schritt von j zu j + 1
entweder die Dimension von §; reduziert wird oder bereits G; = {0} erfiillt
ist. Da die Dimension von Gy hiéchstens n betrigt, gilt also J < n. O

Bemerkung 1. Die Rdume G; werden auch als Sonnveldrdume bezeich-
net. Meist wird S als linker Nullraum einer Matrix P = [p;... p,] € C™*
definiert. Es gilt damit fiir alle Vektoren v € § = N(P) die Bedingung
P*v = 0. Die Wahl des Parameters s wirkt sich dabei mafigeblich auf die
Konvergenzgeschwindigkeit und den Speicherbedarf des Algorithmus aus.

Der néchste Satz wird in [SonGO8] als ,erweitertes IDR-Theorem* bezeich-
net und geht ndher auf die tatséichliche Dimensionsreduktion von einem
Raum zum néchsten ein.

Satz 2. FEs gelten die gleichen Bezeichnungen wie bei Satz 1, also Gy =
Kn(A,r) und Giy1 = (I—wjt1 A)(GiNS), wobei (I—wjq1 A) nichtsinguldr
sei. Die Dimension der Sonneveldrdume G; sei mit d; bezeichnet.

Dann gilt fiir alle 7 > 0

dj Z dj+1 und 0 S dj+1 - dj+2 S dj — dj+1 S S.
Das heifit, die Dimensionsreduktion liegt stets zwischen 0 und s.

Beweis. Die erste Behauptung ist bereits im Beweis zu Satz 1 mit G;11 C G;
gezeigt worden. Fiir die zweite Behauptung wird der Raum G; NS umge-
schrieben. Dazu sei G; eine Matrix, deren Spalten eine Basis von G; bilden.
Damit gilt fiir alle ve G; NS

v=Gjc und P'v=P'Gjc=0 fir ceC"

Folglich lasst sich G; NS auch umformulieren zu G;(N(P* G;)). Also gilt
fiir ng

Gir1=(I-wjr1 A)(G;NS) = (I-wjt1 A) G;(N(P* Gy))
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und da I —wjy1 A nichtsingulér ist, gilt fiir die Dimension d;11
Clj+1 = dim(ng) = dll’n( G](N( P* GJ))) = Clj - rang( P* G])

P*G; € C*% hat rang(P* G;) = s — dim(NV (G} P)) = s — 1, [; < s also
gilt
dj+1 = dj — (S - lj) = dj - dj+1 <s.

Es bleibt noch die mittlere Ungleichung der Behauptung zu zeigen. Dazu
sei v # 0 ein beliebiger Vektor aus N ( G; P). Es gilt also G} Pv =0 und
da Gjy1 C Gj auch Gj,; Pv = 0, bezichungsweise v € N (G}, P). Also
ist N( G}, P) € N(G] P) und damit ist auch lj4; = dim(N (G}, P)) <
dim(NV (G} P)) = ;. Es gilt wie oben

djy2 =djt1 — (s —ljy1) = djy1 —djp2 <s

und so folgt
djt1 —dj2 < dj —djy1 < s. O

Wie schon in [SonGO08| erldutert, ldsst sich leicht begriinden, dass im Nor-
malfall eine Dimensionsreduktion der Grofle s stattfindet: Im Beweis ist zu
sehen, dass im Schritt von G; nach G;;1 die Reduktion dem Rang der Ma-
trix P*G; € C*% entspricht. Angenommen es ist d; > s, das heifit, das
Verfahren befindet sich noch nicht in der Endphase, so ist es sehr unwahr-
scheinlich, dass der Rang von P* G; kleiner als s ist: P und G; haben
jeweils linear unabh#ngige Spaltenvektoren, so dass ein verminderter Rang
nur auftreten kann, wenn x* G; = 0 fiir ein x € C™\ {0} gilt. Da jedoch
x = Py eine Linearkombination der Zeilen von P ist, muss y als Vektor
aus C*\ {0} d; Bedingungen geniigen, um y* P* G; = 0 zu erfiillen. Um ein
realistisches Zahlenbeispiel zu nennnen, sei ein Problem der Gréfie n = 5000
mit der Wahl s = 10 zu 16sen. Aller Wahrscheinlichkeit nach liegt hier die
schrittweise Dimensionsreduktion bei 10, sofern nicht die letzten Iterationen
betrachtet werden.

Zwar ist dies kein Beweis der Konvergenz der IDR-Methode, aber immerhin
lésst sich so bei Verwendung exakter Arithmetik die Anzahl der benotigten
Reduktionsschritte, um von einem n-dimensionalen Raum auf den Nullraum
zu gelangen, mit [n/s] angeben.

3.1.2 Alternative Definition

Die Sonneveldrdume G; kénnen auch mithilfe von Block-Krylovraumen be-
schrieben werden:

gi={xeC": x=Q;(A)v,vLK; (A", P)}
Hierbei bezeichnet €2; ein Polynom j-ten Grades der Form

Qj(t):(lfwl)-...-(lfwj).
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Der Block-Krylovraum ist definiert durch

Ki(A*",P):=qzeC": z=)» (A") Pv,veC ;,

1<J

stimmt also fiir einen Vektor P (s = 1) anstelle einer Matrix (s > 1) mit
dem gewdhnlichen Krylovraum iiberein.

Mit dieser alternativen Definition der Rdume G; lassen sich die IDR-Ver-
fahren in die Klasse der Petrov-Galerkin-Verfahren einordnen.

Ist nun das Ziel, den Raum G; mit wachsendem j klein werden zu lassen, so
muss dazu der Block-Krylovraum /C;( A*, P) entsprechend grofier werden.
Das Residuum bei den IDR-Verfahren hat also die Eigenschaft im Bild des
orthogonalen Komplements eines Block-Krylovraums zu stehen:

r. € ;(A) (K; (A", P))" .

Dagegen ist beim GMRES-Verfahren das Residuum orthogonal zum Raum
ALK und beim BI-CG-Verfahren steht es orthogonal zum Krylovraum
Kr(A*, Tg), wobei hier Ty eine vergleichbare Rolle, wie die Schattenvek-
toren der IDR-Verfahren hat.

Fiir den Beweis dieses Zusammenhangs der Sonneveldriaume mit Block-
Krylovraumen sei auf Abschnitt 3.2.3, beziehungsweise [Gut09] verwiesen.

3.2 Konstruktion eines Algorithmus

In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Moglichkeiten gezeigt,
wie ein auf dem IDR-Prinzip basierender Algorithmus, konstruiert werden
kann und welche Zusammenhénge zwischen den einzelnen Varianten beste-
hen. Die aufgefithrten Methoden sind aus den jeweils angegebenen Quellen
tibernommen und wurden jeweils nur leicht in der Notation an diese Ar-
beit angepasst, um Vergleiche zwischen den Methoden zu erleichtern und
ein besseres Verstdndnis zu ermoglichen. In dieser Arbeit wird, sofern nicht
anders angegeben, der aktuell betrachtete Sonneveldraum als G; bezeichnet,
wéhrend die einzelnen Vektoren fortlaufend mit dem Index k gekennzeichnet
sind und so die aktuelle Iteration widerspiegeln.

3.2.1 Die einfache IDR(s)-Methode

Zunichst wird eine vergleichsweise intuitive Realisierung vorgestellt, die in
[SonGO8| beschrieben wurde. Wie bereits im vorherigen Kapitel erldutert
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wurde, verwendet ein allgemeiner Krylovltser die Iterationsvorschriften

S
rpi1 = rp—aArg— Z%A rip_; und
i=1
S
Xpy1 = Xptarg— Z YVild Xp—.
i=1

Um nun zu erreichen, dass ry; im neuen Raum G;; liegt, miissen v;, und
~; fiir i = 1,..., s so bestimmt werden, dass die IDR-Bedingung

1 = (I—wjp1 A)vy, v €G;NS (3.1)

erfiillt ist.
Unter der Annahme, dass alle vorherigen Residuen im Raum G; liegen, gilt
das gleiche fiir die Linearkombinationen Ary_;. Eine gute Wahl fiir vj ist
also eine Kombination aus ebendiesen Vektoren, da somit vj € G; erfiillt
wére. Mit

Vi = Iy — Z%A re_; (32)
i=1

entspricht die IDR-Bedingung einer Verallgemeinerung der obigen allgemei-
nen Krylov-Iterationvorschrift

S
rp1 = (I-wjr1 A) v = 1 — w1 Avy — Z%A T
=1

Es findet also zusétzlich zur Multiplikation von A mit r; auch eine Multi-
plikation mit den s vorherigen Residuen ry_g, ..., rp_q statt. Dies ist auch
ein Grund fiir das Fehlen einer umfassenden Analyse der Methode fiir s > 1.
Eine Analyse auf Grundlage der Storungstheorie, das heifit, unter Verwen-
dung einer gestorten Matrix A wird somit schnell sehr kompliziert und war
bislang noch nicht erfolgreich.

Der Parameter w;jy1 kann im Ubrigen frei gewihlt werden, vorzugsweise so
dass riyq minimiert wird.

Allerdings muss nun noch gesichert werden, dass v auch in S liegt. Um
dies zu erreichen, werden die verbleibenden Freiheitsgrade in Form der ~;_;
ausgeschopft. Mithilfe der Matrix P, dessen Nullraum S definiert, kann die
Beziechung vy € S als P* vy = 0 geschrieben werden. Durch Einsetzen der
Darstellung (3.2) von vy, ldsst sich diese Gleichung zu

S
P'r, =P~ Z QUTAN J
=1
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umformen. Dies kann {ibersichtlicher in Matrizenschreibweise dargestellt
werden, so dass sich ein lineares Gleichungssystem der Grofle s x s ergibt:

- pi - | | | | gl

- Py - V2
_2 Ark_l Ark_g Ark_s . = P* rL.
' | | | | '

- p: - Vs

Mit der IDR-Abbildung (3.1) kann aus diesem vy ein neues Residuum rgyq
berechnet werden. Dieses Residuum ry,; ist das erste Residuum im neuen
Raum G;11 und heiit Primdrresiduum. Um ein weiteres Primérresiduum im
Raum Gj12 C G;11 zu finden, miissen zunéchst sogenannte Zwischenresiduen
berechnet werden, damit genug Vektoren in G; 1 vorhanden sind, um diesen
Sonneveldraum mit S zu schneiden. So entsteht ein neues vi4 11 € Gj41NS,
mit welchem der IDR-Schritt (I — wj;2 A)v ausgefiihrt werden kann.

Wie in dem obigen (s x s)-Gleichungssystem zu erkennen ist, miissen s + 1
Vektoren in G;41 aufgebaut werden. Das bedeutet, dass zum Primérresidu-
um zusétzlich s Zwischenresiduen benotigt werden. Die Zwischenresiduen
werden auf die gleiche Art wie das Primérresiduum erzeugt. Fiir die IDR-
Abbildung wird das gleiche w; 1 verwendet, wihrend bei der Konstruktion
von vy € Gj11NS,i=1,...,s5+1 die ,dltesten” A-Vektoren aus G; durch
die neu berechneten A-Vektoren aus G;11 ersetzt werden. Dies ist aufgrund
der Inklusionseigenschaft der Sonneveldrdume moglich. Durch dieses Vor-
gehen werden nur die aktuellsten Vektoren verwendet, so dass zusétzlich
zur aktuellen Approximation nebst Residuum, stets nur s Ar- und s A x-
Vektoren gespeichert werden miissen.

Um den Algorithmus in Gang zu setzen, bzw. das erste Primérresiduum
im Raum Gy zu konstruieren, werden die bendtigten s Vektoren Arg, ...,
Ars_1 € Gy = Kn(A, ro) durch ein frei wihlbares Krylovraum-Verfahren
aufgebaut.

Unter der Annahme, dass die Dimensionsreduktion konstant bei s liegt und
n durch s teilbar ist, kann eine einfache Aufwandsabschitzung fiir dieses
Verfahren angegeben werden.

for j=0ton/s—1do

baue Raum G; auf: — s Iterationen
fithre IDR-Schritt durch: — elne Iteration
end for

Es werden demnach (s + 1) - n/s = n + n/s Iterationen fiir die Berechnung
der Losung in exakter Arithmetik bendtigt.

Der folgende Pseudocode, angelehnt an [SonGO08], beschreibt dieses Vorgehen
detaillierter, wihrend die nachstehenden Grafiken das IDR-Verfahren fiir
den dreidimensionalen Fall illustrieren.
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Input: A b, s, xq, P, tol
Output: x, sodass ||b— Ax| < tol

H
Q

— =
=

rg = b — AX(]
for k=1to s do
v=Ar,_;
(re—1,Vv)
[l vI®
Xp—1 = Wrg—1
Arp_1=—-wv
rp,=rp 1 +Ar,
Xp = Xp-1+AXp_1
end for /* genug Vektoren in Gy berechnet x/
ARk == [Ark,1 e .AI‘()]
AXp=[Axp_1...Axq]

w =

: while || r|| > tol do

._.
&

14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34: end while

for i =0 tos do

16se nach y auf: P*ARyy = P*r /xy = ['71...78]T */
v=r;—ARyy
if £k =0 then
= <\|‘i‘;ﬁ|‘|,2> /* w fiir neuen Raum Gji1 */
Arp=-wAv—-—ARyy Jx=(I—wA)v — rj*/
Axp=wv—AXpy Jx Axp = — A7 1Ary /
else

/* berechne weitere Vektoren in G; */
Axp=wv—-—AXpy
AI‘k = —AAXk
end if
rpp1 = Arg + 1 [¥=(T-wA)v«/
Xit1 = Axp + Xp,
Arg=(I-wA)v—ry;=—-ARyy—wAv
Axp=-AXpy+wv
end for
/* Aktualisierung der A-Matrizen: */
A Rk+1 = [A re... A I'k_5+1]
A Xk+1 = [A X .- AXk,S+1]
k=k+1

Algorithmus 3.1: einfaches IDR(s)

Wie man an den Zeilen 18/19 und 21/22 sehen kann, unterscheiden sich
die Berechnungen der Primérresiduen von denen der Zwischenresiduen nur
durch die Wahl eines neuen Wertes fiir w. Die Umformulierung der Be-
rechnung soll (bei Gleitkommaarithmetik) die Beziehung Arp = — AAxy
sichern und einem sogenannten residual gap, also einer zu grofien Differenz
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zwischen dem tatséchlichen und dem berechneten Residuum, vorbeugen. Die
Aktualisierung der A-Matrizen bewirkt, dass im Falle der Zwischenresidu-
en im néchsten Schritt ein neues Residuum konstruiert wird, das allerdings
noch im selben Raum G; wie das vorhergehende Residuum liegt. Erst durch
eine neue Wahl von w erfolgt der Ubergang zum neuen Raum Gjt1-

Die folgenden Grafiken veranschaulichen diesen Zusammenhang visuell fiir
den Fall Gy = R? und s = 1.

In Abbildung 3.1 aus [Gut09] sind die verschiedenen Raume G; und die da-
zugehorigen Abbildungen (I — w; A) dargestellt. Gut zu sehen ist hier die
Inklusionseigenschaft G;11 C G; der einzelnen Sonneveldrdume, sowie die
Schnittbildung mit dem Raum S. Aufgrund der Wahl von s = 1 ist S als
linker Nullraum eines einzelnen Vektors in R? zweidimensional.

4

Go NS

Il
r

G,NS ={0} ©

Abbildung 3.1: IDR(1), Abbildungen und Réume

In der néchsten Grafik (Abbildung 3.2, iibernommen aus [Gut09]) sind die
Konstruktionen der Residuen der ersten beiden Schritte zu sehen. rg und
r; sind als Startwerte gegeben. Im ersten Schritt wird daraus der Vektor v
gebildet, welcher durch die IDR-Abbildung (I — w; A) das erste Primérre-
siduum erzeugt. Mit den Residuen r; und ro wird im zweiten Schritt iiber
die Konstruktion von vy das Zwischenresiduum rs konstruiert.
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Iy

Abbildung 3.2: IDR(1), Konstruktion der Vektoren

Abbildung 3.3 aus [Gut09] zeigt schliefilich die letzten Schritte bis der Raum
GoNS zum Nullraum zusammenfallt. Hier ist auch der Sonderfall einer linea-
ren Abhéngigkeit zweier v-Vektoren zu sehen, da die Systemdimension mit
3 sehr klein gewéhlt ist und dadurch bereits G1 NS eindimensional ist. Diese
lineare Abhéngigkeit fiihrt zu einer singuliren Matrix P*A R, so dass das
s x s-Gleichungssystem in Zeile 14 von Algorithmus 3.1 nicht mehr gelost
werden kann. Bei realistischen Grofienordnungen des Gleichungssytems tritt
dieses Problem nicht auf. Sollte es doch dazu kommen, kann das Problem
umgangen werden, indem die Anzahl der Schattenvektoren verringert und
damit S vergroflert wird (siehe Abschnitt 3.2.5).
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Abbildung 3.3: IDR(1), die letzten Schritte

3.2.2 IDR(s) mit Biorthogonalisierung

Diese Variante der IDR-Methoden wurde in [GijS08] vorgestellt. Hierbei
wird durch die geschickte Ausnutzung zweier Orthogonalitidten eine Reduzie-
rung des Rechenaufwands bei gleich bleibendem Speicherbedarf ermoglicht.
Auflerdem ist diese Variante stabiler als das einfache IDR-Verfahren, was
vor allem bei hoheren Werten von s zum Tragen kommt.

Anderungen in der Notation

Die Vektoren Ary = ri41— ry, die beim einfachen IDR-Verfahren die jewei-
ligen Sonneveldrdume G; aufgebaut haben, werden hier durch die Vektoren
g ersetzt. Durch eine aufwéndigere Berechnung der einzelnen Vektoren ist
die elegante Verwendung der Vorwirtsdifferenzen nicht mehr moglich. Ana-
log zu den Residuen ersetzen die Vektoren uj die Approximationsdifferenzen
AXp = Xpq1 — Xg

Dementsprechend werden auch die Matrizen, in denen die Vektoren gespei-
chert werden, in G und U umbenannt.
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Idee des Verfahrens

Die Zwischenresiduen des IDR~Verfahrens miissen vor allem die Bedingung
erfiillen, im gleichen Raum G; wie das Primérresiduum zu liegen. Dies lésst
vermuten, dass deren Konstruktion auch modifiziert werden kann, um daraus
Vorteile ziehen zu koénnen.

Anstatt fiir die Berechnung eines neuen Zwischenresiduums rgy; nur das
Residuum rj aus dem vorgehenden Schritt sowie einen neuen Vektor (Ary)
aus G; zu benutzen (vergleiche dazu Zeile 25 von Algorithmus 3.1), kénnen
auch alle bereits berechneten Vektoren aus G; miteinbezogen werden. Das
neue Residuum liegt dann als Linearkombination von mehreren Vektoren
aus G; noch immer im Raum §;. Sind beispielsweise k Vektoren g, € G;
bereits vorhanden, kann das neue Residuum wie folgt berechnet werden:

k
T =Tp— Y Big
=1

Die Skalare 3; konnen dabei beispielsweise so gewahlt werden, dass das neue
Residuum orthogonal zu den ersten k£ Schattenvektoren der Matrix P steht.
Die gleiche Idee kann dabei auch auf die Konstruktion der Vektoren g; an-
gewendet werden, welche ebenfalls der Bedingung g;, € G; geniigen miissen.

k—1
g = Aty — Y aig;
=1

Hierbei kénnen die Skalare «; ebenfalls so gewéhlt werden, dass g; ortho-
gonal zu den ersten k — 1 Schattenvektoren steht.

Es bestehen also im Schritt k + 1 nach dem Ubergang zu einem neuen Son-
neveldraum die beiden Orthogonalititen

rpp1 L {P1,..., Pp} und g L {P17-~-,Pk71}-

Fin positiver Nebeneffekt dieser Beziehung besteht darin, dass fiir die Kon-
struktion eines neuen Primérresiduums rpy; = (I—w;1 A)v der Vektor v
als letztes Zwischenresiduum rj gew#hlt werden kann, da r, € G; NS gilt.
Es muss also in diesem Schritt nicht explizit ein v berechnet werden.
Durch geschicktes Uberspeichern alter, nicht mehr bendtigter Vektoren,
bleibt der Speicherbedarf bei dieser IDR-Variante im Vergleich zum ein-
fachen IDR-Verfahren unverdndert.

Konstruktion der Zwischenresiduen

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie sich die beschriebenen Ortho-
gonalitétsbezichungen in den IDR-Algorithmus einfiigen lassen.
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Angenommen es sind bereits £ < s Residuen im aktuellen Raum G; vorhan-
den, so hat die Matrix G € C™* die Form

Gr=[81 - 818 51 - 81

Hierbei bezeichnen die Vektoren g mit negativem Index Vektoren aus dem
vorangegangen Schritt. Das heifit g_, ,_{,..., g1 € Gj_1. Diese Anord-
nung der neu berechneten Vektoren in die Matrix G bewirkt, dass die i-te
Spalte von G stets orthogonal zu den (i —1)-ten Schattenvektoren p; ... p;
ist.

Die Berechnung der neuen Vektoren g, ug, rp+i, Xg4+1 geschieht durch
folgende Schritte:

1) v berechnen: Um v € G;_1 NS zu finden, muss wie beim einfachen
IDR-Verfahren ein Gleichungssystem gelost werden. Hier hat das Sys-
tem aufgrund der Orthogonalititen jedoch eine leichter zu berechnen-
de Dreiecksform. p; ;. steht abkiirzend fiir das Skalarprodukt des i-ten
Schattenvektors mit der k-ten Spalte von G, wihrend ¢; das entspre-
chende Skalarprodukt mit dem aktuellen Residuum bezeichnet.

P* Gk y = P* Iy
-Hl,l 0 0 i -'71- [ 0 ]
[CRRNTE I ' : :
: : = | %%
S .0 : :
| Ms1 Ms2 --- oo Hss | | Vs | L ¢s J
In dieser Darstellung ist zu sehen, dass die Werte ~1,...,v,—1 gleich

Null sind, wodurch sich die Berechnung von v verkiirzt:

S
V=Tg— Z’Yigfsfifl
i=k

Es werden fiir die Konstruktion von v nur die alten Vektoren g_,_,_1,
..., &_1 aus G;_1 benutzt, wohingegen beim einfachen IDR-Verfahren
alle aktuellen Spaltenvektoren von AR bei der Berechnung von v zum
Finsatz kamen.

Anschaulich bedeutet dies, dass durch die vorangegangene Orthogo-
nalisierung die Schnittbildung von G;_1 mit & mit weniger Aufwand
moglich ist.

2) Vektoren in G;: Nun wird durch die IDR-Abbildung (I —w; A) v ein
neuer Vektor in G; erzeugt. Theoretisch ist dies bereits das neue Re-
siduum. Allerdings wird hier, wie beim einfachen IDR-Verfahren, die
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Berechnung von g, und uy der Berechnung von ryi; und xj4; vor-
gezogen. Mit

S
rpp= (I—wjA)v= rk—ijV—Z%g_s—i—l

i=k
lasst sich g, als
s
gr= —Arp=ry—rp1= wjAvV+ Z%‘ 8 s—i-1
i=k

schreiben. Da auch hier fiir alle ¢ die Beziehung g, = A u; gilt, kénnen
die Formeln weiter umgeformt werden, um so auch ug zu erhalten. Die
folgenden Formeln zeigen die Konstruktionen, die auch in der Imple-
mentierung des Verfahrens verwendet werden:

S

u, = ijJrZ%u—s—i—h
i=k

g, = Auy.

3) Orthogonalisierung von g;: Dieser Vektor g; muss nun mithilfe der
k—1 bereits vorhandenen Vektoren gy, ..., g,_; gegen die ersten k—1
Schattenvektoren aus P orthogonalisiert werden. Auflerdem wird auch
uy, aktualisiert, um die Beziehung g; = A u; zu erhalten:

fori=1tok—1do
a = p; 8/l = P; 8,/ P; &

gr— B — g
U = U —au;
end for

Es sei hier jedoch angemerkt, dass der erste Vektor g; in einem neuen
Sonneveldraum nicht orthogonalisiert werden kann, sondern, dass die
Orthogonalitédtsbedingung erst mit g, erfiillt wird. Dass das obige
Vorgehen tatsdchlich die Orthogonalitét

gL {pPi o Pra}
erzeugt, lasst sich induktiv zeigen:
Beweis. Es gilt fiir ein festes k, dass gj,_; L { Pis---s pk_g}. Es muss

nun induktiv gezeigt werden, dass im i-ten Schritt (i < k& — 1) die
Orthogonalitidt von g, zu p; erzeugt wird. Fiir den ersten Schritt gilt

Pf 2y
F p; g

g1
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Die Multiplikation mit p} von links zeigt g, L p;:

Pi g
7}6 k pT g, = 0.
P18

neu

Mit der Induktionsvoraussetzung g L {pl, ey pifl} gilt fiir g}
im é-ten Schritt (i <k —1)

neu

PIgr " = P18k —

P; 8k
gy = 8~ g
k p; g; !
die Orthogonalitit gp® L p;, wie die Multiplikation mit p; von links
zeigt:
P; 8k
P& =P8 . Pig&=0
P; &;
Die Orthogonalitédt von g, zu vorherigen Vektoren py,..., p;_; wird

im Ubrigen durch die Addition im i-ten Schritt nicht beeinflusst, da
nur ein Vielfaches von g, addiert wird und dieser Vektor g, bereits
orthogonal zu pq,..., p;_; steht. O

4) neues Zwischenresiduum rj;1: Das neue Residuum soll der Bedin-
gung rp+1L {pq,..., Py} geniigen. Durch folgende Konstruktion kann
auBerdem auch die neue Approximation xj41 berechnet werden:

B o

Te41 = T — m <y
Ok

Xp+1 = Xgp+ m uy

Da nach Voraussetzung ry, g, L {pl, ceey pk_l} schon erfiillt ist,

muss lediglich ry4+ L p;, gezeigt werden:

P Tk

— = plgp =0
k 8k

Pj Tkl = PpTk —

Damit bestehen nun nach jedem Schritt & innerhalb eines Sonneveldraums
G; die beiden Orthogonalidten

rpr1 L {py., ot und gy L {py,.... Pr1}-

Fin weiterer Vorteil dieses Verfahrens gegeniiber der einfachen IDR-Methode
ist eine schnellere Berechnung der neuen rechten Seite [¢; ... qﬁs]T des s X s-
Gleichungssystems:

alt

¢i" = Pi Ths1 = P; (rk - M: gk) = o} —

)

Ok pik i=1,....s
K.k

Das Matrix-Vektorprodukt P*ry,; kann also durch diese Skalaroperation

ersetzt werden.

Der Algorithmus 3.2, der grofitenteils aus [GijS08] entnommen ist, fasst alle

Schritte der beschriebenen IDR-Variante zusammen.
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Input: A, b, s, xg, P, tol
Output: x, sodass ||b— Ax| < tol

1:

2:
3:
4:
5:
6:
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:

37:
38:
39:

r=b—- Axg
(g1...8=G=0 /x G e C™ x/
[up...u]=U=0 /* U €Cm x/
M = I, [ M= [p; 5] %/
w=1
while || r|| > tol do
/* rechte Seite des s X s Gleichungssystems x/
6167 = £= P
for k =1to s do
16se nach y auf: My = f
V=T 178 /¥ vegGianS«/
U, =wvE Yy YW
gL = Au /* 8 € Gj*/
/* Orthogonalisierung von g gegen Py,..., Pp_1 */
fori=1tok—1do
a = p; g/ Hii
Br = 8 —g;
Uy — U —au;
end for
[ Aktualisierung der s x s-Matriz M */
for i = k to s do
Hik = P 8k [* M= P*G = [ui;] +/
end for
B = br/ ke
/* neues Zwischenresiduum, orthogonal zu Py, ..., Py */
r=r—pg,
x= x4+ [ug
if k # s then
[¢1...¢k] =[0...0]
/* Aktualisierung der rechten Seite des s x s-Systems */
fori=k+1to s do
i = ¢ — Bltik
end for
end if

end for
_ (rAr)
| Ax|?
r=r—wAr /* neues Primdrresiduum r™ = (I —w A)r® «/
X=X+wr
end while

/* w fiir neven Raum Gjiq1 */

Algorithmus 3.2: IDR(s) mit Biorthogonalisierung
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1ot b ginfaches IDR(4) :
IDR(4) mit Biorthogonalisierung
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Abbildung 3.4: Zusammenhang der Primérresiduen

3.2.3 Zusammenhang der Varianten

Die Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen fiir einen kompletten Zy-
klus, das heif3t, fiir die Berechnung von s Zwischenresiduen und einem Pri-
mérresiduum, bleibt mit s + 1 unverdndert. Allerdings werden beim IDR-
Verfahren mit Biorthogonalisierung etwas weniger Vektor-Updates benotigt.
FEin Vektor-Update bezeichnet dabei eine Operation der Form ax + y.
Uberraschenderweise produzieren beide Verfahren die gleichen Primirresi-
duen: Jeweils jedes (s + 1)-te Residuum und jede (s + 1)-te Approximation
stimmen iiberein. Dazu wurde fiir Abbildung 3.4 ein System mit einer tri-
diagonalen Toeplitzmatrix der Dimension n = 50 und dem IDR-Parameter
s = 4 gelost. Die Primérresiduen scheinen also unabhéngig von der Berech-
nung der Zwischenresiduen konstruiert zu werden. Das bedeutet, dass die
Biorthogonalisierung keine Verbesserung im Hinblick auf die benétigte An-
zahl an Iterationen erreicht. Allerdings wirkt sich die Orthogonalitét dieser
Variante positiv auf die numerische Stabilitdt der Berechnung der Zwischen-
residuen und damit auch auf die des gesamten Verfahrens aus.

In [Gut09] und [SleSGO8| wird unter der Voraussetzung einer konstanten
Dimensionsreduktion von s gezeigt, dass sich die (eindeutig bestimmten)
Primérresiduen, beziehungsweise die Vektoren v € G; NS, die unmittel-
bar zuvor berechnet worden sind, auf einen bestimmten Vektor in Gy = K,
zuriickfithren lassen:
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Fiir jedes Residuum r € G; gilt r = (I —w; A) V§i)1 mit Vg'i)1 €gGi-1NS.
(r)

Aufgrund des Bildungsgesetzes der Sonneveldrdume gibt es fiir V;_p ein

vg-i)Q € G;—2NS, so dass V§i)1 =(I-wj—1A) V;-i)g- Dies lidsst sich induktiv
fortsetzen bis Vgr) =(I-wA) v(()r) mit Vér) € GoNS. Indem man die

Reihenfolge dieser Kette umkehrt, gelangt man zur folgenden Darstellung:

vi? = Qo(A)v",
Vgr) = Ql(A)v(()r),

Vit = (a)v”,
ro= Q;(A)v".

Die Vektoren v,(gr), k=0,...,5—2, werden nicht explizit berechnet und sind
fiir kein r bekannt. Die Polynome Q(A) = (I—w; A)-...- (I—w; A) € P*
fir k = 1,...,j — 1 bilden mit Qy( A) = I eine Basis des Raums P/~ der
Polynome von Grad < j — 1. Des Weiteren liegen alle vy fiir k =0,...,5—1
in S (unabhingig von r), so dass fiir alle Polynome € P/~! gilt:

Q(A)Vo eSS & P*Q(A)Vo =0 < vy J_Q(A*)P
Der dritte Ausdruck dieser Aquivalenzen ist gleichbedeutend mit
Vo 1 ]Cj(A*, P),

was auch die alternative Definition der Sonneveldrdume als Block-Krylov-
rdume rechtfertigt.

Im Falle eines Primérresiduums rj( 1), welches aufgrund der Krylov-Iter-
ationsvorschrift im Raum ro+ A1) liegt, gilt fiir den korrespondieren-
den Vektor vy

Vo € Ig + A’Cj(s—i—l)—j =19+ AK:jS, (33)

da rji1) = Q(A)vo mit dem Polynom €2; von Grad j. Das bedeutet,
dass hier vg durch (j - s) Parameter bestimmt wird, welche jedoch durch
die Orthogonalititsbedingung von vy an den (j - s)-dimensionalen Block-
Krylovraum KC;j( A*, P) eindeutig festgelegt sind. Dies gilt fiir alle IDR-
Verfahren und hat zur Folge, dass die jeweiligen Primérresiduen iiberein-
stimmen. Auflerdem kann man an der Beziehung (3.3) sehen, dass die Anzahl
der Freiheitsgrade bei der Konstruktion der Zwischenresiduen im jeweils ak-
tuellen Sonneveldraum mit fortschreitender Iterationszahl stetig zunimmt
bis ein neuer Reduktionschritt ausgefithrt wird. Beim IDR-Verfahren mit
Biorthogonalisierung kann man diese Eigenschaft gut an der linger werden-
den Schleife zur Orthogonalisierung der Zwischenresiduen sehen (vergleiche
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Zeilen 15-19 in Algorithmus 3.2). Es kommt mit jedem Schritt ein neu-
er Vektor hinzu, der gegen die vorherigen orthogonalisiert werden muss.
Selbstverstidndlich kann anstelle der Orthogonalisierung auch eine beliebige
andere Taktik zur Verbesserung des Verfahrens angewendet werden, solange
die Vektoren im gleichen Raum G; bleiben. So wire es beispielsweise moglich,
die Vektoren g, innerhalb eines Sonneveldraums gegeneinander zu ortho-
gonalisieren, um die Berechnung der Losung des s x s-Gleichungssytems zu
stabilisieren. Es ist jedoch noch nicht gelungen, eine effizientere Modifikation
als die hier vorgestellte zu implementieren.

3.2.4 Berechnung von w

Der Parameter w aus der IDR-Abbildung I — w A wird in den beiden be-
schriebenen IDR~Varianten so gewéhlt, dass er die Norm des neuen Residu-
ums r = (I —w A)v minimiert:

(v, Av)

min |[rff =min||v-wAvl| = w=
A V]2

Das bedeutet, dass w stark vom Winkel zwischen v und A v abhingt, da
(v, AV) = [ V]2 Avlls - cos £(v, Av).

Problematisch wird diese Beziehung, wenn A (beinahe) schiefhermitesch
ist, denn fiir eine schiefhermitesche Matrix gilt A* = — A und somit ist das
Skalarprodukt (v, A v) gleich Null:

(V, Av) = v ' A'v=—vVv'Av=—(v,Av) = (v,Av)=0

In solchen Féllen muss die Berechnung entsprechend veréindert werden. Sind
jedoch keine oder nur wenige Informationen iiber die Matrix A bekannt,
so kann w durch Festlegen eines Minimalwertes daran gehindert werden,
zu klein zu werden, um damit eine moégliche Stagnation des Verfahrens zu
vermeiden. So wire im Extremfall von w = 0 die IDR-Abbildung (I —wA)
gleich der Einheitsmatrix. In den in Kapitel 5 verwendeten Algorithmen ist
diese Abfrage implementiert.

3.2.5 Wahl der Schattenvektoren

Da in jedem Schritt eine Multiplikation mit der Matrix P durchgefiihrt
werden muss, ist die Struktur dieser Matrix bei der Geschwindigkeit einer
einzelnen Iteration ausschlaggebend. W&hlt man P so, dass in jeder Zeile
nur maximal ein Element ungleich Null steht, kann die Laufzeit des Algorith-
mus leicht verbessert werden, da die Multiplikationen effizienter ausgefiihrt
werden konnen und auch leichter parallelisiert werden koénnen.

Des Weiteren kann das s x s-System, welches in jedem Schritt gelost werden
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muss, schlecht konditioniert sein, da beispielsweise die Spalten der Matrix
G, beziehungsweise AR, (fast) linear abhéngig sind. In diesem Fall kann
s und damit die Anzahl der Schattenvektoren reduziert werden. Dazu be-
rechnet man die Singuldrwertzerlegung von M, wobei M die Matrix des
s X s-Systems bezeichnet und entfernt die Singuldrwerte, die unter einer
gewissen Schranke ¢ liegen:

01
M= Q V* mit Q, V € C*® unitér ,
Os
P = P[p;... Pgueu], mit s"", so dass o1,...0men > 4.

Die Matrizen G und U, beziehungsweise A R und A X miissen daher eben-
falls verkiirzt werden.

In zahlreichen numerischen Tests hat sich die Wahl von P als orthogonali-
sierte komplexe Zufallsmatrix bewahrt. Sdmtliche Versuche, Informationen
der Systemmatrix A in die Konstruktion von P einflielen zu lassen, sind
gescheitert, da sie zu starken Geschwindigkeitseinbuflen, beziehungsweise zu
volliger Stagnation gefithrt haben.

Die oben beschriebene Wahl von P als ,,quasi diinn besetzte“ Matrix scheint
neben der einer orthogonalisierten Zufallsmatrix zurzeit die sinnvollste und
erfolgversprechendste zu sein.

Allerdings sei hier angemerkt, dass durch die Verwendung einer speziell an
das System angepassten Matrix P im Vergleich zu einer Zufallsmatrix, die
Effizienz der IDR-Methoden sehr wahrscheinlich gesteigert werden kann. Da
jedoch die Berechnungen der einzelnen Vektoren stark von P abhéngig sind,
fithrt eine spezielle Wahl von P meist zu einer (fast) singuldren Matrix M,
so dass das Verfahren infolgedessen numerischen Ungenauigkeiten ausgesetzt
ist, beziehungsweise vollig stagniert.

In einer fritheren Version von [SonGO8], die online zu finden ist (siehe
[GijO8]), befindet sich ein Beweis, der die Wahl von P als Zufallsmatrix
rechtfertigt. So findet bei allen bis auf endlich vielen Wahlen von P eine re-
gulidre Dimensionsreduktion von s statt, vorausgesetzt man betrachtet nicht
die letzten Schritte.

Um die Konvergenzeigenschaften der IDR-Verfahren durch Modifikation der
Schattenvektoren zu verbessern ist daher ein tiefergehendes analytisches
Versténdnis des genauen Einflusses dieser Vektoren erforderlich.

3.2.6 IDR(s) mit nichtlinearen Stabilisierungspolynomen

Numerische Tests haben gezeigt, dass das IDR-Verfahren und insbesonde-
re die Variante mit Biorthogonalisierung géngigen Methoden zur Losung
linearer Gleichungssysteme, wie beispsielsweise GMRES und BiCGstab, be-
ziehungsweise BiCGstab(¥), iiberlegen oder zumindest ebenbiirtig ist. Aller-
dings gibt es auch Fille, in denen BiCGstab(¢) bessere Ergebnisse erzielt.
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Dies tritt vor allem bei schiefsymmetrischen, beziehungsweise schiefhermi-
teschen Matrizen auf, wenn im IDR-Verfahren die lineare Residuumsmini-
mierung mithilfe von w schlecht funktioniert.

Zeitgleich sind zwei Verfahren entwickelt worden, die dieses Problem mit
hohergradigen Stabilisierungspolynomen l6sen: Zum einen ein Verfahren na-
mes IDR(s)stab(¢), das in [SleG09] beschrieben ist, und zum anderen das
Verfahren GBi-CGSTAB(s, /) (siehe [TanS09]). Die beiden Verfahren wur-
den unabhingig voneinander entwickelt und stehen laut [TanS09] im gleichen
Verhiltnis zueinander, wie das Jacobi- und das GauB-Seidel-Verfahren (sie-
he dazu [Saa03], Seite 104 ff). Beide Verfahren sind sehr kompliziert und da
sie leider fiir diese Arbeit zu spét veroffentlicht wurden, konnten sie nicht
mehr implementiert werden. Fiir numerische Ergebnisse muss daher auf die
Artikel der jeweiligen Autoren verwiesen werden. Beide Verfahren scheinen
jedoch ein grofles Potential fiir die numerische Mathematik zu haben und
sollten weiter untersucht werden.

Idee der Verfahren

Vom urspriinglichen Konzept der IDR-Methoden ist bei dieser Variation
nicht mehr viel zu erkennen, da grundlegende Anderungen durchgefiihrt wer-
den mussten, um die héhergradige Minimierung zu ermdéglichen. Fiir ndhere
Informationen seien die schon genannten Artikel [SleG09] und [TanS09] emp-
fohlen.

Grob umrissen, lisst sich die IDR(s)stab(¢)-Methode auf die folgenden zwei
Schritte zusammenfassen:

1. Fiihre ¢ IDR(s)-Schritte durch. Dies benétigt also - s Iterationen und
liefert ¢ Primérresiduen rq, ... rp. Dieser Schritt wird von den Autoren
als IDR-Schritt bezeichnet.

2. Konstruiere ein neues Residuum r = ry — Zle ~; r;, wobei die Pa-
rameter 71, ...,7 so gewéhlt werden, dass die Norm || r||2 minimiert
wird. Diesen Schritt bezeichnen die Autoren als Polynomschritt.

Wiéhlt man ¢ = 1, so ist das jeweilige Verfahren (mathematisch) dquivalent
zur einfachen IDR(s)-Methode. W#hlt man dagegen s = 1, so erhilt man
ein Verfahren, das der BiCGstab(¢)-Methode entspricht.



Kapitel 4
Krylov-Recycling

Dieses Kapitel befasst sich mit der Technik des Krylov-Recyclings. Man
versteht darunter die Wiederverwendung von Informationen aus einem vor-
herigen (Krylov-)Raum bei der Konstruktion eines neuen.

Anwendung findet diese Technik zum einen bei Losungsverfahren, die wih-
rend der Laufzeit auf Neustarts angewiesen sind (— GMRES) und zum
anderen, und dies bildet den Schwerpunkt dieses Kapitels, bei der Losung
von parametrisierten Gleichungssytemen A;x = b;, bei denen sich die ein-
zelnen Matrizen nur wenig voneinander unterscheiden.

In beiden Féllen kénnen durch geschickten Einsatz von Recycling-Techniken
erhebliche Verbesserungen erzielt werden.

34



KAPITEL 4. KRYLOV-RECYCLING 35

4.1 Recycling bei Neustarts

Am Beispiel von GMRES lisst sich diese Art des Krylov-Recyclings gut
veranschaulichen. Da beim GMRES-Verfahren in jeder neuen Iteration zwei
neue Vektoren gespeichert werden miissen, deren Lénge auflerdem linear an-
steigt, ist der Speicheraufwand vor allem bei groflen Systemen zunehmend
schwieriger zu bewiltigen. Man ist in diesen Féllen darauf angewiesen, das
Verfahren mit der aktuellen Approximation als neuem Startvektor neu zu
beginnen. Allerdings leidet die Konvergenzeigenschaft von GMRES unter
dieser Strategie, so dass es sein kann, dass das Verfahren aufgrund von Neu-
starts stagniert oder zumindest die Konvergenzgeschwindigkeit sinkt.

Eine Moglichkeit diesem Problem zu begegnen, besteht darin anstelle eines
einzigen Vektors, einen ganzen Raum in das neugestartete Verfahren zu inte-
grieren. Dadurch kénnen wiinschenswerte Eigenschaften mit vergleichsweise
wenig Aufwand in den folgenden Zyklus {ibertragen werden, um die Kon-
vergenzgeschwindigkeit zu erh6hen, beziehungsweise zu erhalten. Der dabei
benoétigte Speicheraufwand bleibt konstant gering.

4.1.1 Optimal Truncation

In [Stu99] wurde ein Verfahren entwickelt, welches die Informationsverluste
durch Neustarts auf ein Minimum reduzieren soll. Zur Anschauung werden
die Residuen mit und ohne Verwendung von Neustarts miteinander vergli-
chen:

e Start mit Residuum ry
= nach s < m Schritten: Residuum r;
= nach m Schritten: Residuum r,,

e Neustart nach s < m Schritten mit Residuum r;
= nach weiteren m — s Schritten: Residuum t,,

Das heifit, nach m Schritten sind die beiden Residuen r,, (ohne Neustart)
und T, (mit Neustart) berechnet. Da beim Neustart der vorher berechnete
Raum AK( A, rg) nicht mehr bei der Orthogonalisierung beriicksichtigt
wurde, kann man erwarten, dass || T,, |2 groBer ist als || ry,||2. Die Differenz
e = T, — I'y,, welche es zu minimieren gilt, wird in [Stu99] und [ParSMJMO06]
als Residuumsfehler bezeichnet. Gelingt es e zu minimieren, so erhélt man
ein Verfahren, das bei gleichbleibendem Berechnungs- und Speicheraufwand
eine dhnliche Konvergenzgeschwindigkeit wie das volle GMRES-Verfahren
aufweist. Der Residuumsfehler ist abhéngig von den kanonischen Winkeln
zwischen den Raumen AK( A, rg) und AK,,—s( A, rs), also von den Win-
keln zwischen dem Raum, der nicht mehr beriicksichtigt wird und dem neuen
Raum.

Um nun den Fehler zu verbessern, wird nicht der ganze Raum AK,,( A, rg)
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verworfen, sondern es wird die Orthogonalitit zu einem bestimmten k-
dimensionalen Unterraum in den néchsten Schritten gewahrt. So entsteht
ein neues Residuum i~£3t) mit dem neuen Residuumsfehler e(©t) = i«ﬁ,‘{t) — Iy
Wird dieser Unterraum so gewéhlt, dass er die grofiten kanonischen Win-
kel erhilt, kann e(©) minimiert werden, da der ausschlaggebende Teil in
die folgenden Schritte iibertragen wird. Fiir ndhere Informationen zu dieser
Technik sei auf [Stu99] verwiesen. Eine sehr umfassende Analyse iiber die
bei solchen Verfahren auftretenden Rdume und deren Zusammenhénge ist

in [EieES00] zu finden.

4.1.2 GMRES mit deflated restarting

Einen anderen Ansatz verfolgt eine in [Mor02] entwickelte Variante. Es wer-
den hierfiir sogenannte harmonische Ritzvektoren benétigt.

Definition 5. Sei y, ein Eigenvektor der Matrix Hj j aus der Arnoldi-
Relation (2.2), wobei hier Hy, ;, die Matrix Hy; , ohne die letzte Zeile ist.
Der Vektor

up = Viyyg,

mit Vy ebenfalls aus der Relation (2.2) heifit dann Ritzvektor von A. Ritz-
werte von A sind entsprechend Eigenwerte von Hp ; und haben die Ei-
genschaft, die dufleren Eigenwerte von A zu approximieren. Harmonische
Ritzwerte approximieren dagegen die duBeren Eigenwerte von A~ also die
inneren Eigenwerte von A.

Das GMRES-Verfahren hat die Konvergenzrate

[0l
< min max
[ Tolly ™~ ¢neP rea(A H(b”( Mz

wobei PO die Menge aller Polynome ¢,, von Grad n mit ¢,,(0) = 1 und o( A)
die Menge aller Eigenwerte von A bezeichnet. Um diese Rate zu erhchen,
kann das Spektrum von A dahingehend veréndert werden, dass Eigenwerte
nahe bei Null entfernt werden (deflation). Dazu wird der benutzte Kry-
lovraum um den Raum A erweitert, indem harmonische Ritzvektoren, wel-
che Eigenvektoren zu kleinen Eigenwerten approximieren, hinzugefiigt wer-
den. Diese Methoden werden deshalb auch als Augmented Krylov Solvers
bezeichnet. Es ergibt sich dann die verbesserte Konvergenzrate

| rnll
[ Tolly = onePO Ae(@( ANA)

[[dn (M5 -

Einzelheiten und weitergehende Informationen finden sich unter Anderem
in [Mor02].
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4.2 Recycling bei parametrisierten Gleichungssys-
temen

In [KilS06] wurde der Zusammenhang zwischen invarianten Unterrdumen
und Eigenwerten zweier Matrizen untersucht, wobei sich die Matrizen nur
durch eine kleine Stérung unterscheiden. Sie haben einen Satz formuliert,
der den Zusammenhang zwischen unterschiedlichen A-invarianten Rd&umen
nach einer kleinen Stérung erhellt.

Es folgen nun einige Voraussetzungen und Definitionen fiir diesen Satz.

Definition 6. Der grdfite kanonische Winkel 0 zwischen zwei Rdumen X
und Y ist definiert als

0 = max min Z(x,
xeX\{0} yeY\{0} (x, ).

Sei nun A eine symmetrische positiv definite Matrix mit der Faktorisierung

A vi
A=[ Vi Vy V3] Ao Vi
A3 vl
die Diagonalisierung von A, wobei V = [ V; V3 V3] eine orthogonale

Matrix ist. A; = diag ()\gj ), e ,)\(J )) enthélt die der Grofle nach geordneten
Eigenwerte von A:

Weiaall<aP < <aP <<l

Sei weiter E eine symmetrische Matrix, die eine Storung auf A darstellt, so
dass A = A + E gilt. Die Storung soll dabei hauptsiichlich die grofien
Eigenwerte )\§3),...,)\,(5;) beeinflussen, also ||E||r =~ n = ||EV3|r und
IE[ Vi Va]|lr < e. Aulerdem wird vorausgesetzt, dass || E|p im Ver-
gleich zum Abstand zwischen A; und As, also )\(13) — /\gl) klein ist, und dass
die Storung auf [ V1 Vg| verglichen mit dem Abstand zwischen Vi und Vj,

also /\§2) — )\Sl), gering ist.

Desweiteren seien § und 6 folgendermaBen definiert:

5 = min(A" —2, AP —n) —2: - (A +o) > ¢,

. 2¢?

Satz 3. Sei A eine symmetrisch positiv definite Matriz mit obiger Diago-
nalisierung und sei E eine symmetrische Matriz mit A = A + E und den
Parametern ¢,n,0 und 5. Dann gibt es eine Matrix V1, deren Spaltenvek-
toren einen ( A + E)-invarianten Unterraum aufspannen. Fir den grifiten
kanonischen Winkel 0 zwischen span( V1) und span( V1) gilt

tan 0 (span( Vi), span(V1)> %
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)

Auferdem gilt fir die kleinen FEigenwerte 5\51 des gestirten Systems die

Beziehung
2¢?

VAN 3AM it A A < e 4 .

J
Fiir den Beweis sei auf [KilS06] verwiesen.
Dieser Satz zeigt, dass sich auch durch grofle Stérungen im Bereich der
grofen Eigenwerte die kleinen Eigenwerte nur sehr wenig éndern. Es ist hier
nicht erforderlich, dass der Abstand zwischen A; und Ao, also )\52) — )\,(Cll)
grof3 ist.
Bei solchen Storungen ist es also von Vorteil einen Unterraum zu recyceln,
der zu den kleinen Eigenwerten korrespondiert, da diese auch im néchsten
System auftreten.
Es ist jedoch auch oft problemabhéngig, welche Recyclingstrategie gute Er-
gebnisse erzielt. Je mehr iiber die Verdnderungen zwischen den Systemen
bekannt ist, desto besser konnen Recycling-Strategien daran angepasst wer-
den.

4.3 Eignung von IDR-Methoden

In diesem Abschnitt soll die Eignung der IDR-Methoden im Hinblick auf die
Verwendung von Krylov-Recycling-Strategien untersucht werden.
Verfahren, welche unterschiedliche Recycling-Techniken implementieren, ha-
ben den Anspruch die Losung mit nur sehr wenigen Iterationen, beziehungs-
weise Matrix-Vektor-Multiplikationen zu berechnen, indem unter Anderem
bereits mit einem sehr guten Suchraum gestartet wird. Es ist dabei wichtig,
dass das schon von Anfang an relativ kleine Residuum fiir die folgenden Ite-
rationen nicht wieder grofler wird. Eine gewisse Minimierungseigenschaft ist
also von Vorteil. Den IDR-Methoden fehlt leider ebendiese Eigenschaft, was
sich in den zum Teil stark oszillierenden Residuumsnormen fiir verschiedene
Iterationen widerspiegelt (sieche Konvergenzverlaufe in Kapitel 5).
Desweiteren beruhen Recycling-Techniken auch darauf, dass ein bereits gu-
ter Suchraum fiir das néchste System weiter verbessert wird. Dies bedeutet,
dass neue Vektoren hinzugenommen werden miissen. Bei der Klasse der IDR-
Verfahren ist jedoch eine solche Vergroflerung nicht ohne Weiteres moglich,
da auch die Anzahl der Schattenvektoren erh6ht werden miisste. Die Dimen-
sionen der einzelnen Matrizen und Réume der IDR-Verfahren sind durch den
Parameter s nach oben beschriankt.

Auflerdem haben alle IDR-Methoden gemein, dass in den ersten s Schritten
ein grofitenteils beliebig wihlbares Krylovverfahren benutzt wird, um die s,
beziehungsweise 2s, Startvektoren zu konstruieren. Wenn also die eigentliche
IDR-Idee der schrumpfenden Sonneveldrdume zum Einsatz kommt, haben
andere Verfahren unter Umsténden die Losung bereits gefunden.

Es besteht also ein Konflikt zwischen einer grofien Freiheit bei der Konstruk-
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tion der Rdume und Matrizen und einem schnellen Start des eigentlichen
IDR-Verfahrens.

Eine mogliche Losung besteht in der Verwendung und Konstruktion von
Vektoren aus dem alten System, so dass zur Losung des neuen Systems
ein bereits fortgeschrittener Sonneveldraum G;, j > 0 simuliert wird, den
das IDR-Verfahren weiter schrumpfen léasst. Dabei ist zu beachten, dass die
verwendeten Schattenvektoren fiir die gesamte Sequenz konstant bleiben,
da sonst die Informationen eines Systems {iber die Sonneveldriume fiir die
Losung des néchsten Systems nicht mehr geeignet sind.

Ein anderer Ansatz besteht darin, die Startvektoren auf herkémmliche Art
zu berechnen und stattdessen die Schattenvektoren pq, ..., p, mit Infor-
mationen aus dem vorherigen System zu optimieren (— flexible Schatten-
vektoren).

4.3.1 Recycling des Losungsraums

Es ist beim einfachen IDR~Verfahren, sowie beim IDR-Verfahren mit Bior-
thogonalisierung, moglich, die Anzahl der benttigten Iterationen fiir die Be-
rechnung der Losung stark zu reduzieren. Vereinfachend gesagt, besteht die
Idee darin, die Vektoren, die Informationen iiber den letzten Sonneveldraum
enthalten, als Startvektoren fiir das neue System zu benutzen.

Anwendung beim einfachen IDR-Verfahren

Beim einfachen IDR-Verfahren eignen sich die Spaltenvektoren der Matrix
AX = [Ax;...Axs] € C™* dafiir sehr gut. Da fiir Axy = X1 — Xk,
k=1,...,s gilt und auBerdem der finale Losungsvektor x = x541 mit an
das neue Losungsverfahren iibergeben wird, sind die letzten s + 1 Appro-
ximationen des alten Systems fiir die Berechnung der Losung des zweiten
Systems verfiighar. Um der fiir das einfache IDR-Verfahren wichtigen Be-
dingung AR = — AA X zu geniigen, ist es unnotig, auch die Matrix AR
zu recyceln, da sich schlieflich die Systemmatrix A geéindert hat. Durch
eine Multiplikation mit der neuen Matrix — Ay kann diese Beziehung je-
doch fiir die recycelten Vektoren wiederhergestellt werden. Diese s Matrix-
Vektor-Multiplikationen Ary = — AsA X](Crec) ersetzen dabei die s Schritte
des Krylovverfahrens zur Generierung der Startvektoren in Gy.

Sollten weniger als s Vektoren aus dem alten System vorhanden sein, da
die Losung sehr schnell gefunden wurde, muss die zu recycelnde Matrix A X
um entsprechend viele Vektoren ergénzt werden. Hierbei kann wieder ein frei
wihlbares Krylovraumverfahren benutzt werden. Zusétzlich kann die nume-
rische Stabilitdt erhoht werden, indem die Spaltenvektoren der Matrix A X
orthogonalisiert werden, bevor sie als Startvektoren fiir das néchste System
benutzt werden. Der folgende Pseudocode beschreibt dieses Vorgehen.
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/* Daten des ersten Systems: x/
A X (rec) e Cn,§7 X(rec)7 r(rec)
/* Orthogonalisierung zur Stabilisierung */
AX = orth(A X(re))
for k =1to 5 do
/x Konstruktion der korrespondierenden Matriz AR x/
AR(:, k) = — A2 AX(:, k)
end for
for 5 to s do
/x restliche Vektoren mit Krylovverfahren erzeugen */
end for

—_ =
= o

Anwendung beim IDR-Verfahren mit Biorthogonalisierung

In der sehr effizienten Implementierung von Martin B. van Gijzen und Pe-
ter Sonneveld werden die ersten s Startvektoren implizit durch den gleichen
Code erzeugt, der auch die spdteren IDR-Schritte ausfiihrt. Es scheint da-
her schwieriger den vorherigen Losungsraum in das Verfahren zu integrieren.
Numerische Tests haben jedoch bestétigt, dass es eine gute Wahl ist, die In-
itialisierung der Matrizen G und U als Nullmatrizen zu ersetzen. Stattdes-
sen werden die Matrizen G und U des vorherigen Systems direkt, das heifit
ohne Modifikationen, fiir das folgende System verwendet. Um diese Matri-
zen in den bestehenden Algorithmus integrieren zu kénnen, muss auflerdem
noch die s x s Matrix M, die das in jedem Schritt zu l6sende Gleichungs-
system représentiert und daher als M = P* G definiert ist, einmalig mit
der recycelten Matrix G initialisiert werden. Wird kein Recycling benutzt,
so wird mit M als Einheitsmatrix gestartet, um die ersten s Vektoren in G
Zu erzeugen.

4.3.2 Flexible Schattenvektoren

Wie bereits in Abschnitt 3.2.5 erldutert wurde, ist noch unbekannt wie
sich die Wahl der Schattenvektoren auf die Konvergenzeigenschaften der
IDR-Methoden auswirkt. Theoretisch bestiinde in Gestalt von P eine gute
Moglichkeit, Informationen aus einem oder mehreren bereits gelosten Sys-
temen zu integrieren, da keine besonderen Anforderungen an die Matrix ge-
stellt werden. Es wiren keine Modifikationen innerhalb der IDR-Methoden
notwendig, um die Information aufzunehmen.

Es stellt sich die Frage, wie P iiberhaupt ,besser” gewéhlt werden kann.
Im Hinblick auf das IDR-Prinzip sind die Schattenvektoren bereits optimal
gewdhlt, wenn die Dimensionsreduktion in jedem s + 1-ten Schritt s be-
tragt. Es gibt noch keinen theoretischen Ansatz, wie man das Residuum
schneller reduzieren kénnte, obwohl es noch in einem hoherdimensionalen
Sonneveldraum liegt.
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4.4 Ein Testproblem

In diesem Abschnitt wird die Herkunft der Sequenz von Gleichungssystemen
erlautert, welche als Testproblem fiir die IDR-Recycling-Technik verwendet
wird. Es handelt sich dabei um tridiagonale Toeplitzmatrizen, also um Ma-
trizen der Form

d+1
d_y d

Diese Matrizen treten bei der Losung von eindimensionalen parameterab-
héngigen Differentialgleichungen aus dem Bereich der Konvektions-Diffu-
sions-Probleme auf. Die Gleichung

—u"(x) + av/(x) = f, a > 0 auf dem Intervall [0,1],

mit den Randbedingungen u(0) = 0 = wu(1) kann mithilfe einer Diskreti-
sierung numerisch gelost werden. Dazu wird das Gebiet, in diesem Fall das
Intervall, in n + 1 dquidistante Gitterpunkte aufgeteilt, die den Abstand h
zueinander haben. Mit der Taylorformel konnen dann die einzelnen Diffe-
rentiationen abgeschétzt werden:

2
Taylorformel: u(z +h) =u(x)+ h*u'(x)+ %u”(x) -
L W)~ u(z + h)2—hu(x —h)
h) —2 —h
I R Cht) 12(256) +u(z —h)

Dies ist die Formulierung mittels zentraler Differenzen und entsteht durch
Addition zweier Vorwirtsdifferenzen mit A und —h. Nun kann die obige
Differentialgleichung mit diesen Approximation umgeschrieben werden, um
ein lineares Gleichungssystem aufzustellen:

_“(Ii+1)—2ué§z‘)+u(xi—1) +aU(:t¢+1)2—hu(mi—1) =f

i=0,...n: —(1—c)u(zin)+2u(z;) — (1 +c)u(zi_y) = h%f

2 —-1+c¢
-1—-c¢ 2 —1+c¢

—1+¢ u(wy,)
—-1—-c 2




KAPITEL 4. KRYLOV-RECYCLING 42

Es gilt n = % und es wurde ¢ = a% gesetzt, um h? ausmultiplizieren zu
konnen. Die so definierte Matrix A(c) ist fiir ¢ = 0 symmetrisch und wird
mit grofer werdendem ¢ immer ,,unsymmetrischer”. Die Eigenwerte tridia-
gonaler Toeplitzmatrizen der Form 4.4 sind

k=1,....n: A= d+2\/d+1d_1cos( hm )

n—+1

In Kapitel 5.2 wird unter anderem anhand von Gleichungssequenzen dieser
Art die Wirksamkeit der Recycling-Techniken fiir die IDR-Verfahren de-
monstriert.

4.5 Das SFE-Problem

Die Berliner Softwarefirma SFE GmbH stellt unter anderem Simulations-
verfahren fiir die Innenraumakustik von Fahrzeugen her. Ein Teil dieser
Simulationen besteht darin Eigenwerte einer parameterabhingigen Matrix
zu berechnen, die als Schwingungen betrachtet werden kénnen und daher
minimert werden sollen. In Folge dieser Berechnungen ist es notwendig Glei-
chungssysteme zu l6sen, welche sich jeweils vom vorhergehenden nur wenig
unterscheiden. Es ist also angebracht, Krylov-Recycling-Strategien zu im-
plementieren.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Matrizen fiir dieses Problem zu kon-
struieren, von denen hier eine kurz beschrieben werden soll. Es handelt sich
dabei um drei Blockmatrizen, die wie folgt aufgebaut sind:

M _ » .
[ M, =M (Massematrix)
T
[ D Ay = D (Dampfung und Kopplung)
A
[ K. = K (Steifigkeitsmatrix)
Ky

Die Indizes s und f bezeichnen dabei die Teilmatrizen fiir structure (Ka-
rosserie, Innenraum) und fluid (Luft). Fiir eine genauere Beschreibung der
physikalischen Zusammenhénge sei [Koh04] empfohlen.

Es soll nun das Problem

PMx=MNM+AD+ K)x=0
gelost werden, nachdem verschiedene Umformungen vorgenommen wurden:
e shift (A — A\ — o) und Taylor-Approximation:

P(o+\—o0)~ P(o)+ P'(o)(\A— o)+ P"(0)(\ — 0)?
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e Linearisierung:

ool 1[0 T[]
o (el D

Mit g = y& und % = [(A —0)x, x]T ergibt sich das quadratische Eigen-
wertproblem

/ -1

[ PO M s

P'(c) P(o)

-1

daher von einem shift o zum néchsten. Es ist nun die Aufgabe eines linearen
Gleichungssystemlosers die fiir die Berechnung der Eigenwerte benotigten
Matrix-Vektormultiplikationen bereitzustellen. Dabei ist es natiirlich fiir die
Losung des Eigenwertproblems von entscheidender Wichtigkeit, dass diese
Multiplikationen mit moglichst hoher Geschwindigkeit ausgefiihrt werden.
Aufgrund der sehr grofien Anzahl Unbekannter (bis zu einer Million) stellt
die Bearbeitung dieses Problems eine grofle Herausforderung an die Hard-
ware dar, wobei insbesondere die Grofle des verfiigharen Arbeitsspeichers
Schwierigkeiten bereitet. Da sich die Matrizen fiir kleine Anderungen des
Parameters o nur wenig voneinadner unterscheiden, bietet sich die Verwen-
dung eines Gleichungssytemlosers an, der Recycling-Strategien implemen-
tiert.
In Kapitel 5 wird ein vereinfachtes Modell der Dimension n = 10746 des
SFE-Problems betrachtet, bei dem alle Matrizen aufler M und K, gleich
Null sind. Dies beschleunigt die Berechnungen, so dass auch hiufige Test-
laufe durchgefithrt werden koénnen.

Die Inverse der Matrix ist von o abhéngig und dndert sich



Kapitel 5

Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Implementierungen der vorgestellten Verfah-
ren untereinander und mit anderen Methoden verglichen. Alle Berechnun-
gen wurden mit MATLAB in der Version 2007b durchgefiihrt und kénnen
mithilfe der beigefiigten Programme iiberpriift und um weitere Ergebnisse
erweitert werden. Es handelt sich dabei im Wesentlichen um Erweiterun-
gen sowohl der einfachen IDR-Methode aus [SonGO08], als auch der IDR-
Methode mit Biorthogonalisierung, welche in [GijS08] beschrieben und un-
ter [Gij08] zu finden ist. Zu den beschriebenen Recycling-Strategien wurde
auBerdem die Verwendung von Vorkonditionierern implementiert. Beide Pro-
gramme lassen sich iiber ein Hauptprogramm ansteuern, so dass verschie-
dene Testlaufe bequem durchgefithrt werden kénnen. Sofern nicht anders
angegeben, wurde fiir alle Systeme die gleiche orthogonalisierte komplexe
Matrix P verwendet, um die Ergebnisse vergleichbarer zu machen.

44
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Notation

In diesem Kapitel werden fiir die beiden vorgestellten IDR~Verfahren die
Bezeichnungen ,,IDR(s)simple“, beziehungsweise ,,IDR(s)biortho* verwen-
det, da deren Implementierungen ebenfalls so benannt wurden.

5.1 Vergleiche mit anderen L&sern

In diesem Abschnitt werden die vorgestellten IDR-Varianten mit den in
MATLAB bereits implementierten Gleichungssystemlosern GMRES und BI-
CGSTAB (siehe [Vor92]) und dem BiCGstab(l)-Verfahren aus [SleVF94] ver-
glichen. Abbildung 5.1 zeigt die Ergebnisse fiir die Losung eines Systems
mit der diagonaldominanten, schlecht konditionierten, tridiagonalen Matrix
ydorr* aus der MATLAB Galerie (Dimension n = 1000, § = 0.01). Es ist
gut zu erkennen, dass die IDR-Verfahren im Hinblick auf die Iterationsan-
zahl Schwierigkeiten bei der Losung des Systems haben und die Konver-
genzgeschwindigkeit stark von der Wahl von s abhéngt. Die traditionellen
Losungsverfahren GMRES und BI-CGSTAB konvergieren zwar mit weniger
Iterationen, allerdings ist die benotigte Rechenzeit verglichen mit den IDR-
Verfahren ungefihr zehnmal so lang. Weiterhin ist deutlich zu sehen, dass
durch mehr Schattenvektoren die Konvergenzgeschwindigkeit gemessen an
der Iterationsanzahl gesteigert werden kann, damit allerdings eine langere
Berechnungszeit einhergeht. Im Fall von IDR(20)simple liegt die vergleichs-
weise hohe Anzahl an Iterationen an numerischen Ungenauigkeiten bei der
Berechnung der Zwischenresiduen, die mit gréfler werdendem Parameter s
an Bedeutung gewinnen. BiCGstab(10) ist im Hinblick auf die Iterationsan-
zahl den anderen Verfahren deutlich {iberlegen.

Verfahren Zeit(sec) | Iterationen
GMRES 8.757210 505
BICGSTAB 8.583279 644.5
IDR(4)simple 0.827593 2360
IDR(10)simple | 0.683947 1603
IDR(20)simple | 1.058202 1905
IDR(4)biortho | 0.739793 1962
IDR(10)biortho | 0.714357 1672
IDR(20)biortho | 1.215313 1535
BiCGstab(10) | 0.842231 65

Abbildung 5.1: Vergleich der benétigten Rechenzeit verschiedener Verfahren
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5.1.1 Schaltkreisdesign

In diesem Abschnitt werden Gleichungssysteme geltst, die aus dem Design
elektronischer Schaltkreise stammen. Die Matrizen sowie die korrespondie-
renden rechten Seiten, sind aus der Matrix-Market-Kollektion und daher
frei zugéinglich. Als Losungsverfahren wurden fiir alle Systeme beide IDR-
Varianten mit verschiedenen Werten fiir s, sowie das GMRES- und das BI-
CGSTAB-Verfahren verwendet.

Das erste System bezieht sich auf einen 20-Bit Addierer. Die Matrix ist reell
und unsymmetrisch von der Dimension 2395 x 2395 mit 17319 Eintrdgen
ungleich Null. Die Konditionszahl ist mit 1.76 - 10 vergleichsweise grof.
Die Matrix ist also schlecht konditioniert. Abbildung 5.2 zeigt deutlich die
Uberlegenheit der IDR-Methoden im Vergleich zum BI-CGSTAB-Verfahren,
wobei auch zu sehen ist, dass groflere Werte fiir s einen positiven Einfluss auf
die benotigte Anzahl an Iterationen haben. Auflerdem ist zu erkennen, dass
die beiden IDR-Varianten fiir gleiche Werte von s einen sehr dhnlichen Kon-
vergenzverlauf haben, was durch die eindeutig bestimmten Primérresiduen
bedingt ist. Das (volle) GMRES-Verfahren hat zwar eindeutig die geringste
Iterationanzahl, jedoch ist hier der Speicherbedarf sehr viel grofier als bei
bei den iibrigen Methoden.

Korvergenzvergleich fir
ADD20 (MatrixMarket)
Dirnension n = 2395
-8
1D T T T T T

— GMRES(1000)
— BICGETAB
— IDR4simple
—— IDR(10)simple []
— IDR{20)simple
IDR{43biortho
— IDR{10)biortho
— IDR{Z0)biortho

relative Residuumsnorm

| | | | |
0 100 200 300 400 a00 GO0
lterationen

Abbildung 5.2: Konvergenzvergleich fiir ADD20

Auf der néchsten Grafik (Abbildung 5.3) ist der gleiche Versuch mit einer
Matrix, die einen 32-Bit Addierer repréasentiert, dargestellt. Es handelt sich
hierbei um eine reelle, unsymmetrische Matrix der Dimension 4960 x 4960
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mit 23884 Eintragen ungleich Null. Diese Matrix ist also diinner besetzt als
im vorherigen Beispiel und mit einer Konditionszahl von 2.14 - 10? besser
konditioniert. Dieser Umstand driickt sich in der allgemein geringeren Itera-
tionsanzahl aus. Obwohl sich hier ein qualitativ &hnlicher Konvergenzverlauf
ergibt, ist aufgrund der relativ guten Kondition kein grofler Unterschied zwi-
schen den einzelnen Methoden festzustellen.

Korvergenzvergleich fiir
ADD3I2 (MatrixMarket)
B Dimension n = 4960
1D T T T T T T

—— GMRES(1000)
— BICGSTAB
— IDR{#)simple
—— IDR(10)simple []
— IDREO)simple
IDR{4}biortho
— IDR{10)biortha |
— IDR{Z0)biortho

relative Residuurnsnorm

] 10 20 30 40 a0 G0 70
[terationen

Abbildung 5.3: Konvergenzvergleich fiir ADD32

Als letztes Beispiel dieser Klasse von Gleichungssytemen, wird eine Re-
priasentation eines Speicherschaltkreises verwendet. Die Systemmatrix ist
wieder reell und unsymmetrisch und hat die Dimension 17758 x 17758 mit
126150 Eintragen ungleich Null. Es handelt sich also um eine weitaus grofiere
Matrix, die auBerdem mit einer Konditionszahl von 2.67 - 10° schlecht kon-
ditioniert ist. In der Abbildung 5.4 zeigt sich daher, dass die IDR-Methoden
fiir solche Systeme besser geeignet sind als die beiden traditionellen Kry-
lovloser. Jedoch wirkt sich dieser Effekt erst bei einer Wahl von s > 4 aus.
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Karnvergenzvergleich fir
WMEMPLUS (Matrixharket)
; Dimension n = 17758
10 T T T T T

— GMRES{1000)
— BICGSTAB
— IDR{#)simple
—— IDR{10ysimple []
— IDREO)simple
IDR(#)biortha
— IDR{10jbiortho ||
— IDR{20)biortho

relative Residuurmsnorm

0 200 400 B00 a0 1000 1200
lterationen

Abbildung 5.4: Konvergenzvergleich fiir MEMPLUS

5.2 Anwendung auf Toeplitzmatrizen

Dieser Abschnitt zeigt die Effektivitdt der IDR-Methoden und insbesondere
deren Erweiterungen um das Krylov-Recycling auf. Als Testsystem wurden
hier Toeplitzmatrizen der Form 4.4 verwendet, wie sie in Kapitel 4.4 vorge-
stellt wurden.

Zuerst sind in Abbildung 5.5 die (reellen) Losungsvektoren einer gesam-
ten Sequenz von 20 Gleichungssystemen dargestellt, um die Auswirkung der
Verdnderungen der Matrizen auf die Losung der einzelnen Systeme zu veran-
schaulichen. Hierbei wurde mit einer Toeplitzmatrix mit Parameter ¢ = 1074
als Startsystem und einer graduellen Verdnderung von ¢ um eine Addition
von ebenfalls 10~ gearbeitet. Die rechte Seite, also der Vektor b, wurde bei
allen Systemen konstant auf 1 gesetzt.
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Lésungevektoren der verschiedenen Systeme
fur Toeplitzmatrizen mit c = 0.0002, 0.0003, ... , 0.0021
w107 Dimension n = 4000

et .
0B .
04t %

o2} .

] 1 1 1 1 1 1 1 K
] 500 1000 1500 2000 2600 3000 3500 4000
Stelle

Abbildung 5.5: Losungsvektoren einer Toeplitzsequenz (n = 4000)

Die Wirksamkeit der Recycling-Technik beruht mitunter darauf, dass die
Schattenvektoren fiir die gesamte Folge von Gleichungssystemen konstant
bleibt. In Abbildung 5.6 ist deutlich zu sehen, dass durch eine neue Wahl
von P die Konvergenz des Verfahrens mit Recycling schlechter als ausfillt
als beim Verfahren ohne die Benutzung von Recycling.

In Abbildung 5.7 sind die Konvergenzverlaufe der einzelnen Systeme dar-
gestellt, wobei angemerkt werden muss, dass hier keine Vorkonditionierung
angewandt wurde und deshalb nur mit einer Dimension von 200 gearbeitet
wurde. In der Grafik ist die in Kapitel 3.1 bereits prognostizierte regulére
Dimensionsreduktion von n/s zu erkennen. So ergibt sich eine ungefihre
Laufzeit von (s+1)-n/s = n+n/s Iterationen und damit in diesem Fall mit
s = 10 eine Iterationsanzahl von 220, was durch die numerischen Resultate
bestéitigt wird. Die Verbesserung des Startresiduums und damit einherge-
hend auch eine leichte Verbesserung der Gesamtkonvergenz fiir alle Systeme
nach dem Ersten, ist in der Ubergabe der Losung als Startwert fiir das néchs-
te System begriindet.

Durch die Implementierung der in Kapitel 4.3.1 vorgestellten Moglichkeiten
des Krylov-Recyclings kann diese Konvergenzgeschwindigkeit jedoch stark
verbessert werden. So ist in Abbildung 5.8 zu sehen, dass im Vergleich mit
Abbildung 5.7 die gleiche Sequenz sehr viel schneller gelost werden kann.
Auch hier wurde noch nicht mit einem Vorkonditionierer gearbeitet, so dass
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Iterationen
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Residuurnsnorm
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Anzahl bendtigter lterationen
mit %orkonditionierung (Dimension n = 4000)
fur Toeplitzmatrizen mit ¢ = 0.0002, 0.0003,..., 0.0021

IDR(10)biortha ohne Recycling

—+—|DR{10%biortha mit Recycling mit variablem P
F —*—IDR{10)biortho mit Recycling mit festern P

10

12

14 16 18

Gleichungssysteme

Abbildung 5.6: Auswirkung einer variablen Matrix P

IDR(1D=sirmple ohne Recycling, ohne Yorkonditionierung (Dirmension n= 200)

fur Toeplitzmatrizen mit ¢ = 0.0002, 0.0003,..., 0.0011

1] 50 100

lterationen

150 200

240

Abbildung 5.7: Konvergenzverlauf der einfachen IDR-Methode

50

alle Verbesserungen allein auf das Recycling des vorherigen Lésungsraums
zuriickzufiihren sind.

Auch die IDR-Variante mit Biorthogonalisierung profitiert von der Imple-
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IDR{1D0)simple mit Recycling, ohne Yarkonditionierung (Dimension n = 200}
fur Toeplitzmatrizen mit ¢ = 0.0002, 0.0003,..., 0.0011
1D T T T T

Residuurmsnorm

10 1 1 1 1
0 =] 100 150 200 250

lterationen

Abbildung 5.8: Konvergenzverlauf der einfachen IDR-Methode mit Recy-
cling

mentierung des Recyclings des vorherigen Lésungsraums, wie in Abbildung
5.9 zu sehen ist. Allerdings hat das IDR-Verfahren mit Biorthogonalisierung
den Vorteil einer besseren numerischen Stabilitéit - insbesondere fiir grofiere
Werte von s. Wie sich spéter zeigen wird, verhélt sich diese Variante bei
grofen Systemen besser als die einfache IDR-Methode.



KAPITEL 5. NUMERISCHE ERGEBNISSE 52

IDR{10)biortha mit Recycling, ohne Vorkonditionierung (Dimension n = 200)
fur Toeplitzmatrizen mit ¢ = 0.0002, 0.0003,..., 0.0011
1D T T T T

Residuumsnorm

| |
0 ] 100 150 200 260
lterationen

Abbildung 5.9: Konvergenzverlauf der IDR-Methode mit Biorthogonalisie-
rung und Recycling

5.2.1 Anwendung eines Vorkonditionierers

In diesem Abschnitt wird die gleiche Art von Testsequenzen in Form von
Toeplitzmatrizen wie zuvor betrachtet. Allerdings wird hier zuséitzlich zum
Krylov-Recycling auch eine Vorkonditionierung angewandt. Dazu wird die
LU-Zerlegung der Matrix des ersten Systems berechnet und mit dieser von
links vorkonditioniert. Eine LU-Zerlegung ist die Faktorisierung einer Matrix
in eine untere und eine obere Dreiecksmatrix:

l171 1 ... Tin

ln71 ln,n Tn,n

Das Inverse dieses Vorkonditionierers wird dann (in diesem Fall von links)
mit dem zu l6senden Gleichungssystem multipliziert

UL 'Ax=U"'L'p,

wobei die Multiplikation durch Vorwirts-, beziehungsweise Riickwértseinset-
zen durchgefithrt wird.

Da der Vorkonditionierer auf Basis der ersten Matrix aufgebaut ist und jedes
System mit dem gleichen Vorkonditionierer gestartet wird, nimmt die Wir-
kung der Vorkonditionierung mit fortschreitender Verédnderung innerhalb
der Sequenz stetig ab. In Abbildung 5.10 ist dies anhand der von System zu
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System steigenden Iterationsanzahl der beiden Verfahren ohne Verwendung
von Recycling gut zu erkennen. Durch das Recycling des Losungsraums wird
dieser Effekt aufgehoben, so dass die Iterationsanzahl auch bei spdteren Sys-
temen der Sequenz gleich bleibt.

Anzahl bendtigter lterationen
mit “orkonditionierung (Dimension n = 4000)
fir Toeplitzmatrizen mit ¢ = 0.0002, 0.0003,..., 0.0021

2‘1 T T T T T T T T T
—+—|DR{10}biortho ohne Recycling

22 H —— IDR(20biortho ohne Recycling
)

)

IDR{1Mbiortho mit Recycling
20H —+— IDR{20)biortho mit Recycling

Iterationen

6 1 1 1 1 1 1
0 2 4 B g 10 12 14 16 18 20

Gleichungssysteme

Abbildung 5.10: Iterationsanzahl der IDR-Methode mit Biorthogonalisie-
rung

5.3 Anwendung auf das SFE-Problem

In Abbildung 5.11 wird die Losung des sogenannten ,,Box“-Modells berech-
net. Es sollen Eigenwerte im Bereich von 100 —500 auf der imagindren Achse
gefunden werden, was fiir den Gleichungssystemloser bedeutet, eine Sequenz
zu losen, bei der sich der Parameter o in einem Bereich zwischen 100¢ und
500¢ bewegt. Es wurde hier eine Schrittweite von 10 verwendet, so dass
insgesamt 41 Gleichungssysteme gelost werden mussten. Der Vorkonditio-
nierer wurde basierend auf dem System mit ¢ = 90i berechnet. Man hétte
auch den Vorkonditionierer auf dem ersten System basieren lassen kénnen.
Dies hétte die Losung dieses Systems jedoch zu sehr vereinfacht und da-
mit die Testergebnisse schlechter vergleichbar gemacht. Bei einer zu kleinen
Wahl von s kann es passieren, dass die Verwendung der hier beschriebenen
Recycling-Technik die Konvergenz des Verfahren sogar verschlechtert. Der
Grund dafiir ist, dass der recycelte Raum zu klein ist und deshalb nicht gut
als Startraum fiir das folgende System funktioniert.

In der Grafik ist zu erkennen, dass die IDR-Verfahren nit Recycling und ei-
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nem Wert fiir s grofler als 4 eine, auf die gesamte Gleichungsfolge gesehen, re-
lativ konstante Iterationsanzahl benttigen. Bei den klassischen Krylovraum-
Verfahren und den IDR-Verfahren ohne Recycling ist dagegen zu beobach-
ten, dass die Iterationsanzahl mit wachsender Entfernung des Systems zum
Vorkonditionierer zunimmt. Die Implementierung der Recycling-Strategie
kann diesen Effekt also ausgleichen.

Anzahl bendtigter lterationen
mit Yorkonditionierung (Dimension n = 107 46)
fir SFE Matrizen, Modell "Box", sigma = 100, 110,..., 500
30 T T T T T T T T
—+—GMRES
—+—BI-CGETAB
25 H —+—IDRB)biortho ohne Recycling
IDRZ0biortho ahne Recycling
IDR{#biortho ohne Recycling
20 H —+— DR {#)hiortho mit Recycling
|IDR(E)biortha mit Recycling

c
z —+— |DR{Z0biortha mit Recycling
2 15F -
5
B
10F _
5k _
D | | | | 1 | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Gleichungssysteme

Abbildung 5.11: Vergleich mehrerer Verfahren fiir das ,,Box“-Modell



Kapitel 6

Zusammenfassung und
Ausblick

In dieser Arbeit wurde die neuartige Klasse der IDR-Verfahren vorgestellt,
die trotz ihrer einfachen Konzeption viel Raum fiir Modifikationen bietet.
Anhand zahlreicher numerischer Experimente konnten die erwarteten gu-
ten Resultate der IDR-Verfahren belegt werden. Aulerdem wurden die Ge-
meinsamkeiten und Unterschiede der beiden IDR-Verfahren mit und ohne
Biorthogonalisierung analysiert und begriindet. Es wurde dargestellt, dass
die Biorthogonalisierung die wiinschenwerten Eigenschaften der einfachen
IDR-~-Methode erhilt und gleichzeitig fiir eine verbesserte Stabilitét des Ver-
fahrens sorgt.

Wiéhrend des Verfassens dieser Arbeit wurde das IDR-Prinzip in [SleG09]
und [TanS09] weiter verallgemeinert, indem die Integration hohergradiger
Stabilisierungspolynome realisiert wurde. Obwohl in diesen Artikeln die neu-
en Verfahren als besonders effektiv dargestellt werden, miissen deren Imple-
mentierungen noch umfasssend numerisch getestet werden. Zudem sollte die
zugrunde liegende Theorie genau analysiert werden.

Obwohl anzunehmen ist, dass noch effizientere Implementierungen und Mo-
difikationen der IDR~Verfahren moglich sind, stellen die derzeit verwendeten
IDR-Methoden eine sinnvolle Ergédnzung zu den bestehenden Gleichungssys-
temlosern dar. Sie haben die Eigenschaft mit vergleichsweise wenigen Itera-
tionen in kurzer Zeit auch grofle und schlecht konditionierte Gleichungssys-
teme 16sen zu konnen. Dennoch lassen sie sich, wie anhand der numerischen
Beispiele in Kapitel 5 dargestellt, nicht uneingeschrinkt auf alle Arten von
Gleichungssystemen anwenden.

Im Rahmen dieser Arbeit konnten Recycling-Strategien erfolgreich in beste-
hende IDR-Varianten integriert werden. Dadurch konnte der Aufwand bei
der Losung von Folgen dhnlicher Gleichungssysteme stark reduziert werden.
Bei der Verwendung von Recycling-Strategien sollte allerdings immer darauf
geachtet werden, dass die Anzahl der Schattenvektoren und damit auch die
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Anzahl der recycelten Vektoren nicht zu klein gewihlt wird.

Es gelang also, die beiden relativ neuen Techniken des Krylov-Recyclings
und der IDR-Methoden miteinander zu kombinieren, um so ein effektives
Losungsverfahren fiir Folgen von Gleichungssystemen zu erhalten.

Insbesondere bei der Implementierung von Recycling-Strategien sollte die
Moglichkeit der Verwendung von flexiblen Schattenvektoren weiter unter-
sucht werden. Im Gegensatz zur Nutzung von Zufallsvektoren sollten diese
Freiheitsgrade genutzt werden, um die Effektivitat der IDR-Methoden wei-
ter zu steigern.

Sollte es gelingen, eine Recycling-Strategie basierend auf der Wahl der schat-
tenvektoren umzusetzen, so liele sich dies auch auf die verallgemeinerten
IDR~Varianten mit hohergradigen Stabilisierungspolynomen anwenden.
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