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Thematik

Adaptivitat
- Eines der Grundkonzepte moderner Numerik

- Sicherere und effizientere Methoden

- Auflosung ,lokaler Effekte”

Approximationstheorie
- Eine der Grundlagen der numerischen Analysis

- Liefert Konvergenzraten

- Lineare und nichtlineare Approximationstheorie




Thematik

Adaptivitat
+ Eines der Grundkonzepte moderner Numerik

“Nichtlineare Approximationstheorie

tragt zu einem besseren Verstandnis

adaptiver Algorithmen bei“

- Liefert Konvergenzraten

- Lineare und nichtlineare Approximationstheorie



Grundaufgabe: Approximation

Normierter Funktionenraum:

Folge von Teilraumen:

linear

X, ist ein linearer Raum

Stlickweise Polynome auf
uniformen Gittern

Approximationsfehler:

(X,

lx)
XcX n=123..

nichtlinear

X, ist kein linearer Raum

Stlickweise Polynome auf
adaptiven Gittern

fex En<f)x = inf ||f_p||X

pPEX,




Anwendungen

Approximation von bekannten Funktionen
- Signalverarbeitung

- Verlustbehaftete Datenkompression

Klassische Numerik

- Numerische Quadratur
- Kollokationsmethoden

- Finite Elemente Methoden



Integral Uber approximierende Polynome:

ff(x)dxmf p(x)dx

Schatze Integralfehler durch

Approximationsfehler ab:

1

| fx)=p(x)dx

0

S”f_p”Ll([O,l])

Stickweise Polynome:

n—1 %

| p(x)ax=2" | q,(x)dx
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Uniformes Gitter

Alle Teilintervalle gleich groR: h=1/n  x,=i-h

X ,=stickweise Polynome auf festem Gitter

Analysis: Lineare Approximationstheorie in X=_1([0,1]):

||f_Qi||Ll([x,x+h])S C||f(r)||Ll([x,x+h])hr



Uniformes Gitter
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Analysis: Lineare Approximationstheorie in X=_1([0,1]):
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Uniformes Gitter

Alle Teilintervalle gleich groR: h=1/n  x,=i-h

X ,=stickweise Polynome auf festem Gitter

Analysis: Lineare Approximationstheorie in X=_1([0,1]):

||f_Qi||L1([x,x+h])S C”f(r)”Ll([x,Hh])hr

Fehler aufsummieren:

n—1 n—1
E.)=2f~all oo p=|2CllF" R<Cllr N, o
i=0 i=0

Ll(['xi’xi+h])




Uniformes Gitter

Alle Teilintervalle gleich grol: h=1/n

X;

X ,=stiuckweise Polynome auf festem Gitter

i-h

Analysis: Lineare Approximationstheorie in X=_1([0,1]):

E,(f)<cC|r"”

L, (01"

—-r

Jackson-Ungleichung”



Adaptives Gitter

Suche ein der Funktion angepasstes Gitter
Ziel: Aquilibrierung des Fehlers
X ,=stlckweise Polynome auf Gitter mit frei wahlbaren Punkten

Analysis: Nichtlineare Approximationstheorie in X=L,(|0,1])

E,(f)=Clf]

- "— 9
L A =

Jackson-Ungleichung”
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Beobachtungen

sin X Jx

uniform volle Ordnung r<3/2

adaptiv volle Ordnung | volle Ordnung

Fragestellungen:

- Erklarung fir gebrochene Ordnung

- Systematische Analyse der adaptiven Methode



Beschrdnkte Ableitungen

’”/\ Differenzierbare
Funktionen
C (r) (r)
2 7L =0, = supl 7))
xel
1A=l N+ A
1Qj> r=0,1,2.3...




Beschrankte Finite Differenzen

Holderstetige
Funktionen

f (9)—f(x)|<cly—x[

r<l1




Beschrankte Finite Differenzen

r - "
/\ Holderraume

) f(y)—f(x)|=ely—x[

(A, F)(x)=f(x+h)=f(x)

| 14, 71,
c = sup—"
h

A r<1




Beschrankte Finite Differenzen

r - "
A Holderraume

2 f ()= f(x)|=cly—xI

(A, F)(x)=f(x+h)=f(x)

c") flo=(la, #1477,

1 r<1




Beschrankte Finite Differenzen

r/|\ Holder-Zygmund-
Raume
2 (A, f)(x)=f(x+h)—f(x)

Ay f=4,(4877 f)

e
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/|\ L -Raume
Integralnormen
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Integrierbare Ableitungen

| Sobolevraume
W; W% Integralnormen fur “schwache”
bt | Ableitungen
| _1l £(r)
£l =170,
p
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Integrierbare Finite Differenzen
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Integrierbare Finite Differenzen

r
A Erweiterung: 0<p<w
| |
5 ,quasi-normierte” Raume
wichtig fur die Analysis von
| | adaptiven Methoden
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Fehlerabschatzungen pro Intervall: 2
||f_qi||L1([h)SC|f B;,l(lh)h ]
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Fehlerabschatzungen pro Intervall: 2
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Fehlerabschatzungen pro Intervall: 2 ‘
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Aquilibirierung des Fehlers?
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Fehlerabschatzungen pro Intervall: 2 ‘
| |
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: 1 2 3

Aquilibirierung der Fehlerschranke:

P ~
e ([0,1])N; f

p,p

p — p
=n|f
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Bp p<lh,-) Bp,p(lhj)
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Fehlerabschatzungen pro Intervall: 2 ‘
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Fehlerabschatzungen pro Intervall: 2 ‘
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Fehlerabschatzungen pro Intervall: 2

p =r+1 |

”f_qi”Ll(I )=

.
Bp’p(lh)

Aquilibirierung der Fehlerschranke:

Bpp 01 ,- p,p h)

B;’p(lhj)

f

B’ ([0,1])

En(f>L1([0,1])S; If=aill.,)=




Fehlerabschatzungen pro Intervall: 2 ‘
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Nichtlineare Approximation

Fehlerabschatzungen pro Intervall: 2 ‘
_ | | |
1 =l 1, =Wy, o=l /
| | |
: i 2 3
Jackson-Ungleichung:
—7 _1_
En(f)Ll([O,l])SC”f”B;’p([(),l])n P =r+1

[Petrushev 1988]







Nichtlineare Approximation

Gerade der stetigen
Sobolev-Einbettungen






















Nichtlineare Approximationstheorie als Baustein:

- Zusammenhang zwischen Glattheit und Approximierbarkeit
- Mathematische Quantifizierung des Begriffs ,lokale Effekte”

- |dealisierter Rahmen

Fragen bei einem konkreten Algorithmus:
- Glattheit der Losungen?
- Fehlerschatzer genau genug?

- Adaptives Gitter flexibel genug?



Adaptive Finite Elemente

Adaptive FEM seit Anfang der 70er Jahre [Babuska, Rheinboldt 1978]

Konvergenzbeweis einer adaptiven FEM:/Dorfler 1996],
[Morin, Nochetto, Siebert 2000, 2002]

Adaptive FEM und nichtlineare Approximationstheorie:
[Binev, Dahmen, DeVore, Petrushev 2002, 2004]
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Adaptive Verfeinerung

[Binev, Dahmen, DeVore,

Petrushev 2002,2004]
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Polygonales Gebiet, 2d

[Dahlke 1999]




Ausblick

Weiterfliihrende Konzepte

- Jackson-, Bernstein-Ungleichungen und Interpolation
- Verschiedene Charakterisierungen der Besov-Raume

- Algorithmische Ansatze

Literatur zum Einstieg

- DeVore: Nonlinear Approximation, Acta Numerica, 1998
- Triebel: Theory of Function Spaces I, 1992, Kap. 1

- DeVore/Lorentz: Constructive Approximation, 1993
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