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Bitte beachten Sie:
Die Aufgaben sollen in Zweiergruppen abgegeben werden. Auf jedem Ubungszettel miissen
die Namen beider Gruppenmitglieder stehen. Bitte tackern Sie Ihre Losungen zusammen.

Aufgabe 1 (4 Punkte, Stabilitéit linearer inhomogener Systeme)
Man betrachte das folgende 2-dimensionale Differentialgleichungssystem:

yi = Y2 — Ky,
Yo = Y1 —y2 V.
Dieses ist ein lineares inhomogenes System. Wir nehmen an, dass x > 0, k # 1 und v > 0.
(a) Berechnen Sie den Fixpunkt (yj,ys) dieses linearen Systems.

(b) Das inhomogene System kann in ein homogenes System transformiert werden, indem
man die Variablen verschiebt:

=y — Y1, U2:=1Y2— Ys

Formulieren Sie das Differentialgleichungssystem fiir §; und 9. Sind die Lésungen
dieses Systems stabil? Was konnen Sie iiber die Stabilitdt von Losungen des ur-
spriinglichen Systems aussagen?

(c) Charakterisieren Sie das Phasenportrait um den Fixpunkt (v, y3).

Aufgabe 2 (4 Punkte, Qualitative Analyse)
Das folgende System soll nach seinen qualitativen Eigenschaften untersucht werden:

Yy = Y2
/ 1 3
Yo = —Y1+ Y1 — Y2
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(a) Bestimmen Sie die stationdren Punkte des Systems und untersuchen Sie diese auf
Stabilitét.

(b) Tragen Sie in einer Skizze die jeweiligen lokalen Phasenportraits ein. Im Fall zweier
reller Eigenwerte nutzen Sie dazu die zugehorigen Eigenvektoren.



Aufgabe 3 (2 Punkte, Lyapunovfunktion)
Untersuchen Sie die Stabilitét des Fixpunkts y* = (0, 0) des Differentialgleichungssystems

Vo= =25+ iy
vy = —uivs -3

mit einer geeigneten Lyapunovfunktion E. (Hinweis: Machen Sie den Ansatz E(y) =
2 b 2
ayi +by;.)

Aufgabe 4 (2 Punkte, 1. Integral)

Eine Funktion E heifit 1. Integral des Systems 3y’ = f(y), wenn E auf den Trajektorien
der Losung konstant ist, also dE(y(t)) = 0 fiir alle Losungen y(t) gilt.

Sei P : ) — R stetig differenzierbar (ein Potential). Betrachten Sie die Differentialgleichung

y" =-VP(y).

Formulieren Sie diese Gleichung als System 1. Ordnung in den Variablen y und v = 3/
und zeigen Sie, dass

1
E(y,v) :== §vTU + P(y)

ein 1. Integral dieser Gleichung ist. Wie lautet die physikalische Interpretation?

Aufgabe 5 (4 Punkte)
Betrachten Sie die Funktion f : C — C, z — z - z. In welchen Punkten ist f komplex
differenzierbar, in welchen holomorph?



