FU Berlin: WiSe 2019/20 (Mathematik 2, Weber)

Ubungszettel Nr. 11, Abgabe 21.01.2020 um 8:00 Uhr

Lernziele: Koordinatentransformation; Oberflachen- und Kurvenintegrale

Aufgabe 1: (Transformationsformel, mittlerer Atomabstand eines Elektrons)

Wir wollen den mittleren Atomabstand A eines Elektrons berechnen. Die Wellen-

funktion des Elektrons sei: (x) = %e"xVa (a ist der erste Bohrsche Radius und x
mwa

ein dreidimensionaler Vektor x = (x4, x5, x3)). Die "Wahrscheinlichkeit", ein Elektron
am Ort x anzutreffen, betrdgt demnach ¥*y, also #e*'x'/“. Um den Mittelwert
des Abstands r = |x| zu bestimmen, mussen wir also folgendes Integral rechnen:
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a) Um das Bereichsintegral gut rechnen zu kénnen, fihren wir eine Koordinaten-
transformation in Kugelkoordinaten durch. Die allgemeine Transformationsformel
lautet:

f f f f(xq, %2, x3) dxydx,dxs = fznf f f(r,9,9) ‘dc(;zlj 192’(::)3)

Zeigen Sie (insbesondere durch Ausrechnen der Determinante der Jacobi-Matrix),
dass sich damit das obige Integral A schreiben lasst als:

dr d9 deo
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Hinweis: Mit einer solchen Berechnung kann man auch die folgenden
Transformationsformeln fur die Umrechnung von kartesischen Koordinaten auf
verschiedene gebrauchliche Koordinatensysteme herleiten:

Polarkoordinaten: x =rcos(p),y =rsin(p), dxdy = rdrde
Zylinderkoordinaten: x=pcos(p),y=o0sin(p), z=2z dxdydz=pdodpdz
Kugelkoordinaten: x = rsin(9)cos(¢p),y = rsin(9)sin(¢p)

z=rcos(¥), dxdydz = r*sin(¥)dr d9 do

b) Berechnen Sie das Integral aus Teilaufgabe a). Wahlen Sie dazu eine schlaue
Reihenfolge der Integrationsvariablen dr d9 de.



Aufgabe 2: (Berechnung einer Oberflache)

Die allgemeine Formel zur Berechnung einer zweidimensionalen Oberflache 0 uber
einem Bereich B (in den Variablen x und y) fuhrt zu folgendem Bereichsintegral:

0= f 1+ 2+ f7d(x,y),

wobei f, und £, die entsprechenden partiellen Ableitungen von f(x,y) sind.

Sei nun B ein Kreis um den Ursprung mit Radius a und f(x,y) = \/a® — (x2 + y2).

a) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von f. Hinweis: Kettenregel und

Vz = z1/2,

b) Berechnen Sie die Oberflache gemal obiger Formel. Hinweis: Die Lésung wird
wesentlich einfacher, wenn man das Integral auf Polarkoordinaten transformiert
(siehe Aufgabe 1, Hinweis). Hierin gilt: 2 = x* + y2. Die Polarkoordinaten laufen in
den Intervallgrenzen: r =0..a, ¢ = 0..2z. Danach muss man noch Substitution
u = a* — r? verwenden.

c) Machen Sie sich geometrisch klar, dass Sie im Teil b) die Oberflache einer
Halbkugel gerechnet haben!

Viel Erfolg!



