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Einleitung

Diese Arbeit behandelt die numerische Lésung von reellen, endlichdimen-
sionalen, nichtlinearen Gleichungssystemen, die von einem reellen Parame-
ter abhéngen. Speziell werden Techniken der linearen Algebra (sogenann-
te Sparse-Loser) angewandt fiir den Fall, dafl die Linearisierung des Glei-
chungssystems nur in wenigen Elementen ungleich Null ist; dadurch kann
der benédtigte Rechenaufwand reduziert werden, auch wenn die Anzahl der

Variablen grof ist (ca. 100-1000).

Die Berechnung der Lésung, die unter geeigneten Regularitdtsannahmen
aus einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit besteht und dann als Loésungs-
pfad bezeichnet wird, erfolgt nach dem Prediktor-Korrektor-Verfahren. Da-
bei werden von einer Anfangslosung aus nach und nach neue Punkte auf
dem Losungspfad berechnet, indem von einer aus Informationen der vorheri-
gen Losungen gewonnenen Néherungslosung, dem Prediktor, durch ein diese
Néaherung verbesserndes Verfahren, dem Korrektor, eine neue Losung berech-
net wird. Da das Verfahren nach und nach Lésungen auf dem Pfad berechnet
und somit seinem Verlauf folgt, wird es auch als Pfadverfolgung bezeichnet.

Gewohnlich wird bei der Pfadverfolgung von einer herausragenden Stel-
lung der Parameters im Gleichungssystem ausgegangen und angenommen,
daB sich der Losungspfad als Funktion des Parameters darstellen 1a8t. Die-
se Betrachtung kann jedoch zu vermeidbaren Singularitiaten in der Losung
fithren. Daher wird hier als Korrektor das Gaufi-Newton-Verfahren verwen-
det, welches den Parameter wie eine gewohnliche Variable behandelt. Damit
kann der Losungspfad auch jenseits von Singularitéten, die sich aus obiger
Betrachtung ergeben, ohne Probleme verfolgt werden, solange der Pfad glatt
und lokal eindeutig ist. Ist die Eindeutigkeit lokal nicht gegeben, liegt eine
Singularitat vor, die nicht der Auszeichnung des Parameters geschuldet ist,
und die im Rahmen der Pfadverfolgung eine besondere Behandlung erfordert.

In Kapitel 1 wird der Algorithmus der Pfadverfolgung in der Form, wie
er in [9] formuliert wurde, dargestellt. Dabei wird neben der geometrischen
Interpretation des Algorithmus ein breiter Raum fiir die Konvergenztheorie
des GauBl-Newton-Verfahrens eingerdaumt, da diese fiir die Wahl der Schritt-
weite, d.h. der Entfernung des Prediktors von der vorherigen Loésung, und
damit fiir die Effizienz des Verfahrens wichtig ist.
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In Kapitel 2 werden dann Singularititen entlang eines Losungspfades
und ihre Klassifizierung der allgemeinen Theorie in [20] folgend skizziert
und abhéngig davon, ob der Parameter ausgezeichnet wird oder nicht, die
Behandlung des jeweils einfachsten Typs von Singularitat (wieder nach [9])
dargestellt.

Das GauB-Newton-Verfahren wandelt das nichtlineare Problem in eine
Folge von linearen Gleichungssystemen um, wobei die lokale Nichteindeu-
tigkeit der Losung sich in der Unterbestimmtheit der linearen Gleichungs-
systeme widerspiegelt. Diese Systeme werden mittels der Moore-Penrose-
Pseudoinversen gelost. In Kapitel 3 wird zunédchst das Konzept dieser Pseu-
doinversen erlautert und dann, aufbauend auf einem generellen Schema zur
Berechnung dieser Pseudoinversen, verschiedene Verfahren zur Loésung der
Gleichungssysteme entwickelt, die den Anforderungenn der Pfadverfolgung
und der Struktur der grofien Gleichungssysteme angemessen sind. Schlieflich
wird das Schema noch auf die Losung eines erweiterten Systems angewandt,
wie es zur Berechnung von Singularitédten bendtigt wird.

Kapitel 4 widmet sich der Implementierung des Algorithmus, der in der
Sprache C realisiert wurde. Dabei wird neben fiir die Effizienz des Algorith-
mus wichtigen Details, insbesondere der Wahl einer geeigneten Skalierung,
die Funktionsweise des Sparse-Losers MA28 anlaflich seiner Ubertragung von
Fortran in C erldutert und die in Organisation des im objekt-orientierten Stil
gehaltenen Programmes Alcon-S erlautert.

Kapitel 5 schlieit die Arbeit mit einigen illustrativen Beispielen, die die
Funktionstiichtigkeit des Algorithmus unter Beweis stellen.

Zum Abschluf} dieser Einleitung bleibt mir die Freude, mich beim Konrad-
Zuse-Zentrum fiir Informationstechnik zu bedanken. Ohne Unterstiitzung
von dieser Seite nicht zuletzt durch eine Tutorenstelle wére diese Arbeit zu-
mindest in dieser ausfiihrlichen Form nicht méglich gewesen. Insbesondere
mochte ich mich bei Professor Peter Deuflhard bedanken, der nicht nur mir
das Diplomthema vorgeschlagen hat, sondern auch durch seine Vorlesungen
mein Interesse an der Numerik iiberhaupt geweckt hat, in dem er gezeigt
hat, daf} eine algorithmisch orientierte Numerik eine spannende und vielfalti-
ge Wissenschaft ist fern dem Klischee vom Abschéitzen von Rundungsfehlern.
Mein ausdriicklicher Dank geht an Doktor Andreas Hohmann, der nicht nur
die Seite der Programmentwicklung kontinuierlich betreut und durch eigene
Entwicklungen vorangetrieben hat, sondern auch stets als Ansprechpartner
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zur Verfiigung stand und sich mit bewundernswerter Geduld Zeit fiir alle
meine Fragen, auch die deutlich weniger schlauen, genommen hat.

Herrn Ulrich Nowak mdochte ich fiir hilfreiche Diskussionen zum Thema
diinnbesetzte Matrizen und Herrn Wolfgang Dalitz fiir die Hilfestellung beim
Einfiigen von Alcon-S in die eLib Dank sagen.

wHabe ich jemanden vergessen? Ich denke, schon® (Max Goldt)



1. Der Pfadverfolgungs-Algorithmus
1.1 Problemstellung

1.1.1 Parameterabhingige Gleichungssysteme

Héaufig tritt in Anwendungen der Fall auf, dafl in der mathematischen Model-
lierung ein Gleichungssystem nicht nur von den Unbekannten abhéngt, nach
denen es aufgelost werden soll, sondern auch noch von einem oder mehreren
Parametern; sei es, dafl sie entweder zusatzliche Freiheitsgrade im Modell
darstellen oder unter der interessierenden Betrachtung iiber einem Bereich
variieren konnen oder auch kiinstlich eingefiigt werden, um eine Lésung iiber-
haupt erst zu erreichen — meist interessiert nicht nur die Lésung zu ausge-
suchten Parameterwerten, sondern auch die Abhangigkeit der Lésung bei
Verédnderung der Parameter.

In dieser Arbeit werden reelle, endlichdimensionale Gleichungssysteme
betrachtet, die von einem reellen Parameter abhéngen; das Problem laft
sich also formulieren als:

Finde alle Losungen (z, A), wobei € IR" der Losungsvektor und A € R
der Parameter ist, die die Gleichung

fx)) = 0
ffIR" xR — IR" (L.1)

erfillen.

Interessant ist dabei vor allem die Frage, wie  von A abhéangt; d.h. ob eine
glatte Funktion x = z(\) existiert, so daf

J(2(3),A) =0

fiir alle A € IR oder zumindest fiir A € D, wobei D C IR ein Bereich von fiir
das Modell relevanten Parameterwerten ist.

Beispiel 1.1: In Anwendungen der Physik, Chemie, Mechanik und Elek-
trotechnik fithrt die mathematische Modellierung zeitabhingiger Prozesse
héufig zu einem System gewohnlicher Differentialgleichungen:

&= f(z,\) (1.2)
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Héaufig ist dabei nicht die exakte Losung zu einem bestimmten Anfangswert
gesucht, sondern strukturelle Eigenschaften des Systems, z.B. die Existenz
von Gleichgewichtspunkten, Grenzzyklen oder komplizierteren Objekten wie
seltsamen Attraktoren, denen sich Loésungskurven asymptotisch annahern.
Insbesondere die Berechnung von Gleichgewichtspunkten ist einfach zu be-
werkstelligen, da sie durch

z(t) = o = konst. < =0

definiert sind, was Gleichung (1.2) sofort in die Form (1.1) der betrachteten
Problemklasse bringt.

Beispiel 1.2: Beim Losen von stark nichtlinearen Gleichungssystemen
f(z) = 0 etwa mit einem Newton-Verfahren taucht oft das Problem auf,
daf} kein brauchbarer Startvektor zur Verfiigung steht. Eine mogliche Abhilfe
besteht darin, das Problem mit einem kiinstlichen Parameter zu versehen, der
z.B. von 0 bis 1 variiert, so daf} fiir das parameterabhingige Problem h(z, \)
gilt, daBl A(x,0) leicht 16sbar ist (z.B. linear) wiahrend h(z,1) = f(x) ist. Lafit
sich nun die Losung von A(z(X),A) = 0 von 2(0) bis (1) verfolgen, so ist das
urspriingliche Problem gelést. Eine solche Lésungsmethode heifit Finbettung
oder Homotopie.

Die Frage, ob sich die Losungsmenge von (1.1) zumindest lokal als z =
x(A) iiber A parametrisieren 1afit, wird durch das implizite Funktionen Theo-
rem beantwortet, welches (auch im allgemeinen Fall von p Parametern) be-
sagt:

Satz 1.1 Sei f:IR" x R? — IR", f = f(x,A) eine stetig differenzierbare

Funktion und (xo, Xo) ein Punkt mit f(xo, o) = 0. Falls dann % (50%0) den
ZTo,A0

vollen Rang n hat, dann existiert lokal eine stetig differenzierbare Funktion

z = x(X) mit x(Xo) = x¢ sowie

dfde  Of

drd\ 9

Ein Beweis dieser Behauptung findet sich in fast jeden Lehrbuch iiber Ana-
lysis, z.B. in [23].

Unter den gegebenen Voraussetzungen setzt sich die Lésungsmenge aus

flz(A),\)=0 und

glatten p—dimensionalen Mannigfaltigkeiten zusammen, die im Kontext pa-
rameterabhéngiger Gleichungssysteme mit p = 1 nicht wie iiblich als Kurven,
sondern als (Lésungs-)Pfade bezeichnet werden.
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1.1.2 Implizite Reparametrisierung iiber die Tangen-

te
Probleme beim Losen parameterabhangiger Gleichungen treten dann auf,
wenn % nicht reguléar ist. Satz 1.1 garantiert dann nicht mehr die Parame-

trisierbarkeit der Losung iiber A; diese ist auch meist in solchen Punkten
nicht moéglich, obwohl die Losung aus einer glatten eindimensionalen Man-
nigfaltigkeit besteht.

Beispiel 1.3: Die Gleichung
flz, )=z + M —r*=0

hat als Losungsmenge einen Kreis zum Radius r, welcher plausibler wei-
se eine eindimensionale Mannigfaltigkeit bildet; jedoch gilt in den Punkten
(z,A) = (0,%r), daB % = 0 und die Losung nicht mehr eindeutig iiber A
parametrisierbar ist.

Die Schwierigkeit an den Punkten (0,+r) 148t sich in obigen Beispiel
dadurch beseitigen, dafl zunachst die Variable z und der Parameter A zu
einer Variable y = (z, A) zusammengefafit werden und dann die Gleichung

fly) =0

iiber einem anderen Parameter dargestellt wird. In diesem konkreten Beispiel
bietet sich z an, was zu der lokalen Parametrisierung

flz, AM(z))=0 mit MNz)=+Vr2—2? und g—{ =2X2#0
fir —r < & < r fithrt. Ein solches Verfahren wird (lokale) Reparametrisierung
genannt und ist immer moglich, falls

f@%=6g%®

Das Verfahren der Reparametrisierung 1aft sich auf das allgemeine Pro-
blem (1.1) durch die folgende Verallgemeinerung anwenden.

vollen Rang hat.

Zunéchst wird ein Koordinatenwechsel vorgenommen:

y=Pn, n=(£7)
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wobei P ein linearer, orthogonaler Operator ist und so gewahlt wird, dafl
J . .
rank | —foP | =n (1.3)

gilt. Damit kann die Lésung geméafl dem impliziten Funktionen Theorem 1.1
iiber 7 parametrisiert werden.

Mit den bei dem Loésungsverfahren auftretenden linearen Gleichungssyste-
men im Augenwinkel wurde P orthogonal gewéhlt, damit die Konditionszahl
in der 2-Norm

conds (f'(y)) i= o1/
wobei oy den grofiten und o, den kleinsten Singuldrwert bezeichnen, unter
der Transformation invariant bleibt, d.h. condsy (f'(Pn)) = condy ((fo P)'n).
Falls f'(y) vollen Rang hat, ist o,, # 0 und cond, (f'(y)) < oo.

Es ist jetzt eine natiirliche Forderung an die Wahl von P, dafl die Kondi-
tionszahl von aa_g foP nicht nur endlich sein soll, um (1.3) zu erfiillen, sondern
so klein wie moglich. Diese Forderung ist erfiillt, wenn 7 die Tangente des
Losungspfades parametrisiert, d.h. wenn ¢ = P(?} ein Tangentialvektor von
f'(y) ist. Denn dann ist

d 0 0 0
%foP: ( a—ffoP 8_TfOP ) = ( a—ffoP 0)

da a%foP = f'(y)t = 0; also besitzt aa—gfoP dieselben Singuldrwerte und hat
daher dieselbe Konditionszahl wie %foP.
Die Idee der impliziten Reparametrisierung des Pfades iiber die Tangente

motiviert den nun folgenden Losungsalgorithmus.

1.2 Das Loésungsverfahren

1.2.1 Pfadverfolgung mit dem Prediktor/Korrektor
Schema

Die Einsicht, daf} sich die Lésung von parameterabhéngigen Gleichungen lo-
kal gut iiber eine lineare orthogonale Transformation reparametrisieren 1a8t,
wahrend eine globale Reparametrisierung im allgemeinen nur iitber krummli-
nige Koordinaten zu erreichen ist (im Beispiel 1.3 wéren dies z.B. Polarkoor-
dinaten), legt die Idee nahe, die Losung mittels gegebener lokaler Information
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schrittweise fortzusetzen; dabei werden ausgehend von einer Startlésung yq
nach und nach Punkte y;,y,...,y,,... nach folgendem Schema berechnet:

e Von einer gegebenen Losung y, mit f(y,) = 0 wird aus den Informa-
tionen der bisherigen Losungen eine Ndherung fiir eine weitere Losung
auf dem Pfad g,,; vorgeschlagen, der sogenannte Prediktor.

o Ausgehend von diesem Prediktor wird ein iteratives Verfahren bei
yY 1= 7,41 gestartet, welches gegen eine Losung kli_)m v =y =y
konvergiert und als Korrektor bezeichnet wird. Danach kann dann der
Prediktiorschritt mit der neuen Losung y, 11 anstelle von y, durchlaufen
werden. Wenn der Korrektor versagt, mufl im Prediktorschritt ein ver-
besserter Prediktor §,41 nen vorgeschlagen oder, falls dies nicht méglich
ist, das Verfahren abgebrochen werden werden.

Diese Methode wird als Pfadverfolgung, Fortsetzung oder aufgrund der
Bezeichnung der beiden Teilschritte auch als Prediktor-Korrektor-Verfahren
bezeichnet.

1.2.2 Realisierungen des Prediktors

Der klassische Prediktor geht von der Existenz eine Parametrisierung iiber A
aus.

Ausgehend von einer Losung y, = (z,,A,) wird der Parameter A um
eine Schrittweite s, erhoht, deren genaue Grofle weiter unter diskutiert wird.
Als Prediktor fiir z,,41 wird die alte Losung z, verwendet. Also lauten die
Formeln fiir den klassischen Prediktor:

Tyy1 = Ty

5\1/—}—1 = )\y + s,

Ein solcher Prediktor fithrt aber in der Regel zum Scheitern des Korrek-
tors, wenn die Rangbedingung in Satz 1.1 verletzt ist, weil fiir Parameterwer-
te jenseits der Singularitat in der Ableitung keine Losung mehr zu existieren
braucht, siehe das Beispiel 1.3.

Anstatt die Losung als @ = x()) darzustellen, bietet es sich nach der
Diskussion von Kapitel 1.1.2 an, die Losung tiber die Tangente ¢, = t(y,) am



1.2 Das Lésungsverfahren 11

Yu

Abbildung 1.1: Klassischer und tangentialer Prediktor

Losungspunkt y, zu parametrisieren, woraus die Ubertragung des klassischen
Prediktors auf diese Parametrisierung zum tangentialen Prediktor fiithrt:

‘gu+1 = Yy + Suty (14)

Solange f’(y) vollen Rang hat, ist dann beziiglich dieses Prediktors das Auf-
tauchen von Singularitdten zumindest lokal ausgeschlossen.

Andere Prediktoren ergeben sich daraus, dafl sich der Losungspfad der
Gleichung f(y) = 0 global iiber seine Bogenlidnge o parametrisieren 1afit,
d.h. y = y(o). Durch Differenzieren ergibt sich dann die implizite Differenti-
algleichung .

' Y

fly)o- =
welche mit den vorhergehenden Losungen als Stiitzpunke mittels Mehrschritt-
Formeln approximativ gelost werden kann, siehe etwa [27]. Der Néherungs-
wert wird dann als Prediktor genommen.

Im Kontext dieses Zuganges 1afit sich der tangentiale Prediktor (1.4) als
ein expliziter Euler-Schritt auffassen und wird daher auch als Fuler-Prediktor
bezeichnet.

0

Formeln héherer Ordnung ergeben bessere Abschatzungen in s von der
Form
Jist(foar, ") < Cps?

wobei p die Ordnung des Verfahrens ist; jedoch kann ein Wachsen der Kon-
stante C}, mit p die Verringerung von s? wieder wettmachen, zumal bei hohe-
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rer Ordnung Information aus zunehmend weiter entfernten Punkten herange-
zogen wird, die mit den lokalen Eigenschaften der Funktion ,,vor Ort“ wenig
zu tun haben miissen.

Daher wird im weiteren nur der tangentiale Prediktor verwendet, zumal
fiir ithn eine theoretisch fundierte Schrittweitensteuerung vorliegt, siche Ka-
pitel 1.2.5 weiter unten.

1.2.3 Das Gauf3-Newton-Verfahren als Korrektor

Als Korrektor wird eine Variante des Newton-Verfahrens gewéhlt, welches
fiir seine schnelle Konvergenz gegen Losungspunkte y* = limy* bei geeigne-
ten Startwerten y° bekannt ist, die hier durch den Prediktor bereitgestellt
werden.

Allgemein 1at sich das Newton-Verfahren beschreiben als

y =yt + Ay (1.5)
wobei die Newton-Korrektur Ay* das Gleichungssystems
Fy*)AY = =f(y") (1.6)
16st.
Beim normalen Newton-Verfahren wird angenommen, daff die Lésung y*
lokal eindeutig ist; diese Annahme fiihrt lokal auch zu eindeutig 16sbharen
linearen Problemen (1.6). Fiir die hier diskutierte Problemklasse findet sich

die Unterbestimmtheit des zu Grunde liegenden Problems wieder in einer
Unterbestimmtheit des linearen Gleichungssystems.

Der in der Literatur (z.B. [2, 3, 26, 39]) verbreiteteste Weg, diese Unter-
bestimmtheit aufzuheben, besteht darin, noch eine zusatzliche Bedingung in
Form einer Funktion

us: IR” xR — R
us(x,A\) =0

zu stellen, die von der Schrittweite s abhéngig ist, und dann fiir die erweiterte
Funktion

a = (1)) =0 (17

ein gewohnliches Newton-Verfahren zur Losung zu benutzen. Da die Bedin-
gung sich zumeist als Approximationen der Bedingung;:
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Abbildung 1.2: Lineare und Nichtlineare Zusatzbedingungen

Finde eine Losung auf dem Pfad, so dafl die Bogenldnge o zur
vorherigen Loésung genau s ist.

auffassen 1aBt, wird dieser Zugang auch Pseudo-Bogenlinge-Verfahren ge-
nannt.

Eine typische lineare Zusatzbedingung ist etwa

u(y> = <tl/a y— gu+1> =0 (18)
d.h. die eindeutige Losung ist diejenige, die auf der Hyperebene orthogonal
zur Tangente ¢, durch ¢, 1, liegt. Eine hdufig benutzte nichtlineare Bedingung
ist:
u(y) = lly =yl =55 =0 (1.9)
d.h. die Losung liegt auf der Hypersphére mit dem Radius s, und Mittelpunkt
Yu-
Eine kleine Sammlung an moglichen Zusatzbedingungen 1afit sich in [2],
Kapitel 3.2 ,,Local Parametrizations“ finden.

Lineare Bedingungen wie (1.8) haben aber den Nachteil, da sie an die
Nichtlinearitat von f nicht angepafit sind; die Berechnung des Schnittpunktes
kann schlecht konditioniert sein oder es kann fiir zu grofie Schrittweiten keine
Losung mehr existieren.

Nichtlineare Bedingungen wie (1.9) erlauben etwas grofiere Schrittweiten,
aber dafiir verletzt das Newton-Verfahren schon mit der ersten Korrektur
die Zusatzbedingung, die noch vom Startwert erfiillt war, und verliert mogli-
cherweise unnétige Iterationen, um den Schnittpunkt zu finden, obwohl eine
beliebige Losung f(y*) = 0 geniigen wiirde.
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Abbildung 1.3: GauB-Newton-Verfahren als Korrektor

Im Folgenden wird ein anderer, in [9] vorgeschlagener Weg beschritten.
Anstelle durch duflere Zusatzbedingungen, die auf das lokale Problem keine
Riicksicht nehmen, eine Eindeutigkeit des nichtlinearen Problems (1.1) zu
erzwingen, wird eine innere Zusatzbedingung an das lineare Problem inner-
halb der Newton-Iteration (1.6) gestellt, welche eng mit dem lokalen Problem
zusammenhaingt. Verwendet wird die Bedingung, da$§ die Losung Ay* senk-
recht auf der Tangente von f'(y*) steht. Wie in Abschnitt 3.1 gezeigt wird,
ist dies gleichbedeutend mit der Bedingung

|Ay¥|l, = min (1.10)

Die so eindeutig charakterisierte Losung 148t sich formal als

schreiben, wobei die Notation At die Moore-Penrose-Pseudoinverse eines li-
nearen Operators A bezeichnet und in Kapitel 3 genauer beschrieben wird.
Die Verwendung der Newton-Iteration mit der Pseudo-Inversen als Loser
wird als Gaufi-Newton-Verfahren bezeichnet.

Die Bedingung (1.10) 148t sich auf zwei verschiedene Weisen motivieren.
Zum einen ist der Fehler durch die Linearisierung des Problems

0= f(y") = f(¥") + F(y")Ay* + O(|| Ay*|?)
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von der Ordnung ||Ay*||?; dadurch, daB diese GroBe minimiert wird, 1a8t sich

eine moglichst schnelle Konvergenz des Gaufi-Newton Verfahrens erhoffen.
Diese Hoffnung wird mit Satz 1.2 in Kapitel 1.2.5 theoretisch untermauert.

Zum anderen 1aBt sich mit der Terminologie von Kapitel 1.1.2 die Lésung
von (1.6) und (1.10) als Losung auf der Hyperebene P(%k) auffassen, auf der

die lineare Abbildung f’(y*) optimal konditioniert ist, was dem Verfahren
sicherlich zugute kommt.

Wird die Minimierungsbedingung (1.10) als von y* abhingige Zusatz-
funktion hingeschrieben,

uyr (y) = (t(y"), Ay*)

wobei ¢(y*) ein Tangentialvektor von f/(y*) ist, ergibt sich fiir das zu losende

Gleichungssystem
( {(I;%];) )Ayk = ( _féyk> ) (1.11)

daB die hinzugefiigte Zeile orthogonal auf den Zeilen von f'(y*) steht. Von
allen moglichen Zusatzbedingungen ist dies diejenige, welche im Sinne der
Konditionszahl der 2-Norm die giinstigste ist.

Bemerkung 1.1: Es sei an dieser Stelle ausdriicklich darauf hingewiesen,
daf} das Verfahren neben lokaler Information in der Néhe des Losungspunktes
auch von dem verwendeten inneren Produkt abhangt. Im Algorithmus wird
daher ein problemangepafites skaliertes Produkt verwendet.

1.2.4 Modifikationen des Gauf-Newton-Verfahrens

Die Auswertung und Zerlegung der Jacobi-Matrix insbesondere fiir Probleme
hoher Dimension in Verbindung mit direkten Losern stellt oft ein im Verhélt-
nis zu einer einfachen Funktionsauswertung sehr viel héheren Aufwand dar.
Zur Konvergenz des Gauf-Newton-Verfahrens ist es aber auch nicht erfor-
derlich ist, an jedem Iterationspunkt die Ableitung exakt zu berechnen. Da-
her sind Verfahren entwickelt worden, bei denen die f'(y*) durch geeignete
Approximationen M}, ersetzt werden. Die Iteration dndert sich dann formal
folgendermaflen:

lose M s* —f(y")
gL = bk
ersetze M, = My
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Durch die Approximationen wird im allgemeinen der Konvergenzradius und
die Konvergenzgeschwindigkeit beeintrachtigt; z.B. gilt fiir den Approxima-
tionsfehler nur noch

F) = FF) = Mis™ = (f'(ye) = Mi)s" + O(lly™ = v"I1*) = O(lly* — ")

Die einfachste solcher Modifikationen ergibt sich, wenn die Ableitung des
Startpunktes wahrend der Iteration beibehalten wird, d.h.

My, = f'(y°).

Das so erhaltene Verfahren heifit dementsprechend vereinfachtes Gaufi-New-
ton-Verfahren und ist nur noch linear konvergent ([8]). Die vereinfachten
GauB-Newton-Korrekturen werden im weiteren mit

SkZA—y

bezeichnet.

Ein weiteres Verfahren wurde von Broyden in [5] vorgeschlagen und be-
steht in der Idee, die Ableitung durch eine Sekante zu approximieren; dazu
wird das Verfahren in y° mit By = My = f'(y°) gestartet; nach der Berech-
nung der Korrektur, die hier mit s* = Kyk bezeichnet wird, wird in jeder
Iteration verlangt, daB die neue Approximation Byyy die Sekantenbedingung

Bk+1§yk = f(y*") = f(y")

erfiillen soll; da By, schon die Gleichung By AyF = — F(y*) erfiillt, muB also
fiir die Korrektur der Ableitung die Gleichung

(Best — Bi) Ay = f(y*) (1.12)

gelten. Diese Bedingung bestimmt die Korrektur nur auf dem eindimensio-
nalen Raum R(Ay*); Broyden schlug vor, die Korrektur dadurch eindeutig

zu bestimmen, daf} sie sich auf 'R(Z;\yk)L sich nicht andert; dadurch ergibt
sich .
ly ) A

Byi1 — By = —==
Ayk*Ayk

(1.13)
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Dieses Korrekturverfahren 1a8t sich auch als Lésung der Miminierungspro-
blems

|| Brs1 — Bi||r = min{ || X — Bi||r | X — By erfiillt Gleichung (1.12) }

auffassen, siehe [8].
Das Verfahren wird als Broyden-Rank 1-Updates bezeichnet; es ist mog-
lich, superlineare Konvergenz des Verfahrens zu beweisen, siehe wieder z.B. [§].

Bemerkung 1.2: Beide der vorgestellten Modifikationen lassen den Tan-
gentialraum invariant:

Motozo = Mktozo

Dies ist fiir das vereinfachte Verfahren offensichtlich; fiir die Broyden-Updates
folgt es aus der Verwendung der Pseudoinversen als Loser; dadurch sind die
Korrektur Ay* und der Tangentialvektor ¢ orthogonal zueinander; da aber
ein Broyden-Update Bjy; — By, senkrecht zu Ay* nicht dndert, gilt

tkyr =t = ... = t1g. Dadurch konnen beide Verfahren als gewohnliche
Newton-Verfahren auf der Hyperebene H = 72(750)L aufgefait werden, was
zeigt, daB bei diesen Verfahren die Vorteile der impliziten Reparametrisierung
in jedem Schritt wieder verloren gehen.

Bemerkung 1.3: Gelegentlich wird in der Literatur gegen die Broyden-
Updates ins Feld gefiihrt, dal diese bei Verwendung von direkten Losungs-
verfahren fiir die Jacobimatrix am Startpunkt f’(y°) auch zu Updates der
Faktorisierung von f'(y) fithren; dies ist jedoch nicht erforderlich, wie bereits
Broyden in dem zitierten Artikel ausfiihrt.

Statt dessen 1aBt sich aus der Einsicht, dafl es sich um ein gewohnliches
Newton-Verfahren auf H handelt, und aus einem Spezialfall der Sherman-
Morrison-Woodbury-Formel (Id — uv*)™" = Id + uv* (siehe z.B. [19])

die Pseudoinverse von

1
1—u*v

SHAS (1 y A—yu@)
TGIA (g BT AY

TN Av By

Bry1 = B + NN

wobei hier AyFt! = —f’(yk)+f(yk+1) die vereinfachte Newton-Korrektur
bzgl. y* bezeichnet, durch

Bint = ([d+ A i )) Bt (1.14)
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aus Bt berechnen, wobei
A—yk+1*Kyk

T 1 (1.15)

a =

sicher gilt, falls |[Ay*+!|| < HEka‘,\W&s wegen der weiter unten motiverten
Abruchbedingung ||[Ay**t!|| < O]|Ay*|| mit © = 1/2 wihrend der Iteration
erfiillt bleibt.

Besonders einfach ist die Berechnung von

A kLA R
AA*!/: Ay Ekﬂ
AyF Ay*(l — a)

« I 1 —
= — VAP = — A1
<1 7 _a> y 0 y T(1.16)

e

Ayt = Bt (M) = (M+

wodurch sich 1.14 zu

Nkt A k™
Bk+1+ = [d-l—% Bk+
Ayk Ayk

vereinfacht.
Damit 1&8t sich nur durch Abspeichern von f'(y°), Ay‘und||Ay‘||? fiir
i = 0...k die Berechnung von Ay**!, Ay*+1 aufgrund von (1.14) und (1.16)
effizient programmieren:
Schritt T) v = —f/(y°) " f(y*)
Schritt IT) firi =1,...,k, berechne
D) B =(vim Ay=)/ | Ay
i) v =v,_y + BAY
Schritt I1T)

i) Ayttt =
i) o= (v Ay¥)/|| AyF|?
i) O = [[uxll/l|Ay*

Falls ©4 < 1/2 berechne Ayht! = ﬁA—yk‘H
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1.2.5 Konvergenztheorie und Schrittweitensteuerung

Zuriick zum Prediktor, bei dem noch eine Frage offen geblieben war: die Wahl
der Schrittweite. Falls die Schrittweite zu grofl gewahlt wird, konvergiert
sicherlich der Korrektor nicht mehr und das Verfahren bricht zusammen; wird
die Schrittweite hingegen zu klein gewahlt, wird in vielen kleinen Schritten
viel tiberfliissige Arbeit geleistet; denn unabhéngig von der Realisierung des
Korrektors ist zumindest eine Auswertung der Ableitung in jedem Schritt
notig.

Die Idee der verwendeten Schrittweitensteuerung besteht darin, gerade
die Schrittweite zu nehmen, bei der aufgrund der Konvergenzsatze noch Kon-
vergenz des Korrektors beweisbar ist. Die Aussagen werden aus zwei Kon-
vergenzsatzen gewonnen, in denen etwas unhandliche aussehende Lipschitz-
Bedingungen auftauchen, die aber zum Zwecke des Beweises optimiert sind
und deren Lipschitz-Konstanten, durch numerisch leicht zugéngliche Schatzer
approximierbar, in den verwendeten Algorithmus eingehen. Besonders sei
darauf hingewiesen, daf} die angegebenen Bedingungen keinen Gebrauch von
Normen des Bildraumes machen und dadurch die Invarianz sowohl der Pro-
blemstellung als auch des Verfahrens widerspiegeln.

Der erste Satz macht Aussagen dariiber, ,wie weit“ sich der Prediktor
Un+1 vom Losungspfad entfernen darf, ohne die Konvergenz des Korrektors zu
zerstoren; dabei ist die ,Entfernung® nicht so sehr im Abstand ||§,41 —ya|| als
vielmehr in der Gréfle der auftretenden Lipschitz-Konstanten zu verstehen,
die als MaB fiir die Nichtlinearitdt von f dienen.

Der zweite Satz macht hingegen Aussagen dariiber, wie weit sich der
(tangentiale) Prediktor tatséchlich bei einer bestimmten Schrittweite vom
Losungspfad entfernt hat.

Zusammen ergibt sich als Korollar die maximal mégliche Schrittweite.

Der erste Satz stammt in seiner urspriinglichen Form von Mysovskii aus
dem Jahre 1949, wobei allerdings eine etwas andere Lipschitz-Bedingung an-
gegeben ist. Die Beweistechnik geht auf Kantorowitch zuriick und besteht
darin, zu zeigen, daff die Iterationsfunktion der Newton-Iteration @ (y) =
y — f'(y)" f(y) fiir geeignete Startwerte kontraktiv ist und die Normen der
Iterationskorrekturen ||Ay*|| eine quadratisch konvergente Majorante haben;
die Glieder der Majorante heiflen Kantorowitch-Gréflen. Die Voraussetzun-
gen sind etwas stérker als in Kantorowitch’s Satz, was die Beweisfithrung
erheblich vereinfacht.
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Die hier benutzte Version ist aus [8] bzw. [11] entnommen, in denen der
Beweis fiir n = m gefiihrt wird; auler dafl dabei noch eine lokale Eindeutig-
keit der Losung herausspringt (wovon hier keine Rede sein kann), unterschei-
det sich der Beweis nicht von dem hier angegebenen.

Satz 1.2 (Newton-Mysovskii) Sei f:IR" — IR™ mit n > m eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung mit rang (f'(y)) = m fir alle y € R".
FEs gelte die Bedingung (mit der Lipschitz-Konstante wy)

1F(9) " (f'(u+ s0) = F(w)v]| < swnllo]® (1.17)

fiir alle s € [0,1] und fiir alle v € R™, v € R(f'(u)"), y € u+ R(v).
Falls dann der Startpunkt fir die Gaufl-Newton-Iteration so gewdhlt ist,
dafs
1A% = 17O FON < @ (1.18)

und

1
ho := FWHA < 1, (1.19)

dann gelten die folgenden Aussagen:

WH 12 g
a) ||yFtt — || < 7||y1C —y*=Y|” fiir alle k >0

b) MTHHka — y*|| < hg, wobei die Kantorowitch-Grifien hy rekursiv

durch hgyq = hy? definiert sind

¢) Die Iterierten y* streben gegen einen Grenzwert limy* = y* mit
fly*) = 0; dabei entfernen sich alle Iterierten nicht mehr als

||yk_y0H< fUT‘ k:172a

a
1 —hg
vom Startpunkt y°.

Beweis: Der eigentliche Teil der Arbeit besteht im Beweis der Abschét-
zung a):

Da die Korrektur Ay* = y**! — y* sich von einer Differenz in ein Integral
umformen 1aBt:
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- f/(yk)+ (f(yk_l + Ayk—l) — f(yk—l) _ f/(yk_l)Ayk_l)
- /01 {f/(ykf (f/(yk_l + sAyF1) — f/(yk—l))} Ay*lds

kann nun die Lipschitz-Bedingung (1.17) nach Anwendung der Dreiecksun-
gleichung || [ f|| < [l f]| zuschlagen:

9 =oM< [N (P sayt) - Ft)] Ayt s

< [ sonl Ay s = Lt - (1.20)

Aussage b) hingegen ist eine kurze Induktion: fiir & = 0 ist sie Bestandteil
der Voraussetzungen; fir k > 0 folgt aus (1.20) induktiv:

oyl < () Iage = ke = b
Damit bildet die Relhe hk eme Majorante in der Norm fiir die Reihe der

Newton-Iterierten y* Z Ay* | die wegen der Voraussetzung ho < 1

konvergiert mit der Abschatzung

h
zk 0
> he= <

Daraus folgt neben der Konvergenz nach dem Majorantenkriterium auch die
Abschatzung

9 k-l Zw h a
I - o7l < X A < = ~ i< 2fon)ho
1 — hg 1 — hg

=0

fiir alle & € IN und aus Stetigkeitsgriinden auch fiir den Grenzwert.
SchlieBllich gilt wegen f’(yk)+f(yk) = —AyF =X 2% 0 aus Stetigkeitsgriinden

F) fy) =0 = fy)=0
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Bemerkung 1.4: Bei genauem Durchsehen 148t sich feststellen, dafl
der Beweis bei der Pseudo-Inversen nur von der Eigenschaft ATAAT = At
Gebrauch macht. Tatsachlich gilt der Satz also fiir alle Pseudo-Inversen, die
nur diese Gleichung erfiillen, etwa auch fiir die, die im Kontext der Pseudo-
Bogenlangen-Verfahren durch Losung der Gleichungssysteme (1.7) definiert
sind. Damit 148t im Prinzip sich die in diesem Kapitel zu entwickelnde
Schrittweitensteuerung auch auf diese Methoden anwenden.

Allerdings fiihrt die Form der Abschatzung geradewegs zur Moore-Penrose-
Pseudo-Inversen, weil diese zur Losung von Az = b die Norm ||#|| minimiert.
Damit werden aber gerade die linken Seiten von (1.17) und (1.18), und damit
a und wy und weiter hg und alle A minimiert. Folglich sorgt diese Pseudoin-
verse fiir die schnellste Konvergenz und in Verbindung mit dem tangentialen
Prediktor fiir maximale Schrittweiten.

Aus dem Satz folgt, dafl das GauB-Newton-Verfahren konvergiert, wenn
die Bedingung iy < 1 und weiter hy < 1 fiir alle k erfilllt ist. Um die
Konvergenz des Verfahrens zu testen, werden diese hj, geschiatzt. Dazu werden
die Ungleichungen a) und b) aus Satz 1.2 kombiniert, um den Schéatzer

A By
hel := <
el = TR S The

:hk

zu erhalten.

Dieser Schitzer benétigt allerdings die Auswertung von f/(y**+!), um
Ay**1 zu berechnen; insbesondere im ersten Schritt der Iteration (k = 0), in
dem die Divergenz meist auftritt, verdoppelt sich der Aufwand faktisch, da
die Auswertung und Zerlegung von f’ den Lowenanteil der Arbeit ausmacht.
Statt dessen wird Ay' durch die vereinfachte Newton-Korrektur Ay! ersetzt,
fiir die auch die Abschéatzung

e (1.21)
gilt, die sich genauso beweist wie (1.20).
Damit 148t sich der restringierte Monotonietest

Ay
o, o |57

<0<l (1.22)
1Ay°|

durchfithren, wobei sich der Faktor ® = 1/2 durch genauere Analyse des
Konvergenzverhaltens und der Bedingung, dafl die Iterierten sich auch zur
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Losung bewegen, ergibt (sieche [8]). Er kann aber auch als Sicherheitsfaktor
interpretiert werden, so daB ©; < Ohy. Falls anstelle des exakten GauB-
Newton-Verfahrens die Vereinfachung der Broyden-Updates gewéhlt wird,
ergibt sich aus (1.16), daff sich die Implikation

Al o 3\1
N .V A L
| AyO|| | Ay°||

fiir © = 1/2 gerade noch beweisen l&ft.

Aquivalent werden die weiteren hy durch die entsprechenden 0, = ||Ay**1||/
| Ay*|| geschiitzt und fiir den Fall, daB ©) > ©, die Newton-Iteration abge-
brochen. Dabei ist hier Ay*t! die vereinfachte Newton-Korrektur beziiglich
der k-ten Ableitung.

Der zweite Satz, der dem Artikel [9] entnommen ist, macht eine Aussage
dariiber, wie groB o = ||Ay°|| in Abhingigkeit von der Schrittweite s ist; die
Beweistechnik ist dabei dieselbe wie im Satz 1.2, Teil a).

Satz 1.3 Sei f wie in Satz 1.2, w € R™ mit f(u) =0 und t, ein Tangenti-
alvektor von f'(u). Des weiteren sei

¥ = (s) = u+ st

der tangentiale Prediktor zur Schrittweite s.
Falls nun f die Lipschitz-Bedingung zur Konstante w; erfillt:

LF () (F(u + ot) = f/ ()| < owl[t.]® (1.23)
fiir alle o € [0,s|, dann ist die erste Korrektur Ay® des in y° gestarteten
Gaufl-Newton-Verfahrens in der Norm beschrinkt durch

1
1AY°]] = o < Sers™|[tull? (1.24)

Beweis: (aus [9])
Da sich die Newton-Korrektur wieder in ein Integral iiberfithren 1aft:

—AyY° = O Y = 0T - {)

= [ W ot) tudo
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1aBit sich die Bedingung (1.23) ausnutzen fiir die Abschatzung:

a= 2yl < [P ot do
s 1

< [ owlitallPde = Sens? |t
0 2

welche gerade zu zeigen war. O

Korollar 1.4 Falls f:IR"™' — IR" stetig differenzierbar ist,und die Ablei-
tung tberall vollen Rang hat sowie die Bedingungen (1.17) und (1.23) erfillt,
dann konvergiert das Gaufi-Newton Verfahren als Korrektor zum tangentia-
len Prediktor, wenn die Schrittweite s des Prediktors kleiner ist als

2
Smaz =
VWt g

Denn dann ist nach Satz 1.3

1 1 , 1 9
ho == —wpa < —whpws” < —wHwW;s =1

2 4 4 e

womit (1.19) und somit alle Bedingungen von Satz 1.2 erfiillt waren.

Um das erhaltene Ergebnis in einen Algorithmus umsetzen zu koénnen,
ist es notwendig, die Lipschitz-Konstanten w; und wgyg durch berechenbare
GroBen [w:] bzw. [wg] zu schatzen, um daraus den Schrittweitenvorschlag

2
[Smaar] =
[wi] [en]

zu erhalten.
Dabei sind zwei verschiedene Schatzer zu unterscheiden:

o ein Schitzer, der bei erfolgreich verlaufener Berechnung 4, = vy, zur
Schrittweite s, aus den Informationen des vorhergehenden Schrittes
eine neue Schrittweite s,,; schitzt, d.h. ein a-priori-Schdtzer

e ein Schétzer, der bei fehlender Konvergenz zur Schrittweite s, 744 aus
der Information der Divergenz des aktuellen Schrittes eine neue Schritt-
weite s, vorschlagt, d.h. ein a-posterori-Schitzer
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Dabei wird der Schatzwert der theoretisch grofit moglichen Schrittweite
mit einem Sicherheitsfaktor p versehen, z.B. p = 1/y/2 oder = 1/2 :
2
S, bzw. 5,401 = p
[w] [wn]

Zunachst wird der a-posterori-Schatzer vorgestellt:

Dem Schéatzer liegt die Idee zugrunde, dafi das GauBl-Newton Verfahren
abgebrochen wird, wenn der restringierte Monotonietest ©; > © verletzt ist;
sei angenommen, daf} dies in ersten Schritt geschehen ist.

Als Schéatzer fiir wy ergibt sich dann unter Beriicksichtigung der Annahme
O < Ohg aus Gleichung (1.19)

5 90/0

[wy] =:2 < wg (1.25)

1Ayl —
Fiir w; ergibt sich ahnlich aus (1.24) der Schatzer

1Ay°

2
5y

[we] 1= < wy (1.26)

so daf} sich insgesamt die Schrittweite

[Smax] =p G)_O (127>

o/al]

ergibt, die fiir den Fall, dafl der Monotonietest (1.22) erst im k—ten Schritt

verletzt wird, zu
(sumae] )
Smax| += Sy
P O

verallgemeinert wird; in jedem Fall ist verniinftigerweise
[Smax] < Sy.

Fiir den a-priori-Schétzer 1aBt sich der zum einem auch der aposterori-
Schitzer (1.27) verwenden ( [12],[40]), wobei i.allg. wegen ©y < © auch
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[Smaz] = 8, moglich ist; es ist aber auch moglich, die lokale Kriimmung in
den a-priori-Schétzer einzubeziehen; dadurch ergibt sich der Schétzer

2¢o|: v 'Au
[U)t] — 0||y Y ||

. (1.28)
wobei ¢ = 1, t, der Cosinus des Winkels zwischen den Tangenten des

Prediktors g, und des Startpunktes y,_; und ||y, — ¢,|| der Abstand des
Prediktors zum Konvergenzpunkt des Korrektors ist. Einen Beweis diese
Abschiatzung findet sich in [8] oder [9].

Wenn der alte Schatzer [wy] aus (1.25) weiterverwendet wird, ergibt sich
aus dieser Schétzung als a-priori-Schrittweite:

R /2
Ay ® 1Y’
v = |Smaz| ‘= ~ -~ v 1.29
Su41 [S ] P (Hyl/ _ yuH @0 o S ( )

Bemerkung 1.5: Damit sich aufgrund von moglichen Fehlschatzungen
die Schrittweite nicht zu abrupt dndert, werden fiir den a-priori-Schatzer (1.29)
die Randbedingungen

31/—}—1

predmin S g predmax
v
und fiir den a-posterori-Schiatzer
Sy
COITpyip < < COITpyp
Sy, fail

verlangt, wobei bei den Beispielrechnungen pred
pred,,.. = 2 und corr,,,, = 7/10 benutzt wurde.

= cortp;, = 1/10,

min

Die Schrittweitensteuerung wurde unter der stdndigen Voraussetzung
rang (f'(y)) = n entwickelt, was die lokale Eindeutigkeit des Losungspfades
garantiert.

Hat hingegen f'(y) fiir ein y einen Rangdefekt, so bedeutet dies den
Verlust der lokalen Eindeutigkeit. Damit das Verfahren nicht vom aktuel-
len Losungsast abspringt, sind zusatzliche Schrittweiteneinschrankungen not-
wendig.
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Yo

gu+1

yu+1

Abbildung 1.4: Abspringen von einem L&sungsast nahe einer Singularitét

Eine einfache, aber sehr effektive Einschrankung, die aus [17] stammt,
besteht darin, die Kondition der Ableitung entlang eines Pfades zu schétzen.
Da an Singularitdten asymptotisch die Relation

1
condf'(y) ~ — (1.30)
s
gilt, wobei s = ||y — y*|| die Entfernung zur Singularitat y* bezeichnet, ist

es eine plausible Schrittweiteneinschrankung, dafl der Prediktor ¢,41 nicht
weiter von der Losung vy, entfernt sein soll als die Singularitidt. Falls die
Kondition im Vergleich zum vorherigen Schritt angestiegen ist, also

conds (f'(y,-1)) /eonds (f'(y,)) = @ < L,

dann 1aBt sich aus der Annahme (1.30) die Singularitét zu y* = y, + 2= (y, —
Y,—1) extrapolieren. Aus der Bedingung, dafi keine Komponente des Predik-
tors von y, weiter als die entsprechende Komponente von y* entfernt sein
soll, ergibt sich die Schrittweiteneinschrankung

(sytl,)k<%|yy—yl,_1|k firallek=1...n+1

Eine weitere Schrittweiteneinschrankung nahe Singularitédten ergibt sich
aus der Tatsache, dafl die Tangente beim Abspringen von einem Pfad sich
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unstetig &ndert. Diese Unstetigkeit kann schon an der Tangente entlang des
Prediktors beobachtet werden, indem die Tangente des Prediktors einen un-
gewohnlich groBen Winkel mit der Tangente der letzten Lésung einschlieft.

Der folgende Satz fithrt zu einem Schéatzer fir dem Winkel zwischen den
Tangenten; dieser Schatzer kann dann mit dem tatséchlich angetroffenen
Winkel verglichen werden.

Sei dazu y(s) = y, + st,, der tangentiale Prediktor zur Schrittweite s und
t(s) die Tangente von f'(g(s)) = f'(s). Dann lafit sich der Sinus des Winkels,
der zwischen ¢, = t(0) und ¢(s) liegt, als die Norm der Differenz zwischen
der orthogonalen Projektion #(s) von ¢(0) auf R(¢(s)) und ¢(0) berechnen.
Da aber aufgrund der Projektionseigenschaften der Pseudoinversen (siehe

Abschnitt 3.1) #(s) = Pyst(0) = (Id — f'(s)" f'(s))t(0) gilt, folgt der Satz:

Satz 1.5 Falls fiir f die Bedingungen von Satz 1.3, insbesondere die Unglei-
chung 1.23 erfillt sind, dann gilt fir den Winkel a zwischen t(0) und #(s)
die Abschdtzung

sina = |[t(0) — ¢(s)|| < swy (1.31)

Beweis: Da wegen f'(0)t(0) = 0:
t0) =1(s) = f'(s)"f(s)t(0)
= ['(s)"(f'(s) = F'(0))(0)
148t sich nach Vorraussetzung 1.23 mit y° = y(s), u = y, die Abschatzung
180) =€)l = 1/ ()" (F'(s) = FONHO)| < ser

zeigen, die zu beweisen war. O
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Der Test besteht nun darin, den Sinus des Winkels a aus entweder dem a-
priori-Schatzer (1.28) oder dem a-posterori-Schétzer (1.26) zu schatzen und
mittels dem Kosinus des tatsichlichen Winkels cosa = #(s)"t(0) die Ab-
weichung zu ermitteln. Ist die Abweichung gréfler als ein bestimmter Win-
kel Aa,q,, wird die Schrittweite reduziert, indem der Schatzer [w]a, =
V1 — cos? a/s berechnet wird. Ist [wi]tan > [wi], dann wird die neue Schritt-
weite zu
[ewi]

[Wt]tan

[Srmaz] = Sy (1.32)
berechnet. Sonst wird die Schrittweite einfach um den Faktor corr,,., zusam-
mengezogen. Als Aa,,,, wurde 0.2 & = verwendet.

Als Schétzer fiir sin a erweist es sich als giinstiger, den a-posterori-Schatzer
zu verwenden, da der a-priori-Schitzer zu wenig Information iiber der Pre-
diktor enthélt; der a-priori-Schétzer ist zwar theoretisch zuverlassiger als der
a-posterori-Schétzer, dessen Voraussetzungen bei Anschlagen des Tangenten-
tests eigentlich schon nicht mehr erfiillt sind, aber diese Robustheit erwies
sich nicht als notwendig; statt dessen fithrte der auf dem a-priori-Schéatzer
basierende Tangententest zu oft zu unndtigen Schrittweiteneinschrankungen.
Daher wird, auch wegen Bemerkung 4.1, nur die Verwendung der a-posterori-
Schétzers enpfohlen.

Bemerkung 1.6: Aus dem Beweis des Satzes 1.5 ergibt sich eine gute
Approximation fiir die erste Newton-Korrektur Ay° aus:

Ay = = [ £ o) 10)do

~ —f()" S (F(s) = 1(0) 10) do = S(E(s) = £(0)).

wobei das Integral mit Hilfe der Trapezregel ndherungsweise gelést wurde.
Diese Approximation kann zum Beispiel als Startwert fiir die iterative Be-
rechnung der Pseudoinversen dienen. Der relative Fehler lag dabei abhéngig
vom Sicherheitsfaktor p bei numerischen Experimenten im Mittel bei 20%
fiir p = 0.5 und bei 6% fiir p = 0.1, weitgehend unabhéngig vom berechneten
Problem. Dabei bestand der Fehler zumeist in der Lange der Approximati-
on, die durch Verwendung einer anders gewichteten Quadraturformel beliebig
verdndert werden kénnte, wahrend der Fehler in der Richtung meist weniger
als 8° betrug.



2. Singularitaten

2.1 Typen und Normalformen von Singula-
ritdten

Von besonderem Interesse bei der Pfadverfolgung sind Loésungspunkte, bei
denen die Bedingung des vollen Rangs im impliziten Funktionen Theorem 1.1
verletzt ist. Denn zum einen kann das Verfahren an solchen Punkten entwe-
der zusammenbrechen oder unvollstandige Losungen liefern, wenn diese nicht
beriicksichtigt werden. Zum anderen haben solche Punkte fiir die Interpre-
tation der Ergebnisse in den zugrundeliegenden Modellen meist im Vergleich
zu regularen Losungspunkten eine herausragende Stellung, so dafl ihre Be-
rechnung von besonderem Interesse ist.

Dabei lassen sich zwei Perspektiven unterscheiden, unter denen ein Punkt
als singuldr angesehen werden muf, je nach dem, ob der Parameter A eine
besondere Rolle spielt oder nicht.

Insbesondere bei Modellen von Typ (1.2) stellt der Parameter A oft eine
von auflen kontrollierbare Grofle dar, wahrend sich die Losungen mit diesem
Parameter verdndern. Dies geschieht auf stetige Weise, wenn eine Parametri-
sierung der Losung als = x()) existiert. Anderenfalls kann sich die Losung
auf unstetige Weise dndern, was fiir die physikalischen Systeme drastische
Auswirkungen haben kann; nicht zufallig heifit der Zweig der theoretischen
Physik, der sich mit solchen Phanomenen befafit, ., Katastrophentheorie®.

Losungspunkte, in denen Satz 1.1 die Existenz einer Losung nicht garan-

tiert, weil
k 0 fl<
rank [ — n
Ox

werden als Singularititen aus der \-Perspektive bezeichnet.

Dazu im Gegensatz werden solche Punkte, bei denen iiberhaupt die Exi-
stenz einer lokalen Parametrisierung y = y(¢) durch das implizite Funktionen
Theorem nicht gesichert ist, da

rank (f') <n

als Singularititen aus der y-Perspektive bezeichnet.
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Fiir den Algorithmus der tangentialen Fortsetzung haben dabei nur Sin-
gularitédten aus der y-Perspektive Bedeutung, wahrend Singularitdten aus der
A-Perspektive nur bei Bedarf behandelt werden miissen.

In dieser Arbeit werden nur Singularititen mit einfachen Rangdefekt,

d.h. rank (d‘j—mf) =n — 1 bzw. rank (f') = n — 1 behandelt.

Die theoretischen Behandlung von Singularitéten, die hier dem Buch von
Golubitsky und Schaeffer [20] folgt, besteht aus drei Schritten.

e Zunéchst wird mittels der Technik der Ljapunov-Schmidt-Reduktion
das Problem auf ein lokal dquivalentes Problem niedrigerer Dimension
projiziert.

e Danach wird fiir dieses System ein dquivalentes System mit der topolo-
gisch gleichen Losungsstruktur gesucht, welches aber eine moglichst ein-
fache Form hat, etwa durch ein Polynom niedriger Ordnung dargestellt
wird. Dieses System wird als Normalform der Singularitdt bezeichnet.

e Durch Untersuchung der Normalform lassen sich dann Riickschliisse
ziehen auf die Struktur der Losung der urspriinglichen Singularitat.

Die ersten beiden Schritte werden im folgenden Abschnitt skizziert; im Rest
des Kapitels wird dann ohne Umschweife von der Normalform ausgehend ein
Verfahren zur numerischen Behandlung der Singularitat entwickelt.

Dabei gehéren zur numerischen Behandlung zwei Schritte:

1. Ein moglichst einfaches Verfahren, um herauszufinden, ob zwischen
zwel berechneten Punkten y, und y,,; auf dem Loésungspfad eine Sin-
gularitat liegt. (Die Wahrscheinlichkeit, dafl das Verfahren direkt eine
Singularitat als Losungspunkt findet, ist sehr gering.)

2. Ein Verfahren, das die Singularitit findet und gegebenenfalls die Pfad-
verfolgung von der Singularitdt aus neu startet.

Beide Schritte werden fiir Wendepunkte (Singularitaten aus der A-Perspektive)
und einfache Verzweigungen (Singularitaten aus der y-Perspektive) ausgefiihrt.
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2.2 Ljapunov-Schmidt-Reduktion und Kon-
struktion der Normalform

Der erste Schritt, ein System von Gleichungen um einen singuldaren Punkt
herum zu vereinfachen, besteht in der Ijapunov-Schmidt-Reduktion; dabei
wird mit einem Trick auf dem reguldaren Teil der Ableitung das implizite
Funktionen Theorem angewandt, was zu einer Reduktion in der Dimension
um den Rang der Ableitung fiihrt.

Das Verfahren wird zunéchst aus der y-Perspektive skizziert. Sei im Punkt y*
die Ableitung f’(y*) rangdefekt mit rank (f'(y*)) = n — 1; sei des weiteren f
partitioniert als

PN @) * N ) = RO =R ))
fi& ) € R(f'(y"))
s T = *
e = | HEn Sririey:

wobei hier £ € /\/(f’(y*))L ~ R, 7 € N(f'(y*)) = IR% Damit 1aBt sich nun
das implizite Funktionen Theorem auf f; anwenden, da nach Konstruktion
rank (%fl(f*, T*)) =n — 1, also existiert
{=¢&(r) mit fi({(r),7) =0 und {(r7) =¢
Einsetzen dieser Funktion £(7) in f; definiert dann die reduzierte Funktion
Leas N(F(61) 2 R? = R(f(y))" = R
durch
fred(T) = f2(§(7)7 T)
Dann ist
fl(r),7) =0 <= frea(7) =0 und fla () =0
Aus der A-Perspektive gestaltet sich die Reduktion fiir Punkte y* = (2*, \*),
bei denen rank (%f(y*))) = n — 1 ist, aquivalent. Nach Einfithrung der

Aufspaltung
FNEF)T < N(Z ) xR = R(ZF(y) x R(ZF(y)
fil.m,N) € R(Zf(yY))

fl&m ) {ﬁ@nMEM%ﬂmf
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1aBt sich wieder wegen rank (;—£f1> = n —1 die implizite Funktion £ = £(7, )
in f, einsetzen, welche sich zu f,.4: ./\/(aa—xf(y*)) xR = R?*— 72(%]‘(3/*))L =
R mit 5

fred(T, /\) = f2(§(77 )‘)37-7 )‘)a Efred = 0

reduziert.

Nachden so die Dimension des Systems reduziert ist, wird die reduzierte
Funktion f,.; mittels einer nichtlinearer Koordinatentransformation auf ei-
ne dquivalente Normalform ¢, in der Regel ein Polynom niedrigen Grades,
gebracht, wobei diese Aquivalenz weiter unten definiert wird.

Die zugelassenen Koordinatentransformationen unterscheiden sich dabei
in der A- und der y-Perspektive:

Aus der y-Perspektive sind zwei Funktionen ¢ und % in obigem Sinne
aquivalent, wenn es einen lokalen Diffeomorphismus U(y) und eine Skalie-
rungsfunktion S mit S(y) # 0 fiir alle y gibt, so daf

wéhrend es aus der A-Perspektive notwendig ist, fiir den Diffeomorphismus W
die Darstellbarkeit U(z, A\) = (Z(z, A), A(A)) zu fordern, so daB sich die Aqui-
valenz als

h(z,A) = S(z, N)g(=(z, A), A(N))

schreiben la83t. Interpretieren 148t sich diese Bedingung folgendermaflen: Wenn
bei einer Funktion die Variable z variiert und der Parameter A = ) fest-
gehalten wird, dann variiert bei allen dquivalenten Funktionen auch nur die

Variable =(z, Ag), wahrend der Parameter A()g) fest bleibt.

Bemerkung 2.1: Falls das Gleichungssystem ein dynamisches System
wie in Beispiel 1.1 modelliert, ist es nicht nur interessant, Gleichgewichtslésun-
gen zu berechnen, sondern ihre Stabilitdt unter kleinen Stérungen zu untersu-
chen. Als einfaches Kriterium fiir die Stabilitiat einer Losung gilt, da alle Ei-
genwerte von a% f negativen Realteil haben. Soll diese Eigenschaft unter aqui-
valenten Funktionen erhalten bleiben, muf} zusétzlich noch det (U'(y)) > 0
und S(y) > 0 gefordert werden, um die Struktur der Eigenwerte zu erhal-
ten. Anderenfalls sind z.B. f(y) und — f(y) zueinander dquivalent, was einer
Zeitumkehr entspricht; daher kann aber y nicht gleichzeitig ein stabiler Fix-
punkt von f und — f sein. Um die bei Stabilitdtsbetrachtungen auftretenden
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Komplikationen zu vermeiden, wird diese Zusatzannahme im Weiteren jedoch
nicht gemacht.

Bemerkung 2.2: Nichts desto trotz kann mittels der Normalformen auf
die Veranderung der Stabilitit an einer Singularitat Riickschliise gezogen
werden. Wechselt etwa bei der Normalform entlang eines Pfades ein Eigen-
wert sein Vorzeichen, dann wird bei einem Pfad des urspriinglichen Problems
ebenfalls ein Eigenwert das Vorzeichen wechseln; jedoch ist nicht immer klar,
in welche Richtung er wechselt.

Ist der Pfad vor der Singularitat stabil, dann wird er nach der Singularitat
nicht mehr stabil sein, da einer der Eigenwerte, die vorher alle negativen Re-
alteil hatten, jetzt einen positiven Realteil hat. Andersherum muf} bei einem
instabilen Pfad an der Singularitdt nicht notwenigerweise eine Wendung zur
Stabilitat geschehen; es kann auch einer der bisher in der linken Halfte der
komplexen Zahlenebene verbliebener Eigenwert die Seite wechseln und die
instabile Mannigfaltigkeit um eine weitere Dimension vergrofiern.

Des weiteren ist diese Form der Stabilitdtsanalyse dadurch problema-
tisch, dafl auch an regularen Punkten die Stabilitat sich dndert, falls eine
Hopf-Verzweigung auftritt, bei der zwei zueinander konjugierte FEigenwerte
iitber die imaginare Achse wechseln. In diesem Punkt zweigt ein Pfad von
periodischen Losungen ab, die der stabilen Mannigfaltigkeit der stationdren
Losung einen zweidimensionalen Unterraum stehlen oder hinzufiigen; fiir die
Pfadverfolgung bleibt diese Form von Verzweigung aber unsichtbar.

Bemerkung 2.3: Die Definition, daf in der A-Perspektive A(\) nicht
von x abhéngt, fiihrt dazu, dafl die Anzahl nf(\) verschiedener Losungen x
zu demselben Parameterwert A fiir eine Funktion f unter den Aquivalenz-
transformationen invariant bleibt, d.h. falls g und h &quivalent sind, dann
ist

Der Nachweis, dafl eine Funktion zu einer gegebenen Normalform dquiva-
lent ist, wird mittels Taylor-Entwicklung gefiihrt, wobei die héheren Ablei-
tungen hinter einer von Null verschiedenen Ableitung lokal wegtransformiert
werden konnen. Eine mathematisch prazise Rechtfertigung der Verwendung
von Normalformen 148t sich in dem schon erwahnten Buch [20] finden.
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2.3 Wendepunkte

Zunachst werden die einfachsten Singularitdten aus der A—Perspektive un-
tersucht. Sie werden aus Griinden, die beim Anblick der zugehérigen Normal-
form schnell verstandlich werden, Wendepunkte, genauer quadratische Wen-
depunkte (engl. turning points) genannt.

Dabei sind Wendepunkte definiert als Losungspunkte y* = (2*,A*), an
denen gilt:

0

d * o\ * _ d * O\ * * O\ * :
rank(a—wf(x,)\))_n—l und EDY (:ﬂ,)\)Q'R(%f(:E,)\)) (2.1)

sowie eine Nichtdegeneriertheitshedingung an die zweite Ableitung, namlich,
daB
52
dz?
Damit ergibt sich nach der Ljapunov-Schmidt-Reduktion fiir die Taylor-
Entwicklung der reduzierten Funktion, wenn 0.B.d.A. (z*,\*) = (0,0) an-
genommen wird:

0
F@ XY £0 auf N f(a",3).

0 02 o
frea(z,A) = frea(0) + o~ frea(0) z + ﬁfrecz(o)fﬂ2 + = frea(0)X + ...
—_—— S————
0 0
und als Normalform
S‘Qturn(x, )\) = 172 —2=0 (22)

Das negative Vorzeichen vor A ist dabei konventionshalber gewéhlt; ein po-
sitives Vorzeichen ergibt eine alternative Normalform mit derselben Losungs-
struktur. Daraus ergeben sich als Losungsmenge zwei Losungspfade

0
z(A) = +V\ mit 5y Ptumn = 2z

die sich im singularen Punkt (0,0) treffen.

Dabei ist im oberen Lésungpfad a%apwm positiv, im unteren negativ. Im
allgemeinen unterscheiden sich die Loésungspfade in ihrem Eigenwertspek-
trum darin, dafl einer der Zweige einen Figenwert mit positivem Realteil
mehr als der andere hat. Besteht z.B. einer der Zweige aus stabilen Losun-
gen, dann ist der andere als Folgerung von Bemerkung 2.2 instabil.
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Abbildung 2.1: Normalform eines quadratischen Wendepunktes

Bemerkung 2.4: Die Bedingung % f(z*,\*) & R(-Z f(2*, \*)) bewirkt,
daB f'(y*) vollen Rang hat. Daher ist ein Wendepunkt kein singularer Punkt
aus der y-Perspektive. Dies ist auch an der Normalform ersichtlich, bei der
sich die Losungsmenge als A = A(z) = z* reparametrisieren 1a8t. Die Nor-
malform in der y-Perspektive ist also, wie bei jedem reguldaren Punkt, eine

Gerade z = 0.

Fiir die numerische Berechnung stellt sich nun die Frage, wie sich eine
Singularitét verhélt, wenn das Problem leicht gestort wird. Fiir den Wen-
depunkt stellt sich dabei heraus, daff er als einzige von allen Singularitaten
unter kleinen Stérungen erhalten bleibt. Quadratische Wendepunkte sind ei-
ne generische Erscheinung.

Am einfachsten 1afit sich das stabile Verhalten unter kleinen Storungen
erkennen, wenn der Normalform eine Storung o« aufaddiert wird, die wegen
der lokalen Natur der Betrachtung konstant gewéahlt werden kann; durch die
Storung

oz, N) =22 -+ a

verschiebt sich die Losung nur nach z(A) = £y/A — o und der Wendepunkt
nach (2%, A*) = (0, «).

Bemerkung 2.5: Singularitdten, die die Normalform

25— A =0 mit k> 2
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Abbildung 2.2: Kubischer Wendepunkt mit Stérungen

besitzen, werden als Wendepunkte hoherer Ordnung bezeichnet (etwa fiir
k = 3 als kubische Wendepunkte). Diese Wendepunkte, die auch durch die
Bedingung

ak—l

= axk—l

G,

fred = %

o2 oF
red = 5 gJred = " red = 0 ~ LJre 0
Jrea = 55 frea fred 6;v’“f s
charakterisiert werden kénnen, sind aber nicht generisch, da die Bedingungen,
dafl auch héhere Ableitungen gleich Null sind, auch bei kleinen Stérungen
nicht mehr erfiillt werden kénnen. Etwa zerféllt ein kubischer Wendepunkt
je nach Stérung entweder in ein Paar von quadratischen Wendepunkten oder
verschwindet véllig; solche Wendepunkte sind fiir die numerische Behandlung
unangenehm, da abhingig von den Details des Algorithmus entweder zwei

Wendepunkte oder keine gefunden werden.

Berechnung

Von den zwei Schritten zur Berechnung eines Wendepunktes ist Schritt 1
sehr einfach. Namlich liegt zwischen y, und y,4; sicher mindestens ein Wen-
depunkt, wenn

ty)r * H(Yosr1)y <0 (2.3)

d.h. die letzte Komponente der Tangente des Losungsvektors das Vorzeichen
andert.

Ausgehend von diesen beiden Punkten 1afit sich nach [9] in einer Art
Intervallschachtelungsalgorithmus der Wendepunkt berechnen:
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1. Setze y° :=y,,t% :=t(y,) y':=y 1, t' = t(y,q1)

2. Berechne den Wendepunkt g des kubischen Hermite-Polynoms h, wel-
ches durch ¢°,2° und y', ' eindeutig bestimmt wird. Dazu muf nach
Aufstellen des Polynoms nur die quadratische Gleichung 2% = 0 gelost
werden, was wegen R (y°)* 1)\ (y') = t°y x 'y < 0 sicher immer moglich
ist.

3. Ausgehend von diesem Punkt § berechne mit dem Gauss-Newton-Ver-
fahren einen Loésungspunkt f(y) = 0.

4. Falls nun fiir die Tangente ¢ = ¢(y) die Bedingung [{)| < & mit ¢ als
vorgeschriebener Toleranz erfiillt ist, akzeptiere g als Wendepunkt;
sonst setze yg 1= 7, t° := ¢, falls £, * 'y < 0, oder y! := g, t! =1
anderenfalls, und wiederhole ab Schritt 2

Das Verfahren wird abgebrochen, wenn in Schritt 2 der Wendepunkt der

Hermite-Interpolierenden nicht zwischen den Schachtelungspunkten y°, !
auf der Interpolierenden liegt, das Gaul-Newton-Verfahren in Schritt 3 nicht
konvergiert, oder nach einer bestimmten Anzahl von Schachtelungen die
gewiinschte Genauigkeit noch nicht erreicht ist. In diesem Fall wird der
Losungspunkt y,41 verworfen und der Pfadverfolgungsalgorithmus mit einer
verkleinerten Schrittweite in y, neu gestartet.

2.4 Einfache Verzweigungen

Die einfachsten Singularitédten aus der y-Perspektive lassen sich aus den Be-
dingungen

rank (f'(y))=n—1 und  f(y)" auf N(f'(y)) regular (2.4)
erhalten; fiir die reduzierte Funktion gilt dann

Frea() = freal0) + F1a(0)y + 5 FLa(0)(3) + -+

0

Dabei ist f/,(0) als quadratische Form diagonalisierbar, also lauten die

moglichen Normalform mit y = (z, A):

(o) (g &) (5)=en=0
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a<(

a>0

Abbildung 2.3: Einfache Verzweigung mit unvollstindigen Losungen

Dabei besitzt z? + A*> = 0 nur eine isolierte Losung (0,0), kommt also als
Normalform fiir eine Singularitédt entlang eines Pfades nicht in Frage; folglich
kommt zu den Bedingungen 2.4 noch die Bedingung

Prtf(y*)" auf N(f') x N(f') indefinit (2.5)

fiir eine Singularitdt. Dabei rithren sowohl der orthogonale Projektor Prt
auf R(f’(y*))L = R* ebenso wie die Einschrinkung auf N'(f'(y*)) von der
Ljapunov-Schmidt-Reduktion her.

Singularitéten, die die Bedingungen 2.4 und 2.5 erfiillen, werden als ein-
fache Verzweigungen (engl. simple bifurcations) bezeichnet; ihre Normalform
ist

oz, ) =2 =\ =0,
so daf sich im Ursprung (0,0) die Losungspfade © = XA und & = —\ kreuzen.

Bemerkung 2.6: Im Gegensatz zu Wendepunkten bleiben Verzweigun-
gen unter kleinen Stérungen nicht erhalten, wie schon an der Normalform
erkannt werden kann. Sei namlich « eine solche kleine Stérung, dann besteht
das Verzweigungsdiagramm von

4,5(17,)\)=;E2—)\2+a=0
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aus zwel Hyperbeln, die je nach Vorzeichen von « iiber x oder A parame-
trisiert werden konnen. Der Punkt (0,0) bleibt aber weiterhin durch die Ei-
genschaft @' = 0 ausgezeichnet. Fiir Storungen des urspriinglichen System
ist es wichtig, daB nur die Komponente der Stérung, die in R(f'(y*))* liegt,
die Verzweigung zerstort; Komponenten in R(f'(y*)) werden wihrend der
Ljapunov-Schmidt-Reduktion wegprojiziert. Dies a8t sich auch an der Nor-
malform erkennen, wenn sie um eine weitere Variable y und eine weitere
Gleichung y — 3 = 0 aufgeblasen wird. Die Ableitung lautet dann

b (22 0 =2A
@(xaya)‘>_(0 1 0

so dal von dem Stérungsvektor (g) nur o € R(¢'(0))" die Verzweigung
zerstort, wahrend 3 € R(¢'(0)) die Verzweigung nur nach (0, 3, 0) verschiebt.

Da bei der numerischen Auswertung von Funktionen kleine Storungen
durch Rundungsfehler unvermeidlich sind, muf} eine Methode gefunden wer-
den, die auch solche gestorten oder unvollstindigen Verzweigungen (engl. un-

folded, imperfect bifurcations) behandeln kann.

Bemerkung 2.7: In der Literatur findet sich oft eine anderere Definition,
die einfache Verzweigungen aus der A-Perspektive charakterisiert. Dabei wird
eine Singularitdt einfache Verzweigung genannt, wenn

9, 9,

rank(a—wf(y))w—l md LpweriLrw) @6

sowie Nichtdegeneriertheitsanforderungen an héhere Ableitungen erfiillt sind.
Diese Definition fithrt zu den beiden Normalformen

1 o2 1 02

fred(xy )\) = fred(070)$2 - §W

T 207 Frea(0,000% + -+ = (x, X) = 2* = \?

welche als transkritische Verzweigung bezeichnet wird, und

1o g 0 ,
frea(®, A) = E@fmd(o, 0)z® — %af,«ed(ﬂ, 0)zd + -+ = d(x,\) =2° = Iz
(2.7)
was eine Pitchfork-(bzw. Heugabel-) Verzweigung charakterisiert. Beide Nor-
malformen sind nicht dquivalent, wie aus Bemerkung 2.3 folgt. Aus ihren
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Verzweigungsdiagrammen ist zu ersehen, dafl sie jeweils verschieden viele
Losungen @ = () besitzen, die transkritische je zwei fiir A < 0 und A > 0,
die Pitchfork eine fiir A < 0 und drei fiir A > 0.

Andere Normalformen, die aus anderen Taylorentwicklungen stammen,
sind zu einer der beiden dquivalent.

Diese Charakterisierung von einfachen Verzweigungen ist aber schwéacher
als die Charakterisierung iiber (2.4) und (2.5), da der Rangdefekt in f'(y)

auch anders erreicht werden kann als in (2.6), nadmlich durch

ank (2 f0) =02 wd ARG (29)

Dies fithrt nach einer [japunov-Schmidt-Reduktion aus der A\-Perspektive wie
in Kapitel 2.2 zu einer reduzierten Abbildung, die jetzt dem héheren Rang-
defekt entspechend von zwei Variablen zusatzlich zum Parameter abhangt:
fred( A)=0 it 0 f 0 d 0 frea 0
red\ T, Y, = mi a5, NJred = un N Jre
d\ T, Y a(z,y) d e

Eine mogliche Normalform dieser nichtklassischen Verzweigung 1a8it sich zu

o(z.y ) = ( 1(2,, ) ) _ ( (22 =N+ (v* =) ) _ 0

992(1'7'.%)‘) ry

angeben. Das Verzweigungsdiagramm besteht aus zwei Parabeln, einer in der
(z,A)-Ebene und einer in der (y, A)-Ebene, die sich im Ursprung kreuzen.

Da ¢'(0,0,0) = (88_3), 1aBt sich in der y-Perspektive eine weitere Re-

duktion durchfithren; namlich ist A = Mz,y) = 1(2? + y?), die Normalform

2

reduziert sich dadurch zur Normalform zy = 0, welche zu z? — y? dquivalent

ist. (zB.ze=r—y,y=2+y).

Zur Stabilitdtsanalyse 148t sich entlang der Linien von Bemerkung 2.2
sagen, dafl an transkritischen Verzweigungen ein Stabilitatsaustausch statt-
findet; ist fiir A < 0 die eine Losung stabil, dann ist fiir A > 0 die andere
stabil (vorausgesetzt, sie hatte nur eine eindimensionale instabile Mannig-
faltigkeit). Bei einer Heugabel verliert ein vom ,,Gabelgriff“ her kommender
stabiler Pfad seine Stabilitéat an beide d&ufleren ,,Gabelzinken®; ist er hingegen
instabil, so sind die beiden duBeren Zinken dann ebenfalls instabil, wahrend



42 2 Singularitdten

die mittlere Zinke moglicherweise eine stabile Losung darstellt. Bei der nicht-
klassischen Verzweigung 1aft sich wenig mehr sagen, als daf} entlang jedem
Pfad zwei Figenwerte das Vorzeichen wechseln.

Alle aus der A-Perspektive verschiedenen Typen von einfachen Verzwei-
gungen sind aus der y-Perspektive gleich und kénnen auf dieselbe Weise
berechnet werden.

Berechnung

Zunéchst stellt sich wieder die Frage, wie entdeckt werden soll, ob zwi-
schen zwel berechneten Losungspunkten eine Verzweigung liegt. Die Ant-
wort ergibt sich aus einer Verallgemeinerung der Tatsache, dafl entlang eines
Pfades, der sich iiber A parametrisieren 1a8t, die Determinante von aa_x f ihr
Vorzeichen an einer einfachen Verzweigung wechselt. Um den Problemen der
A-Perspektive zu entrinnen, wird zunéchst die Determinante der (n,n + 1)-
Matrix f'(y) definiert.

Zur Formulierung dieser Definition bezeichne A; die i-te Spalte einer Ma-
trix A. Mit A® wird hingegen die Matrix bezeichnet, die durch Streichen der
i-ten Spalte entsteht:

Ai == (Al, AQ, ey Ai_l, Ai+1; [P ,An)
Dann folgt nun in Definition + Satz:
Satz 2.1 Sei fir eine beliebige (n,n + 1) Matriz A mit (normiertem) Tan-

gentialvektor t die tangentiale Determinante als
cdet (AY)
t;

det; (A) :=(—1) fiir v bel. mitt; # 0 (2.9)

definiert. Dann gilt

a) Die Definition ist von i unabhdngig.
b) rank(A) =n < det;(A) # 0.
c¢) Fir jede (n,n) Matriz B gilt

det; (BA) = det(B) dety (A)
d) Fir jede (n + 1,n + 1)-Matriz B gilt

B det; (AB) = det, (A) det (B
1B,y 1 (AB) = dets(4) et (B)



2.4 Finfache Verzweigungen 43

Der Beweis ist eher technisch und in den Anhang verlegt. Wichtiger ist das
Korollar:

Korollar 2.2 Die tangentiale Determinante von f'(y) ist entlang eines glat-
ten Pfades f(y) = 0 eine stetige Funktion. Insbesondere wechselt sie nicht das
Vorzeichen, wenn f'(y) vollen Rang hat, d.h. entlang eines Pfades requlirer
Punkte.

Denn Vorraussetzung fiir die Existenz eines Pfades ist die stetige Differen-
zierbarkeit der Funktion f. Damit ist aber f'(y) stetig; da der Pfad glatt
sein soll, ist auch der Tangentialvektor stetig. Sowohl die Determinante ei-
ner Teilmatrix als auch die Koordinate eines Tangentialvektors hangen stetig
von der Matrix bzw. dem Vektor ab. Da zumindest lokal stets ein Index ¢
gefunden werden kann mit ¢; # 0 in einer ganzen Umgebung des Punktes auf

dem Pfad, ist der Quotient det, (A) = det (A), /¢; stetig.

Bemerkung 2.8: Eine alternative Definition, die in Anbetracht von Glei-
chung (1.11) naheliegt, besteht darin, die Determinante als

dettLA):::det<;i> (2.10)

zu definieren. Wie im Anhang gezeigt wird (siehe Gleichung A.5), ist diese
Definition nur um einen Faktor (—1)"~! verschieden von der obigen Defini-

tion (2.9). Folgend der Beobachtung, daf fiir A = (A, A))

A
@mmzwﬂéf?)zm()

€n

a8t sich diese Definition als Determinante von A eingeschrankt auf das ortho-
gonale Komplement zum Tangentialraum interpretieren. Dies motiviert die
Bezeichnung , tangentiale Determinante®. Die Definition aus (2.10) 1a8t sich
auch einfach auf andere rechteckige Matrizen iibertragen. Fiir die Berech-
nung mit Hilfe von Eliminationsverfahren ist dieser Zugang jedoch weniger
gut geeignet als die Definition (2.9) in Satz 2.1.

Bemerkung 2.9: Fiir eine allgemeine Matrix A sind beide Determinan-
ten im Fall von vollem Rang nur bis auf das Vorzeichen definiert, das von
der Orientierung der Tangente abhéngt. In Pfadverfolgungskontext bereitet
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diese Mehrdeutigkeit aber keine Probleme, da fiir die Tangente entlang eines
Pfades immer eine eindeutige Orientierung vorhanden ist. Daher wird im wei-
teren der Index ¢ fallengelassen und einfach det (A) fiir det, (A) geschrieben.

Mit Hilfe der Reduktionstechniken aus Abschnitt 2.2 1463t sich nun leicht
beweisen:

Satz 2.3 Die tangentiale Determinante von f'(y) wechselt entlang eines Pfa-
des an einer einfachen Verzweigung das Vorzeichen.

Beweis: Zunichst zeigt die Ljapunov-Schmidt-Reduktion wegen

d a . de¢ dé .t

Efred 0§f2_+ f2 und — =-—-—=h p

dr — 0¢ h

sowie

det (f') = det sl gh = det f det if
B a%f2 Zh) ae! dr '™
dafl die Determinante von f’ nur zusammen mit der von f! , das Vorzei-
chen wechselt, da d% f1 nach Konstruktion am Verzweigungspunkt und aus

Stetigkeitsgriinden auch in einer ganzen Umgebung regular ist.
Sodann folgt aus der Aquivalenz zur Normalform

ely) =y (01 _Ol)y = S(y) frea( P (y)),

daf

det (1)) = det (S0 (V1)) = S(0)et (F(90)det (V1) e

und wegen der Bedingungen S(y) # 0 und det (U'(y)) # 0 sowie ¢ :=
H\Iﬂ_1|\lﬂ(/\/(f’ ))H # 0 dndert die Determinante von f/_; genau dann ihr Vor-
zeichen, Wenﬁd es auch die der Normalform ¢’ tut.

Fiir die Normalform ¢(z, A) = 2% — A? ist dies aber leicht einzusehen. Sei
etwa die Determinante entlang dem Pfad xz = XA betrachtet; die Ableitung
und der zugehorige Tangentialvektor lauten

¢z, = (20 —2)) t:\%(})
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Damit wechselt die Determinante det (¢') = —v/2\ beim Ubergang von A < 0
zu A > 0 das Vorzeichen. Fiir den anderen Ast x = —\ gilt dasselbe, wie sich
ebenso nachrechnet. O

Nachdem durch Vorzeichenwechsel der Determinante festgestellt wurde,
daf} eine Verzweigung vorhanden ist, besteht nun das Problem darin, diesen
Verzweigungspunkt zu berechnen und geeignete Startpunkte fiir den abzwei-
genden Losungsast zu finden.

Das Problem, dafl kleine Stérungen eine einfache Verzweigung zerstoren,
l1afit sich nach der Methode, die von G.Moore in [29] vorgeschlagen wur-
de, beheben, indem die Stérung als zusatzliche Variable eingefithrt wird.
Vereinfacht wird dies dadurch, dafl wegen Bemerkung 2.6 nur Stérungen
in R(f'(y))" beriicksichtigt werden miissen. Gesucht wird eine Verzweigung
von f(y)—az = 0, wobei die zusétzliche Variable z € IR”™ den Raum R(f'(y))"
aufspannt und « die Stérung darstellt. Damit liest sich das Mooresche System
zur Berechnung von einfachen Verzweigungen:

O (2.11)
) —az = (2.12)
WP -1 = 0 (2.13)

Gleichung (2.11) stellt sicher, daf§ z € R(f’(y))L; nebenbei wird auch der
erste Teil von Bedingung (2.4) erfiillt. Gleichung (2.12) bedeutet, daff y eine
Losung der um « gestorten Gleichung ist. SchlieBlich wird Gleichung (2.13)
gebraucht, um z # 0 zu garantieren; der Faktor % bewirkt, daf} die Ableitung
des Systems symmetrisch ist.

Das erweiterte System besteht aus 2n+2 Gleichungen fiir 2n+2 Variablen;
dafl die Ableitung in der Nédhe von einfachen Verzweigungspunkten regular
ist, wird in Kapitel 3.4 gezeigt. Daher besitzt das System eine lokal eindeutige
Losung, welche der Verzweigungspunkt ist, und die mit einem gewohnlichen
Newton-Verfahren berechnet werden kann.

Gute Startwerte fiir die Newton-Iteration lassen dann finden, wenn an
den Losungspunkten y, und y,4; Schétzer fiir die Konditionszahl der Ablei-
tung k(f') existieren, die die asymptotische Relation &(f") ~ 1/s erfiillen,
wobei s den Abstand zur Verzweigung bezeichnet. Aus linearer Interpolation
der Nullstelle von 1/k(f') auf der Geraden durch y, und y,41 148t sich der
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Startwert
20 . 1
TR w) + A ()

finden; ist kein Konditionsschitzer zur Hand, tut es auch y° := %(yy + Yor1).
Fiir 2° wird jedes der in Kapitel 3 diskutierten Verfahren der linearen Alge-

(50 (w))w + £ (o1 )

bra zur Berechnung der Pseudoinversen eine eigene Lésung vorschlagen, die
jeweils einen linken Nullvektor approximiert. Sind y° und z° gegeben, 14t
sich ein Startwert fiir o daraus motivieren, da§ Gleichung (2.12) zumindest
in Richtung von z° erfiillt sein soll, daraus ergibt sich:

(% f(y") = %) = 0= a” = 2" f(y")

Falls das Newton-Verfahren nicht konvergiert, kénnen ahnlich wie bei Wen-
depunkten mit y° anstelle von y, bzw. y,41 neue Startwerte interpoliert wer-
den; bringen mehrere Interpolationen keine Konvergenz, mufy die Lésung y,4+1
verworfen und mit reduzierter Schrittweite die Pfadverfolgung bei y, neu ge-
startet werden.

Ist nun der Verzweigungspunkt y* gefunden, stellt sich das Problem, wie
Startwerte auf dem Pfad gefunden werden kénnen, der von dem berechneten
Pfad abzweigt. Aus der Normalform ist ersichtlich, dal die Tangente ¢ eines
abzweigenden Pfades auler ¢t € NV'(f'(y*)) auch die Gleichung

,P’RJ_f//(y*)(t, t) =0

erfiilllen muf}; in der Normalform ist ndmlich fiir die Tangenten an die ab-
zweigenden Pfade 17,011/, = (1 :}:1)(3_?) (j:11> =12 — (1) =0.

Da die Auswertung von f”(y) fiir das Newton-Verfahren ohnehin erfor-
derlich ist und bei der Losung des entstehenden linearen Systems die (2, 2)-
Matrix, die die zweite Ableitung auf N'(f'(y)), projiziert auf R(f'(y*))" dar-
stellt, durch eine entsprechende Koordinatentransformation explizit berech-
net wird, bedeutet die Berechnung der Tangenten nur die Berechnung beider
Losungen einer quadratischen Gleichung ¢*Ct = c¢1t? + 2¢yatity + oot = 0
mit einer indefiniten (2,2)-Matrix C. Die Losung 148t sich z.B. fiir ¢35 # 0

durch t7' = (cos 6, sin §) mit tan § = <—c12 + /2, — c11c22) /c22 berechnen.

Nachdem die Koordinatentransformation riickgdngig gemacht worden ist,
ergeben sich zwei Tangentialrichtungen. Diejenige, die mit der Tangente der
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Punktes y, den kleineren Winkel einschliefit, wird als die Tangente des ak-
tuellen Pfades genommen; die andere Tangente erlaubt dann, tangentiale
Prediktoren fiir Losungen auf dem abzweigenden Pfad y* + st zu berechnen.

Die Schrittweite s muf dabei klein genug sein, dafi der Korrektor kon-
vergiert, aber grofl genug, daBl der Prediktor hinreichend weit von der Ver-
zweigung entfernt ist und die Ableitung numerisch nicht mehr rangdefekt
ist. Dazu wird als erster Versuch s = p max(||y, — v*||, ||yo+1 — v*||) gewéhlt
mit einem Sicherheitsfaktor p, etwa p = % Ist diese Schrittweite zu grof},
findet die a-posterori-Schrittweitenstrategie aus Abschnitt 1.2.5 Anwendung;
ist die Schrittweite zu klein, wird sie um einen konstanten Faktor, etwa 2,
vergrofert.

Damit sind alle Probleme, die bei der numerischen Behandlung einfacher
Verzweigungen im Kontext der Pfadverfolgung auftreten kénnen, diskutiert
worden. Falls jedoch die Bedingungen (2.4) und (2.5) nicht erfiillt sind, lie-
gen hohere Verzweigungen vor. Diese bendtigen in der Regel Informationen
aus hoheren Ableitungen. Falls der Algorithmus auf eine solche Verzweigung
trifft, ist es moglich, dafl er sie erst gar nicht entdeckt, da die Determinante
ihr Vorzeichen nicht wechselt. Falls die Verzweigung dennoch entdeckt wird,
wird das Mooresche System entweder nicht konvergieren oder spatestens bei
der Berechnung der Tangenten scheitern, da f” auf N'(f’) nicht indefinit sein
wird.

Normalerweise sind schon einfache Verzweigungen kein generisches Phéno-
men, héhere Verzweigungen noch weniger. Falls jedoch Symmetrien vorhan-
den sind, unter denen f invariant ist, dann kénnen von einer Losung, die
unter der Symmetrie invariant ist, an einer symmetriebrechenden Verzwei-
gung (unter Unstanden sehr viele) Losungen abzweigen, die jeweils zueinan-
der symmetrisch sind. Solche symmetriebrechenden Verzweigungen werden
durch die Anwesenheit der Symmetrie zu generischen Erscheinungen. Eine
Ausnutzung der Symmetrie zur Berechnung dieser Verzweigungen ist mit
dem symbolisch/numerischen Programmpaket Symcon von Gatermann und
Hohmann [17] moglich.

Tatséchlich besitzen alle der im Kapitel 5 vorgestellten Beispiele eine
solche Symmetrie. Dabei handelt es sich aber nur um eine einfache Spiege-
lungssymmetrie. Die dort auftretenden Verzweigungen kénnen noch berech-
net werden, da ihre Normalform die der Pitchfork-Verzweigung (2.7) ist, sie
also einfache Verzweigungen bilden. Die Spiegelsymmetrie entspricht dabei
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der Symmetrie <+ —x, unter der der Pfad = = 0 invariant ist, wihrend die
beiden Zweige 2 = ++/X zueinander symmetrisch sind und den abzweigenden

Pfad bilden.



3. Berechnung der Pseudoinversen

3.1 Definition der Moore-Penrose-Pseudoin-
versen

Im Rahmen der Pfadverfolgung treten bei dem Gaufl-Newton-Verfahren li-
neare Gleichungssysteme (1.6) auf, die keine eindeutige Losung besitzen;.
Um dennoch zu einem eindeutigen Verfahren zu gelangen, wurde das Kon-
zept der Moore-Penrose-Pseudoinversen angewandt. Dieses Konzept wird in
diesem Abschnitt in einem allgemeineren Rahmen erlautert. In den folgenen
Abschnitten dieses Kapitels werden dann aus einem generellen Schema zur
Berechnung der Pseudoinversen, angewandt auf verschiedene Zerlegungsver-
fahren der linearen Algebra, Algorithmen zur Berechnung der Pseudoinver-
sen hergeleitet. SchlieBlich wird mittels des generellen Schemas eine effizien-
te Methode zur Losung der im Newton-Verfahren des Mooreschen Systems
(2.11) = (2.13) auftretenden Gleichungssysteme dargestellt.

Das Ziel bei der Definition der Moore-Penrose-Pseudoinversen besteht
darin, jedem Gleichungsystem

Az =b

eine Art ,Losung® zuzuordnen, fiir jedes mogliche A und b.

Ein Loésungsansatz ergibt sich aus dem wohlbekannten Isomorphiesatz der
Algebra, der im Fall von linearen Operatoren zwischen zwei Vektorrdumen
besagt:

Satz 3.1 (Isomorphiesatz) Fiir jeden linearen Operator A:V — W zwi-
schen zwei Vektorrdumen V und W existiert ein Isomorphismus A: V/N(A) —
R(A), so daf das Diagramm

v A 1%
TN (4) ‘ Idr(a)
V/IN(A) g R(A)

kommutativ ist, wobei Ty (a)(x) = & + N(A) die kanonische Projektion
bezeichnet.
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Unter der Beriicksichtigung des in Hilbertraumen kanonischen Isomor-

phismus V/N(A) = N(A)" = R(A*) ist also die Einschrankung von A auf
R(A*) ein Isomorphismus A : R(A*) — R(A); diese Relation 1Bt sich auch

als A = PR(A)/_YPR(A*) schreiben. Da fiir A eine Inverse existiert, ist es nahe-
liegend, die Pseudoinverse als

At = 'PR(A*)A_I'PR(A) (31)

zu definieren.

AT ist also derjenige Operator, der auf R(A) eine Inverse fiir den auf
R(A*) eingeschrankten und dadurch bijektiven Operator A darstellt und auf
R(A)L = N(A*) dem Nulloperator entspricht, also R(A") = R(A*) und
N(AT) = N(A*). Dies ist die sogenannte ,Operatordefinition“ der Pseu-
doinversen, die von Hestenes in [22] gegeben wurde.

Bemerkung 3.1: Aufgrund der Dualitdt zwischen A und A in der De-
finition ist die Pseudoinverse von A* einfach A*T = A+" = PriayA™ Pras)-

Neben der Operatordefinition existieren noch eine Reihe dquivalenter De-
finitionen. Die urspriingliche Definition von E.H.Moore in [28] besagt, daf}
die Pseudoinverse einer Matrix A diejenige Matrix ist, die auf R(A) eine
Rechtsinverse von A ist, bzw. AATA = A und deren Spalten sowie Zeilen
Linearkombinationen der Spalten bzw. Zeilen der Adjungierten A* sind, al-
so R(A*) C R(A*) und N(AT) D N(A*). Da aus AATA = A folgt, daB
rank (AT) = rank (A) = rank (A*), sind die Inklusionen tatsachlich Gleich-
heiten und die Definition zur Operatordefinition dquivalent.

Penrose hat unabhéngig von Moore in [31] eine Definition iiber die nach
ihm benannten Penrose-Axiome formuliert, welche lauten:

ATAAY = AY AAYA = A(AYA) = AYA  (AA') = AAt (3.2)

Durch Einsetzen der Definition (3.1) in (3.2) 1afit sich zeigen, dafl der Ope-
rator AT diese Axiome erfiillt. Andererseits besagen die ersten beiden Axio-
me, dafl AT eine Links- bzw. Rechtsinverse von A auf R(A") bzw. R(A) dar-
stellt, wiahrend die anderen beiden Axiome besagen, daBl AT A bzw. AAT or-
thogonale Projektoren auf R(A1) bzw. R(A) sind, woraus N'(A) = V(AT A) =
R(ATA)Y = R(AT)T und N(AT) = N(AAT) = R(AAT)" = R(A)* folgt.

Eine weitere Definition ergibt sich mit Hilfe der aus der Approximations-
theorie bekannten Tatsache, daB fiir ein b € R(A) dasjenige z, das in der
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Losungsmenge xg + N (A) (mit einer speziellen Losung Az = b) liegt und
in der Norm minimal ist, (also den Nullpunkt moglichst gut approximiert,)
durch z € N(A)" = R(A*) gegeben ist. Ebenso stellt fiir ein b nicht notwen-
dig in R(A) das Bild der Losung z = Atb die Bestapproximation von b auf
R(A) dar und minimiert daher das Residuum b— Az = b—"Pr(4)b = PR(A)L[;.

Also 18t sich die Pseudoinverse auch iiber die Minimierungsbedingungen
=A% < ||Az —b|| =min und |z| = min (3.3)

definieren.

3.2 Herleitung des Losungsverfahrens

Zentral fiir die weiteren Uberlegungen ist der folgende Zerlegungssatz, der zu
verschiedenen Méglichkeiten der Berechnung der Pseudoinversen fithrt. Sei
fiir den Rest des Kapitels die Annahme gegeben, dafi A eine (m,n)-Matrix
mit rank (A) = p < min(m, n) darstellt. Dann gilt der

Satz 3.2 (Zerlegungssatz) Angenommen, es existiert eine Transformati-
on des Urbildraumes Tp:IR? x IR"™" — IR" und eine Transformation des
Bildraumes Tgr: IR? x R™™" — IR™, so daff die Gleichung

A0 } .
wer(20)m »
mit einer reguliren (p,p)-Matriz A gilt. Sei des weiteren Tr partitioniert als:

p m-—p
~ -
— [ WP\
Th= (Wi Wo )  und Tg _(VW Yo
und Tp partitioniert als:
p on—p
o~ B 7 \1p
Tp=(WVi V2 ) wnd Tp'= ( P )}n__p
Dann st
R(A) = R(Wy) und R(A)" = R(Ws)
sowie

R(A*) =R(V4) und R(A*)" = R(V})
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Bemerkung 3.2: Die (p, p)-Matrix A stellt den Operator A in Satz 3.1
in speziellen Koordinaten, die von Tp und Tg abhéingen, dar.

Beweis: FEinsetzen der Partitionen von Tg und 7p in (3.4) ergibt A =
Tr (50) To" = WiAVy. Also ist R(A) = R(W).
Wird die Gleichung Tr 'Tr = Id in Block-Form hingeschrieben:

(W A WrW, WyWR \  ( Id, 0
T TR_(W; (W1W2)_ Wywy, Wew, |\ 01d,._,

(3.5)
folgt inshesondere Wy W, = 0; also ist R(W,) orthogonal zu R(W;). Da W,
eine Teilmatrix von T ist, hat sie vollen Rang. Daher gilt R(W,) = R(A)" =
N(A%).
Aus der dualen Betrachtung, daf}

A* 0

A” :TD( 0 0 ) Tr* = Vi A*W,*

folgt R(Vi) = R(A*) = N(A)" und aus

(W (v VeV [ Id, 0 .
Tp~Tp = ( 7 (viv)= v v ) = 0, ) GO
folgt schlieflich R(Vz) = N(A). m

Bemerkung 3.3: Unter der Beriicksichtigung von Rundungsfehlern, wie
sie bei der numerischen Berechnung einer Zerlegung unvermeidbar auftre-
ten, ist es nicht erfiillbar, daB die Eintrige, die die regulire Matrix A in
Gleichung (3.4) beranden, exakte Nullen sind. Statt dessen werden sich dort
yhinreichend kleine“ Eintrage befinden. Die Frage, wann diese Eintrage hin-
reichend klein sind, fithrt zu dem diffizilen Problem des numerischen Ran-
gentscheides, der bei verschiedenen Verfahren unterschiedlich ausfallen kann.
Dabei kann der Unterschied dadurch entstehen, daff der Terminus ,hinrei-
chend klein® in verschiedenen, den Verfahren angepafiten Fehlermafien kon-
kretisiert wird (siehe [13]).

Wird der Rang von A z.B. als das maximale p festgesetzt, fiir das cond(A) <
1/e ist, mit cond(A) = ||A||||[A7!]| und einer vorgegebenen Genauigkeit ¢,
dann héngt die Konditionszahl und der Rangentscheid von der verwendeten
Norm ab.
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Im Kontext der Pfadverfolgung stellt sich dieses Problem zum Gliick
nicht, da der Rang aus analytischen Griinden festliegt. Wahrend der Gauf-
Newton-Iteration in der Pfadverfolgung wird von vollem Rang und bei der
Berechung von einfachen Verzweigungen von einem einfachen Rangdefekt
ausgegangen, solange die Zerlegung nicht einen héheren Rangdefekt zwin-
gend nahelegt. Dies fithrt dazu, dafl insbesondere bei der Berechnung von
Verzweigungen aus analytischen Griinden eine Matrix als rangdefekt ange-
nommen wird, obwohl sie dies numerisch nicht ist. Dabei stellt sich dann das
Problem, wie diese Matrix zu einer moglichst nahegelegenen rangdefekten
Matrix verandert werden kann.

Des weiteren wird angenommen, daf sich der als ,hinreichend klein“ an-
genommene Rest der Matrix A bei der Zerlegung A = Thg (‘; IE*) Tp* auf die
Matrix S konzentriert, so daf} sich die Zerlegung inklusive der vernachléssig-
ten Teile hinreichend genau als

A=Tp ( N ) Tp* (3.4

schreiben 1&8t. Dies ist fiir alle in Abschnitt 3.3 vorgeschlagenen Verfahren
erfilllbar. Dabei braucht S, falls der Rang aus analytischen Griinden festge-
legt wird, keinesfalls ,, vernachlassigbar klein® zu sein.

Mit Hilfe des Zerlegungssatzes laBt sich die Pseudoinverse + = A*b in
drei Teilschritten berechnen:

Schritt A: Projiziere b orthogonal auf R(A) und transformiere es mit Tr™":
c

Schritt B: Lose das regulare Gleichungssystem:

Au=c

Schritt C: Transformiere (g) = <§8>+<8) mit Tp~ und projiziere das Er-
gebnis auf R(A*):

fu
z = PranTp (0)
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Die Projektoren in den Schritten A und C koénnen nun mit dem folgenden
Lemma aus den Informationen der zugehorigen Transformationen berechnet
werden:

Lemma 3.3 Sei V eine (n,p)-Matriz mit rank(V) = p < n. Dann ist der
Projektor auf R(V') gegeben durch

Py =V(VV)'v (3.7)

Beweis: Da rank (V) = p, gilt auch fiir die (p,p)-Matrix V*V, daB
rank (V*V') = p, also existiert die Inverse von V*V und damit der Operator
auf der rechten Seite von Gleichung 3.7. Des weiteren ist R(V*) = Id, und
daher R(V(V*V)"'V*) = R(V(V*V)™") = R(V). Da der Operator die Glei-
chungen P? = P und P* = P fiir einen orthogonalen Projektor erfiillt, und
das Bild des Operators gleich R(V') ist, handelt es sich um den orthogonalen
Projektor auf R(V). 0

Bemerkung 3.4: Die Inverse der Matrix V*V lafit sich zum einen da-
durch berechnen, dafl zuerst die symmetrische und, wegen des vollen Ranges
von V', positiv definite Matrix V*V explizit berechnet wird und dann ei-
ne Cholesky-Zerlegung V*V = R*R berechnet wird. Da sich aber dabei die
Rundungsfehler wie cond, (V*V) = cond, (V)2 verstarken, ist es vorzuzie-
hen, eine Orthogonalisierung z.B. mittels des modifizierten Gram-Schmidt-
Algorithmus V' = QR (siehe z.B. [19]) vorzunehmen, worauf hin sich die
Inverse zu

(V*V>—1 — (R*Q*QR)—I — R—lR—*
berechnet. Paige hat in [30] gezeigt, dafl sich hierbei ein Rundungsfehler & nur
gemiB condy (V) e + cond, (V)?e? bei der Auswerung von (R*R)™" verstirkt
— also unter der Bedingung cond; (V) e < 1, die bedeutet, dal V' numerisch
vollen Rang hat, nicht stéarker als bei der Auswertung von V.

Fiir die Berechnung der Projektors vereinfacht sich die Gleichung (3.7)
durch Einsetzen der Orthogonalisierung noch zu

Py = QQ"
wie auch aus R(V) = R(Q) direkt ersichtlich ist.

Die Berechnung der Schritte A-C kann damit auf zwei verschiedene Wei-
sen geschehen:
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Methode A;: (Normalengleichungen) Zur Berechnung des Projektors
auf R(A) 1aBt sich ausnutzen, daf R(A) = R(W;). Damit lautet der Projek-
tor gemafl Lemma 3.3 Py = Wl(Wl*Wl)_lwl* und

c — W* * - *
=T '"Proyd = | 4 | Wa(Wi W) ™' Wb
0 W3

o (WrW) T Wb .

= ( 0 (3.8)

da aus der Gleichung (3.5) W;W; = Id und W;W; = 0 folgt.

Die Stabilitat dieser Methode hangt in erster Linie von der Kondition der
Matrix W, ab; der ,,Grad der Orthogonalitéat® der Spalten von W; kann als
ein Maf fiir die Stabilitat des Verfahrens betrachtet werden.

Der Aufwand zur Berechnung liegt vor allem in der Berechnung von
(W1*W1)™"; der Aufwand dafiir liegt bei ungefihr 1/2p?m+1/6p® flops fiir die
Berechnung mit der Cholesky-Methode und bei p?m flops bei der Berechnung
tiber modifizierte Gram-Schmidt-Orthogonalisierung (ohne Beriicksichtigung
von sparsity-Effekten). Fiir den in diesem Kontext vorliegenden Fall eines nur
geringen Rangdefektes p &~ m liegt der Aufwand also bei etwa 2/3m?3 bzw.
m? flops. Der Aufwand fiir eine Berechnung ¢ = (Wl*Wl)_lwl*b liegt dann
noch einmal bei etwa 2m? flops.

Methode A,: (Konormalengleichungen) Wegen der Gleichung R(A)" =
R(W;) 1aBt sich der orthogonale Projektor auf R(A) berechnen mittels:

Pray = Id — Pray™ = Id — Wy (W W,) "' W

und damit
¢ _ -1 _ I/T/l* T Trayrs \~ a7+
(o) = T~ Preayh = ( W ) (1d — Wa(W5 W)~ W5 ) b
_ ( With = WiWa(W; Wa) ™ Wb ) (3.9
0

Die Stabilitit dieser Methode hingt neben der Kondition von W, vor
allem von der Kondition der Subtraktion ab. Diese Subtraktion ist gut kon-
ditioniert, falls Wb ~ ¢ bzw. b beinahe € R(W}). Da die Berechnung des
Projektors nur fiir b beinahe € R(A), d.h. fiir kleine Residuuen gut konditio-
niert ist, muf} auch die Subtraktion nur in diesem Fall gut konditioniert sein,
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damit das Verfahren stabil ist. Dies fithrt zu der zusétzlichen Stabilitatsbe-
dingung R(W;) ~ R(A). Dieses Argument trifft auch dann zu, wenn die
Subtraktion vor der Multiplikation mit W;* ausgefithrt wird, wie die Klam-
mern in
c=TV7 <b ~ T, (W;WQ)_lﬁ/;b)

andeuten. Denn dann héngt die Stabitilat von der Kondition der Auswertung
der Produktes W;Pgr4)b ab, was wiederum zu der Bedingung R(W;) ~
R(A) fithrt. Dieses Problem taucht bei Methode A; nicht auf.

Fiir die zusatzliche potentielle Quelle der Instabilitat wird aber eine erheb-
liche Reduktion des Aufwandes eingetauscht. Der Aufwand zur Berechnung
des Projektors reduziert sich zu 1/2(m — p)?m + 1/6(m — p)® flops fiir die
Cholesky-Methode und (m — p)?m flops fiir die Orthogonalisierung. Der Ge-
samtaufwand betragt also bei kleinem Rangdefekt in jedem Fall O(m) flops
sowie nochmals O(m) flops fiir jede Auswertung von ¢ = WI*PR(A).

Zur Berechung von Schritt C ergeben sich dual zwei Moglichkeiten:
Methode C;: R(A*) = R(V}); also

z = PranIp™ (S) =Vi(Vi*Vi) " lu (3.10)
Methode Cy: R(A*)" = R(V}); also
= (Id = Priasy") Tp™' (g) = Viu — \72(\72*\72)_1172*x7lu (3.11)

Eine dquivalente Aufwands- und Stabilitdtsbetrachtung 1aBt sich auch
hier durchfithren mit dem Ergebnis, dafl wieder fiir den Fall kleinen Rangde-
fekts die Methode C, erheblich geringenen Aufwand erfordert. Die Stabilitat
der Methode C; héngt von der Kondition von V; ab, wahrend fiir die Stabi-
litéat von Cy neben der Kondition von V; auch die Qualitit der Approximation
R(Vi) ~ R(Vi) = R(A*) von Bedeutung ist; im Falle guter Approximation
ist die Subtraktion gut konditioniert, da PR(A*)LVIU < Viu.

Bemerkung 3.5: Falls A vollen Rang hat, vereinfacht sich zumindest
einer der beiden Schritte A/C, da die zugehorige Projektion unterbleiben

kann. Hat etwa A vollen Spaltenrang p = m, dann ist Prsy = Id und
Tr™! = (W;); Schritt A reduziert sich dann zu

c=Wrb.
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Bemerkung 3.6: Falls eine der Transformationen orthogonal ist, dann
fallen beide Methoden zur Berechnung des zugehérigen Projektors zusam-
men; z.B. fiir Tp gilt dann

Tp™' =Tp* = Vi=Vi, Vo=V,
¢ & Vl(Vl*Vl)_lu =Viu oder
———’
1d

2 Vib— Vi Ve (V' Va) " Vou=Viu  (3.12)
N—_——

0

Im Sinne der obigen Analyse sind solche Transformationen auch am stabil-
sten.

Bemerkung 3.7: Im Kontext der Pfadverfolgung ist in der Notation
dieses Kapitels p = m = n — 1; fiir Schritt A trifft also Bemerkung 3.5 zu.
In Schritt C, entfdllt bei der Stabilitatsbetrachtung das Problem mit der

Kondition von V3, da die Matrix nur aus einer Spalte besteht.

Bemerkung 3.8: In der Literatur (z.B. [32, 42]) findet sich meist ein
Schema, das von einer Zerlegung A = BC in eine (m,p)-Matrix B und
eine (p,n)-Matrix C' von jeweils vollem Rang ausgeht; aus dieser Zerlegung
1aBt sich dann das Losungsschema AT = C+*Bt = C*(CC*)™'(B*B)”'B*
erhalten. Werden die Matrizen B und C' durch beliebig gewéhlte Spalten
bzw. Zeilen X, Y erweitert, so dafl die entstehenden Matrizen (B x) und (;O/)

vollen Rang haben, dann paft dieses Schema in das Schema (3.4)

A=BC < A= (B X)<[(C)lp 8)(30/)

und das Losungsschema erweist sich als das Verfahren A;/B/C;. Die Idee
einer Zerlegung wie in Satz 3.2 findet sich hingegen in der angegebenen Li-
teratur nicht; statt dessen wird das einfachere Losungsschema im Spezialfall
durch Anwendung der Sherman-Morrison-Woodbury-Formel auf aus A;/B/C;
entstandene Formeln hergeleitet. Hier wurde die Idee aus den Spezialfédllen
der Q) R-Zerlegung in [13] und der LU-Zerlegung in [34] entwickelt.

Bemerkung 3.9: Die Bezeichnung Normalengleichungen fiir Methode
Ay sind durch die Minimierungseigenschaft der Pseudoinversen motiviert.
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Néamlich kann die Gleichung (3.8) auch iiber die Bedingung

T (0) — bj]* = min

hergeleitet werden; durch Differenzieren ergeben sich die Gleichungen

i (5) -t = 4 (2a(5) =) (1a(5) ) = 200w - Wiy =0

die in der Literatur unter Normalengleichungen gefiihrt werden.

3.3 Realisierungen des Losungsschemas

3.3.1 Singulirwertzerlegung

Als zuverlassigste Methode, die Pseudoinverse einer Matrix zu berechnen,
gilt die Singuldrwertzerlegung ([19, 12]). Dabei wird die Matrix A mittels
zweier orthogonaler Transformationen Tr = (U ¥) und Tp = (V @) auf
Diagonalform gebracht:

a=(v w)(% 8)(2) mit S = diag(or,...,0,)  (3.13)

wobei die oy > ... > 0, > 0 die nach der GréBe sortierten Singuldrwerte
darstellen. Nach Bemerkung 3.6 fallen die Varianten zur Berechnung von
ATb = z zusammen zu

ATh = VI~ U*D.

Die Singularwertzerlegung gilt als besonders geeignet zum Rangentscheid ei-

ner Matrix; der Rang wird dabei als das grofite p festgelegt, fiir das conds (A) =
o1/0, < 1/ mit einer vorgegebenen Genauigkeit ¢ gilt. Inshesondere fiir die

Berechnung der Pseudoinversen bei bekanntem Rang existieren jedoch we-

niger aufwendige Verfaheren, die ebenfalls akzeptable Resultate liefern. Be-

sonders bei Beriicksichtigung von Sparseness-Effekten ist die Singularwert-

zerlegung sehr ineffektiv, da sie auf die Besetztheitsstruktur von A keinerlei

Riicksicht nimmt. Auf eine Variante, die unvollstindige Singuldrwertzerle-

gung, die nur die Kernvektoren ® und ¥ berechnet, wird in Unterabschnitt

3.3.4 zuriickgegriffen.
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3.3.2 (@R-Zerlegung

Eine weniger aufwendige Methode, die auch im urspriinglichen Alcon imple-
mentiert ist, basiert auf einer ) R-Zerlegung mit Householder-Reflexionen,
wobei die Pivotstrategie von Businger und Golub Anwendung findet ([13,
12]). Dabei wird A mittels Reflexions-Matrixen auf obere Dreiecksgestalt
transformiert, so dafl im k-ten Schritt die Zerlegung aus:

(k) gk
Ally -1, = AW = Qp -+ Q4 ( R() ;(k) )
besteht; die Pivotstrategie besteht nun darin, die die Spalte £ + 1 mit der-
jenigen Spalte ¢ unter den letzten n — k — 1-Spalten zu tauschen, fir die
Ti(k) maximale Norm hat. Werden die Diagonalelemente von R*) mit r,;,
1 < j < k bezeichnet, dann sind die |r;;| gerade die Normen der nach vorne
getauschten Spalten von 7). Aufgrund der Pivotwahl gilt |ryy| > ... > |ru]
fiir alle k. Damit 1aBt sich ein Rangentscheid dadurch durchfithren, dafi der
Rang der Matrix festgelegt wird durch dasjenige p, fiir das als letztes die

Relation
711

> 1/e

gilt mit einer vorgebenen Genauigkeit €. Der dabei verwendete Quotient
sc(A) := |r11|/|rpp| wurde von Deuflhard und Sautter in [13] als Subkon-
dition von A eingefithrt; der Name riihrt daher, dal gezeigt werden kann,

daB sc (A) < cond; (A) gilt.

Ist der Rang erst einmal festgesetzt, dann sieht die Zerlegung also folgen-

R S
weof 1)
mit einer reguldren (p, p)-Matrix R und einer (p,n — p)-Matrix S. Die Zer-

legung paBt zwar in das Schema (3.4) mittels A = @ (Iodg) (?fd) IT*; aber

die Methode C, ist nicht so ohne weiteres anwendbar, da die Inverse von

Tp* = (51‘2) IT* nicht direkt zur Verfiigung steht. Statt dessen wird eine

Methode verwendet, in der S eliminiert wird, so daff A = R.
In [32] wird vorgeschlagen, die Matrix S durch Householder-Transfor-

mationen von rechts zu eliminieren, so daf sich die Zerlegung als A =
Q (10%8 ) Q11" schreiben 1afit. Das Verfahren hat dann wegen Bemerkung 3.6

|Tpp|

dermaflen aus:
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ahnliche Stabilitatsvorteile wie die Singulédrwertzerlegung, ist aber fast ge-
nauso aufwendig.

Statt dessen wird, dem Artikel [13] folgend, eine Block-GauB-Elimination
verwendet. Nach Einfiihrung der Matrix V' als die eindeutige Losung der Ma-
trixgleichung RV = S 1at sich durch die Elimination (RS) = (RO) (Idv)

00 00)\ord
die Zerlegung auf die Form (3.4) des Zerlegungssatzes bringen:

R 0 Id, V .
= ) ()
wobei Tr = @) als orthogonale Transformation unproblematisch ist. Beziiglich

Tp = (4% Ids_p)’ fiir das sich Tp™* = TI(% Id_n‘:p) explizit angeben lafit,
unterscheiden sich die Verfahren C; und C; voneinander.

Die Verfahren lauten dann:
Schritt A: Berechne
(& *
(4)=am
Ru=c

Schritt B: Lose

Schritt C: Berechne

z & H( ij{? ) (Id, + VV*)u
Gy u _V * - *
& H(o) +n( 1d,.. ) (Id, + V*V) 'V*u
bzw

= n((5) -7 ()

wobei der Projektor in der letzten Zeile mit einer Orthogonalisierung von
H(_IZI/) berechnet wird. Im Artikel [13] wird die Methode C; vorgeschlagen
mit einer Cholesky-Zerlegung von I'd + V*V | um die Inverse in der zweiten
Zeile auszuwerten; im Falle hoheren Rangdefekts n —p > 1 ist aber explizite
Berechnung der Projektion wie in der dritten Zeile vorzuziehen, da sie stabiler
und nur unwesentlich aufwendiger ist.

Fiir die Stabilitat des Schrittes C ist die Grofie von V' entscheidend; denn

sowohl fir die Kondition von V; = H(i,df) als auch fiir die Qualitét der
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Approximation R(V}) = R(H(Iglp)) ~R(V) = 'R(H(ii{’)) und die Kondition
von V, = H( Id_n‘ip)

fiir die Relation |ry;| > |ri;| fur alle i < 7, so daf} sich fiir die Elemente von
V = (vir) wegen

ist ein kleines V' von Vorteil. Die Pivotstrategie sorgt aber

1 i+1
Vi = F(n,kﬂg > nzvzk)
=p

22

induktiv die Abschéatzung
i < 277 (3.14)

zeigen laft und somit die Grofle von V' beschrankt bleibt. Die Abschéatzung
ist dabei zumindest fiir die ) R-Zerlegung sehr pessimistisch.

Die () R-Zerlegung erweist sich somit als giinstiger im Aufwand als die
Singularwertzerlegung, ohne wesentlich an Stabilitédt zu verlieren. Sie ist da-
her fiir kleine bis mittelgrole Matrizen, die voll belegt sind, vorzuziehen.
Fiir Sparse-Matrizen ist sie aber ungeeignet, da schon eine Householder-
Transformation zumeist jegliche Besetztheitsstruktur zerstort. Eine Idee, die
die Sparsity bewahrt, besteht darin, die Householder-Reflexionen durch Givens-
Rotationen zu ersetzen. Dieser Ansatz wird aber hier nicht weiter verfolgt;
statt dessen wird ein Verfahren, basierend auf einer LU-Zerlegung, vorge-
stellt.

3.3.3 LU-Zerlegung

Wohl die populédrste Methode zur Lésung von reguléren Gleichungssystemen
ist die GauB-Elimination mit Pivotsuche; dies gilt insbesondere im Sparse-
Kontext, da sie mit der Belegtheitsstruktur einer Matrix bei geeigneter Pi-
votstrategie am pfleglichsten umgeht.

Wie schon bei der Diskussion der Stabilitdt der Berechnung der Pseu-
doinversen bemerkt, sind hier orthogonale Transformationen vorteilhafter,
sowohl was die Stabilitat als auch die Einfachheit der Algorithmen angeht.
Fiir den Erhalt von Sparsity ist aber Gauf-Elimination vorzuziehen; daher
wurden auch hierfiir Verfahren entwickelt.

Problematisch ist bei der Gaufl-Elimination der Rangentscheid. Gewohn-
lich wird davon ausgegangen, dafl bei Matrizen mit Rang p zumindest voll-
standige Pivotsuche im p + 1-ten Eliminationsschritt in dem noch nicht zer-
legten Rest A() in (3.15) nur vernachlissigbar kleine Pivots findet, so daB
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sich ein Rangentscheid der Form
lai;| < ||Alle fiir alle a;; in AP)

anwenden laft. Jedoch braucht dies, inshesondere bei eingeschrankter Pivot-
suche, nicht immer der Fall zu sein. Chan hat in [6] gezeigt, daB in exakter
Arithmetik bei fast singularen Matrizen nur dann kleine Pivots auftauchen,
wenn solche Elemente a;; erst in den letzten Schritten als Pivots gewahlt
werden, fiir die die Inverse der Adjungierten an derselben Stelle entspre-
chend ,grofe” Elemente a;;~™ besitzt. Da die Inverse einer Sparse-Matrix
im allgemeinen voll besetzt ist, ist die Wahrscheinichkeit, ein solches Ele-
ment zu finden, insbesondere bei durch Erhalt der Sparsity eingeschrankter
Pivotstrategie gering.

Die Probleme des Rangentscheids werden jedoch zunéchst zuriickgestellt,
zumal der Rangentscheid in dieser Arbeit aus analytischen Erwégungen ge-
geben ist. Zundchst werden die verschiedenen Varianten des Algorithmus
vorgestellt unter der Annahme, dafl die Zerlegung im p 4+ 1-ten Schritt ein
kleines Pivot angetroffen hat.

Gegeben ist also eine Zerlegung

* _ _( Lu 0 Dy 0 Uy U .
PrAQ = LU = ( Ly Idy—, ) ( 0 A® ) ( 0 Id,—, ) (3.15)

wobei P und () durch die Pivotstrategie erzeugte Permutationsmatrizen sind,
Ly; und Uyy untere bzw. obere (p, p)-Dreiecksmatrizen sind und Dy eine
(p, p)-Diagonalmatrix, wobei je nach dem, ob eine LU- oder LDU-Zerlegung
stattgefunden hat, entweder D = Id, ist oder U auf der Diagonalen nur Ein-
sen zu stehen hat. Ly ist eine (m — p,p) und Uy, eine (p,n — p)-Matrix.
AP~ 0 bezeichnet den durch den Rangentscheid vernachlissigten Teil
von A.

Durch Anwendung des Schemas (3.4) mit A = Dy, Tp = P(é; Id,i_p)

und Tp = Q([L]f,:; Id,?_p) 1aBt sich die Pseudoinverse z = ATb mit der Methode

A;/B/C; berechnen:
Schritt A;: Lose

(L11" L1y + Lar"Lay) e = ( L™ L™ )P*b
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Schritt B;: Lose

Dnu =C

Schritt C;: Lose

* * U *
(UnUn™" + UnUn" )y =u; 2=0Q 11* Y
Uiz

Diese Methode ist wieder [32] entnommen, wobei dort aus Griinden der
Stabilitat im Schritt C; die LDU-Zerlegung empfohlen wird. Bjérk und
Duff haben in [4] diesen Algorithmus fiir den iiberbestimmten Vollrangfall
m > n = p, in dem sich Schritt C; zu 2 = QUy;'u vereinfacht, unter Einbe-
ziehung von Sparse-Techniken einschliefilich einer Sparse-Cholesky-Zerlegung
von (L1 Ly + Ly2L15%) realisiert. Fiir den rangdefekten Fall mufl aber auch
noch die Belegtheitsstruktur im Schritt C; einbezogen werden.

In [34] hat Sautter ein anderes Verfahren vorgeschlagen, welches der Vor-
gehensweise bei der () R-Zerlegung &hnelt. Dazu wird mittels der durch

LII*W = L21>’< UIIV = U12

definierten W und V' die Zerlegung (3.15) geschrieben als:

— Id, 0 L11D1 Ui 0 Id, V . _
A_P<W* fdm_p>( 0 o)( 0 Idn_p)Q (3.16)

Da nun die Zerlegung mit A = L;;Dy;U;; in das Schema (3.4) pafit

und sowohl T = P ({{fﬁ Idr?l_p) und Tp = @ (i/df IdS_p) als auch Tp™" =

P (Izp I;,:L_Yp) und Tp™ = @ (Iﬁp Id_n‘:p) sich explizit angeben lassen, lassen
sich beide Verfahren zur Berechnung der Pseudoinversen geméafl dem Schema
A/B/C ausfiihren. Das Schema A,/B/C; ist dabei aber fiir kleinen Rangde-
fekt nicht nur effizienter, sondern bendétigt auch keine Sorgfalt im Umgang
mit der Sparsity-Struktur, da sowohl bei der Berechnung und Zerlegung von
WQ*WQ = Id + W*W bzw. \72*‘_/2 = Id + V*V als auch bei der Orthogona-
lisierung von W, bzw. V, eine eventuelle Zerstorung der Belegtheitsstruktur
unerheblich ist.

Damit lautet der Algorithmus Ay/B/Cs:
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Schritt A,: Berechne
c= bp + ('P(—IZV)Pb)p

wobei b, der Vektor ist, der aus den ersten p Elementen von Pb besteht

(oder in Formeln: b, = (Id, 0) Pb).

Schritt Bs: Lose
Li1DnWUpju=c

=afp) e )

Dieser Algorithmus ist im Gegensatz zum Schema A;/B/C; unabhéingig da-
von, ob eine LU oder LDU-Zerlegung durchgefiithrt wird; in beiden Féllen
werden dieselben W und V' berechnet.

Wenn vollsténdige Pivotsuche durchgefithrt wird, ist auch dieses Verfah-
ren stabil; denn die Pivotsuche garantiert |l;;| < |l;| und |u;;| < |uy| fiir
1 < 7. Daher 1afit sich dasselbe Argument wie bei der () R-Zerlegung anwen-
den, welches die Beschrénktheit von W und V' in einer Form wie in (3.14)
ergibt.

Falls die Matrix vollen Rang hat, geniigt eine Form des Pivoting; falls m >
n = p, dann existiert V' nicht und nur die Bedingung |/;;| < |l;;] muf} erfiillt

Schritt C,: Berechne

sein, um die Grofle von W zu begrenzen; daher ist hier nur Spaltenpivotsuche
erforderlich. Im anderen Fall n > m = p ist hingegen nur Zeilenpivotsuche
erforderlich.

Bei Anwendung von Zerlegungen unter Beriicksichtigung der Belegtheits-
struktur wird jedoch oft nur eine eingeschrankte Pivotsuche der Form

|apivot| > w * max{|a;;| | (z,7) im Bereich der Pivotsuche }

mit einem Stabilitdtsfaktor u < 1 durchgefiithrt. Dann lassen sich allerdings
nur noch Abschitzungen der Form

1 1\P?
lvir] < — (1 + —>
U U

zeigen. Bei numerischen Testlaufen erwies sich jedoch das Verfahren trotzdem
als hinreichend zuverlassig.
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3.3.4 Deflation

Um dem Problem des Rangentscheids bei einer LU-Zerlegung zu begegnen,
insbesondere, wenn aufgrund eingeschrankter Pivotstrategien keine kleinen
Pivots zu erwarten sind, wird in Riickgriff auf Abschnitt 3.3.1 die angedeutete
Idee der unvollstandigen Singularwertzerlegung préazisiert. Die Kombination
beider Techniken bildet dann das geeignete Werkzeug zur Berechnung der
Pseudoinversen fiir grofie, diinnbesetzte Matrizen.

Die Idee, die aus [38] zitiert wird, besteht darin, dafB fiir eine gegebene,
quadratische Matrix A, fiir die trotz ihres Rangdefekts ein Loser Az = b
existiert, wie es bei einer LU-Zerlegung der Fall sein kann, linke und rechte
Kernvektoren berechnet werden, und mit ihrer Hilfe der Anteil von b bzw. x,
der nicht in R(A) bzw. R(A*) liegt, wegprojiziert wird.

Formalisieren 148t sich die Methode durch die Beobachtung, daf fiir die
Singularvektoren U in der Singularwertzerlegung (3.13) gilt, dal R(U) = IR?
und die Isomorphie fiir @ € IR? durch y = Uz sowie fiir y € R(U) durch
x = U*y vermittelt wird; dabei ist UU* = Id, und U*U = Py = Idp)- Des
weiteren 1afit sich die Projektion auf R(U) auch mit Hilfe nur von W als

UU=1d—-v"v
berechnen. Wird jetzt die Transformation Txr anstelle als Abbildung
Tw:R? x R™7 = R™,  T(z,2)= Uz + Uz
mittels dem Isomorphismus U*: R(U) — IR? als Abbildung
T R(U) x R™™ s R™.  T(y,z) = UU"y + Uz
geschrieben, oder in Matrixform
Tr=(UU" ¥ )=(1d-0y V)

sowie

Tp=(VV: &)= (1d—00" &)
dann gilt fiir die Adjungierte Tp™: IR™ — R(U) x IR™77, daf}

TpR"Tr = (7;2*)(731) \I’)

PE 0
= ( OU q,*q,)=fdn(U)xmp
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und

e = (7 9) (7)o

= Id, — VU +0U* = Jd,

also Tr* = Tr™! und ebenso Tp* = Tp~!
Damit lautet die Zerlegung

=) () (%)

wobei Ay = PyAPy.
Da die Transformationen orthogonal sind, fallen beide Lésungsschemata
zZusammen zu

Schritt A: Projiziere
¢ = Pyb=b— U

Schritt B: Lose

Au=c

Schritt C: Projiziere
T=Pyu=u— 00"y

Zur Anwendung dieser Methode miissen die rechten und linken Singular-
vektoren @, W berechnet werden. Dafiir wird wie in [7] eine Verallgemeinerung
der inversen Vektor-Iteration, die ,inverse Block-Iteration® verwendet, die
ebenfalls nur einen Loser fiir Az = b und zusétzlich fiir A*x = b bendtigt.

Falls der Rang p bekannt ist, wird die Iteration mit einer zufallig gewé&hl-
ten (n,n — p)-Matrix 0 gestartet. In jedem Schritt wird zunéchst das Glei-
chungssystem A = ¢ gel6st und danach die Spalten von ¥ ‘mittels dem
modifizierten Gram-Schmidt-Algorithmus orthogonalisiert zu i o= g 'R,
Danach wird A®™* = U gelést und zu ¢+ = ® ! R orthogonalisiert.
Dabei streben wegen

U*AP = ¢" A"V = A = diag(opt1,...,00)
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die R} und R gegen die Inverse der Diagonalmatrix A, die die vernachléssig-
bar kleinen Singuldrwerte enthilt, wenn U* und ®° gegen ¥ und ® konvergie-
ren. Die Iteration wird beendet, wenn ®* ~ ®*! und ¥ ~ &', wobei kon-
kret das heuristische Abbruchkriterium Hcﬁ; — cp'j-"'l | < e/0pyr fiir die Spalten
von @' und eine dquivalente Bedingung fiir die Spalten von W* erfiillt ist. Da-
bei miissen die Diagonalelemente von Ry und RY als Niherungen fiir die
Singularwerte herhalten. Eine ausfithrlichere Beschreibung des Algorithmus
mit Konvergenzanalyse findet sich z.B. in [41].

Bei unbekanntem Rang p wird das Verfahren noch um eine duflere Ite-
ration erweitert, in der der vermutete Rangdefekt £k = n — p beginnend mit
k = 1 hochgezédhlt wird. In jedem Schleifendurchgang werden mittels der
inversen Block-Iteration Approximationen fiir linke und rechte Singularvek-
toren ®;, Uy zu den k kleinsten Singuldrwerten Ay berechnet. Ist dann
der grofite der Singuldrwerte o,_py1 groBer als ¢||Al|, wobei ||A|| eine zu
|A|l2 = o1 moglichst gut vertragliche Norm ist, dann werden die zu o,_x41
gehorigen Singularvektoren als nicht mehr in N(A) bzw. N(A*) angenom-
men und der Rankdefekt zu & — 1 festgesetzt; die restlichen Spalten von @
und U, spannen dann N(A) und N (A*) auf. Nebenbei ergibt sich als Kon-
ditionsschétzer k(A) = ||A||/on—r+1. Als Norm wird dabei eine normalisierte
Frobenius-Norm ||A|lp := (Za?j/n)l/2 verwendet. Der Faktor n statt n?
fithrt dabei zu einer zur 2-Norm besser vertréaglichen Norm, da insbesondere
bei diinn besetzen Matrizen die Anzahl der Eintrage eher O(n) anstelle von
O(n?) ist.

Somit lautet der Algorithmus zur Berechnung der linken und rechten
Singularvektoren ® und W:

Beginne mit k = 1 und einen Zufallsvektor ®¢ = (¢%)
Tteriere mit 2 = 1,2, ...

Lose A = !

Orthogonalisiere ViR =

falls 7 > 1 max; = max{ ||t — VP |G =1. k)
Lose Adt = P

Orthogonalisiere 'R = ¢

falls 7 > 1 max2=maX{H¢§—¢§_1H2/T]~j |7=1...k}

bis ¢ > 1 und max;, max, < ¢||A||

r11 T12 )

Partitioniere R = ( o oy
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falls 1/r11 > ¢||A||

dann
setze rank (A)=n —k+ 1
(65,...9}) = @
(6h, ..} = @
A= Ry
anderenfalls

erhohe k — k41
setze neue Startvektoren

CI)2+1 = (@, 9524-1) _
wobei ¢, ein Zufallsvektor orthogonal zu ®} ist
und durchlaufe die Schleife von 7 nochmal

Der Algorithmus wurde zunéchst nur fiir quadratische Matrizen entwickelt.
Im Zusammenhang mit der LU-Zerlegung von nicht quadratischen Matrizen
wird zuerst eine Zerlegung

(14, 0 LuUy 0\ (Id, V )
a=p(g ) () )@

durchgefithrt mit einer (quadratischen) Matrix A,: L11Uyy, in der keine
kleinen Pivots aufgetreten sind. Danach wird mit A anstelle von A der De-
flationsalgorithmus durchgefiihrt.

Stoppt der Algorithmus schon bei k& = 1, ist die Matrix A nicht rangdefekt
und die LU-Zerlegung hat einen akzeptablen Rangentscheid durchgefiihrt;
anderenfalls berechnet das Verfahren neben (}tlv) und (_I:;) noch zusatzliche
Kernvektoren ¥ bzw. ®, deren Anteile dann in den Schritten A, und C, auch

wegprojiziert werden.

Damit ist auch fiir eine LU-Zerlegung mit Beriicksichtigung der Belegt-
heitsstruktur ein Konditionsschitzer sowie die Moglichkeit eines Rangent-
scheids iiber den Umweg der Deflationstechnik mdoglich. Insbesondere ergibt
sich die Moglichkeit eines analytischen Rangentscheides, der nicht durch das
Weglassen der jeweils letzten Eliminationsschritte realisiert werden konnte.
Allerdings bildet diese Methode eine Notlosung, da zum Beispiel ein Sparse-
Riickwartsfehler in der Approximation Ay ~ A nicht gewéhrleistet ist.
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3.3.5 Block-Metaloser

Die folgende Diskussion betrifft spezifische Gleichungssysteme, wie sie nur
beim Losen parameterabhéngiger Gleichungen auftauchen. In diesem Fall ist
es bisweilen giinstig, zum Beispiel bei Stabilitatsbetrachtungen der Losung,
von einer Aufteilung

A= (A4, A))

auszugehen, wobei A, eine quadratische (ng,n;)-Matrix ist, die zu den n,
Variablen gehort, und Ay eine (ng, ny)-Matrix ist, die zu den ny Parametern
gehort. Dabei besitzt A, oft eine spezielle Struktur, etwa Selbstadjungiertheit
oder eine sehr diinne Besetztheitsstruktur. Daher wird es in der Literatur,
insbesondere im Kontext der Pseudo-Bogenlangen-Fortsetzung, als giinstig
betrachtet, nur mit einem ,,Black-Box“-Loser fiir A,z = b einen Meta-Léser
fiir die auftretenden Gleichungssysteme Az = b zu konstruieren.

Zum Beispiel kommt es durch Linearisierung der in diesem Zugang de-
finierten erweiteren Funktion GG in Gleichung (1.7) im zugehorigen Newton-
verfahren zu dem Gleichungssystem

[ 2)(3)=-(5)

Durch die Block-Elimination (Am A*) = (Am O)(Id V) mit V = A, 71 A, und

. uz* ux uz* S 0 Id . )
S = uy — u, "V 148t sich das Gleichungssystem mittels Block-Substitution

Schritt 1: Lose Aju = —f
Schritt 2: Lose SA = —g — u,*u
Schritt 3: Berechne x = u — VA

l16sen. Diese Methode lauft in Schwierigkeiten, wenn rank (A;) < rank (A)
gilt, also A, singular wird, wie es zum Beispiel bei Wendepunkten der Fall
ist.

Bemerkung 3.10: Wie in Abschnitt 1.2.3 bemerkt, 1a3t sich das Gauf-
Newton-Verfahren auch als Pseudo-Bogenldngen-Verfahren mit einer speziel-
len Zusatzbedingung auffassen. Fiir das entstehende Gleichungssystem (1.11)
ist dann u, = —V und uy = Id, da (_Ig) ein Kernvektor von A ist; das Ver-
fahren der Block-Substitution entspricht dann genau dem Verfahren A/B/C;

fiir die Zerlegung A = (A, 0) (%), 2.B.ist S = Id + V*V.
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Diese Probleme verschwinden, wenn angenommen wird, dafl fiir A, nicht
nur ein Loser, sondern eine Zerlegung wie in (3.4) gegeben ist. Die grofite
Schwierigkeit besteht dann im Aufschreiben der Formeln.

Sei also angenommen, dafl eine Zerlegung

A, 0 .

existiert mit rank (A,) = p,, wobei S, aus Griinden, die weiter unter erklart
werden, nicht mehr unbedingt als vernachlédssighar klein angesehen wird.
Dann sieht die Zerlegung von A zunéchst so aus:

- A, 0 WA\ [ To® 0 _

Falls nun A, einen kleinen Rangdefekt g, = n, — p, hat, dann ist eine Zerle-
gung der (¢, ¢ + ny)-Matrix (S W3"A)) leicht z.B. mittels ) R-Zerlegung

moglich. Sei also eine zusétzliche Zerlegung
* AA 0 *
(5 W, AA):TRA( 0 S,\)TDX
gegeben mit rank (AA) = py; dann 1aBt dich die Zerlegung (3.17) auf die

Form (3.4) bringen. Denn die Matrix WA, 148t sich einfach mittels Block-
Elimination entfernen, wenn Vi als Losung von A Vi = W;*A, definiert

wird.
B A, 0 Wi*A, Tp,* 0
4 =Tr{ g g WQ*AA)( 0 ]dm)
T, (A 0 0 ) I((i)pz Id ‘(? Tp,” 0 )
= R * Qz
0 S, Wy'A, 0 0" 14, 0 Id,,
A, 0 0
R 0 0 S,
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Damit ist also

1d 0
T = TRI( Opx Th )
A

T, 0 Idy, 00 Id,, 0
o = ( 0 1d ) 0 Idp, 0 ( 0T )
" VW0 Id, DA

. A, 0

A - ( 0 A/\ ) ) S - SA
Die Berechnung nach Methode A,/B/C, erfolgt nun nicht dadurch, daf die
Matrizen Tx, Tp oder Teilmatrizen wie V; explizit ausgerechnet werden, son-

dern indem Ty, Tgr,, Tp,, Tp, und V) abgespeichert werden; eine Auswer-
tung von z.B. ¢ = Tr~'b erfolgt dann durch Auswerten der Teilmatrizen:

B ey Wb by
=Tr™ b Tp "Yo=b=1|. | =[.! d = A
c R A= Ry (b2) (W;b) un c (TRk_lbz)

Die fiir die Projektoren erforderlichen Matrizen werden mittels

und

- 0 _ 0
W2 = TR_* (]d ) und ‘/2 = TD_* (]d )
m—=p n—p

berechnet. Der Losungsalgorithmus zur Berechnung von = A%b mit der
Block-Meta-Zerlegung lautet also

Schritt A,:

C1
( Co ) = TR_IPWvQJ'b mit c1 € Isz’c2 e IR”»
0

Schritt B,: Lose

Axul =

A/\UQ = C
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Schritt C,:
uy
r = PVQLTD_* U
0

Ein Problem, das dabei auftritt, ist der Rangentscheid von A,, insbeson-
dere, wenn die Entscheidung aus analytischen Griinden gefillt wird. Dazu
werden zwei Vorschlage untersucht, der eine von Govaerts und Pryce in [21]
gemacht, der andere von Keller in [26] zunachst fiir den Spezialfall der LU-
Zerlegung entwickelt und von Chan (zitiert nach dem den allgemeineren Fall
ny > 1 behandelnden Artikel [7]) fiir der Fall der Deflation in einer Weise
iibertragen, die eine einfache Verallgemeinerung erlaubt.

Der Vorschlag von Govaerts und Pryce hat den Vorzug, sowohl gedank-
lich als auch von der algorithmischen Umsetzung her sehr einfach zu sein.
Die Idee besteht darin, immer rank (A;) = rank (A) zu fordern; ist diese
Forderung nicht zu erfiillen, wird die Matrix A, im Loéser durch eine Appro-
Ximation A, = A, ersetzt, die vollen Rang besitzt. Der Fehler, der dadurch
in der Losung entsteht, wird durch Nachiteration sukzessive verkleinert. Der
Algorithmus wird dadurch sehr vereinfacht, da die Teilmatrix (S, WjA))
wegfallt.

Mittels einer Fehleranalyse (basierend auf einer von Pryce entwickelten
Methode) kommen sie dabei in [21] zu dem Schluf, da bei einem stabilen
Loser fiir A,z = b eine Nachiteration iiber A, geniigt, um ein ausreichend
exaktes Ergebnis zu erhalten, auch wenn wegen der Approximation A, = A,
die Matrix 1:195 extrem schlecht konditioniert ist.

Im Rahmen der Pfadverfolgung schlagen sie vor, an Wendepunkten fiir
A, die Ableitung eines Losungspunktes auf dem Pfad nahe dem Wendepunkt
zu nehmen. In Verbindung mit der Schrittweitenwahl von Abschnitt 1.2.5
werden allerdings normalerweise keine Punkte berechnet, die nahe genug an
dem Wendepunkt liegen; in numerischen Experimenten fiithrte diese Art der
Approximation zu starken Schrittweiteneinschrankungen. Statt dessen wird
fiir jeden der implementierten Loser eine Moglichkeit verwendet, bei Ent-
decken von Singularitaten die Zerlegung so zu verédndern, dafl eine numerisch
nicht singulire Zerlegung entsteht. Bei der () R- und LU-Zerlegung besteht
diese Verdnderung in dem Ersetzen von Pivots r;; mit |r;;| < ||Alle durch
7;; = sgn(r;;)||Alle; bei der Deflation einfach in Abbrechen der Iteration,
wenn der gewiinschte Rangdefekt erreicht ist. Ein solches Verfahren 1at sich
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auf iterative Loser natiirlich nicht so einfach zu iibertragen; aber Govaerts
und Pryce bemerken in ithrem Artikel auch, dafl sie nicht erwarten, daf} ih-
re Methode fiir iterative Loser funktioniert. Zudem taucht bei fast jedem
iterativen Loser in der Analyse der Konvergenzgeschwindigkeit ein Faktor
proportional zu cond, (A;) auf, der in diesem Fall zu sehr langsamer Kon-
vergenz fithren wiirde.

Der andere Vorschlag lautet in der urspriinglichen Form bei Keller in [26],
eine Rangreduktion bei A, durchzufithren, wenn es numerisch erforderlich
ist, und dann den Algorithmus des Block-Meta-Losers durchzufithren; Chan
machte dann den Vorschlag, grundsatzlich rank (A;) = rank (A) — n) zu
fordern; dadurch entsteht bei der Zerlegung von A, ein vernachlassigter Rest
Sy mit |[.Sz|| > 0, falls numerisch rank (A;) > rank (A) —n,. Der Rang dieses
Restes geht aber bei der Zerlegung von (S, WQ*AA) in A, ein.

Um diesen Vorschlag zu motivieren, moge die geneigte Leserin und der
geneigte Leser annehmen, dafl sowohl die Matrix A, als auch das kleine Sy-
stem (S, W;A,) mit demselben Lésungsalgorithmus, z.B. GauB-Elimina-
tion, zerlegt wird. Dann entspricht die Block-Meta-Zerlegung genau einer
GauB-FElimination von ganz A, wobei jedoch vor den letzten n) Schritten
Pivotelemente aus dem Parameterblock A, nicht erlaubt sind. Ist also A,
sehr diinn besetzt, wahrend Ay eher voll ist, wie es bei parameterabhiangigen
Gleichungssystemen durchaus anzunehmen ist, dann verhindert diese Pivot-
strategie, daf durch frithzeitige Wahl von Pivots aus dem Parameterblock
viele zusédtzliche Nicht-Null-Elemente entstehen. Um dann den Rang von A
und N(A) bzw. N(A*) zu bestimmen, bleibt in den verbleibenden Elimina-
tionsschritten noch genug Moglichkeit, da rank (A) nicht grofier sein kann als
rank (A;) + ny.

Bei numerischen Tests erwiesen sich beide Verfahren im Kontext der Pfad-
verfolgung als stabil auch bei Berechnung von Wendepunkten; bei Verwen-
dung eines Sparse-Solvers in Verbindung mit der Deflation zur Erzwingung
des Rangdefekts von A, erwies sich die Methode von Chan aber als signifi-
kant langsamer, da die Deflation viele Iterationen benétigt, um brauchbare
Singularvektoren zu erzeugen, wenn A, numerisch gut konditioniert ist.

Bei Verwendung der Zerlegung im Mooreschen System (2.11) - (2.13) ist es
allerdings erforderlich, daff das Verfahren NV'(A) gut approximiert, damit die
zweite Ableitung auf den richtigen Unterraum projiziert wird. Hier gerat das
Verfahren von Govaerts und Pryce ins Hintertreffen, da bei diesem Verfahren
der berechnete Nullraum von A immer eine Komponente in Richtung der
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Parameter hat. Damit lassen sich Verzweigungen von Typ (2.8) nicht korrekt
behandeln, da hier N'(A) = N(A,) x 0. Bei der Methode von Keller oder
Chan taucht diese Schwierigkeit nicht auf, da fiir diesen Fall bei der Zerlegung
von (S, WQ*AA) die Matrix S, als vernachlassigt klein betrachtet werden
kann; damit ergibt sich ein korrekter Nullraum N (A) C IR™ x 0.

3.4 Losung des Mooreschen Systems

3.4.1 Transformation auf Block-Dreiecksgestalt

Unter Zuhilfenahme des Zerlegungsschemas (3.4) wird in diesem Abschnitt
ein effizientes Losungsverfahren fiir die Gleichungssysteme, die bei der Newton-
[teration zur Losung des Mooreschen Systems entstehen, entwickelt in Ana-
logie zu dem Verfahren, das in [8] fiir den Spezialfall der @) R-Zerlegung vor-
geschlagen wurde.

Zuachst muf} erst einmal die linearisierte Gleichung hingeschrieben wer-
den:

(o (3)-0) ()
MAz=| A —ald, =z Az | = r. | == flyy—az | =—-F(z)
0 20 Aa T (2] = 1)

(3.18)
wobei z = (y,z,a), A= f'(y) und C = (f'(y)"2)". Da

62 n a2 ;
C:(cij>:(8yi8y] [z 12( i )

3y13yk

eine selbstadjungierte Matrix ist, und daher auch die gesamte Matrix des
Systems selbstadjungiert ist, werden nur Ahnlichkeitstransformationen ver-
wendet, die diese Selbstadjungiertheit erhalten.

Zunachst werden aber die folgenden Vereinfachungen gemacht, um ein
leichter l6sbares System MAz = —F zu erhalten:

1. In der Matrix wird das « als vernachlassigbar klein angenommen und
daher —ald, = 0 gesetzt; d.h. es wird die Annahme gemacht, dafl die
zu berechnende Verzweigung nicht all zu stark gestort ist.

Inur im Fall des kanonischen Skalarproduktes
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2. Es wird der analytische Rangentscheid rank (A) = n —1 gefallt; besteht

also eine Zerlegung

A0 .
om0

dann wird S Vernachlés§igt. Anst_elle der Matrix A = Wy AV*+ W, S8V5*
wird also die Matrix A = W;AV}™ benutzt. Falls die Iterierten der
Newtoniteration nahe am Verzweigungspunkt liegen, sollte dies keine

grofle Verdnderung sein.

Nach diesen Vereinfachungen 148t sich M mittels der Transformation

0 0 1
auf die Gestalt: p 2 p 1 1

e e N e N
) Cii Cip A 0 0\}p
C A* 0 Cia" Cy 0 0 0 [}2
Tl A 0 2 |T=| 4 0 0 0 w [}p
(0 z* 0) 0 0 0 0 wy [}1
0 0 wl* Wy 0 }1

bringen, wobei B
wy 1 Wiz
=T = -
() == (k)

neev, vl*c%)

und

( Cii Ci

=Tp 'CTp™ = ov n s =
Chi2” C22> P P (VQ cvi V3 CV,

Wird die letzte Zeile nach oben und die rechteste Spalte nach links getauscht,

ist das Gleichungssystem (3.19) dann in Block-Dreiecksgestalt:

0 0 0 w* ws Ao T
0 Cl 1 012 A* 0 Aul a1
0 012* 022 0 0 AUQ = g2
wy A0 0 0 Aw, hy
wy 0 0 0 0 Awy ha
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Auy VitAy Aw,y Wi Az
=Tp Ay = d =Tr"Az =
(A'ug) b2y (%*Ay) un (sz) R 22 (WQ*AZ) ’

9 —1 Vfry hy —1 Wfrz
:T = — d :T . = _
(o) =07 = (i) (o) =17t = (317)

Dieses Gleichungssystem ist dann I6sbar, wenn die Blécke auf der Diagonalen

vollen Rang haben; dies ist aber fiir A an einer Verzweifung per Definition

erfiillt; dort ist ebenfalls z € R(A)" und daher (Z;) = fl . Zu guter letzt
ist die Matrix Cyy exakt die in Definition (2.5) benutzte Matrix und daher
indefinit und damit regulédr. Folglich ist das gesamte Gleichungssystem an
einem Verzweigungspunkt und wegen des Banchschen Stérungslemmas auch
in einer ganzen Umgebung der Verzweigung reguldr. Damit ist auch die in
Abschnitt 2.4 offengebliebene Frage der lokalen Eindeutigkeit des Mooreschen

Systems positiv beantwortet.

Bemerkung 3.11: Um diese Dreiecksform zu erhalten, mufl A rangde-
fekt sein; anderenfalls wiirde die Transformation 7 nicht zu einem solchen
gestaffelten System fithren. Des weiteren wiirde die Matrix (55 nicht berech-
net werden kénnen, obwohl sie zum Starten der Pfadverfolgung von einer
Verzweigung unerlaflich ist. Daher mufi im Mooreschen System von einer
rangdefekten Matrix ausgegangen werden; dies ist gemeint, wenn in Bemer-
kung 3.3 von einem Rangentscheid aus analytischen Griinden gesprochen
wird.

Zur Umsetzung in einen Algorithmus sind neben der Zerlegung von A
auch noch die Transformationen zur Berechnung der w; und die Transfor-
mation von C zu berechnen. Die Transformation (31) = Tr™ 'z und die Be-
rechnungen von C45 und Cy; sind dabei von geringem Aufwand; der Erhalt
von Besetztheitsstrukturen ist auch nicht von Relevanz. Bei der expliziten
Berechnung von C; = ‘_/1*0171 kann jedoch die Besetztheitsstruktur von C
vollig zerstort werden. Da aber fiir Cy; nur die Auswertung von Matrix-
Vektor-Produkten Ci12 = b erforderlich ist, braucht C; auch nicht explizit
berechnet zu werden; statt dessen wird die Auswertung von Cy;2z = b iiber

uw=Vz c=Cu b="V]c

berechnet.
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Bemerkung 3.12: Falls n = 1 ist, dann 148t sich die Berechnung er-
heblich vereinfachen, indem 2% = 2z = 1.0 gesetzt wird, so dafi die Glei-
chung (2.13) im Mooreschen System immer erfiillt ist. Daraus ergibt sich o
unmittelbar zu o® = f(y*). Damit mufl wegen Cqy = C' und A = 0 nur das
(2,2)-Gleichungssystem CAy* = — f'(y*)" gelést werden.

3.4.2 Varianten der Nachiteration

Anstelle des Gleichungssystems Mx = b wurde im vorherigen Abschnitt ein
modifiziertes Gleichungssystem Mz® = b gelost. Um zu einer Losung des
urspriinglichen Systems zu gelangen, bietet sich die Nachiteration:

1 =0,...
Mézt = 7
Pt = (./\;l — M) 5zt
e = 2t 4 8t

an, die mit r° = b, 2° = 0 gestartet wird.

Die Iteration wird abgebrochen, wenn |5zt || > C|[dz¢|| mit einem C < 1,
da Divergenz oder zumindest zu langsame Konvergenz vermutet wird; falls
fiir die Korrekturen ||dz¢|/||z'|] < e gilt, wird die Iteration beendet und
2t = 2% als Losung von Mz = b akzeptiert.

Fiir die Realisierung der Nachiteration ergeben sich verschiedene Vari-
anten, je nach dem welche der Modifikationen von M dabel berticksichtigt
werden.

Natiirlich 148t sich da Residuum iiber die Auswertung sowohl von Mdz*
als auch Mdzi = ri realisieren. Diese vollstindige Nachiteration 1ait sich
aber durch Vernachlassigung von Rundungsfehlern in der Zerlegung stark
vereinfachen. Denn nach der Transformation mit 7 sieht die Differenz wie
folgt aus:

00 0 0 0
00 0 =S50
TM-MT*=|0 0 ald 0 0
0 -5 0 ald 0
00 0 0 0
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so daf} sich das Residuum zu

it VLS 6
it | = | WSV 8yt 4 ald,,§% (3.20)
pitt 0

berechnet. Dabei kénnen auch je nach dem die Anteile von « und S ver-
nachlédssigt werden. Diese Methode der teilweisen Nachiteration verringert
die Auswertung des Residuums von O(n?) auf O(n) Operationen, beriick-
sichtigt dafiir aber nicht eventuelle Instabilitdten in der Zerlegung von A.
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4.1 Realisierung der Skalierung

Wie schon in Bemerkung 1.1 festgestellt wurde, ist das Verfahren der Pfad-
verfolgung mit dem Gauf-Newton-Verfahren als Korrektor nicht nur von dem
zugrundeliegenden Problem abhéngig, sondern auch von dem verwendeten in-
neren Produkt auf dem Urbildraum IR"**. Falls kein aus der Problemstellung
vorgegebenes Produkt vorhanden ist, ist es daher sinnvoll, ein vom Problem
abhingiges inneres Produkt zu verwenden. Ublich ist es dabei, sich auf eine
Skalierung der Variablen zu beschranken.

Auswirkung der Skalierung

Die Skalierung kann dabei iiber Verwendung einer Skalierungsmatrix D
eingefiithrt werden, so dal das beziiglich D skalierte Produkt (z,y)p als das
kanonische Skalarprodukt im IR®*! der Bilder unter D ergibt. Formal ist D
also eine regulédre Abblidung zwischen zwei Hilbertraumen:

D:V 5> R*™ mit V=R, (,)p) und R™ = (R, (-, )

n+1
wobei (z,y)1s = 2Ty = 3 z;y; das kanonische Skalarprodukt bezeichnet, so
—

daB Z
<$ay>D = <D$7 Dy>ld = xTDTDy
Dabei wird D als Diagonalmatrix gewihlt, so daB DT = D.
Ist A:V — W eine Abbildung zwischen zwei skalierten Raumen, wobei V'

durch Dy und W durch D, skaliert ist, dann berechnet sich die Adjungierte
A* aus der Definitionsgleichung

<Axay>Dr = <$7A*y>Dd

zu

A* = D72 ATD? (4.1)

Fiir die direkten Loser ist es vorteilhaft, eine lineare Abbildung als Matrix
beziiglich der kanonischen Normen darzustellen, da dann Rangentscheid und
Pivotstrategie beziiglich unskalierten Grofien berechnet werden kénnen.
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Daher wird eine skalierte Abbildung A: IR™ — IR" iiber
ADygz = D, Az < A= D,AD;"’

eingefiihrt. Bei samtlichen direkten Losern wird zuerst aus A die skalierte Ma-
trix A berechnet und dann mit A die Zerlegung durchgefiihrt. Zum Lésen von
Gleichungssystemen miissen dann auch die Variablen entsprechend skaliert
werden. Dazu wird die Skalierung in die Transformationen T, T'r geschoben.

Bezeichne zum Beispiel Tr die Transformation ohne Skalierung und TR
die Transformation mit Skalierung, dann ist

Tr=D:'Tr

Da Tr: IR — V', berechnet sich TR* tiber (4.1) zu

Tr = (D*Tr) D2 = Ty™D,
und weiter
Tp ' = Tp™'D,
Tn = = D, 'Tx™

Insbesondere ist TR_l = TR*, falls Tp~™' = Tx*. Fiir Tp = D, 'Tp gelten
dieselben Formeln.

Da im Mooreschen System Adjungierte und Normen vorkommen, ist es
auch von der Skalierung betroffen, so dafl eine sorgfiltige Uberpriifung dieses
Einflusses notwendig ist. Die Jacobi-Matrix in Gleichung (3.18):

C A0 C D7*ATD? 0
M=| A —-ald, 2z |=| A —ald, =
0z 0 0 (D))" 0
bleibt aber als Selbstabbildung von V' x W x IR mit der Skalierung

Dy, 0 0
P=| 0 D, 0 (4.2)
0

0 1
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selbstadjungiert. Dies la8t sich unter Beriicksichtigung, dafi C' = %(f’(y)*z) =
Dfaa—y '(y)' D2z und daher

* _ —2/ 8 T  _
C* = D*CT D} = Ddz(%f’(y)Tsz) Dy*Dy=C
(R —
symmetrisch

beziiglich der Skalierung Dy selbstadjungiert ist, mittels
M =D?M'D* = M

direkt nachrechnen; auch ergibt die Ausfithrung mit der skalierten Transfor-

mation )

) o, 0 0
T=| o Tx o0
0 0 1

eine symmetrische, d.h. beziiglich des kanonischen Skalarproduktes selbstad-

jungierte Matrix M = T MT .

Verwendete Skalierungen

Urbildskalierung In [37] hat Skeel gezeigt, daB fiir die Stabilitat der
Losung eine Skalierung am giinstigsten ist, bei der alle Komponenten der ska-
lierten Lésung von derselbe GréBenordnung sind. Da eine solche Skalierung
ohne Kenntnis der Losung unméglich zu erreichen ist, wird die Urbildska-
lierung, die im Weiteren der Kiirze halber mit D; = D bezeichnet wird, in
jedem Punkt auf dem Lésungspfad so gedndert, dafi alle Komponenten des
skalierten Punktes g = Dy ungefahr gleich grof sind. Dann ist die i-te Kom-
ponente der Newton-Korrektur in Falle |[Ay;| < |y;| zwar moglicherweise mit
einem relativ groflen Fehler behaftet; dies ist aber unproblematisch, da sie
zur Verbesserung der Losung aber wenig beitrdagt, weil diese Komponente
anscheinend schon recht genau ist.

Zur Realisierung der Skalierung wird an Startpunkten y zunéchst

R 1 1
Do = diag | —,...,——
’ (|y1| |yn+1|)

gesetzt. Nach Berechnung eines neuen Punktes wird dann von der alten Ska-

lierung D,_; zu einer neuen Skalierung mittels D;l = % (Dl,_l_l + diag(|y2~|))
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gewechselt. Da sich fiir y; — 0 und y; — oo numerische Probleme ergeben,
werden die folgenden elementweisen Randbedingungen fiir D, ™" beriicksich-
tigt:

Falls aAll-_l < scalmmHD;lH, setze d;”' = scalmmHD;lH
Falls d;' > scalnq.|| DY, setze d;7t = scalmaz|| DY

Dabei wird als Norm fiir v > 0 die durch die letzte Skalierung D,_; indu-
zierte Norm verwendet; im Fall v = 0 wird mangels besserer Alternativen die
kanonische Norm genommen. Durch diese Art von Randbedingungen bleiben
die skalierten Werte unter Transformationen y — ay invariant.

Bildskalierung Fiir die Pfadverfolung ist eine Skalierung des Bildrau-
mes nicht notwendig, da der Pfadverfolgungsalgorithmus nirgendwo davon
Gebrauch macht, daf der Bildraum normiert ist. Lediglich die Stabilitéat der
Loser der linearen Gleichungssysteme wird beeinflufit. Erst bei der Berech-
nung von Verzweigungen macht sich die Bildskalierung bemerkbar.

Fiir die Bildskalierung D, sind optional drei Méglichkeiten verfiighar:

1. Da die Bildskalierung wéhrend der Pfadverfolgung nebensachlich ist,
kann bei Problemen, bei denen keine Verzweigungen auftreten, die
Bildskalierung weggelassen werden, d.h.

D, :=1d
2. Falls f: X x IR — X als Abbildung des Produktraumes des Varia-
blenraumes X und des Parameterraumes IR in den Variablenraum X

aufgefaBBt werden kann, iat es sinnvoll, dias Bild genauso zu skalieren
wie die Variablen im Urbildraum; nach der Partition

Dy, 0
Dd_( 0 de)

Dr = de

wird also gesetzt

3. Falls die Ableitung nach den Variablen A, = aa_xf beziiglich des kano-
nischen Produkts selbstadjungiert ist, sollte dies auch fiir die skalierte
Jacobi-Matrix gelten; aus der Bedingung

Ax* = (DrAder_1>T = Dd_r_lAl'DT" = Ax = DTAdea:_l



4.2 Weitere Details des Algorithmus 83

folgt dann
D, =Dy, ™!

Bemerkung 4.1: Durch die Anderung der Skalierung nach Berechnung
eines Losungspunktes ist die zugehérige Tangente ¢ nicht mehr normiert. Fiir
die Schrittweitensteuerung ist es aber wichtig, daf§ die Tangente normiert ist,
weil sonst der Prediktor § = y + st nahezu beliebig ist. Beim Renormieren
der Tangente auf die neue Skalierung mufl dann die Schrittweite so gedandert
werden, dafl der Prediktor invariant bleibt; d.h.

1
falls ||t,||p, =7 # 1, ersetze t, = —t, und s, = 75,
T

Des weiteren enthalt nach dem Wechsel der Skalierung der Schatzer (1.28)
fiir w; aus Abschnitt 1.2.5 keine relevante Information mehr, da die verwen-
deten Normen und Produkte beziiglich der alten Skalierung nicht mit den
Werten beziiglich der neuen Skalierung iibereinstimmen. Im Tangententest
Satz 1.5 laBit sich dieser Schatzer daher nicht mehr verwenden.

4.2 Weitere Details des Algorithmus

Orientierung der Tangente

Nach Berechnung einer Losung y, auf dem Lésungspfad muf} die zugehori-
ge Tangente ¢, so orientiert werden, da sie entlang dem Pfad in dieselbe
Richtung zeigt, wie die Tangente des vorherigen Punktes y,_;. Anderenfalls
lauft das Pfadverfolgungsverfahren den Pfad wieder zuriick; sollen auch Ver-
zweigungen berechnet werden, wird das Verfahren versuchen, bei einer falsch
orientierten Tangente zwischen den beiden Losungspunkten eine Verzwei-
gung zu berechnen, wenn zwischen den Punkten keine Singularitét liegt, da
gemaf Bemerkung 2.9 die Determinante das Vorzeichen wechselt. Dies fithrt
zu unnétigen Rechenaufwand.

Liegt tatsdchlich eine Verzweigung zwischen den Punkten, so wird das
Verfahren bei falsch orientierten Tangente diese nicht entdecken, was zu ei-
nem unvollstandigem Verzweigungsdiagramm fiihrt.

Um méglichst die richtige Orientierung der Tangente zu erreichen, wird
gefordert, daff die Tangente mit der Strecke zwischen den Lésungspunkten
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y,—1 und y, einen positiven Winkel einschlieft:

<tuayu - yu—1> 2 0 (43)

und daf} sie mit der Tangente des letzten Losungspunktes wenigstens einen
gewissen Winkel einschliefit:

<tuatu—1> Z tangentmin (44)

wobei in der Regel tangent,,;, = 0.0 gesetzt wird; bei schwierigen Beispielen
kann auch tangent, ; auf groere Werte gesetzt werden, wahrend ein Wert
von tangent, ., = —1.0 diese Test abschaltet.

Ko6nnen nicht beide Bedingungen (4.3) und (4.4) gleichzeitig erfiillt wer-
den, gilt die Tangente als nicht eindeutig orientierbar; der Losungspunkt y,
wird daher verworfen und ein neuer Losungspunkt mit einer kleineren Schritt-
weite berechnet.

Berechnung von Randpunkten des Definitionsbereichs

Im allgemeinen kann nicht davon ausgegangen werden, daf§ die Funktion f
auf ganz IR™™! definiert ist; insbesondere der Parameter wird nur in einem
Bereich A € [Anin, Amaz] variieren konnen. Daher stellt sich das Problem,
dafl Randwerte des Definitionsbereiches berechnet werden miisen, wenn der
Pfad den Definitionsbereich verlafit, indem er z.B. bestimmte Parameterwerte

iiberschreitet. Unter der Annahme, daB f:Y C IR"™™ — IR", wobei der
n+1
Definitionsbereich von der Form Y = T[] [¥imin, Yimaz] ist, 1aBt sich dieses

Problem jedoch einfach l6sen. =

Sei etwa der Prediktor in der i-ten Komponente von gy groBer als y; maz;
dann wird zunéchst die Schrittweite so reduziert, dal der Prediktor auf der
Grenze §; = Yimax liegt; danach wird im Korrektorschritt die Pseudoinverse
durch einen Loser ersetzt, der immer Ay; = 0 garantiert, so dafl die Korrektur
auf der Hyperebene y; = y; . erfolgt.

Dies ist ohne Anderung der Lineare-Algebra Routinen mdoglich, indem

nach Berechnung von Sy = —A* f und der Tangente ¢ von A der Schritt

-, Ayzﬁ;\y—l—at

nachgeschaltet wird. Ist ¢; < (fy)z, dann wird Ay = 0 gesetzt, was zur Been-
digung des Korrektorschrittes fithrt. Denn die Berechnung des Randpunktes
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ist unter dieser Bedingung schlecht konditioniert, was die Verwendung des
Prediktors als Korrektor rechtfertigt.

Wiederfinden von Verzweigungen

Falls die Pfadverfolgung eine Verzweigung entdeckt, mufl getestet werden,
ob es dieselbe Verzweigung nicht schon einmal aus einer anderen Richtung
berechnet hat. Es ist sinnvoll, diesen Test moglicht frithzeitig durchzufithren,
damit nicht unnétige Iterationen zur Berechnung eines Punktes, der schon
bekannt ist, durchgefiihrt werden.

Fiir diesen Test wird zundchst von dem Startpunkt y, aus die erste
Newton-Iteration Ay® mitsamt der vereinfachten Newton-Iteration Ay' be-
rechnet. Uberlebt das Verfahren dann den Monotonietest ©g = |[Ay'||/||Ay°|| <
© < 1, laBt sich aus Teil c) von Satz 1.2 oder einfacher aus der linearen
Konvergenzannahme ©g > ||Ay‘*!||/||Ay'|| fiir das vereinfachte Newtonver-
fahren, das hier wegen der lokalen Eindeutigkeit gegen denselben Punkt kon-
vergiert, die Abschitzung

0 * A ,,0

ly" —y*|| < 1_@OIIAy I (4.5)
fiir die Entfernung zum Konvergenzpunkt zeigen. Befindet sich nun ein be-
reits berechneter Verzweigungspunkt in einer kleineren Entfernung von Start-
punkt, so wird er als Lésung akzeptiert, wenn noch ein abzweigenden Ast mit
einer akzeptablen Tangente frei ist. Dabei wird eine Tangente akzeptiert, falls
sie einen kleineren Winkel mit der Tangente des letzten Punktes einschliefit
als die Tangenten der beiden Punkte, zwischen denen die Verzweigung ent-
deckt wurde.

4.3 Kurzbeschreibung des verwendeten Sparse-
Losers

Zur Berechnung einer LU-Zerlegung unter Beriicksichtigung der Belegtheits-
struktur wurde der Sparse-Loser MA28 benutzt, der {iber die NetLib als Fortran-
Code verfiigbar ist. Der Code wurde unter Einfiigung der zur Berechnung der
Pseudoinversen nétigen Zusatzroutinen in C iibersetzt, was aufgrund des fiir
Fortran sehr iibersichtlichen Programmierstils und der guten Dokumentation
in [15] und den Kommentaren im Code relativ leicht zu bewerkstelligen war.
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(Eine automatische ,Ubersetzung® oder ein Linken der Maschinencodes an
die restlichen, in C geschriebenen Routinen war wegen der nétigen Modifi-
kationen im Code ungiinstiger.) Das Auswahlkriterium zugunsten des MA28
war einfach: Es ist der einzige Code fiir allgemeine diinnbesetzte Matrizen,
der auch Gleichungssysteme l6sen kann, wenn die rechte Seite vor der Zer-
legung nicht bekannt ist, wie es hier z.B. beim Berechnen der vereinfachten
Newton-Korrekturen der Fall ist. Alle anderen Sparse-Loser berechnen den
L-Teil der Zerlegung nicht explizit, sondern transformieren die rechte Seite
beim Eliminationsprozefl mit.

Es folgt nun eine kurze Beschreibung des Algorithmus des Sparse-Losers
MA28; eine ausfiihrlichere Diskussion der Details 148t sich in [15] finden.

Zunéachst zu den Datenstrukturen, in denen diinn besetzte Matrizen ab-
gespeichert werden. Fiir die Kommunikation nach auflen ist beim MA28 eine
einfach zu belegende Datenstruktur vorgesehen; sie besteht in einem ein-
dimensionalen Vektor a[k] mit Indexbereich & = 1...nz, der die Werte
der Eintrage einer Matrix A enthalt, und zwei Index-Vektoren rowlIndex[k],
collndex[k], k = 1...nz, die die Zeilen- und Spaltenindizes der jeweiligen
Eintrage enthilt; der Wert a;; ist dabei in denjenigem a[k] gespeichert, fiir
das rowlIndex[k] = i und collndex[k] = j ist. Dabei ist nz die maximale
Anzahl von Nicht-Null Elementen, die in der Struktur abgespeichert werden
kénnen.

Existieren mehrere Indexpaare (rowlndex[k], collndex[k]) = (i,7), be-
steht der Wert des zugehorigen Eintrags in der Summe der ugehérigen alk].
Geloschte Eintrage werden durch colIndex[k] = 0 gekennzeichnet.

Intern werden die Daten zunédchst umsortiert, so dafl sie zeilenweise ge-
packt vorliegen; die zugehorige Datenstruktur lautet:

alk] k= 1...nz
col Index k] k= 1...nz (4.6)
row Ptr(i] i= 1l...n+1
nzRow|i] 1= 1l...n

Dabei fangt die Zeile 7 beim Index k = rowPtr[i] an und geht bis & =
rowPtri] + nzRow[t] — 1, a[k] enthélt die Werte und colIndez[k] die Spal-
tenindizes der Eintrage. row Ptr[n + 1] enthélt den Index hintern dem letzten
Nicht-Null Element in a.
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Falls die Werte in a, colIndex ohne Liicke aufeinanderfolgen, ist eine der
Datenstrukturen rowPtr, nzRow im Prinzip iiberfliissig; da aber im Laufe
der Elimination Liicken in die Struktur gerissen werden, sind wahrend der
Eliminationsphase beide erforderlich.

Um die Elimination durchzufiihren, sind noch einige Hilfsstrukturen not-
wendig. Zum einen werden die Zeilen des L-Teils und des U-Teils der Zer-
legung zusammen gepackt abgespeichert. Dazu wird ein Vektor nz L Row[i],
i = 1...n eingefithrt; die ersten nzlL Row[i] Elemente einer Zeile i bilden
dann den L-Teil (ohne die Einsen auf der Diagonale), der Rest den U-Teil.

Des weiteren wird eine spaltenweise gepackte Struktur der Nicht-Null-
Belegung angelegt:

col Ptr|i]
nzCol[i]

die nur die Indizes der Nicht-Null-Elemente enthélt, die wahrend der Elimi-
nation in A®) enthalten sind.

Fiir die schnelle Pivot-Suche werden doppelt verkettete Listen von In-
dizes angelegt, deren Zeilen bzw. Spalten dieselbe Anzahl von Nicht-Null-
Elementen enthalten; die Listen sind in fiinf Index-Vektoren:

First[i]

Next Rowli]

Last Row]i] 1=1...n
NextCol[i]

LastColli]

rowIndex[k] k 1.
) 1...n + 1
2 1.

abgespeichert. Dabei enthélt j = First[i] einen Index fiir eine Zeile mit
¢ Nicht-Null-Elementen, falls j > 0 oder einen Index, so daf} die —j-te Spal-
te ¢ Nicht-Null-Elemente hat, falls j < 0. next Row/Col[|j|] enthalten dann
den Nachfolger und last Row/Col[|j|] den Vorganger in der Liste der Zei-
len/Spalten mit ¢ Nicht-Null-Elementen. Eine ,,0¢ bezeichnet das Ende einer
Liste.

Auflerdem werden noch Index-Vektoren benétigt, in denen die Pivotstra-
tegie abgespeichert wird.

Der MA28 braucht zur Berechnung der Zerlegung mehr Speicher, als nur
die Nicht-Null Elemente von A belegen. An Anfang der Elimination wer-
den die Nicht-Null Elemente von A in das Ende des Indexbereiches von a
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und colIndex geschoben; wéhrend eines Eliminationsschrittes werden dann
die Zeilen, die das Pivotelement enthalten, in den vorderen Teil des Speichers
geschoben. Der Speicher sieht also zwischendurch so aus:

bereits als Pivot noch nicht gepivotete Zeilen,
gebrauchte Zeilen die noch bearbeitet werden miissen

Am Ende der Elimination befindet sich die gesamte zerlegte Matrix wieder
in gepackter Form am Anfang des Speichers.

Ein Eliminationschritt besteht dabei aus zwei vom Aufwand her etwa
gleich groflen Hauptschritten: zuerst wird ein geeignetes Pivotelement gesucht
und dann mit diesem Pivot die Elimination durchgefiihrt.

Bei der Pivotsuche wird die Pivotstrategie von Markowitz angewand. Da-
bei wird das Element a;; als Pivot akzeptiert, fiir das

— die zugehorige Anzahl der Operationen im Eliminationsschritt, die sich
als das Produkt (nzRow[i] — 1) * (nzCol[j] — 1) berechnet und eine

obere Schranke fiir das Fill-In, d.h. die in diesem Schritt entstehenden
zusétzlichen Nicht-Null-Elemente, bildet, minimal ist

— und zuséatzlich die Stabilitatsbedingung
la;;| > w* max{|a;| | a; ist in derselben Zeile wie a;;} (4.7)
sowie, falls a;; das einzige Element in der Zeile ist, dann auch
|a;j| > w* max{|ak;| | ax; ist in derselben Spalte wie a;;}
erfiillt.

Der Parameter 0 < u < 1 gewichtet dabei den Kompromifl zwischen Erhalt
der diinnen Belegtheitsstruktur und der Stabilitét. Bei Werten von u nahe
1 tendiert die Pivotsuche zur normalen Spaltenpivotsuche und ist entspre-
chend stabil; fiir u = 0 findet die Pivotsuche nur nach dem Kriterium der
Belegtheitsstruktur statt. Duff empfiehlt in [15] aus der Erfahrung heraus
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Werte von 0.1 < u < 0.25 als guten Kompromif}; alle Beispiele in Kapitel 5
sind mit v = 0.1 berechnet.

Damit nicht der gesamte Teil von A® nach dem Pivot durchsucht wer-
den muf}, werden die verketteten Listen eingesetzt; dabei werden zunéchst
die Spalten und die Zeilen in der mit Flirst[l] startenden Liste nach dem
glinstigste Pivotkandidat durchsucht, danach die in First[2] usw. Die Suche
wird bei First[ngu.x] abgebrochen, falls der laufende Pivotkandidat weniger
als (ngyen — 1)* Operationen benétigt, da alle in den folgenden Spalten und
Zeilen stehenden Elemente entweder eine grofiere Anzahl von Operationen
verursachen wiirden oder bereits durchsucht worden sind.

Nachdem das Pivot gefunden worden ist, wird die Pivotzeile in den vor-
deren Teil des Speichers kopiert. Uber die spaltenweise gepackte Struktur ist
es leicht herauszufinden, in welchen Zeilen eliminiert werden muf, da sie in
der Pivotspalte ein Nicht-Null Element besitzen.

Fiir jede solche Zeile ¢ wird zunachst das zu eliminierende Element a;;
an die Spitze des U-Teils getauscht und durch den Multiplikator a;;/apiyor
ersetzt; sodann wird nzL Row[i] um eins erhoht, so daff dieses Element nun
dem L-Teil der Zeile angehort. Danach wird fiir jedes Element in U-Teil der
Nichtpivot-Zeile, fiir das sich in der Pivot-Zeile ein Element mit demselben
Spaltenindex befindet, die entsprechende Elimination durchgefiithrt und das
zugehorige Element in der Pivotzeile markiert. Sind danach nicht alle Ele-
mente der Pivotzeile markiert, bewirken die nicht markierten Elemente neue
Nicht-Null Elemente in der Nichtpivotzeile, also Fill-In. Falls sowohl unmit-
telbar hinter als auch unmittelbar vor der Zeile kein Platz fiir das Fill-In ist,
wird die Zeile an den Anfang des noch nicht bearbeiteten Teils von A kopiert.
Ist dort nicht geniigend Platz, so daf} die Zeile in die bearbeiteten Zeilen von
A hineinragen wiirde, so wird der Speicherbereich, der von dem noch nicht
bearbeiteten Teil belegt wird, durch eine Garbage-Kollektion komprimiert,
indem alle durch Kopieren von Zeilen in den vorderen Teil entstandenen
Liicken geschlossen werden.

Ist dann noch nicht geniigend Platz vorhanden, muf} die Zerlegung abge-
brochen werdern. Im anderen Fall konnen die noch ausstehenden Eliminati-
onsschritte fiir diese Zeile durch Absuchen der Pivotzeile nach unmarkierten
Elementen berechnet werden.

Wihrend der Elimination miissen an den angebrachten Stellen auch die
Datenstrukturen der spaltenweise gepackten Belegtheitsstruktur und der ver-
ketteten Listen entsprechend den Verdanderungen durch die Elimination an-
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gepaBt werden. Dies wurde hier aber zur Bewahrung der Ubersichtlichkeit
weggelassen.

Falls der MA28 eine Matrix mit derselben Nicht-Null Verteilung schon ein-
mal zerlegt hat, wie es im Rahmen der Pfadverfolgung gegeben ist, kann er
optional auf die aufwendige Pivotsuche verzichten und auf die alte Pivotstra-
tegie zuriickgreifen. Dazu mufl neben den Vektoren, die die Pivotstrategie
speichern, auch noch die Datenstruktur

colIndex
nzRow
nzL Row

von der alten Zerlegung aufbewahrt werden.

Zur Elimination wird dann die Matrix geméaf} der alten Pivotstrategie per-
mutiert und in der Datenstruktur a/colIndex /nz Row abgespeichert; danach
kann die Elimination ohne zuséatzliche Speicherbewegungen durchgefiihrt wer-
den, da der Platz fiir das Fill-In schon aus der vorherigen Elimination be-
reitsteht. Diese Option ist erheblich schneller als die Zerlegung mit neuer
Pivotsuche (bei einem Testbeispiel der Dimension 5000 entstand ein Unter-
schied von fiinf Minuten mit alter gegeniiber zwei Stunden mit neuer Pivot-
strategie), birgt aber auch die Gefahr der Instabilitdt mit sich, da keinerlei
Stabilitatsbedingungen die Zerlegung beeinflussen.

Daher sind im MA28 Stabilitatsindikatoren eingebaut, die nach der Elimi-
nation Aussagen iiber die Stabilitdt der Zerlegung machen. Zum einen wird
das maximale u berechnet, fiir das die Pivotstrategie gerade noch die Sta-
bilitatsbedingung (4.7) erfiillt; zum anderen wird aus [16] eine Abschéatzung
der beziiglich der berechneten Faktoren L und U verursachten Fehlers LU =
A+ FE iibernommen, namlich daB sich £ elementweise durch eO(p) abschatzen
1aBt, wobei p das maximale wéhrend der Elimination aufgetretene Element
bezeichnet.

In [24] werden diese Stabilitatsindikatoren untersucht und festgestellt,
daf sie haufig zu pessimistisch sind; statt dessen wird empfohlen, die Stabi-
litat der Zerlegung durch Nachiteration zu iiberpriifen. Konvergiert fiir ein
Gleichungssystem die Nachiteration nicht oder zu langsam, wird die alte
Pivotstrategie verworfen und eine neue Zerlegung mit neuer Pivotstrategie
durchgefiithrt. Aulerdem wird optional eine neue Pivotstrategie entwickelt,
wenn der gewiinschte Rang der Zerlegung wechselt, d.h. im Kontext der Pfad-
verfolgung an Verzweigungen.
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Zur Berechnung der Nachiteration muf} allerdings neben der Zerlegung
auch die urspriingliche Matrix abgespeichert werden; da aber die Zerlegung
zwischen dem 3-fachen und 30-fachen des Speicherplatzes der urspriinglichen
Matrix belegt je nach Grofle und Verteilung der Nicht-Null-Elemente, ist
dieser Mehrbedarf an Speicher ertréglich.

4.4 Objekt-orientierte Implementierung in C

Die Implementierung des Pfadverfolgungsalgorithmus erfolgte im Programm
Alcon-Sin objekt-orientiertem Programmierstil, um eine gréft mogliche Un-
abhéangigkeit der einzelnen funktionalen Teile zu gewéhrleisten und den Auf-
wand bei Anderungen im Programm mdoglichst gering zu halten. Die Imple-
mentierung lehnte sich dabei an [25] an, wodurch auch Teile des Programm-
codes von Percon iibernommen werden konnten; andere Teile stammen von
dem Programm Symcon, auf das die Entwicklung von Alcon-S aufbaute, wo-
bei aber die Symmetrieausnutzung aus Symcon nicht {ibernommen wurde.
Da die Programmierung in C erfolgte, das objekt-orientierte Programmie-
rung nur bedingt unterstiitzt, muBten einige zusitzliche Uberlegungen zur
Organisierung der Objekte gemacht werden.

Die einfachsten Datenstrukturen sind in klassischer Trennung Struktur
und darauf operierende Prozeduren gehalten, da den Vorteilen der objekt-
orientierten Programmierung hier der Nachteil des umstandlichen Program-
mierstils gegeniiberstand. Als primitive Datenstrukturen sind definiert:

typedef enum {false, true} Bool;
typedef long Int;

typedef double Real;

typedef void* Generic;

dabei ist der Index-Typ Int deshalb als long implementiert, weil fiir die In-
dizierung der Nicht-Null-Elemente einer Matrix im Sparse-Format bisweilen
mehr als 2'% Indizes benétigt werden.

Weiterhin sind die einfachen Datenstrukturen der Vektors, Indexvektors,
(voller) Matrix und Sparse-Matrix:

typedef Real* RealVec;
typedef Int* IntVec;
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typedef RealVec* RealMat;
typedef struct {

Int nz, nzMax;

RealVec a;

IntVec rowIndex,colIndex;
} *SparseMat ;

implementiert und mit einer Reihe von Hilfsroutinen (Kopieren, Vektorad-
dition, Matrix-Vektor-Multiplikation, Umwandlung zwischen RealMat und
SparseMat, ...) versehen. Auflerdem ist ein Typ List implementiert, der
zur Verwaltung von Daten in einer doppelt verketteten Liste dient.

Die im objekt-orientierten Stil gehaltenen Datenstrukturen sind in drei
struct’s enthalten, die jeweils getrennt die Methoden, die 6ffentlichen und

die privaten Daten enthalten. Fiir ein typisches Objekt XY sind die dffentli-
chen Daten in der Struktur:

typedef struct {
Int somelnterestingData;

XYType type;
Generic data;
t *XYData;

enthalten; XYData->type enthélt dabei den Typ des Objekts, fiir ein Ob-
jekt der Linearen Algebra also zum Beispiel den Typ der Zerlegung.
XYData->data ist ein Pointer auf die privaten Daten der Objekts; da diese
fiir verschiedene Typen von unterschiedlicher Struktur sein kénnen und von
auflen nicht sichtbar sein sollen, werden sie durch einen generischen Pointer
referenziert.

Die Methoden des Objekts sind in einer Struktur

typedef struct {
void (*MakeThis) (XYData , ...),
(*MakeThat) (XYData , ...);
Real (*SomeValue)(XYData , ...);
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XYData* data;
} *XY;

zusammengefafit; dabei ist XY->data ein Pointer auf die 6ffentlichen Daten
des Objekts; alle Methoden eines Objekts miissen in der Form XY->Methode(
XY->data, ...) aufgerufen werden, da die Methoden des Objekts sonst ihre
eigenen Daten nicht kennen.

Zu dem Objekt gehéren noch als Konstruktoren und Destruktoren die
global gehaltenen Prozeduren

XYData NewXYData(void) konstruiert XYData

XY NewXY(XYData data) konstruiert XY und die privaten Da-
ten geméfl data->type

void ResetXY(XY xy) paBit XY und die privaten Daten

nach Veranderung von XYdata den
offentlichen Daten an
XYData Clear (XY xy) Destruktor fiir die Methoden und
privaten Variablen; gibt die &ffent-
lichen Daten xy->data zuriick
void QuitXYData(XYData data) Destruktor fiir die offentlichen
Daten.

Zum Konstruieren eines Objekts werden zuerst mit NewXYData die 6ffent-
lichen Daten, initialisiert mit irgendwelchen neutralen Werten, geschaffen
und diese von aufrufenden Programmteil mit gewiinschten Werten belegt;
insbesondere mufl der Typ spezifiziert werden. Mit den so belegten Daten
wird dann iiber NewXY das eigentliche Objekt konstruiert. Beim Destruieren
wird der umgekehrte Weg iiber ClearXY und QuitXYData gegangen. Soll der
Typ des Objekts gedndert werden, miissen zuerst die alten Methoden mit
ClearXY verabschiedet werden; dann kann in den Daten der Typ gesetzt und
neue Methoden mit NewXY konstruiert werden.

Von diesen Schema gibt es eine Reihe von Variationen. Falls die privaten
Daten nicht variieren, kénnen sie einfachheitshalber in die 6ffentlichen Va-
riablen integriert werden; Methoden, die nicht von Typ abhédngen, kénnen
global gehalten werden; falls alle Methoden des Objekts global sind, féllt die
Struktur XY mitsamt den Kon-/Destruktoren weg.
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Das einfachste Objekt ist

typedef enum {eEmpty, eFull, eSparse, eEvalOnly} LinOpType;
typedef struct {
LinOpType type;
Bool symmetric;
union {
RealMat A;
SparseMat S;
Bool (*f)(RealVec x, RealVec b, Generic extra,
Bool adjoint);
yd;
Int m,n;
Generic extra;
} *LinOp;

mit den globalen Methoden

Bool LinOpEval(LinOp 1, RealVec x, RealVec b);
Bool LinOpTransEval(LinOp 1, RealVec x, RealVec b);

welches die einheitliche Auswertung eines (m,n)-Operators ermoglicht. Ne-
ben den Typen eFull fiir einen als RealMat und eSparse fiir einen in
SparseMat abgespeicherten Operator sind noch die Datentypen eEmpty fiir
einen nicht initalisierten Operator und eEvalOnly fiir einen Operator, fiir den
nur Auswertungen der Form Az und ATz mdéglich sind, gegeben. Beispiel fiir
einen solchen Operator ist etwa die Matrix Cy; = V,*CV; in Mooreschen
System (3.19), die nicht explizit berechnet wird; der Datentyp ist auch bei
der Verwendung von iterativen Losern sinnvoll.

Die Skalierung ist in dem Objekt
typedef enum {eEmptyProd, eStandard, eNormalized} EuclidType;

typedef struct {
EuclidType type;
Int n;
RealVec weight;
} *EuclidData;
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typedef Real (*Scalarfunction)(EuclidData d, RealVec x,
RealVec y);

typedef Real (*Form)(EuclidData d, RealVec x);

typedef void (*0perator) (EuclidData d, RealVec x);

typedef struct {
Scalarfunction Product, Cosinus, Distance, SquaredDistance;
Form Norm, SquaredNorm;
Operator Scale, Descale, Normalize;
EuclidData data;
} *Euclid;

untergebracht, wobei das private Datum weight, welches den Skalierungsvek-
tor enthélt, einfachheitshalber in die 6ffentlichen Daten integriert wurde. Die
Operatoren Scale und Descale berechnen Dz und D~!2; die anderen Metho-
den tun das, was ihr Name andeutet. Neben dem Typ eStandard ist auch der
Typ eNormalized implementiert, der das innere Produkt (z,y)p = =T D%y
noch durch die Anzahl der Variablen teilt. Dies fithrt bei grofien Systemen
zu Normen, die in derselben Gréflenordnung wie die Eintrége der jeweilgen
Vektoren liegen.

Fiir dieses Objekt stehen neben den Methoden InitScale und
ChangeScale, die die Anderung des Skalierungsvektors besorgen, noch die
Hilfsroutinen Orthogonalize, Project und OrthoProject bereit, die die
Spalten eine Matrix beziiglich des Objektes orthogonalisieren und den Pro-
jektor auf ihr Bild bzw. dessen orthogonales Komplement berechnen.

Das umfangreichste Objekt ist das fiir die lineare Algebra:

typedef enum {eNoSolver, eLUMat, eQRMat, eMA28Mat,
eBlockMat, eMoore} LinAlgType;

typedef struct {

/*
* this data is to be set by the user
*/
Int n; /* dimension of domain */

Int m; /* dimension of range */
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LinOp T; /* the linear operator of the equation */
LinAlgType type; /* the type of the solver */
/*

* this data can be set by the user,
* otherwise it is set to some resonable standart values
*/

Euclid domainScale; /* just what it says */
Euclid imageScale;
Bool domainOwner, imageOwner; /* do not touch;
true, if domain/imageScale is allocated by NewLinAlg,
in this case do not quit this methods by your own */
Real eps; /* accuracy of the given input data */
Bool fullRank; /* if true, then the linear operator is
treated as exactly of rank p and perturbed
to a nearby operator of this rank,
if necessary */
Bool iteration; /* Solve tries iterative refinement,
if iteration is true and the solver is a
direct solver */
Bool pm,pw; /* print messages and/or warnings */
/*
* while this is read only
*/
Int p; /* pseudorank */
Int mp,np; /* dimensions of regular space */
RealMat S; /* the neglected part of the decomposition */
Real test; /* test function; changes sign
if orientation changes */
Real cond; /* condition estimate; the output error can
expected to be of order of eps*cond */
Real norm; /* estimation of the norm of the
regular part of A */
Bool subOp; /* is true if the LinAlg is part
of a bigger LinAlg */
Generic data; /* data used by the solver */
} *LinAlgData;
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typedef
typedef

typedef
typedef
typedef
typedef
typedef

typedef

typedef

Bool (*Procedure)(LinAlgData data);
Bool (*Computation)(LinAlgData data, RealVec b,

RealVec x);

void (*Transformation)(LinAlgData data, RealVec b,

RealVec x);

Bool (*TransSymMat) (LinAlgData data, LinOp c,

LinO

p cl1, RealMat c12, RealMat c22);

void (*GiveData) (LinAlgData data, RealMat t);

void (*IntSet)(LinAlgData data, Int );

void (*MoveData) (LinAlgData data, Generic *place);
eFileError (*FileIO) (File f, LinAlgData data);

struct {

Procedure Prepare;
IntSet NewRank;
Computation Solve,

SolveAd;

GiveData KernelBasis,
KernelAdBasis; /*

Transformation
SolveRegular, /%
SolveAdRegular, /*
ProjectRange, /*
EmbedRange, /*
EmbedDomain, /*
ProjectDomain; /*

Transformation /*
TransformOnRange,

/*
/*
/*

e X o0 0 e
1]

TransformOnRangeCompl,

TransformFromRangeOrthoCompl, /*

TransformFromRangeOrtho,

TransformFromDomainOrthoCompl, /*
TransformFromDomainOrtho, /*

x = A"+ b *x/
x = A%+ b *x/
T: AT ==0 %/

T: A T == 0 */

A-1 c %/

A-x u *x/

Tr~-1 *Prxb */

Pr*Tr~-* *c */

Pd*Td"~-* *u */

Td~-1 *Pd*x */

use with block solver */

/* c = Wixb */
/* c = W2*b */
b =Wlc x/
/* b =W2c */
x = Vi_u *x/
x = V2_u *x/

/* for use with the system of moore */
TransformOnDomain,
TransformOnDomainCompl;

/* u = Vi_*x *x/
/* u = V2_*x *x/
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TransSymMat TransformDomainSymMat ;

Procedure SolverSetUp;

MoveData ResetSolver;

MoveData SaveData, LoadData;
Procedure ForgetHistory;

FileIO SaveToFile, LoadFromFile;

LinAlgData data;
} *LinAlg;

Die Programmkommentare erklaren den meisten Teil hoffentlich.

Zur LinAlgData ist zu kommentieren, dafl das Flag fullRank fiir den
Typ eBlock gesetzt werden mufl, wenn der Algorithmus nach Govaerts und
Pryce berechnet werden soll. Das Flag subOp beeinflufit den Rangentscheid;
ist es gesetzt, wird bei Beginn der Zerlegung angenommen, dafl norm die
Norm der restlichen Teil des Operators enthélt, von den das aktuelle LinAlg
einen Teil zerlegt; ebenso enthéilt die test-Funktion die Determinante des
reguldren Teils und nicht Null im Fall einer rangdefekten Matrix. Die Flag
wird nur von dem Block-Loser aus Abschnitt 3.3.5 fiir die von ithm erzeugten
Unter-LinAlg’s gesetzt.

Die Variable np enthédlt die Lange eines Vektors, der Bild der Me-
thoden ProjectDomain und TransformOnDomain ist. Dies ist z.B. im
Fall der Deflation nicht p, sondern n. Der Bildvektor der Methode
TransformOnDomainCompl wird hingegen immer als von der Linge n — p
angesehen.

Bei den Methoden berechnet Prepare fiir direkte Loser die Zerlegung;
fiir der Fall eines iterativen Losers wére diese Methode also leer. Solve
und SolveAd berechnen die Pseudoinverse von A und A*. KernelBasis
und KernelAdBasis berechnen eine orthogonale Basis der entsprechenden
Nullraume. Die folgenden Methoden zerlegen den Losungsvorgang in einzel-
ne Schritte und sind nur fiir den Block-Loser und das Mooresche System von
Belang. Die Methode TransformDomainSymMat berechnet die Teilmatrizen
von (001121* gg) =Tp*CTp™' = (%:g% %:g%) explizit, falls dies einfach
moglich ist; anderenfalls kann sie ohne Schaden auf nil gesetzt werden.

Das SolverSetUp enthélt ein interaktives Menu fiir die privaten Daten.
SaveData speichert fiir die Belegung wichtige Daten fiir einen spateren Ge-
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brauch ab. Dies ist fiir die Berechnung an Verzweigungen gedacht; wird die
Pfadverfolgung zu einem spéateren Zeitpunkt wieder von der Verzweigung ge-
startet, nachdem ein entfernterer Teil des Verzweigungsdiagramms berechnet
wurde, kénnen diese Daten mit LoadData wieder geladen werden. Beim MA28
ist dies die Pivotstrategie; bei einem iterativen Loser kénnte dies z.B. ein
Vorkonditionierer, der sich dem Pfad entlang dndert, sein. ForgetHistory
dient zum Loéschen dieser Daten, falls sie nicht verwendbar sind, etwa die
Pfadverfolgung mit ihnen zusammenbricht. SaveToFile und LoadFromFile
dienen dem Abspeichern bzw. Laden der Flags in einer Datei.

Die privaten Daten z.B. des MA28 sehen so aus:

typedef struct {
SparseMat A;
IntVec colIndex;
IntVec rowPtr,nzRow,nzLRow;
IntVec colPtr,nzCol;
IntVec first,lastRow,nextRow,lastCol,nextCol;
IntVec ipivot, dpivot;

Int signum; /* of the permutations */
Int n, luBegin, aBegin, dp;
Real u;

Real stability,placeFactor;
Bool transposed,remove,deflate,try0ld,use0ld,switchAtRank;
Bool 1lbig, stable;
RealMat W, V;
RealMat phi,psi;
RealMat kernel, kernelAd;
LinAlg lin;
} *MA28Mat;

Neben den aus Abschnitt bekannten Datenstrukturen (der neben dem
A->collIndex zusatzliche colIndex enthélt die Indizes einer alten Zerlegung)
und den Matrizen W,V aus der Methode 3.3.3 und den Matrizen phi,psi aus
der Methode 3.3.4, deren Dimension dp ist, enthalt die Struktur noch ver-
schiedene Flags. Diese bedeuten:
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Flag: Bedeutung, wenn gesetzt:

transposed berechne Zerlegung von AT anstelle von A

remove setze Elemente kleiner als ¢|| A|| gleich Null

deflate berechne Rangdefekt iiber Deflationsalgorithmus,
anderenfalls durch Weglassen kleiner Pivots

try0ld benutze alte Pivotstrategie, falls moglich

use01d alte Pivotstrategie ist brauchbar

switchAtRank | berechne neue Pivotstrategie, falls der Rang wechselt

lbig berechne maximales Element wéhrend der Zerlegung,
anstelle es nacher abzuschétzen

stable berechne Stabilitatsindikator in stability

Daneben ist ein Loser auf der Basis einer () R-Zerlegung aus dem Pro-
gramm Percon und eine normale LU-Zerlegung sowie der Block-Loser, der
alle drei Loser als Loser von A, akzeptiert, implementiert. Der Loser fiir das
Mooresche System wurde auch in das Schema gezwéngt; allerdings sind alle

aufler der Prepare/Solve-Methoden nicht gesetzt.

Die Struktur fiir das Gaufl-Newton-Verfahren wurde aus Percon tiber-

nommen; die 6ffentlichen und privaten Daten sind zusammen in der Struktur

GNProblem:

typedef enum GNMODE {
eFullJacobian, eBroyden, eSimplified, eKeepJacobian

} GNMode;

typedef enum GNERROR {
eNoGNError, eGNFunctionFailed, eGNJacobianFailed,
eGNSolveFailed, eGNMonoTestFailed, eGNTooManySteps

} GNError;

typedef struct {

Int m, n;

GNMode mode;

Bool global, exact;

Real tol;

RealVec xStart;

/*

* functions defining the problem

*/

Bool (*f)(RealVec x, Real tol, Generic data, RealVec fx);
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Bool (*df)(RealVec x, Real tol, Generic data, LinOp dfx);
Bool (*Jacobian) (RealVec x, Real tol, Generic data);
Bool (*Solve)(RealVec b, Real tol,Generic data, RealVec x);
void (*Kernel) (Generic data, RealMat t);
/*
* corresponding data
*/
Generic fData;
Generic dfData;
Generic JacobianData;
Generic SolveData;
Generic KernelData;
/*
* functions for scaling
*/
ScaleMode scaleMode;
Real (*ScaledNorm)(RealVec x, Generic data);
void (*Rescale)(RealVec x, Generic data);
Generic ScaledNormData;
Generic RescaleData;
/*
* output data
*/
GNError error;
Real snc, nc, theta, convergenceRadius;
Int nlter;
Bool pm, pw;
/*
* the rest should be hidden, but
*/
RealVec x, xLast, dx, dxLast, dxb, dxbLast, b;
RealMat dxSave;
Real conv;
Int lastJacobian;
} *GNProblem;

enthalten; es stehen die globalen Methoden
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Bool GNStart(GNProblem gnProblem, RealVec x0Out);
Bool GNContinue(GNProblem gnProblem) ;
Bool GNSolve(GNProblem gnProblem, RealVec xOut);

zur Verfiigung, wobei die ersten beiden Prozeduren den Losungsvorgang der
dritten Prozedur in den ersten Iterationsschritt und die restlichen Schritte
zerlegt. Dies ist sinnvoll wenn nach den ersten Schritt noch zusatzliche Test
durchgefithrt werden sollen, siehe etwa den Abschnitt ,Wiederfinden von
Verzweigungen® in 4.2.

Das Verzweigungsdiagramm ist in der Struktur Net:

typedef enum {
eUnknown, eRegular, eTurning, eBifurcation, eBoundary,
eDead, eHanging, eStart
} PointType;
typedef struct {
PointType type;
Int n, nlter;
RealVec y, scale;
Generic data;
Real nc, theta, cond, curve, dist, test;
} *Point;
typedef struct {
Point p0, pil;
RealVec t0, t1;
Real s;
} *Edge;
typedef struct {
char name[40];
List edges,ghostEdges,
points, bifPoints, turnPoints, boundPoints,deadPoints;
} *Net;

abgespeichert. Dabei enthilt jeder Point neben den Koordinaten y noch In-
formationen iiber den Konvergenzprozel und eventuell von dem LinAlg ab-
gespeicherte Daten (in data). Eine Edge verbindet zwei Punkte auf dem Pfad
mittels in Pfadverfolgungsrichtung orientierten Tangenten. Das Net enthélt
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neben einer Liste aller Punkte noch Listen von Punkten von speziellem Typ;
die zwei verschiedenen Listen von Kanten entstehen durch den Pfadverfol-
gungsalgorithmus.

Nach Berechnung eines regularen Punktes wird eine Kante angelegt, deren
Punkt p0 der eben berechnete Punkt ist. In den Punkt p1, der von Typ
eHanging ist, wird der tangentiale Prediktor geschrieben. Eine solche Kante
kommt in die Liste der ghostEdges, da eines ihrer Enden in der Gegend
herumgeistert. Der Korrektor arbeitet diese Liste von Geisterecken ab; gelingt
es, fiir den Punkt p1 eine Losung auf dem Pfad zu berechnen, so wird die
Kante von den ghostEdges zu den fertigen edges geschoben.

Falls der berechnete Punkt eine Verzweigung ist, werden den abzweigen-
den Asten ensprechend mehr Kanten in der Liste der ghostEdges angelegt.

Globale Methoden stehen bereit zum Einfiigen, Loschen und Suchen von
Punkten und Ecken in die jeweiligen Listen und zur Ausgabe insbesondere
von graphischer Information iiber Punkte und Ecken sowie des ganzen Netzes.

Die Struktur

typedef Bool (* Func)(RealVec y, Real tol, Generic data,
RealVec b);
typedef Bool (* Deriv)(RealVec y, Real tol, Generic data,
LinOp a);
typedef Bool (* Augment) (RealVec y, RealVec z, Real tol,
Generic data, LinOp c);
typedef struct AP {
char* name;
Func f;
Deriv df;
Augment cf;
Generic fData;
Generic dfData;
Generic cfData;
LinOpType type, ctype;
Int m,n,nz,nzc;
Real tol;
RealVec yGuess, tauMin, tauMax, parameter;
void (*ProblemMenue) (struct AP *p);
void (*ResetParameter) (struct AP *p);
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void (*ResetInitalGuess) (struct AP *p);
void (*ResetProblem) (struct AP *p);
void (*ClearProblem) (struct AP *p);
Int numberOfParameter;
char** parameterNames;
Real versionNumber;
List solverList;
} *AlconProblem;

enthéalt die Daten und Methoden zur Formulierung des Problems; £, df, cf
dienen dabei zur Auswertung von b = f(y), A = f'(y) und C = (f'(y)"2)
und miissen vom aufrufenden Programm bereitgestellt werden. Die fData,
dfData, cfData konnen dabei fiir die aufgerufenen Funktionen wichtige
zusétzliche Daten enthalten. m ist die Anzahl der Variablen und n die Anzahl
der Variablem inklusive des Parameters, also = m + 1. Der empfehlenswer-
teste Typ fiir A und C steht in type und cType und die maximale Anzahl
an Nicht-Null Elementen der beiden Operatoren in nz und nzc. Die Proze-
duren df und cf miissen allerdings damit rechnen, daf} sie auch LinQOp’s von
anderem Typ auswerten sollen — ist dies nicht moglich, kann als boolescher
Funktionswert false zuriickgegeben werden.

tol enthélt die gewiinschte Genauigkeit der Losung. yGuess muf} einen
Startwert nahe dem Losungspfad enthalten. tauMin und tauMax enthalten die
unteren und oberen Schranken des Definitionsbereiches. parameter enthalt
zusitzliche Parameter der Problems, beziiglich denen nicht fortgesetzt wird.
Die solverList enthélt eine Liste von AlconSolver‘n; derzeit ist allerdings
nur die Verwendung eines Losers pro Problem implementiert.

Der AlconSolver organisiert die fiir die Losung notwendigen Objekte in
der folgenden Struktur:

typedef enum {eNone, eSameAsDomain, eSymmetric} IScale;
typedef struct {
AlconProblem problem; /* das zu loesende Problem */
Net net; /* zum Abspeichern der Loesung */
GNProblem GN, bifGN; /* Newton-Vefahren zur Pfadverfolgung
und fuer Verzweigungen */
LinAlg jacobi, moore; /* Lineare Algebra Routinen fuer die
zugehoerigen linearen Systeme */
Euclid inner, full; /* Skalierungen */
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RealVec scale;
Real steplength, tangentMin, rho;
Bool cautious, scaling, steplengthControl,tangentControl,
bifurcations, turnings, normalized, bifNormalized;
IScale imagescaling;
Real versionNumber;
Bool pm, pw;
} *AlconSolver;

Dabei enthélt inner die Skalierung des Urbildraums, wahrend full die Ska-
lierung (4.2) der Raumes von (y, z, ) enthdlt. scale enthédlt den von bei-
den Skalierungen als Gewichtung benutzten Skalierungsvektor. steplenght
enthélt einen Vorschlag fiir die aktuelle Schrittweite, tangentMin ist der Si-
cherheitsfaktor aus (4.4) und rho der Sicherheitsfaktor aus (1.27) und (1.29).
imagescaling enthélt eine der drei Alternativen zur Bildskalierung aus Ab-
schnitt 4.1. pm und pw bwirken die Ausgabe von Meldungen und Warnungen
an die Standard-Ausgabeeinheit.
Die Flags bedeuten

Flag: Bedeutung, wenn gesetzt:

cautious berechne den Tangentenschédtzer (1.31) mit a-
posterori-Schéatzer und schalte den Test (4.5) ab

scaling verwende skalierte Produkte und Normen

steplengthControl | fithre die Schrittweitensteuerung aus

Abschnitt 1.2.5 durch; sonst wird eine konstante
Schrittweite genommen

tangentControl verwende die Schrittweiteneinschrankung (1.32)
bifurcations berechne einfache Verzweigungen

turnings berechne Wendepunkte

normalized verwende fiir inner die normalisierte Norm
bifNormalized verwende fiir full die normalisierte Norm

Die Flags scaling bis bifurcations sind dabei empfehlenswert zu setzen;
die anderen sind standartméaBig abgeschaltet.

Zur Bearbeitung des Problems stehen fiir die Pfadverfolgung, die Berech-
nung von Verzweigungen und die Berechnung von Wendepunkten je zwei
globale Methoden zur Verfiigung, die auf den einzigen aktiven Instances
der Alcon-Objekte operieren, die in den globalen Variablen gProblem und
gSolution gehalten werden:



106

void
Bool

Bool
Bool

Bool
Bool

ComputeFirstSolution(void) ;

ComputeNextSolution(Edge edge);

DetectBifurcation(Edge e);

4 Implementierung

ComputeBifurcation(Edge e, Bool* old);

DetectTurningPoint (Edge e, Int

i);

ComputeTurningPoint(Edge e, Int 1i);

ComputeFirstSolution berechnet dabei eine Startlésung und legt zwei
davon abzweigende ghostEdges in gSolution->Net an. ComputeNextSolution
berechnet den Korrektor fiir die ghostEdge egde

DetectBifurcation entdeckt eine Verzweigung zwischen e->p0 und
e->pl; ComputeBifurcation berechnet diese und setzt die Variable 014, falls

eine alte Verzweigung zum wiederholten Male wiedergefunden wurde.
DetectTurningPoint entdeckt einen Wendepunkt beziiglich der i-ten
Variable zwischen e->p0 und e->p1, der mittels ComputeTurningPoint be-

rechnet werden kann.

Das Programm Alcon-S stellt nach auflen hin einige Prozeduren zur
Verfiigung zur Berechnung eines Startpunktes, eines einzelnen Punktes, ei-

nes ganzen Zweiges oder des gesamten Verzweigungsdiagramms, sowie einige

Initialisierungsroutinen:

void
void
void
void
void
void
void
void
void
void

InitAlcon(void); /*
InitConnection(char *name); /*
MainEventLoop(void); /*
NewDiagram(void) ; /*
FirstSolution(void);

NextPoint (void) ;
NextBranch(void) ;
CompleteDiagram(void) ;
QuitConnection(void); /*
QuitAlcon(void); /*

initalizer for alcon */
load problem ’name’ */
interactive main menu */
methods of the main menu */

quit actual problem */
exit routine for alcon */

Des weiteren existieren noch Prozeduren, die die berechneten Losungen zur
graphischen oder sonstigen Weiterverarbeitung auf Dateien schreiben. Die
Prozedur MainEventLoop enthélt einen interaktiven Dialog, der auch beim



4.4 Objekt-orientierte Implementierung in C 107

eigenstandigen Start von Alcon-S aufgerufen wird und das Programm mit-
tels einer einfachen Menustruktur steuert; die Befehle bestehen dabei jeweils
aus einzelnen Buchstaben, so dafl sich zumindest Benutzer des UCSD-Pascal
Betriebssystems schnell zurecht finden werden.

Auf eine Anbindung an eine bestimmte graphische Benutzeroberfliche
wurde verzichtet, da wegen der geringen Portabilitdt das Programm schnell
veraltet ware. Zur graphischen Darstellung wurden statt dessen einige Scripts
flir MATLAB\Y geschrieben, die insbesondere eine auf eine Datei geschrie-
bene Losung mittels kubischer Hermite-Interpolation und Bezier-Techniken
darzustellen verméogen.



5. Beispiele

5.1 Ein kleines, aber schwieriges Beispiel:
Der Brusselator

Als erstes Beispiel werden fiir ein Modell einer chemischen Reaktion die
Gleichgewichtslagen berechnet; es handelt sich also um ein Modell vom Typ (1.2).
Die Reaktion ist ein kiinstliches Modell fiir eine Reaktion, die auch Zu-
stdnde auBerhalb des statischen Gleichgewichts kennt. Sie wurde in [33] vor-
geschlagen und mit dem Namen ,Brusselator® versehen. Die Reaktion be-
steht darin, dafl in Reaktionszellen die Substanzen A, B, X, Y, K gemaf} den

Elementarreaktionen:

A —- X
B+X — Y
2X+Y — 3X

X = K

zur Reaktion gebracht werden. Dabei werden die Konzentrationen der Edukte
A und B und des Produkts £ durch Regelung von auflen konstant gehalten.
Nach dem Massenwirkungsgesetz ergeben sich daraus nach Normierung eini-
ger Reaktionskonstanten fiir die Anderungen der Konzentrationen z; = [X;]
und y; = [Y;] der Substanzen X und Y in der Reaktionszelle ¢ durch die
Reaktion:

d

— Lireact = A—- (B + 1).172 + x?yi
dt

d

Eyi,react = sz - wfyz

Zusatzlich sind einige der Zellen noch miteinander verbunden, wodurch
bei unterschiedlicher Konzentration der Stoffe Diffusion durch die Verbin-
dung zwischen den Zellen der Unterschied auszugleichen sucht. Sind die Zel-
len 7 und j miteinander verbunden, dann verdndert sich die Konzentration
durch die Diffusion geméaf:

d 1
S Tidig; = 3(Ti =)
d 10

Eyi,diﬁj = ﬁ(‘yj—yi)
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Bezeichnet K = {(i,7) | Zelle i ist mit Zelle j verbunden} die Kanten des
Graphen der Verbindungen, dann lautet das Gleichungssystem fiir die Gleich-
gewichtsbedingung in Zelle :

d
( %xi,react ) + Z ( ?}xﬁdiﬁj ) — ( 0 )
Eyi,react (i.j)€K Eyi,diﬁ] 0

Bei n Zellen ergibt dies 2n Gleichungen fiir 2rn Variablen und einen Parameter
A, der die Diffusion steuert.

Die Werte fiir A und B sind externe Parameter, die fiir die folgenden
Rechnungen zu A = 2 und B = 6 gesetzt werden; es 1afit sich dann leicht
nachrechnen, dafl unabhéngig von der Diffusion immer die Losung

(3)=(3) o1

existiert; fiir eine isolierte Zelle ohne Diffusion ist es sogar die einzige Losung.
Falls nun A — 0, dann wird die Diffusion beliebig stark, so dafl sich unter-
schiedliche Konzentrationen in miteinander verbundenen Zellen verbieten; es
ergibt sich also nur die Losung aus Gleichung (5.1). Falls A — oo, werden
die Zellen voneinander isoliert, da die Diffusion unwichtig wird; daher exi-
stiert auch hier nur die fiir isolierte Zellen eindeutige Losung. Zwischen diesen
Grenzfillen kann es jedoch, abhingig von der Konfiguration der Zellen, zu
einem komplizierten Verzweigungsdiagramm kommen.

In den weiteren Rechnungen wird angenommen, dafi die Zellen in linea-
rer Kette angeordnet sind, so dafl die Zelle 1 nur mit den Zellen : — 1 und
i+ 1 (falls diese existieren) verbunden ist. In [17] werden auch kompliziertere
Geometrien mit Hilfe von Symmetrieausnutzung berechnet; die hier gegebene
Symmetrie (2;,y;) ¢ (Xn—it1,Yn—it1) ist aber auch ohne Symmetriebetrach-
tungen noch berechenbar.

Da das Verzweigungsdiagramm recht umfangreich ist, ist dieses Beispiel
als Test fiir die Zuverlassigkeit der Schrittweitensteuerung und der Modifi-
kationen des Gaul-Newton-Verfahren geeignet. Zunéchst wird fiir n = 4 das
vollstandige Verzweigungsdiagramm, das von der Losung (5.1) abzweigt, be-
rechnet. Dabei werden alle Rechnungen mit der Genauigkeit ¢ = 1077 iiber
dem Parameterintervall A = [0.01,7.5] durchgefiihrt. Als Startwert wird die
Losung (5.1) bei A = 0.25 uns als Anfangsschritweite so = 0.1 genommen.

Der Pfadverfolgungsalgorithmus berechnet 10 Verzweigungspunkte und
23 Wendepunkte. Die Lésung ist in Abbildung 5.1 dargestellt.
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lambda

Abbildung 5.1: Verzweigungsdiagramm fiir den Brusselator mit 4 Zellen
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An diesem Beispiel werden einige Varianten der Pfadverfolgung getestet,
deren Einflufl auf den Aufwand unabhéngig von der Grofle des betrachteten
Systems ist.

Zunachst wird der Einflul der Skalierung auf die Berechnung betrachtet;
dazu wird das Verzweigungsdiagramm unter Verwendung der () R-Zerlegung
zur Berechnung der Pseudoinversen ohne Modifikation des Gaufl-Newton-
Verfahrens berechnet; dabei wird einmal ohne Skalierung gerechnet und mit
Skalierung des Urbildes wie in 4.1 die drei Varianten der Bildskalierung be-
rechnet. Dabei ergibt sich folgendes Diagramm fiir den Aufwand:

Skalierung
ohne mit
D,=1Id|D.=Dy, | D, =Dy, ~*
#f 1672 1282 1284 1279
#df 1264 978 980 974
H#Hcf 50 45 47 44
#df-cmp | 1188 912 912 910
#solve 2273 1739 1739 1739
#Hen-iter | 1156 888 888 888
#bif-iter 50 45 47 44
#punkte | 420 322 322 322

Dabei bedeuten die Zeilen #f, #£df und #cf die Anzahl der nétigen f, f/ und
(f'(y)"z)" Auswertungen. #df-cmp gibt die Anzahl der bendtigten Zerlegun-
gen des Losers der linearen Gleichungssysteme an und #solve die Anzahl der
gelosten Gleichungssysteme. Fiir die Pfadverfolgung wurden #gn-iter Gaufi-
Newton-Iterationen und fiir die Verzweigungen #bif-iter Newton-Iterationen
bendtigt; das berechnete Verzweigungsdiagramm besteht aus #punkte Punk-
ten.

Die Skalierung senkt den Aufwand in diesem Beispiel um rund 23% fiir
die Pfadverfolgung; fiir die Berechnung von Verzweigungen ergibt sich kei-
ne so grofile Reduktion des Aufwandes, da die Vorteile der Skalierung teil-
weise dadurch aufgehoben werden, dafl wegen der groferen Schrittweite in
der Pfadverfolgung schlechtere Startwerte fiir die Verzweigung interpoliert
werden kénnen. Der Einflul der Bildskalierung ist hingegen verschwindend
gering.
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Die weiteren Beispiele sind mit Urbildskalierung und der dritten Variante
D, = Dy, " fiir die Bildskalierung gerechnet.

Die modifizierten Gaufl-Newton-Verfahren bewirken eine Verringerung
des Aufwandes fiir eine einzelne Newton-Iteration und gleichzeitig eine Ver-
groflerung der Anzahl der Iterationsschritte. Bei Testlaufen an diesem Bei-
spiel ergab sich, daf} sich die Einsparung des Aufwandes im Einzelschritt
durchaus lohnt, wobei die Broyden-Updates am besten abschnitten.

Zunéachst wird der Einflul der Modifikation auf die Pfadverfolgung gete-
stet; dazu wurden die Verzweigungen mit einem normalen Newton-Verfahren
berechnet:

GauB-Newton
normal | Broyden | vereinf.

#f 1279 1808 2399
#df 974 756 798
H#Hcf 44 44 42

#df-cmp 910 692 736

#solve 1739 1718 3907
#egn-iter 888 1410 1985
#bif-iter 44 44 42

#punkte 322 324 339

Umfangreichere Tests ergaben, dafl die Modifikationen des Gaufl-Newton-
Verfahrens fiir die Pfadverfolgung und des Newton-Verfahrens fiir die Ver-
zweigungen den Aufwand fast unabhéngig voneinander beeinflussen; daher
werden hier nur die Ergebnisse der Modifikation des Newton-Verfahrens fiir
Verzweigungen angegeben, die sich bei der Berechnung der Pfadverfolgung
mit den Broyden-Updates ergaben:
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Newton
normal | Broyden | vereinf.
#1 1808 1819 1830
#df 756 770 781
#Hct 44 30 30
#df-cmp 692 694 694

#solve 1718 1716 1716
#Hen-iter 1410 1411 1411
#bif-iter 44 76 87

#punkte 324 324 324

Bei der Berechnung von Verzweigungen haben die Modifikationen einen
weniger ausgepragten Vorteil als bei der Pfadverfolgung; insbesondere das
vereinfachte Newton-Verfahren féllt stark ab.

Bei allen Berechnungen wurde die Pseudoinverse mittels einer Q)R-
Zerlegung berechnet, ohne dafl dies ausdriicklich erwédhnt wurde; dies liegt
daran, dafl die Berechnung auf eine andere Weise den Aufwand kaum beein-
fluBt.

Zum Vergleich wird angegeben, wie sich der Aufwand verdndert, wenn
anstelle der Q) R-Zerlegung eine Zerlegung auf Basis des Sparse-Solvers MA28
vorgenommen wird; dabei werden von den verschiedenen Varianten der Pi-
votstrategie die Variante MA28,, die fiir jede Zerlegung eine neue Pivotstrate-
gie entwickelt, und MA28,, die immer die Pivotstrategie der ersten Zerlegung
benutzt, bis der Loser versagt, getestet.

Die Berechnung erfolgt bei beiden Newton-Verfahren iiber Broyden-
Updates. Zur Abwechslung werden die Wendepunkte mit berechnet.

Lineare Algebra
QR MA28, MA28,

#f 2426 2547 2572
#df 1378 1428 1453
#cf 30 31 36

#df-cmp || 1300 1349 1370
#solve 2321 2440 2456
#Hen-iter | 1946 2044 2055
#bif-iter 78 79 83

#punkte 464 502 504
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Das Ergebnis ist frappierenderweise, dafl der MA28 mit einer einzigen Pi-
votstrategie das gesamte Diagramm fast genauso gut berechnet, wie mit einer
immer neuen Pivotstrategie. Lediglich an den Verzweigungen zeigen sich bei
der alten Pivotstrategie Schwéchen.

Dementsprechend nehmen sich auch die verschiedenen Varianten des
Block-Losers nicht viel. Als Block-Loser mit () R-Zerlegung wurde die Va-
riante von Govaerts & Pryce gewdhlt, wahrend die Block-Zerlegung mit dem
MA28 sowohl mit dem Verfahren von Chan als auch dem von Govaerts &
Pryce berechnet wurde. Beim Verfahren von Chan wurde das auftretende
kleine System mittels ) R-Zerlegung gelost. Entsprechend den Erfahrungen
der vorherigen Beispielrechnung wurde beim MA28 die Pivotstrategie entlang
eines Pfades beibehalten und nur an Verzweigungen eine neue Pivotstrategie
entwickelt.

Lineare Algebra
() R-Block | MA28+Chan | MA28 + Gov. & Pry.

#i 2561 2576 2573
#df 1444 1443 1455
#cf 33 31 37

#df-cmp 1353 1365 1372
#solve 2440 2471 2456
#Hen-iter 2041 2070 2055
#Dbif-iter 91 78 83

#punkte 502 509 504

Insgesamt erweist sich der Sparse-Solver MA28 fiir den Brusselator mit
4 Zellen zwar als brauchbar; allerdings ist er aufgrund des Overheads in den
Datenstrukturern fiir dieses kleine System noch langsamer als z.B. die ()R-
Zerlegung.

Die beiden Varianten der Block-Léser ergeben gleich gute Ergebnisse im
Aufwand, wobei bei der Berechnung von Verzweigungen die Variante von
Chan besser abschneidet, diesen Vorteil bei der Pfadverfolgung wieder ver-
liert. Denn es muf} beriicksichtigt werden, daf} die Variante von Chan auf-
grund des komplizierteren Algorithmus und der vielen inversen Vektoritera-
tionen zum Erzwingen des Rangdefektes fast doppelt so lange fiir die Rech-
nung braucht als die Variante von Govaerts & Pryce.

Wird versucht, die Dimension des Systems durch Anschluff von mehr Zel-
len in die Hohe zu treiben, ergeben sich bald (namlich schon fiir n = 5)
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Abbildung 5.2: Detailstudie fiir 4,5,6 und 7 Zellen

sehr uniibersichtliche Verzweigungsdiagramme. Ohne die Schrittweitenein-
schrankung, die durch Zusammenziehen der Schrittweite bei der Berechnung
von Wendepunkten ergibt, 1a8t sich das Diagramm mit 22 Verzweigungen
und 88 Wendepunkten nur noch durch Einschalten des Testes (4.4) mit

tangent, .. > 0.8 berechnen.

Anhand einer kleinen Detailstudie (Abbildung 5.2) 1afit sich erkennen,
wie sich das Verzweigungsdiagramm mit steigender Dimension schnell ver-
kompliziert. Sei dazu der Parameterbereich zwischen A = 6.0 und A = 7.5
eingeschriankt. Im Verzweigungsdiagramm ist auch deutlich zu erkennen, dafl
abhéngig davon, ob die Anzahl der Zellen gerade oder ungerade ist, die Zwei-
ge, die bei A &~ 6.5 abzweigen, symmetrisch zueinander sind, oder nicht. Im
ersteren Fall 148t sich die Symmetrie an den gewahlten Punkten erkennen; da
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fiir den Pfadverfolungsalgorithmus beide Pfade beziiglich des Konvergenzver-
haltens gleich aussehen, werden auch zueinander symmetrische Punkte auf
den beiden Zweigen gewahlt, was an der jeweils gleichen A-Koordinate der
Punkte erkannt werden kann. Im ungeraden Fall sind beide Zweige jeweils
zu sich selbst symmetrisch; daher kann von dem einen Zweig eine weitere
Verzweigung anzweigen, aber von dem anderen nicht.

Die Verkomplizierung mit steigender Anzahl von Zellen 1a83t sich dadurch
erkléaren, dafl bei den inneren Zellen Verzweigungen auftreten, die die Lésung
in den dufleren Zellen kaum beeinflussen; etwa sieht das Verzweigungsdia-
gramm fiir n = 12, wie von Alcon-S mit den Sicherheitsfaktoren p = 0.25
und tangent, .. = 0.7 in Abbildung 5.3 berechnet, fiir eine mittlere Zelle sehr
ausgedehnt aus, wiahrend fiir eine Randzelle viele der Losungen kaum noch
voneinander zu unterscheiden sind.

Das Programm hat hier schon bei diesem kleinen Ausschnitt einen Feh-
ler begangen, allerdings einen verzeihlichen; die Verzweigungen bei A ~ 6.7
wurden aus einer Richtung als gestérte Verzweigungen berechnet, aus einer
anderen Richtung aber nicht bemerkt; statt dessen wurden die Pfade der
gestorten Verzweigung getrennt berechnet. Die fiithrte dazu, dafi Teile des
Verzweigungsdiagrammes zweimal berechnet wurden.

An diesem Beispiel 1afit sich auch die Problematik der Berechnung von
Verzweigungen mit dem Block-Meta-Loser in der Variante von Govaerts und
Pryce feststellen, da auch Verzweigungen von Typ (2.8) auftreten, die mit
diesem Loser nicht korrekt behandelt werden kénnen, wie in Abschnitt 3.3.5
diskutiert wurde.

Tatséachlich féallt der Fehler bei den Verzweigungen fiir n = 7 nicht ins
Gewicht; die Losung ist trotzdem hinreichend korrekt. Bei n = 12 wurde das
Verzweigungsdiagramm aber nicht vollstdndig berechnet; falls zum Beispiel
der MA28 als Block-Loser eingesetzt wird, ergibt sich als Aufwand:
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Abbildung 5.3: Detailstudie fiir 12 Zellen
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ohne Block | mit Block

#f 4071 3852
#df 2050 1991
H#Hcf 32 49

#df-cmp 1972 1881
#solve 3896 3624
#Hen-iter 78 2840
#bif-iter 91 110
#punkte 959 891
#bif-pkt 14 12

Die Verzweigungen bei A ~ 7.3 wurden dabei nicht berechnet; bei Erset-
zen des MA28 durch eine () R-Zerlegung wurden sogar noch zwei Verzweigun-
gen weniger berechnet.

5.2 Invariante Mannigfaltigkeiten gekoppel-
ter Oszillatoren

Ein Quelle immmer wieder dankbarer Testbeispiele fiir Loser von Problemen
hoher Dimension ergibt sich aus der Diskretisierung partieller Differential-
gleichungen. Zwar sind diese Gleichungen eigentlich unendlichdimensionaler
Natur, und es ist nicht zweckmaéfig, diese im Kontext der Pfadverfolgung
mit einem festen Gitter zu diskretisieren, da sich die Losung durch Ande-
rung des Parameters oft qualitativ verandert. Jedoch um zu studieren, wie
sich der Algorithmus verhéalt, wenn die Dimension des Problems steigt, sind
diese Beispiele sehr geeignet, da sich durch Verfeinerung der Diskretisierung
die Dimension beliebig hoch schrauben 148t. Da bei Berechnung einer diskre-
ten Losung der Nachweis, dafl diese Losung noch mit dem kontinuierlichen
Problem in Verbindung steht, zusétzliche Betrachtungen erfordert, die den
hier gegebenen Rahmen sprengen, das Problem aber auch nur zur Demon-
stration der Leistungsfahigkeit des Algorithmus vorgestellt wird, wird eine
zwar wenig zweckmaéfige, aber sehr einfache Diskretisierung verwendet.

Das Beispiel ist in [1] als ein generisches Modell fiir die schwache Kopplung
zwischen harmonischen Oszillatoren eingefiihrt worden; in der vorgestellten
Formulierung ist es aus [39] entnommen.
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Die Bewegungsgleichungen fiir die n Oszillatoren werden in Polarkoor-
dinaten formuliert; dabei gelten fiir den i-ten Oszillator die Bewegungsglei-
chungen:

(9.2'2(4)

7’}' = 7’2'(1—7’;-2)

wenn die Oszillatoren ungekoppelt sind. Aufler der instabilen Lésung r; = 0
nédhern sich alle Losungen an eine periodische Lésung mit r; = 1 und dem
Winkel 6;(t) = 6;(0) + wt an. Die Kopplung zweier Oszillatoren ¢ und j findet
iiber Kopplungsterme AL';; fiir 6 und AC;; fiir r statt, wobei die I';; und C;
lauten:

[, = —cos26; + ] (cos (0, +6;) —sin (6, — 6,))
r;
Ci; = rj(sin(6; +6;)+ cos(0; —0;)) —r; (1 + sin 26;)

Damit lauten die Bewegungsgleichungen nun

O =h(O,R) mit hi=w+AY Ty
(1,4)EK
R = g(@, R) mit g, = T‘z(l - T‘ZQ) + )\Z Cij

(i) €K

Fiir A = 0 existiert ein n-dimensionaler Torus (0, R(©)) mit r;(©) = 1, der
unter dem Flufl der Differentialgleichung invariant bleibt und sogar einen
Attraktor bildet; fiir schwache Kopplung, d.h. fiir kleine Werte von A, ist es zu
erwarten, dafi der Torus mit der Parametrisierung R = R(©) weiterexistiert.
Fiir starkere Kopplung ist es hingegen an einem einfacheren Modell (z.B. in
[35], Cp. 6) beobachtet worden, dafi sich der Torus stark wellt, bevor er
durch die Kopplung zerstért wird; dies ist gerade dann der Fall, wenn die
Moglichkeit der Parametrisierung iiber © verlorengeht. In [14], wo der Torus
fiir spezielle Parameterwerte berechnet wurde, konnte ein solches Verhalten
auch fiir das vorliegende Modell beobachtet werden.

Der invariante Torus R(©) 1aBt sich dabei durch die Gleichung:

. dR. dR
9(0,R(0)) = B = 256 = —5h(0, R(0))
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als Losung eines Systems von nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen

auffassen. Da R(O,)) = 1 + O()) fiir kleine A, ist es zur numerischen Be-

rechnung giinstig, eine neue Variable S(0©, ) tiber R(O, ) = 1 + AS(0, )
einzufiihren. Mit dieser neuen Variable lautet die zu 16sende Gleichung:

ds

f(©,5(0,))) =g(0,14 )\5) —)\%h(@,l—l-/\S) =0 (5.2)

Diese Gleichung wird nun durch finite Differenzen mit &quidistanten Kno-

ten diskretisiert. Dazu wird die kontinuierliche Variable © € [0,27)" ersetzt

durch
27

Ngrid
wobel n,.,4 die Anzahl der Knoten und damit die Feinheit des Gitters be-
zeichnet. Die Variable S an der Stelle ©® wird an Gitterpunkten durch

92' —>9}c =

k kIO...ngM'd—l

$i(0) = si(0 ..., 00 ) =ts}, .

ersetzt.
Die Ableitung % wird durch symmetrische Differenzen:

de ) ..~ 00; AG,

approximiert; dabei ist fiir &quidistante Knoten h = 27 /n,.;q die Knotendi-
stanz; die Addition und Subtraktion der Indizes £; +1 und k; — 1 ist modulo
ngrid Zu nehmen, da aufgrund der Periodizitat Gigrid = 0] ist.

Damit lautet die diskretisierte Gleichung (5.2) komponentenweise

flil...kn(sa A) = —/\321...1@”(1 + )‘321...1@”)(2 + /\521...1@”) + A Z Ciy

(i )eK
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Abbildung 5.4: Verzweigungsdiagramm fiir ny,;q4 = 15 und 25

ies sind n * n eichungen fir die n * n”_., Variablen s und den
D d n*n”., Gleich fur d * ;Md\/ bl Kt dd

grid
einen Parameter A.

Aufgrund der Transformation R = 14+AS ist fiir A = 0 die Lésung S belie-
big; als Startpunkt fiir die Pfadverfolgung wird der Punkt verwendet, an dem

der Losungsast von dieser Hyperebene abzweigt; er 148t sich aus d‘j—/\f =0
A=0

bestimmen, was nur die Losung einer linearen Differentialgleichung erfordert.

Da der Rechenaufwand exponentiell schnell mit der Anzahl der Oszillato-
ren steigt, wird nur die einfachste Kombination, ndmlich die zweier gekoppel-
ter Oszillatoren, betrachtet; in diesem Fall 148t sich der invariante Torus, der
ein zweidimensionales Objekt (ry(60y,03),72(01,60;)) bildet, graphisch leicht
veranschaulichen.
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Abbildung 5.5: Flu auf den invarianten Tori vor der Verzweigung

Abhédngig von der Feinheit des Gitters veranderte sich das Verzweigungs-
diagramm hinter der zweiten Verzweigung stark; offensichtlich stehen die
diskreten Losungen in keinem Zusammenhang zueinander und zur kontinu-
ierlichen Loésung. Daher wird fiir verschiedene Gitterfeinheiten die Losung
nur bis zur zweiten Verzweigung dargestellt, bis zu der sich die Lésungen
qualitativ nur wenig unterscheiden. Aufgetragen ist jeweils die normalisierte
Norm iiber den Parameter.

Es ist zu erkennen, daf} eine (symmetriebrechende) Verzweigung im Be-
reich des ersten Wendepunktes stattfindet; innerhalb der numerischen Ge-
nauigkeit handelt es sich um eine Verzweigung von Typ (2.8). Die beiden
unsymmetrischen Aste treffen sich in einer Verzweigung desselben Types wie-

der.
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Abbildung 5.7: Invariante Tori nach der Verzweigung (symmetrischer Ast)
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Abbildung 5.8: Invariante Tori nach der Verzweigung (unsymmetrischer Ast)

Bei Betrachtung der invarianten Tori, die in den Figuren 5.6-5.8 fiir
A /& 0.2480 vor der Verzweigung und nach der Verzweigung auf den symme-
trischen und einem der unsymmetrischen Asten dargestellt sind, (wobei die
Tori wegen der Parametrisierungsmoglichkeit r; = r;(©) entlang der Koor-
dinatenachsen ; = 0 aufgeschlitzt und auf eine Ebene abgewickelt wurden,)
fallt es auf, daBl die Losung des diskreten Problems vor der Verzweigung glatt
aussieht, wihrend sie nachher teilweise stark aufgerauht scheint. Es ist daher
plausibel, mit [39] die Vermutung aufzustellen, dafl zwar die Losung vor der
Singularitét die kontinuierliche Lésung gut approximiert, aber dahinter keine
solche Approximation stattfindet, vielleicht weil hinter der Verzweigung gar
keine kontinuierliche Losung mehr vorhanden ist. Ein adaptiver Loser des
Problems wiirde sich in diesem Fall an der Verzweigung festfressen, da er an

den aufgerauhten Stellen ad infinitum verfeinern wiirde, ohne eine zufrieden-
stellende Approximation zu erreichen.

An diesem Beispiel wird mit n,.;q = 25 zunachst der Einflufl der Nachi-

teration (3.4.2) bei der Berechnung von Verzweigungen untersucht und dann
die Bedeutung der Block-Loser gezeigt.



5.2 Invariante Mannigfaltigkeiten gekoppelter Oszillatoren 125

Fiir die Nachiteration ergibt sich erniichterndes; fiir den Fall eines gewhn-
lichen Newtonverfahrens ergibt sich gar keine Anderung des Aufwandes. Fiir
den Fall eines vereinfachten Newton-Verfahrens ergibt sich folgendes Ergeb-
nis fiir den Aufwand bis zur Berechnung der ersten Verzweigung, wobei zur
Zerlegung der Ableitung von f der Block-Loser in der Variante von Chan
benutzt wird: (angegeben sind nur die zur Berechnung von Verzweigungen
relevanten Aufwandszahlen)

Nachiteration
ohne | teilweise | vollstandig
#f 100 102 99
#df 40 43 39
#Hcf 2 3 2
#bif-iter | 11 13 10

Wihrend die vollstdndige Nachiteration eine minimale Aufwandverrin-
gerung erbringt, fithrt die Verwendung der teilweisen Nachiteration sogar
zu Nachteilen; das Verfahren bricht einmal die Iteration wegen Verletzung
des Monotonietestes ab. Dies liegt vermutlich darin begriindet, dafl wéhrend
der Newton-Iteration die vernachléssigten Groflen o und S klein werden,
wahrend zur Nachiteration die Werte fiir o und S am Startpunkt verwendet
werden.

Bei der Verwendung von Broyden-Uptates ergibt sich ein dhnliches Bild.

Da die Gleichungen aus der Diskretisierung einer eigentlich unendlich-
dimensionalen Gleichung stammen, wo der einzelne Parameter gegeniiber
den kontinuierlichen Variablen ausgezeichnet ist, ist es zu vermuten, dafl
die Verwendung eines Block-Losers von Vorteil ist. Dies wird auch durch
die Aufwandsbetrachtung gerechtfertigt. Dabei erweist sich die Variante von
Govaerts und Pryce als nicht viel instabiler als die von Chan, obwohl sie die
Verzweigung theoretisch gar nicht berechnen kénnte. Der Einflul von Run-
dungsfehlern 148t jedoch anscheinend die Interpretation dieser Verzweigung
als nicht vom Typ (2.8) zu.
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Block-Loser
ohne || Gov.& Pry. | Chan
#1 105 83 83
#df 57 43 40
H#Hcf 5 4 2
#df-cmp | 43 33 29
#solve 71 65 65
#gn-iter 69 57 59
#bif-iter | 14 10 11
#punkte | 17 14 14

Als Loser fiir das Block-System, wie auch fiir das gesamte System ohne
Verwendung der Block-Losers, wurde der MA28 genommen. Im Diagramm ist
nicht angegeben, dafl der MA28 fiir das ganze System auf dem Pfad zur ersten
Verzweigung zwei neue Pivotstrategien benétigte, da einmal die Nachitera-
tion scheiterte, wihrend bei der Verwendung von Block-Losern eine Pivot-
Strategie fiir den ganzen Pfad reichte.

5.3 Stabwerkkonstruktionen

Stabwerke sind Konstruktionen aus elastisch dehnbaren Stéaben, die an Kno-
tenpunkten fest miteinander verbunden sind; das Gewicht der Stédbe wird als
vernachldssigbar angenommen. Wenn diese Stabwerke von &ufleren Kraften
beeinfluft werden, werden sie sich aus ihrer urspriinglichen Gleichgewichts-
lage verschieben. Von den Kréften wird angenommen, dafl sie nur an den
Knotenpunkten angreifen; ein Durchbiegen der Stébe ist also nicht im Modell
enthalten. Einige Koordinaten der Knotenpunkte werden als unverschiebbar
angenommen, z.B. die z-Koordinaten der auf dem Boden aufliegenden Kno-
ten.

Das Modell

Werden die Stabe durch Verschiebung aus ihrer Gleichgewichtslage ge-
staucht oder gestreckt, so iiben sie auf die Konstruktion eine Riickstellkraft
aus. Die Modellierung dieser Riickstellkraft erfolgt wie in [18].
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Verbindet dabei etwa der Stab k& die Knoten 7 und j miteinander, dann
iibt er auf den Knoten ¢ die Riickstellkraft

.I‘Z'—.]Zj

F’]m‘ = —O'(SZ"]')A]C (53)

i
aus; dabei ist r; ; = ||Z; —Z;|| die Lange des Stabes, und wenn r . = ||7? —;EOH
die Lénge des Stabes in Ruhelage ist, dann wird mit ¢, ; = (rm — )/
seine relative Langenédnderung bezeichnet. Fiir kleine Langenédnderungen 1afit
sich die Spannungskurve hinreichend genau durch ¢ = ¢F mit dem Elasti-
zitdtsmodul £ als Proportionalitdtskonstante beschreiben; fiir gréflere Lan-
genanderungen bleibt aber die Riickstellkraft hinter der Langendnderung
zuriick, was im Modell durch Modifikation zu o(¢) = (¢ — ve®)E beriick-
sichtigt wird. Dabei wurde v als 10.70 gewahlt; als Elastizitatsmodul wurde
E =2-10° N/mm® verwendet. Das Ay ist die Querschnittsfliche des Stabes.

Als Bedingung, daf} sich eine Stabwerkskonstruktion unter Einfluff dufie-
rer Kréfte im Gleichgewicht befindet, muf} gelten, dafl die Summe aller in
jedem Knoten angreifenden Krafte gleich Null ist; dies ergibt das zu 16sen-
de Gleichungssystem. Der Parameter A steuert dabei in den Beispielen die
aufleren Krafte.

Zur Auswertung der Funktion und der Ableitung miissen die Koordina-
ten der Knoten in Ruhelage, eine Liste der verbindenden Stébe, eine Liste
der dufleren Krafte und eine Liste der unverschiebbaren Koordinaten vorhan-
den sein. Die Verschiebungen aus der Ruhelage bilden die Unbekannten des
Gleichungssystems.

Durchlaufen der Liste der Stdbe ergibt die Summe der i inneren Kréfte;
verbindet etwa der Stab k die Knoten ¢ und j, dann wird F;” gemaf (5. 3)

berechnet und auf F2 aufaddiert, ebenso Fk] = F;CZ auf F Bei der Ablei-
tung werden jeweils die 3 x 3-Blocke auf der Dlagonalen fiir ﬁF, und Bf‘Fj

sowie ausserhalb der Diagonalen fiir 5 F und 5 ﬁ ; eingetragen. Die duferen

Krifte, von denen angenommen erd, daﬁ sie stets die Form ﬁi,em = )\ﬁz’,o ha-
ben, werden danach aufaddiert; nur sie liefern bei Berechnung der Ableitung
einen Fintrag in die Parameterspalte. Fiir die zweite Ableitung entstehen in
der Parameterspalte keine Eintrige; ein 3 x 3-Block-Eintrag entsteht bei den
Variablen aufler auf der Diagonalen nur fiir solche Indexpaare (i, 7), fiir die
die zugehoringen Knoten iiber hochstens einen weiteren Knoten durch Stabe
verbunden sind.
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Zuletzt werden die Kréfte, die an fixierten Koordinaten angreifen, durch
geniigend grofie Riickstellkrifte ersetzt, etwa F,, = k(z;—2?); dabei ist & eine
Skalierungsgrofie, die in derselben Groflenordnung wie die anderen Eintrage
in der Ableitung liegen muf}, wenn der Rangentscheid nicht k¥ oder den Rest
der Matrix fiir vernachlédssighar klein halten soll. Bei den Beispielen wurde
k = E verwendet.

Eine kleine Zeltkonstruktion

Als erstes Beispiel wird eine kleine Zeltkonstruktion berechnet, die die-
selbe Symmetrie wie das danach folgende grofiere Beispiel hat; daher sind
gewisse Ahnlichkeiten in den Verzweigungsdiagrammen, was die Symmetrie
brechenden Pitchfork-Verzweigungen angeht, zu erwarten.

Das Zelt ist laut nebenstehender Zeichnung
konstruiert, hat einen Grundriff von 8 m x
10 m und eine Hohe von 3 m. Alle Stédbe be-
sitzen eine Querschnittsflache von A = 1000
mm?. Die unteren Eckknoten sind in allen
7eltkonstruktion Koordinaten fest, wahrend die Seitenknoten

sich in der Koordinate senkrecht zur Zeltkan-
te entlang dem Boden bewegen koénnen. Die auBere Kraft wirkt senkrecht
in negativer z-Richtung auf die vier oberen Knoten des Zeltes gemafl F\ =
A-6x10° N. Durch die zwei Spiegelsymmetrien der Konstruktion, unter denen
auch die angreifenden Kréfte invariant bleiben, ist ein noch reichhaltigeres
Verzweigungsverhalten zu erwarten als bei dem Brusselator.

In der Tat ergibt sich in Abbildung 5.9, bei der die z-Verschiebung einer
der oberen Knoten iiber den Parameter aufgetragen ist, bei Pfadverfolgung
iber einem Parameterbereich von A € [—10,20] eine Vielzahl von Verzwei-
gungen, wobei die zusétzliche Einschrankung, daff die Verschiebungen in je-
der Koordinate betragsméfig nicht gréfler werden als 2 m, gemacht wurde.
Anderenfalls wiirde das Verfahren u.a. auch noch die Lésungen finden, die
durch Spiegelung der Losungen an der zy-Ebene entstehen.

Bei Rechnungen ohne diese Verzweigungen ergibt sich nicht nur ein sehr
viel mageres Diagramm, auch wiirde eine Stabilitdtsanalyse an den Singula-
ritaten mittels Bemerkung 2.2 zu einem falschen Ergebnis fiihren.

Néamlich wéire ohne Berechnung von Verzweigungen der Fehlschlufl mog-
lich, dafl die Konstruktion einer Belastung von bis zu A &~ 15.28, d.h. einer
Kraft von F\ = 9170 kN standhalten wiirde, da entlang dem aus der Ruhe-
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Abbildung 5.9: Berechnete Lésungen ohne und mit Verzweigungen

lage entspringenden Hauptpfad am Wendepunkt der erste erkennbare Stabi-
litdtswechsel geschieht. Tatsdchlich findet aber schon ein Stabilitdtswechsel
bei A &~ 13.62 statt, d.h. bei einer Belastung von Fy &~ 8170 kN, da sich dort
die erste Verzweigung auf dem Hauptpfad befindet.

Da das nachstes Beispiel ein gréfleres Stabwerk mit denselben Symmetrie-
eigenschaften ist, wird an diesem iibersichtlichen Beispiel der Zusammenhang
zwischen Symmetrie und Verzweigungsverhalten dargestellt.

Die Konstruktion ist unter Spiegelungen an den horizontalen Ebenen
durch die Langs- und Querachse des Zeltes symmetrisch; die Symmetrie-
gruppe des Beispiels ist damit zu Z* x Z?* isomorph, indem z.B. (1,0) mit
der Spiegelung entlang der Léngsachse und (0,1) mit der Spiegelung ent-
lang der Querachse identifiziert werden. Da die angreifenden Kréfte dieselbe
Symmetrie besitzen, geht die Symmetrie auf die Gleichungen des Systems
iiber.

Im Abbildung 5.10 sind die Losungen des Hauptastes und der bei A ~
13.62 abzweigenden Aste bei A a~ 5.0 dargestellt. In der obersten Reihe ist
die Losung auf dem Hauptast dargestellt; sie geht unter beiden Spiegelungen
in sich selbst {iber, besitzt also die volle Symmetrie des Systems.

In der zweiten Reihe sind beide Losungen der in der Heugabel-Verzweigung
bei A &~ 13.62 abzweigenden Aste aufgetragen. Beide Losungen gehen bei ei-
ner Rotation um 180°, die (1, 1) entspricht, in sich selbst iiber und werden
durch beide Spiegelungen aufeinander abgebildet.
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Bei A &~ 13.20 durchgehen beide Aste eine weitere Heugabel-Verzweigung,
bei der auch die Rotationssymmetrie verlorengeht; die von jedem Ast ab-
zweigenden Losungen sind in den beiden Zeilen darunter abgebildet. Die
abzweigenden Losungen lassen sich durch Rotation ineinander iiberfithren
und werden durch Spiegelungen auf die abzweigenden Losungen des jeweils
anderen Astes abgebildet.

Ahnliches geschieht bei A & 14.60, wo nur die Symmetrie (1,0) erhalten
bleibt, und bei A &~ 15.22 kurz vor dem Wendepunkt, wo die Symmetrie (0, 1)
erhalten bleibt. In beiden Fallen erleiden die abzweigenden Aste noch inner-
halb des durchsuchten Parameterbereiches eine weitere symmetriebrechende
Verzweigung, bei der vollig unsymmetrische Losungen abzweigen.

Ein Hochspannungsmast

Als ein Beispiel einer Stabwerkkonstruktion von realistischer Dimension
wird der Hochspannungsmast nach [18] gerechnet; er ist eine Modifikation des
Beispiels aus [36]. Die Konstruktion ist in Figur 5.11 gezeichnet; die genauen
Konstruktionsdaten sind allerdings in beiden Quellen nicht angegeben. An-
gegeben ist nur die Hoéhe des Mastes zu 47,24 m und die Léange der unteren
horizontalen Verstrebung zu 8 m. Mit der Annahme, daf sich die diagonalen
Verstrebungen einer Konstruktionsebene im rechten Winkel schneiden, 148t
sich die Hohe einer Konstruktionsebene berechnen, wenn der Steigungswinkel
an der Ebene bekannt ist. Damit tritt eine Reduktion der Unbekannten in der
Konstruktion auf, die, iiber den Daumen gepeilt, wie folgt gesetzt werden:

e Der Winkel an der Spitze ist 60°.

e Die Abweichungen der Steigungswinkels von der Horizontalen v im un-
teren Teil und 3 im oberen Teil sind beide unbekannt; durch Festsetzen
von # = 0.6« ist dann « implizit durch die Héhe gegeben.

e Die Winkel der Spitzen der Ausleger sind:

fiir den mittleren Ausleger v = 10°

fiir die anderen beiden Ausleger v, = 16°

Das nichtlineare Gleichungssystem, das den Abstand der Konstruktions-
ebenen zum Boden h; und « als Variablen und die Berechnung der Hohen
der Konstruktionsebenen h; 1 — h; = f(a, h;) als Gleichungen besitzt, wurde
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Abbildung 5.11: Konstruktionszeichnung des Hochspannungsmastes
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Abbildung 5.12: Verzweigungsdiagramm fiir den unsymmetrisch belasteten Mast

durch Einbettung (1.2) gelost, wobei als Einbettungsparameter hy,, gewéhlt
wurde und von hi, = (100 + 4 * sin(60°)) m, was a = 0 entspricht bis
hiopy = 47,24 m, was o = 5° ergab, verfolgt wurde. Das Programm Alcon-S
benétigte dazu nur drei Schritte.

Die Konstruktion, so wie sie in [36] angegeben ist, ist als Stabkonstruktion
nicht stabil, da einige als durch Knoten hindurchgehende Balken in der Stab-
konstruktion an diesen Knoten ohne Krafteinwirkung knicken kénnen. Gehr-
ke hat in [18] diesen Effekt im Detail analysiert; seinem Vorschlag folgend
wurden zur Stabilisierung in die urspriingliche Konstruktion einige Stébe
eingefiigt, wonach die Konstruktion aus 167 Knoten und 541 Stédben besteht.

Der Stabe werden als unterschiedlich dick angenommen; die vertikalen
tragenden Verstrebungen bis zum obersten Ausleger haben eine Querschnitts-
fliche von @ = 6400 mm?, die Stibe der Ausleger inklusive der sie ver-
bindenen horizontalen Verstrebungen im Mast und die diagonalen Stébe

= 1764 mm? und die restlichen horizontalen Stabe sowie die des Aufbaus

@ = 529 mm?.
Durch das Gewicht der an den Spitzen der Ausleger angebrachten Strom-
kabel wird der Mast belastet. Zunéchst wird angenommen, da der Mast

an einem Hang steht; dadurch greifen die Gewichtskrafte der Kabel in ei-
ner Weise an, die die Symmetrie der Konstruktion zerstort; die Kraft ist
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Abbildung 5.13: Deformation des Mastes am Wendepunkt
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Abbildung 5.14: Verzweigungsdiagramm fiir den symmetrisch belasteten Mast

Fy=X\- (1000 N,500 N, —10000 N). Uber die Spitze des Hochspannungsma-
stes wird das leichtere Erdungskabel gefiihrt; dort greift eine Gewichtskraft
von einem Zehntel der auf die Ausleger wirkenden Kraft an.

Das Losungsdiagramm bei einer Pfadverfolgung iitber A € [0,400] ist
in Figur 5.12 gegeben; dabei ist auf der linken Seite das Verhalten der z-
Komponente der Spitze des Mastes und auf der rechten das Verhalten der
z-Komponente der Spitze des linken Auslegers iiber A aufgetragen.

Hinter dem Wendepunkt, der bei A = 257.6 auftritt, ist innerhalb des
numerisch zugéanglichen Losungspfades kein weiterer Wendepunkt zu beob-
achten, so dafl die Konstruktion bei Belastung jenseits des Wendepunktes
vermutlich in sich zusammenféllt. Die Kondition des Problems verschlech-
tert sich auf dem instabilen Losungszweig, so dafl der Losungspfad nume-
risch fiir Werte von A < 0 in eine Ebene von Lésungen iibergeht, auf der das
Fortsetzungsverfahren hilflos umherirrt und regelrecht versumpft.

Durch die Art der angreifenden Kraft, die fiir den Mast eine Richtung, in
die er knickt, auszeichnet, wird die Symmetrie der Konstruktion gestort. An
keiner Stelle kann sich der Mast ,entscheiden®, in welche Richtung er knickt.
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Um ein Verzweigungsdiagramm zu bekommen, das auch wirklich Verzwei-
gungen enthélt, muf} die Kraft symmetrisch angreifen.

Das folgende Verzweigungsdiagramm 5.14 ist fiir eine angreifende Kraft
von Fy = X - (0,0,—10000 N) an den Auslegern und einem Zehntel von Fy
an der Spitze berechnet. Es ergibt sich ein d&hnliches Verzweigungsverhalten
wie fiir das Zelt; entlang der Pfade werden beide Symmetrien nacheinander
gebrochen. Aufgrund der Unterschieds in der Konstruktion finden anders als
beim Zelt nur zwei Brechungen der ersten Symmetrie vor dem Wendepunkt
statt; insgesamt ergibt sich kein so reichhaltiges Verzweigungsverhalten, weil
auch bei symmetrisch angreifenden Kréften sich die Konditionsverschlechte-
rung bemerkbar macht.

Fiir die symmetrische Belastung ist in zwei Abbildungen dargestellt, wie
sich der Mast bei einer Belastung von A = 400 verhéalt, wobei zum einen
die obere Losung des symmetrischen Astes und zum anderen eine ganzlich
unsymmetrische Lésung vom Nebenast des an der zweiten Verzweigung ab-
zweigenden Astes angegeben sind.

Als Fazit 148t sich behaupten, dafl die Berechnung von Verzweigungen
auch bei Beispielen hoher Dimension fiir die Finsicht in die Losungsstruktur
eine wesentliche Bereicherung darstellt, insbesondere bei der Berechnung von
Problemen mit (einfachen) Symmetrieen.
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Abbildung 5.15: Symmetrische Deformation des Mastes
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Abbildung 5.16: Unsymmetrische Deformation des Mastes



A. Die tangentiale Determinante
einer (n,n + 1)-Matrix

Hier wird der noch ausstehende Beweis des Satzes 2.1 aus Abschnitt 2.4
zur Definition der Determinante einer (n,n 4 1)-Matrix nachgetragen, der
dort weggelassen wurde, um die Kontinuitdt der Textes nicht durch eher
technische Uberlegungen zu unterbrechen.

Zunachst wird noch einmal der Satz angefiihrt:
Satz 2.1: Sei fir eine beliebige (n,n + 1) Matriz A mit (normiertem) Tan-
gentialvektor 1 die Determinante als

det (AY)
t;

det (A) := (=1)° fiir v bel. mitt; # 0 (2.9)

definiert.
Dann gilt
a) Die Definition ist von i unabhingig.
b) rank(A) =n <= det(A) #0.
¢) Fir jede (n,n) Matriz B gilt

det (BA) = det(B) det (A)

d) Fir jede (n 4+ 1,n 4 1)-Matriz B gilt

1],y 106t (AB) = det (4) det (B)

Zur Schreibweise wird noch einmal daran erinnert, daf§ fiir eine Matrix
A mit A; die i-te Spalte und mit mit A* die Matrix bezeichnet wird, die
durch Streichen der i-ten Spalte entsteht. Im Beweis des Satzes wird eine
ahnliche Schreibweise fiir Vektoren eingefiihrt; ist ¢ ein n-Vektor, fiir den ¢;
die i-te Komponente bezeichnet, dann bezeichnet #* den n — 1-Vektor, der
durch Streichen der i-ten Komponente des Vektors ¢ entsteht. Damit 1aft
sich der Beweis formulieren:
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Beweis: Zum Teil a) des Beweises, der die Wohldefiniertheit der Deter-
minante (bei eindeutig orientierter Tangente) gewahrleistet, fithrt die Beob-
achtung, daf} die Eigenschaft der Tangente At = 0 auch als

At = — Ay,

geschrieben werden kann, zu einem (n, n)-Gleichungssystem, welches sich bei
vollem Rang mit Hilfe der Cramerschen Regel 16sen 1a8t. Diese besagt, dafl
die j-te Komponente von ¢* (5 # i) durch

L= det (‘41, .. -;Ai—lyAz'-I-l; e ,A]‘_l, —tiAi,A]‘_}_l, e ,An+1)

7 det (A?) (A1)

gegeben ist. Wird nun zur Berechnung der oberen Determinante der Faktor
—t; herausgezogen, dann werden |j — ¢ — 1| Vertauschungen von benachbar-
ten Spalten benétigt, um die an der j-ten Stelle stehende Spalte A; zwischen
die Spalten A;_; und A;;; zu bewegen; nach diesen Vertauschungen ist aber
die Matrix A’ entstanden. Unter Beriicksichtigung der durch die Vertau-
schungen entstandenen Vorzeichenwechsel ergibt sich aus (A.1)

_ i _det (Aj)
= (=Dt (A)

woraus sich durch Einsetzen von j anstelle von i in Gleichung (2.9) fiir ¢; # 0
dasselbe Ergebnis fiir det (A) ergibt.

Falls ¢; # 0, aber rank (A*) < n, dann folgt aus Teil b), daf§ rank (4) < n
und daher det; (A) = 0 unabhéngig von 1.

Der Beweis von Teil b) bendtigt dabei die Unabhéngigkeit von ¢ nicht.
Ist rank (A) < n, dann auch rank (A’) < n, also det (A?) = 0 fiir jedes 7, un
somit det; (A) = 0. Falls aber det (A") = 0 fiir ein i mit ¢ # 0, dann ist
existiert wegen rank (A') < n ein weiterer, von ¢ unabhingiger Kernvektor Z,
der durch Einfiigen einer Null an der i-ten Stelle in die Losung von A'f' = 0
entsteht. Damit ist rank (A) < n.

Teil c) folgt aus der Beobachtung, da BA; = (BA); und daher auch
BA? = (BA)', des weiteren ist ein Tangentialvektor ¢ von A natiirlich auch
ein Tangentialvektor von BA. Demzufolge ist

.det (BAY) _ (_Uidet (B) det (AY)

det (BA) = (=1)==/ 3

= det (B) det (A)
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Teil d) ist etwas umstandlicher. Daher wird von vornherein der rangde-
fekte Fall det (AB) = 0 ausgeschlossen. Denn dann ist wegen rank (AB) < n
entweder rank (A) < n oder rank (B) < n + 1; in beiden Féllen bleibt nichts
zu beweisen.

Sei also der omindse Faktor HB|B—1(/\/(A))H betrachtet; er tragt der Tat-

sache Rechnung, dai B sich auf A(A) beliebig verdndern kann, ohne das
Produkt AB zu dndern. Da rank (A) < n ausgeschlossen, spannt jeder Tan-
gentialvektor ¢ von A den Tangentialraum N'(A) auf; ist N (A) C R(B), dann
existiert ein ¢ mit Bt = ¢; anderenfalls ist B eingeschrankt auf B~1(AN(A)) =
{0}, der Nulloperator und daher HB|B—1(./\/(A))H = 0. In diesem Fall ist aber
dim (R(B)) < n+ 1, also auch det (B) = 0, wodurch die zu beweisende Glei-
chung wieder aus 0 = 0 besteht. Ist hingegen rank (B) = n + 1 und daher
N(A) € R(B), dann ist das Urbild von N (A) auch eindimensional und wird

~

von t aufgespannt; daher errechnet sich

[Bz|| _ it _ 1

= ImaX

HB‘ i H A =l (A.2)
! eer@) =l ]l
Der Beweis der Gleichung det (AB) = det (A)det (B) unter Ausschluf}

der rangdefekten Falle 1auft nun iiber zwei Tricks. Der eine besteht darin,
ahnlich wie im Beweis von Teil a) die Cramersche Regel anzuwenden, aber
diesmal auf die Gleichung Bf = t, was nach einigen Spaltenvertauschungen
zu der Gleichung ‘

P jdet (¢ BY)

b= "0 B
fiihrt. Der andere Trick besteht darin, die Multiplikativitat der Determinante
fiir quadratische Matrizen auf das Produkt

T : 1 "B
J = .
()=o)
anzuwenden, was die Gleichung
1T . .
det( 0 )det (t BI) =det(AB) (A.4)

produziert. Die erste Determinante auf der linken Seite berechnet sich durch
Entwicklung nach der ersten Zeile zu

det ( ’j ) = z(—l)itidet (A%) = @idet (A) (A.5)

(A.3)
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die zweite ergibt sich aus Gleichung (A.3) zu det (t B7) = (—1)’{;det (B).

Wird bei der Matrix der ersten Determinante durch n—1 Vertauschungen
von benachbarten Zeilen der Tangentialvektor nach unten getauscht, ergibt
sich gerade die alternative Definition der Determinante aus Bemerkung 2.8;
aus Gleichung (A.5) ist die in dieser Bemerkung gemachte Behauptung er-
sichtlich, daB beide Definitionen bis auf den Faktor (—1)""! gleich sind, der
durch die Zeilenvertauschungen entsteht.

Damit berechnet sich die Determinante det (AB) zu

jdet(ABj): B
e Y
— |li||det (A) det (B)

;det (A) (—1)7i;det (B)

det (AB) := (=1) £/ 11

womit unter Beriicksichtigung von Gleichung (A.2) alles gezeigt ist. O



Symbole

R
Z

Z

x

]
[«]

reelle Zahlen

ganze Zahlen

natiirliche Zahlen
Absolutbetrag einer Zahl

Schatzwert fur die Grofie w

Fiir Vektoren des Hilbertraums IR”™:

]

kanonisches Skalarprodukt, (z,y) = > z;y;

durch die reguldre Matrix D induziertes Skalarprodukt,
(z,y)p = (Dx, Dy)

Adjungierter Vektor zu z; das Skalarprodukt 148t sich
mit Hilfe von z* als (x,y) = a*y schreiben.

kanonische Norm, ||z]| := vz*z

Spezielle Operatoren

Id,

diag(ds, . ..

Identische Abbildung des IR", Idz = =

,d,) Diagonalmatrix d;; = d;; d;; = 0 fir ¢ # 5

Fir Teilrdume U eines Hilbertraums V

dim (U)
UJ_

Py

Pyt

Dimension von U

Orthogonales Komplement zu U,

Ut ={zeV|VyelUy=z=0}

Orthogonaler Projektor auf U,

Prx=x Ve elU; Ppz=0 Ve e Ut

Projektor auf das orthogonale Komplement von U,

7)UJ' = ,PUJ_ = [d — PU
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Fiir lineare Operatoren A: V — W:

AT Transponierte eines in Matrixform vorliegenden Operators,
(a;0)" = (ai)

A* Adjungierter Operator, (A*z,y) = (z, Ay)

N(A) Kern von A, N(A):={z €V | Az =0}

R(A) Bild von A, R(A) :={y e W | Jz Az =y}

| Al Operatornorm von A, ||A]| := |1|£1”a_>i | Az||

rank (A) Rang von A, rank (4) = dim (R(A))

At Inverse des (reguldren) Operators A

At Pseudoinverse des Operators A

Pa Orthogonaler Projektor auf das Bild von A, P4 := Pr(a)
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