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Vorwort

1. In der Literatur sind heute - bis auf geringe Unterschiede -
drei Fassungen des Satzes von Frobenius bekannt. Die erste
besagt, daR ein Differentialsystem auf einer reellen oder
komplexen Mannigfaltigkeit genau dann vollstindig integrier-
bar ist, wenn es involutiv ist. In der zweiten Formulierung
wird festgestellt, daB ein Differentialsystem, das durch
1-Formen Wyseoe, 0, definiert ist, die in jedem Punkt einer
Mannigfaltigkeit linear unabh#ngig sind, genau dann voll-
stindig integrierbar ist, wenn es zu jedem Punkt der Mannig-
faltigkeit eine Umgebung gibt, auf der 1-Formen a,. existieren

1]
mit

Die dritte Fassung schlieRBlich ist ein typischer Existenz-
satz der Differentialgleichungstheorie; sie gibt Bedingungen
flir die Existenz von Lésungen gewisser Differentialgleichungs-
systeme an. In [1&] werden obige drei PFassungen des Satzes

von Frobenius mathematisch exakter formuliert und bewiesen.
Die dritte Form wird in [5] fiir offene Mengen in Banachr#u-
men gezeigt. Ein anders gearteter Beweis der ersten Formu-

lierung wird in [17] gegeben.

Meines Wissens ist der Satz von Frobenius - etwa der zweiten
Fassung entsprechend - zum ersten Mal von E. Cartan [16] im
Jahre 1937 bewiesen worden. Im Bewels dieses Satzes werden
wesentlich Integrabilititsbedingungen fir Differentialglei-
chungen benutzt, die Frobenius [18] in seiner Arbeit "Uber
das Pfaffsche Problem" 1875 angegeben hat. Anscheinend hat
Cartan deswegen seinem Satz den Namen "Satz von Frobenius"

gegeben.

- IV -
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Die algebraische Formulierung des Satzes von Frobenius in
dieser Arbeit stammt von H.-J. Reiffen. Mir schien der Be-
wels einer lokalen Variante der zweiten Fassung (siehe [7])
am geeignetsten fiir eine Ubertragung in die Algebra, was
nicht heifen soll, daf der eingeschlagene Weg der kilrzeste
und eleganteste ist.

Die Frage, ob der Satz von Frobenius fir analytische Stellen-
algebren richtig ist oder welche die Teilmenge der analyti-
schen Stellenalgebren ist, flir die der Satz von Frobenius
gilt, ist bisher noch ungel&st.

Die Arbeit ist so aufgebaut, daR man zu ihrem Versténdnis

nur elementare Kenntnisse aus der kommutativen Algebra be-
nétigt. In den ersten beiden Paragraphen werden einige al-
gebraische Aussagen zusammengestellt, auf die im Verlauf

der Arbeit h#ufig zurlickgegriffen wird. Der Paragraph dreil
gibt eine kurze Einflihrung in den Potenzreihenkalkill, wihrend
im vierten Paragraphen verschiedene wichtige S&tze aus der
Bewertungstheorie teils zitiert, teils bewiesen werden.

Die fiir diese Arbeit interessantesten algebraischen und to-
pologischen Eigenschaften der konvergenten Potenzreihen

{iber einem bewerteten Kdrper K behandelt der Paragraph finf.
Im sechsten Paragraphen werden Differentialgleichungssysteme
betrachtet, die aus konvergenten Potenzreihen iliber K be-
stehen, und es wird ein fiir den Beweis des Satzes von Fro-
benius zentraler Existenz- und Eindeutigkeitssatz gezeigt.
Der siebte Paragraph hat die Aufgabe, Rechentechniken der
ZuBeren Algebra zur Verfiligung zu stellen, die im Paragraphen
acht auf Differentialmoduln angewendet werden. Die algebrai-
sche Fassung des Satzes von Frobenius wird dann im neunten

Paragraphen bewiesen.

Um MiBverstindnisse zu vermeiden, werden vorab alle Begriffe
und Bezeichnungen aufgez#hlt, die in der vorliegenden Arbeit

verwendet, aber nicht explizit eingefiihrt werden.




Ein Kérper ist immer kommutativ und hat unendlich viele
Elemente. Endliche K&rper werden deshalb von den Betrach-
tungen ausgeschlossen, weil die Rekursionsformel im Existenz-
und Eindeutigkeitssatz 6.1 filr diese nicht sinnvoll inter-
pretierbar ist. Ringe sind immer kommutativ und besitzen

ein Einselement. Die Bezeichnung Modul steht nur fiir uni-
tdre Moduln liber kommutativen Ringen R mit Eins. Eine Teil-
menge E eines R-Moduls M heift Erzeugendensystem von M,

wenn sich jedes Element von M als endliche Linearkombination
von Elementen aus E darstellen 14Rt. Gibt es eine endliche
Teilmenge von M mit dieser Eigenschaft, so heiRft M endlich
(erzeugt). Im allgemeinen werden in dieser Arbeit nur end-
lich erzeugte Moduln betrachtet. M = R(xl,...,xm) bedeutet,

M wird von Xg50005% €M als Modul ilber einem Ring R erzeugt.

Der Rang eines Moduls M(rgM) ist die Maximalzahl linear un-
abhingiger Elemente von M. Der Corang von M(cgM) ist die
kleinste nattirliche Zahl s derart, daR es ein Erzeugenden-
system von M mit s Elementen gibt. Ein Erzeugendensystem
von M mit cgM Elementen heift minimal. Ein Ring, der gleich-
zeitig Modul iliber einem anderen Ring R ist, heiBt R-Algebra.
Der Polynomring in n Ver#dnderlichen iiber einem K&rper K
wird mit X [X;,...,X ] oder kurz K [X] bezeichnet. Das
Wort Homomorphismus wird immer dann benutzt, wenn aus dem
Zusammenhang klar ist, ob es sich um einen Ring-, Modul-
oder Algebrahomomorphismus handelt. Anstelle ¥on R-~Modul-
homomorphismus wird manchmal auch R-lineare Abbildung oder
R-Homomorphismus geschrieben. Wenn bekannt ist, um welche
algebraischen Objekte es sich bei A und B handelt, bezeich-
net Hom(A,B) die Menge aller Homomorphismen zwischen diesen.
Ein Ring R heift Stellenring oder lokaler Ring, wenn er ge-
nau ein maximales Ideal w(R) besitzt. Der Korper R/«(R)
heiBt Restklassenkdrper des Stellenrings R.

Ist K ein K8rper und R ein Stellenring, dann heift R
K-Stellenalgebra, wenn R eine K-Algebra und der natiirliche

Homomorphismus K - R/m(R) ein Isomorphismus ist.

Martin Grdtschel




§ 1 Freie Moduln, Determinanten

Der erste Paragraph dieser Arbeit beschiéftigt sich mit sehr
einfachen und elementaren Begriffen der kommutativen Algebra.
Sie werden deshalb erwdhnt, weil ihre Kenntnis Voraussetzung
flir das Verstehen sp#terer Abschnitte ist und weil einige Sitze
als wichtige Hilfsmittel bei Beweisen bendtigt werden. R be-

zeichne in diesem Paragraphen einen kommutativen Ring mit 1.

1. Freie Moduln

Definition 1.1

i) Sei M ein R-Modul, dann heift B c¢ M Basis von M, wenn
sich Jjedes Element x € M eindeutig als endliche Linear-

kombination
X = I a:X:, a:€R, darstellen 1l&Rt.
iti i

ii) M heiRt freier R-Modul , wenn M eine Basis besitzt.

Ist M ein R-Modul, so ist B c¢c M genau dann eine Basis von
M, wenn B ein linear unabhingiges Erzeugendensystem darstellt.

Satz 1.1

Sei M ein freier R-Modul, {Xl""’xn} eine Basis von M.

Sei N ein weiterer R-Modul und {yl,...,yn} eine beliebige
Teilmenge von N. Dann wird durch Xs > Y5 o i=1,...,n, ein
eindeutig bestimmter R-Modulhomomorphismus® f: M + N definiert.

Beweis:

) n
Sei xe€ M und x = i§1aixi s aieR. f(x): X
ist trivialerweise ein R-Modulhom. mit f(xi) =

1]
n~M3S
o

1
yi s 1 % 1,...,n.

Sei g ein weiterer Homomorphismus mit g(xi) =5, dann gilt
n n n

fir alle x e M g(x) = I aig(xi) = .% a;y; = .§ a; f(xﬂ = £(x)!
1=1 1=1 1i=1

Also ist f eindeutig bestimmt. .-




Folgerung 1.2

Ist {yi,...,yn} eine Basis von N, so gibt es umgekehrt

einen eindeutig bestimmten Homomorphismus g: N ~ M : g(yi) = X
Es gilt dann geof = idM , fog = idN » d. h. f und g sind Iso-
morphismen. Also sind freie (endliche) Moduln mit Basen glei-
cher M&chtigkeit isomorph.

i

Definition 1.2

Unter einer (n,m) - Matrix liber R verstehen wir eine doppelt

indizierte Familie von Elementen des Ringes R, (aij) s

i=1,.e.4n ,J = 1,...,m, und schreiben daflir
agq <+ 84p

A = (aij

) =

i=1,...,n
J=1,...,m

D e e« o
W e o

nl *°° “nm

Mit den bekannten Additions-~ und Multiplikationsregeln bilden
die (n,n)-Matrizen einen Ring mit Einselement und einen

R-Modul. Das . Einselement ist die Matrix E : = (Gij)i

Bemerkung 1.3

Sind M,N freie R-Moduln und {Xl""’xn} s ygseesyyt fest
gewdhlte Basen von M bzw. N, so ist jedem R-Modulhomomorophismus
f : M+ N eine eindeutig bestimmte (n,m)-Matrix zugeordnet.
Ist umgekehrt A eine (n,m)-Matrix , so ist durch sie bezlig~
lich der Basen {Xl"“’xn}’ {yl,...,ym} ein eindeutig be-
stimmter Homomorphismus gegeben.

Beweis: Trivial.

Bemerkung 1.4

Bei der Einflihrung des Tensorproduktes benétigen wir die uni-
verselle Charakterisierung freier R-Moduln. Eine ausfiihrliche
Darstellung findet sich in [1ﬂ . Wir geben eine kurze Zusammen-

fassung:




..3-

Sei S eine beliebige Menge, R ein kommutativer Ring mit 1.
Dann heift (F,j) freier R-Modul lber S , wenn gilt:

(F.1) F ist R-Modul.
(F.2) j: 8=+ F 1ist eine Abbildung.

(F.3) Ist G ein beliebiger R-Modul, f: S =+ G
eine beliebige Abbildung, dann existiert ge-
nau ein R-Modulhomomorphismus h: F + G ‘mit
f = hsj, d. h. das Diagramm
J

S ———
I
?\\‘ ,’h ist kommutativ.
»
G

Es gelten folgende Sdtze:
a) Zu jeder Menge S gibt es einen freien R-Modul (F,j),
und dieser ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

b) Die Abbildung Jj: S+ F ist injektiv, und F wird von
j(S) erzeugt.

¢) F ist frei genau dann, wenn F eine Basis besitzt.

¢) besagt gerade, daB die universelle Charakterisierung und

unsere Einflihrung &quivalent sind.

2. Determinanten

Definition 1.2

Seien Mi’ i=1,...,p, und G R-Moduln. Eine Abbildung

P .
f: oMy ¢ heiBt p-linear (bezliglich R), wenn gilt
i=1
1
f(xl,..., ax; + Xi”"’xp) = af(xl,...,xi,...,xn)
'
+ f(xl,...,xi,...,xp)
]
fir alle x5, X3 €M, i=1,...,p, und flr alle aeR . Wollen
wir p nicht spezifizieren, so nennen wir f multilinear. Eine

p-lineare Abbildung in den Ring R heiRt p-Linearform.

Es ist also f p-linear, wenn f R-linear in jeder Komponente ist.




Definition 1.3

Seien M und G R-Moduln. Eine p-lineare Abbildung f:MP » G
heift alternierend, falls f(xl,...,xp) = 0,
Elemente Xgseees¥y €eM gleich sind.

wenn zwel der

AP(M) sei die Menge aller alternierenden p-Linearformen.
Ap(M,G) sei die Menge aller alternierenden p-linearen Abbil-
dungen von MP in G.

In natlirlicher Weise sind AP(M) wund AP(M,@) R-Moduln.
Satz 1.5
Ist fe AP(M) , so gilt
f(xl"‘"Xi""’xk""’xp) = - f(xl""’Xk""’xi""’xp) )

Beweis:

Die Behauptung folgt aus:

zwel Indizes

i,

J

) ik’ ij +.ik s X3,

J

= Xy

k

gelten mub.

o = :ﬂ(xi,...,xi F XpaeeesXy ¥ xk,...,xp)
= f(Xl,...,Xi,.‘.,Xk,.o.,Xp) + f(Xl,...,Xk,...,Xi,...,xp).-
Satz 1.6
Ist M ein freier R-Modul mit der Basis {Xi""’xn} , dann gilt
AP(M) = 0 fir p>n .
Beweis:
Sei feAP(M) , dann ist
n n
F(Yaseansy) = £ I A, Xs yeeey L a_. X: )
19 »Jp =1 11, i, ip=1 pij Mg
n n )
= I .. L QAa: e . FUXs gaeesXs
. . 11 p1i i 1
11—1 1p-1 1 1 P
= 0 s
da bei allen Tupeln (xi e e Xy ) wegen p > n mindestens fur
p

5.—




Satz 1.7

Sei M ein freier R-Modul mit endlicher Basis B: = {Xl""’xn} s
dann gilt:

(1) Es gibt genau eine alternierende p-Linearform

det: M* > R mit det (Xi""’xn) = 1.
(ii) Ist ge A™(M), so gilt g =c « det mit c = g(xl,...,xn)eR.

(iii) A™(M) = {c - det, ceR} ist ein freier R-Modul mit
{det} als Basis j; det heift die Determinante auf M,

Beweis:

(iii) folgt sofort aus (ii) und (i) .

Die Existenzaussage von (i) beweisen wir durch vollstdndige

Induktion Uber n.

Fir n =1, d. h., M = {ax, aeR} stellt det: M+ R mit
ax + a eine (alternierende) R-Linearform mit det (x) = 1 dar.

Wir nehmen nun an, daR fiir jeden freien R-Modul mit einer Basis
{yl""’yn—i} eine alternierende (n-1)-Linearform D mit
D(yi""’yn-l) = 1 existiert. Fiir den freien R-Modul M mit der
Basis {Xi"“’xn} suchen wir eine Abbildung mit den Eigen-

schaften von (i).

- Sei M; der Modul, der von {Xl"“’xi—l’xi+1""’xn} aufge=-

spannt wird.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine (n-1)-Linearform

D; : My » R mit Dﬁxi""’Xi—l’xi+1"“’xn) =1,

n
Sei p; ¢ M > Mi gegeben durch Py (k21 rkxk)

1"
-+ M3
"3

und
n

q; * M~ R gegeben durch 93 (kii rkxk)

i
"3

Fir (yi,...,yn)e M definieren wir

n .
i+k
Qet (¥ s.vesyy) t = 2 (1) Dy(0i(y)seeesPi(¥yq)s

k=1
P (Veyq)senn,py(yy)) © 94 (yy) . e
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Durch einfaches Ausrechnen sieht man, daf det n-linear und

alternierend ist.

Weiter gilt:

n
det(xl,...,xn) = k§1 (~-1) D.(...) qi(xk)

= Di(xl"“’xi~1’ Xi+1""’xn) = 1

Ist D ein weiteres Element von A™(M) mit den Eigenschaften
von (i), so gilt aufgrund der n-Linearitit:

n n
(%) D(yl""’yn) z § e § 8q; +ee 85 DXy ,eee,xg )

= LI sgnTm a, 7(1)" "3 m(n) D(Xl""’xn)
TeS

n
Aus D(Xl""’xn) =1 = det(xl,...,xn) folgt mit Hilfe von
(x) D = det . Aus (%) ergibt sich fiir ge A"(M) weiter-
hin g =c =+« det mit c¢ = g(xl,...,xn) , und damit ist auch

(ii) bewiesen. .-

Folgerung 1.8

Ist M ein freier R~Modul mit endlicher Basis, dann haben alle

Basen die gleiche Anzahl von Elementen.

Beweils:

Ist {xl,...,xn} eine Basis von M, so ist nach Satz 1.6

APy = o rur p > n. Angenommen es gibt eine Basis mit m
Elementen m § n. Ist m > n, so wire einerseits Am(M) =

{c « det,ceR} andererseits A™(M) = 0 , Widerspruch. Dasselbe
ergibt sich flir m < n. Also ist n charakteristisch flir den
Modul M. Die Mdglichkeit einer unendlichen Basis ist trivialer-

weise nicht gegeben. .

Damit ist es sinnvoll, folgende Definition zu treffen:

Definition 1.4

Ist M ein freier R-Modul mit einer Basis {Xl"°"xn} , dann

heibt dim M: = n
die Dimension von M.

_7_
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Fir einen freien (endlichen) R-Modul M gilt damit:
dim M = cgM = rgM.

Im weiteren wollen wir die somit &quivalenten Sprechweisen
"M besitzt die Dimension n" und "M ist frei vom Range n",
benutzen.

3. Invertierbarkeitskriterien

Wie wir in 1.3 bemerkt haben, kann jedem Homomorphismus

f: M> M , M,M' freie R-Moduln, in eineindeutiger Weise
bei fester Wahl zweiler Basen eine (n,m)-Matrix zugeordnet
werden. Sind M und M' von derselben Dimension n und ist A
die bezliglich zweier Basen zu dem Homomorphismus. f: M » M!

gehdrige Matrix, so definieren wir

= z sgn m al n(l)..-an _n_(n)ER

det A: = det(as.)
1 5
neSn

J

i=1,...,n°
NI NS ¢!

Wir nennen det A die Determinante der Matrix A. Uber det A
kann man dann die Determinante des Homomorphismus f definieren,

was uns aber nicht weiter interessieren soll.

Ist B eine weitere (n,n)-Matrix , so gilt

det AB = det A - det B

Flir die Einheitsmatrix En erhalten wir det En =1 .

Niitzlich ist die M8glichkeit der Berechnung der oben definierten
Determinante einer Matrix nach dem bekannten Laplaceschen Ent-
wicklungssatz. Filir die Anwendung besonders wichtig ist der fol-

gende

Satz 1.9

Seien M,M' freie R-Moduln der Dimension n, und seien B,B'
Basen von M bzw. M'., Sei f: M - M' ein R-Modulhomomorohismus

-8 -




und A die bezlglich B,B' zu f gehdrige Matrix. Dann sind
dquivalent:
i) £ ist bijektiv.
ii) A ist invertierbar.
iii) det A ist invertierbar.

iv) det A ist eine Einheit in R.

Wir geben ein weiteres hdufig benutztes Kriterium zur Entschei-
dung, ob ein Homomorphismus invertierbar ist oder nicht, an.

Satz 1.10

Seien M,M' freie R-Moduln der Dimension n und seien B:=
{Xl”"’Xn} , B' Basen von M bzw. M'., Sei f: M+ M' ein
R-Modulhomomorphismus und sei ¥y iF f(xi), i=1,...,n . Dann

sind dquivalent:
i) £ ist bijektiv.
ii) {yl,...,yn} ist Basis von M' .
Die Beweise von Satz 1.9 und 1.10 sind einfach, aber etwas

linglich und werden deshalb ebenso wie eine sorgfiltige Ein-
fiihrung der Determinante einer Matrix nicht angegeben.

Von der Richtigkeit obiger Bemerkungen kann man sich in [10]

und [ 13] liberzeugen.




§ 2 Endliche Moduln {iber noetherschen Stellenringen

Um solides Handwerkszeug fiir spitere Abschnitte zur Verflgung
zu haben, erinnern wir in diesem Paragraphen an einige bekannte
Tatsachen der Modultheorie und der Theorie der Stellenringe. R
bezeichne im folgenden einen noetherschen Stellenring, w:=m(R)
sein maximales Ideal und K := RAH den Restklassenk&rper von R.
Weiterhin betrachten wir nur endliche Moduln tiber R; diese sind
mit R bekanntlich ebenfalls noethersch. Die Ergebnisse dieses
Paragraphen sind nicht in gréftmdglicher Allgemeinheit formu-
liert - das Nakayama Lemma gilt z. B. in entsprechender Fassung
fir beliebige kommutative Ringe - sondern so speziell, daR bei

spdteren Anwendungen direkt Bezug genommen werden kann.

1. Folgerungen aus dem Nakayama-Lemma

Harmlos ausschauend, doch grundlegend fiir die Theorie der end-

lichen R-Moduln ist der folgende

Satz 2.1 (Nakayama-Lemma)

Flir jeden endlichen R-Modul M mit McmM gilt: M = O .

Beweis:
Angenommen M f O . Sei s = cgM und {x;,...5x,} ein minimales
s
Erzeugendensystem von M. Aus McwM folgt Xy = z asxX;
’ i=1 S
a; ew, i=1,...,8 . Daraus ergibt sich (1—a1) Xy = iEZ asx; .

Da a, em, ist (1—a1) eine Einheit in R, also (1—a1)¢Mﬂ. Das
aber impliziert, M wird bereits von XoseensXg erzeugt.

Widerspruch zur Minimalit&t!

Folgerung 2.2

Es seien N und N' Untermoduln des R-Moduls M. Es sel N'c¢cN +mN",

und N' sei endlich erzeugt, dann gilt: N'eN .




Beweis:
Fir N" := NAoN' gilt N"c N' wund N' = N" 444N’
Zu zeigen: N" = N!
1

D?r Restklassenepimorphismus N' » N /N" bildet wN' auf
N /N" ab.

. Nl N' . . N' .
Es gilt also /N" =1 /I" . Mit N' ist auch /N" endlich

A\

erzeugt, aus dem Nakayama-Lemma folgt dann N /N" =0, d. h.

N! - N".

Bezeichnung 2.1

Sei L ein beliebiger Kérper, V ein L-Vektorraum, dann soll mit
dimLV die Vektorraumdimension von V tiber I bezeichnet werden.

Bemerkung 2.3

Ist M ein R-Modul, so ist in natiirlicher Weise MéHM ein
K = R/,M-Vektorr'aum. Den natlirlichen Epimorphismus M - MQHM
bezeichnen wir im weiteren mit
Satz 2.4
Xl”"’xn'EM erzeugen den R-Modul ngenau dann, wenn
n(xl),..., n(xn) den K-Vektorraum qu erzeugen.
Beweis:
" =" trivial
.o "
" " Seil "(Xi)”"’ n(xn) ein Erzeugendensystem von LQHM.
N := Rx + ... + Rxn ist ein R-Untermodul von M. Zu jedem
: : n

xeM gib% es Elemente Cqsreeesc €K mit w(x) = £ c. w(x.) .

n n j2q 1 i
Es folgt x - = C;Xs eKernm =l , d. h. M = N +mll . Mit

Hilfe der Folg%?&ng 2.2 aus dem Nakayama-Lemma ergibt sich:
M= N . ' .=

Aus der Eigenschaft von Vektorriumen, eine eindeutig bestimmte
Anzahl von Basiselementen zu besitzen, kdnnen wir nun sogar
schlieBen, daBR sich aus jedem Erzeugendensystem von M ein mini-

males auswdhlen 1E8t.
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Folgerung 2.5 (Auswahllemma)

Erzeugen X, ,...,X, den R-Modul M, so wird M bereits von

cgM der Elemente X, ,...,X, erzeugt. Speziell gilt

M/

cgM = dimK M

Folgerung 2.6

Ein R-Modulhomomorphismus®: M » N ist genau dann surjektiv,
wenn der induzierte K-Vektorraumhomcmorphismus@ : My M > Ny
" mN

surjektiv ist.

Bemerkung 2.7

Seien M,N freie R-Moduln und sei der R-Epimorphismus ¢g: M > N

beziliglich fest gewihlter Basen durch G := (gij) $z1,...,r
. o N _ _ j=1,...,n

gegeben, so wird g : "/ > /. durch G := (gij)i:1,. .,T
J=1,...,n

beziiglich der zugehSrigen K-Vektorraumbasen beschrieben, wo-

bei gij P28y mod# . Ist r < n und hat C den Rang r, das

ist dimy Bildg@, so besitzt G eine invertierbare (r,r)-Unter-
matrix C¢. Damit hat auch G eine invertierbare (r,r)-Untermatrix C,
wie man mit den S#tzen 1.9, 1.10 und obigen Folgerungen sofort

sieht.

Satz 2.8

Seien M,M' endliche R-Moduln mit minimalen Erzeugendensystemen
{Xl""’xn} s {yl,...,ym} , dann ist {xl,...,xn,yl,...,ym}
ein minimales Erzeugendensystem von MeM' , insbesondere folgt

cg(MOM') = cgM + cgM' .

Beweis:

{xl,...,xn,yl,...,ym}' ist trivialerweise ein Erzeugendensystem

von M @ M' . Die Minimalit#t folgt aus der Isomorphie der
. . . Mt ~ M M
(n+m)-dimensionalen K-Vektorrdume Me ,{MM oM - /,mMe /mM'

zusammen mit Folgerung 2.5. .

..12..
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Satz 2.9

(i) Ist M endlicher R-Modul und M' freier R-Modul und
gilt cgM = cgM' , so ist jeder Epimorphismus

£f: M+ M' bijektiv.

(ii) Jedes minimale Erzeugendensystem {Xl""’xn}
eines freien endlichen R-Moduls M ist eine Basis

von M.

" (iii) Jeder direkte Summand M' eines freien endlichen‘

R-Moduls M ist frei.

Beweis:

(1) Sei {yl,...,ym} eine Basis von M'. Da f surjektiv ist,
gibt es Zl"“’ZmEM mit f(zi) = y; - Vi %y i=1,...,m,
ist nach Satz 1.1 ein wohldefinierter Homcmorphismus
g : M' > M mit feg = idM, ; also ist g injektiv. Zu-
sammen mit der Surjektivitit von f ergibt das:

M = Kern £ ® g(M').

Nach Satz 2.8 ist cgM = cgM' + cg Kern £ . Bus cgM = cgM'
erhalten wir cg Kern £ = O und damit Kern f = O . Das
bedeutet, £ ist bijektiv.
n
(ii) Durch (al"“’an) > I oagx; wird ein Epimorphismus
£ : R > M definiert}:ﬁa M frei ist und cgM = chn,
ist f nach (i) bijektiv. Nach Satz 1.10 ist {x;,...,%}

eine Basis von M.

(iii) Sei M = M'® M" , {Xi""’xn} bzw. {yi,‘..,ym} seien
minimale Erzeugendensysteme von M' bzw. M". Nach Satz 2.8
ist {Xl""’xn’yl""’ym} minimales Erzeugendensystem
von M, nach (ii) also eine Basis von M. Das bedeutet: die

XqseeesXy sind linear unabhingig, mithin eine Basis von M'.

.

Aus den Sitzen 2.8 und 2.9 ergibt sich

Folgerung 2.10

Fiir freie Moduln M,M' mit Basen {Xl""’xn} , {yl,...,ym} ist

{Xl""’xn’yl""’ym} eine Basis von M@ M' , und es gilt

gim M @ M' = dim M + dim M' . - 13 -
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2. Der Krullsche Durchschnittssatz

Ein weiterer grundlegender Satz, der einige wichtige Folge-

rungen zuldfRt, soll nun bewiesen werden.

Satz 2.11

Sei M ein R-Modul und NeM ein Untermodul; eecR sei ein Ideal
mit der Eigenschaft, daB zu jedem Element aex ein Exponent
n(a) > 1 mit an(a)McN existiert. Dann gibt es einen Expo-

nenten n > 1 mit
o M cec N .

Beweis:

e
Seil Aqseeesy ein Erzeugendensystem vonoc und n := Z n(ai) s
i=1
ki

dann wird bekanntlich « von den Monomen ag e aeke mit

e

-§1 ki = n erzeugt. Zu jedem solchen Monom gibt es einen Index s,
k k

¢<s < e, mit k, > n(ag) . Daher folgt a, 1... a, € M

na.) ’

ag S”" M ¢ N flir alle diese Monome, und das heift ™ M ¢ N

1
1

Satz 2.12 (Krullscher Durchschnittssatz)

Filr jeden Untermodul N eines endlichen R-Moduls M gilt:

N (0 +wfM) = N .
k=1

Beweis:

a) Sei zunichst N = O . Wir setzen D := (] M«kM und milssen
k=1
D = 0 beweisen. Die Menge aller R-Untermoduln L von M mit

LAD =wD enthi#lt wD und hat folglich, da M noethersch ist,
ein maximales Element T. Es genigt zu zeigen: Zu jedem gem
gibt es einen Exponenten e > 1 mit ge MeT , denn dann
gibt es, da m endlich erzeugt ist, nach Satz 2.11 einen Ex-
ponenten n > 1 mit x'McT . Daraus folgt - wegen De#'M - zunfichs
DcT, dann D = DNT =mD und hieraus, da D endlich ist, mit
Hilfe des Nakayama-Lemmas D = O .

- 14 -
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Bei fest gewdhltem gem betrachten wir die Untermodul-
folge
My o= {xeM: gIxeT} , § = 1,2,... .
4

¢ ... . Da M noethersch ist, existiert ein
. Seil XE(Mge + T)nD, etwa

Es gilt M10M2
Index e > 1 mit Me z Me+1 :
X = gey + t mit yeM, teT . Dann gilt wegen mDecT

ge+1y = gx - gt egD + TemD + T =T .

Nach Definition von Mj bedeutet das: yeMe+1 = Me , daraus
folgt g€yeT und damit xe T + T = T . Es ergibt sich

(Mg® + T) N DeT und somit (Mg® + T)nDeTnD =MD .

Da T ¢ Mge + T und da T maximal in der Menge aller Unter-
moduln L von M mit LnD =wD ist, folgt Mg® + T =T ,
d. h. Mg€ e T .

b) Sei nun N ein beliebiger Untermodul von M, p : M - M/N der

natiirliche Epimorphismus, dann gilt
k

Nty = pTt (M) flr jedes k21
. S -1 wthM
Es ist 0 p - M7/ =p ~ (N /) , und aufgrund von a)
_ N ! N
k=1 k=1
X M 2 X 1
gitt  N.M™Y. =0, also folgt N (N +w'M) = p ~({0}) = N
k=1 N 121

Definition 2.2

Ein Ringhomomorphismus f: R + S zwischen Stellenringen R,S heift
lokal, wenn f(m(R)) c m(3) .

Fiir lokale Homomorphismen f gilt automatisch"f(nAB)k)‘cfm(S)k .
fir alle k > 1 .

Satz 2.13

Sind R und S zwei K-Stellenalgebren, so ist jeder K-Algebra-

homomorphismus f: R # S lokal.

-15_
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Beweis:

Sei xem(R) und f(x) = ¢ + yeK +# (S) = S. Zu zeigen: ¢ = O.
Angenommen c¢ ¥ O , daraus folgt x - ¢ ist eine Einheit in R,
also f(x-¢) eine Einheit in S, da f K-Algebrahom.; das aber
bedeutet f(x-c¢) ¢ ®(S). Weiterhin gilt, weil f K-Algebrahom.
ist, f(x-c¢) = f(x) - ¢ =y em(S). Widerspruch! .

Bemerkung 2.14

Ist R eine K-Stellenalgebra und Yqseees¥y ein Erzeugendensystem
von #(R) , so gilt fiir jedes 1e N die Gleichung
S 1 J.1 jn
R=j1+...+jn=o Ky, «ee v, o+ m(R)

i+1

Das heift, zu jedem aeR gibt es bel vorgegebenem i > O ein
Polynom i-ten Grades p;€ K[yi,...,yn] mit a - p; ewﬂR)l+1 .
Damit kdnnen wir eine wichtige Folgerung aus dem Durchschnitts-
satz ziehen, die besagt, daB K-Algebrahomomorphismen zwischen
noetherschen K-Stellenalgebren bereits auf einem Erzeugenden-

system des maximalen Ideals eindeutig bestimmt sind.

Satz 2.15

Es seien R und S zwel noethersche K-Stellenalgebren. {yl,...,yn}
sei ein Erzeugendensystem von #t(R). Sind fi: R>S, i=1,2,
zweil K-Algebrahomomorphismen mit fl(yj) = fz(yj) , J = 1,..0.,0,
dann gilt bereits

Bewels:

Sei aeR beliebig, nach Bemerkung 2.14 gibt es ein Polynom
1o EK[yi""’yn] mit a - pieam(R)l+1 zu jedem vorgegebenen
i > 0. Aufgrund von Satz 2.13 sind £, und f2 lokal, damit folgt

i+1

i+1
, fo(ampy) em(s) .

f£,(a-p;) em(S)
Nun stimmen wegen fl(yj) = f2(yj), j=1,...,n, die Homomor-
phismen £, und f2 sicherlich auf dem Polynomring K[yi,...,yn]

iiberein.
_16_
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Daher gilt fl(pi) = fz(pi) fiir alle ie N und somit

£,(a) - £y(a) em(s)* .

S ist noethersch, damit folgern wir aus dem Durchschnittssatz

N m(S)1+1 ='0; also ist f,(a) = f,(a) , d. h. f, = f°
120 1 2 17 2

_17—
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§ 3 Formale Potenzreihen

Mit diesem Paragraphen beginnen wir, uns mit den "eigentlichen"
Objekten dieser Arbeit, den Potenzreihen, zu besch#ftigen, und
stellen einige wissenswerte Eigenschaften von formalen Potenz-
reihen zusammen, um spiter einen verniinftigen Regriffsapparat
zur Hand zu haben. Finschrinkend wollen wir nur Potenzreihen
liber einem K&rper K der Charakteristik Null betrachten, obschon
einige S#itze auch fiir Potenzreihen tber einem beliebigen Ring
richtig sind. Wir setzen den Begriff der formalen Potenzreihe
als bekannt voraus (siehe [6]). Die Syrbtole Xy»s+-+5X, bezeich-
nen Unbestimmte; manchmal schreiben wir abklirzend nur X flir
(Xi""’xn) oder Xi"‘xn , wenn aus dem Zusammenhang klar ist,

was gemeint ist.

Elementare Begriffe

Ist F:= x[ Xl""’Xn] = kK[ x] die Gesamtheit aller formalen

Potenzreihen in den Unbestimmten X ...,Xn mit Koeffizienten in If

1’
so ist jedes feF eindeutig in folgender Form darstellbar:

In Kurzform wollen wir dafiir aueh schreiben f :Z::% ay Xk .
kelN

Jedes feF ist eindeutig nach homogenen Polynomen entwickelbar,
d. h.

=§ ay K X1 ...Xn .

J kyteootk =3 T107 o

Sind =% p,, g=% q; , sowird F durch die Definitionen
Y = J L :]
j=o j=o
f +g := b (p.+q.) s
j=o J 1
[ee]
a « £ := 3% (ap:) , ae K,
j=o Y
£ g =% (I pyqy)
j=o 1l+m=] B

zu einer kommutativen K-Algebra.
- 18 -




- 18 -

Ist 7w eine Permutation von {1,...,n} und 1

sind K Exl,...,xnﬂ und k[ xﬂ(l),...,x“(j)ﬂ Ex“(j+1),..
in natiirlicher Weise K-Algebraisomorph. Fiir n = 0 setzen wir
Kk [x] := k.

<Jj<n, so

X 1

m(n)

Definition 3.1

[e.o]

Ist ¢ =.Z pj die Entwicklung von feF nach homogenen Poly-
J=0
nomen, so heift die kleinste natiirliche Zahl § mit pg $ 0 die

Ordnung von f, in Zeichen o(f); falls f=0, sei o(f):=

Es gilt: of(f+g) > min {o(f), o(g)} ,

v

o(f-g) = o(f) + o(g)

Bemerkung 3.1

Ist (f‘n)nelN eine Folge aus F und gilt fiir jede natiirliche

Zahl j die Ungleichung o(fn) > j fir fast alle nell , so ist

by fn ein wohldefiniertes Element aus F. .=
n=o

Bemerkung und Bezeichnung 3.2

Es seien g; €K EYl,...,Ynﬂ formale Potenzreihen mit
o(gj) >1, i=1,...,m . Ist dann f = $ p. die Entwicklung

- J
J=o

eines Elementes f = I a Xk e ¥ [x ge e X I nacn homogenen

_ keN™ k 1 m
Polynomen, so ist die formale Potenzreihe

k k
Pil(Byseres8y)i= T e, gy ey T
J L k1+...+km:j .1..o m 1At

wohldefiniert, und es gilt O(pj(gl""’gm)) >3, 3 =0,1,2,...
Daher ist nach Remerkung 3.1 auch

f(gl,...,gm) 1=

n' ™18

Ps(Egseeesty)

J=0

eine wohlbestimmte Potenzreihe aus K lYl,...,YnD . Man sagt,
daR f(gl,...,gm) aus f durch Substitution von g fir X, entsteht.

_19-
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Die Zuordnung f - f(gl,...,gm) definiert einen K-Algebra-
homomorphismus ¢ :1<UX1,.--,XJ] >~ ¥ HYl,...,Ynﬂ - @heift
der zu PP € K[[Yl""’Yn]] geh8rende Substitutions-
homomorphismus. @188t K elementweise fest, und es gilt

@(Xk) =Py

‘?(f(X1’°°°’Xm)) = £ (@ (X)seees (X))

T T e = £
st &y Em 0..¢.0

=0, so0 gilt c?(f) = £(0,...,0) = P, = a
fir jedes f; in diesem Falle kann @ auch als K-Algebrahomomor-

phismus X Exl,...,xm] ~ K aufgefaht werden. a_  _ heift
der Wert von f. .=

2. Partielle Ableitung, Kettenregel

Definition 3.2

k
Ist £ =% a, . Xll"Xn Der , so heiBt
© 1°"""n
k k.-1 K., k
5f ® 1 i~ i#1 n
= = & k. a X ¢ X. . X eF
Xy o i kl"‘kn 1 i i+l n
die partielle Ableitung von f nach Xi (i = 1,...,n) . -
Bemerkung 3.3
a) Jede Abbildung zo— : F > F , i = 1,...,n, ist X-linear.

i
b) Ist f = b pj die Entwicklung von feF nach homogenen
j=o
Polynomenso gilt

af @  9D3 .
-3——-.-2.2 -a—%'].' 3 i=1,...,n,
i j=o i
und dies ist die Entwicklung von %%— nach homogenen Polynomen
dp. i

wobel natiirlich EYA homogen vom Grade j-1 oder das Null-
i
polynom ist.

af
c) o (ﬁ——) > o(f) -1 fiir alle feF , i = 1,...,n. o=
i

_20_




Satz 3.4
Ist £ =% f.eF mit 1im o(f,) = » , so gilt:
j:o J j-)co J
o e 2L
3% jzo %3 i=1,...,n .
Beweis:
Bei festem i schreiben wir abkiirzend h' flr %%— , heF .
' i
Aus o(f!) > o(f.,) - 1 folgt 1lim o(f:) = o , Also ist g = $ ft
J - J J'.)oo J j:o ‘]
wohldefiniert.
Zu zeigen: g = f' , dazu genligt es: o(f'-g) > m flir alle melN .

Wir wihlen selN so,daR o(fj) >m+ 1 flr jedes j > s gilt,

und setzen 1 := % fj eF . Dann gilt:
J=s+1
]
o(r) >m+ 1, o(r') 2m , of F £ >mo.
j=s+1 Y
s s '
FEs ist £ =3I f. +r und somit f' =% f. + r' , daraus folgt
s J s o J
J=0 J=o0
o 1
f*t' -g=r'- 1L f. und damit ergibt sich
J=s+1
o 1
o(f'-g) > min {o(r"), 0(j=§+1 fj)} >m .-
Satz 3.5 (Produktregel)
Fiir f,geF gilt
9 . _ og of .
ﬁ‘j(f g)-f‘—h—ax.+g———ax. s 1 = 1,0..,n
i i i

Beweis:

Fiir Monome und Polynome ist die Produktregel elementar.

Seien f = ¥ o, g = b q: die homogenen Entwicklungen von
jZO ) © j:O J

f und g, so ist f * g = § ¢ Py * qe) die homogene FEnt-
j =o kt+e=j ‘
wicklung von f-g . i

21 - |
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Man erhilt:

s ey =% (1 2o q)
i j=o k+te=j""1i €
3q © p
= T rear) ¢ 50T g 5 )
j=o  kte=zj i Jj=o k+e=j i
ag of
=f - 28 4. 2 .-
BXi 3Xi
Folgerung 3.6 (Potenzregel)
ark k-1 af : | *
a—X.—=k'f .B_)T > 1=1,...,n, feF , kelN . .~
i i

Die Potenzregel folgt aus der Produktregel durch Induktion iiber k.

Satz 3.7 (Kettenregel)

Ist @: K [x;,....x 1 - k[ Yl,...,Yn]] ein Substitutions-

homomorphismus, so gilt:

dg (X))
d o k of .
o (f) = ¢ ( Yy , i=1,...,n,
5y, ¢ NP ) PR A ) o
filr jedes f e K [[Xl,...,xmﬁ[l .
Beweis:
11 1m
Sei zunichst £ ein Monom, etwa f = a Xy ...Xrn ; es seil
N 1 w1
gy i= q?(Xk) » k= 1,...,m . Dann gilt @ (f) = a g, 1...gm ™ und
somit aufgrund der Potenz- und Produktregel:
m 1 1 1, -1 g 1 1
d _ 1 k-1 k't By k+1
3y; 9(f) =L agy "...gyy (1) &y 37, ) Pre1
i k=1 i
Da
1 1 1, -1 1 1
3f 1 k-1 X K+1 m .
3—}-(-; = a X1 ...Xk_l (lka ) Xk+1 ...Xm ist, gilt

. - 3
die Kettenregel filir Monome. Wegen der Linearit&t von ¢ und T
1

- 22 =
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e

zilt sie dann auch flir Polynome. Sei nun f = ¥ p. die homogene
j=o
Entwicklung eines beliebigen Elementes feF . Dann gilt

@ (f) =j§0 <?(pj) und 1im o(?(pi)) = » , Aus Satz 3.4 folgt

J'-»oo_
dann
3o (X,) P
@(f) = ¥ =% glp:) =3 (12 P (55=) )
aYl J=o aYl ¢ J J=zo k= BYi BXK
m 99 (Xk) © 3pj
= T =Y ) g (ﬂ—)
k=1 "1 j=o k
v 9 X 3
T g (X,) e OP;
57 ¢ (X 5y )
k=1 i j=o "k
mo2g (X (2L
SR P o

Durch Iteration definiert man die h8heren partiellen Ableitungen

i1+...+in
E_T______IE . Unmittelbar klar ist die Giltigkeit der
3%, T, ..x 1

Jax

Taylor=Formel:

a:11+ cHi
. T . Z e i I | = 0 PP
11' 1n a5, ...1 1 i (o) 14> s1p 0,1,2,
T eyt e
Xy 7o e e 8%

Trivial, aber nilitzlich ist folgende

Bemerkung 3.8

Fir £= I a_ X, Lox, " eF und o< i gilt
R TP
%%‘ (0,0..,0) = af(X;’°ék§Xi’O’°"’o) (0,...,0) . .-
J m J m

K" , Kt

Definition 3.3

Sind fl""’fm eF, ¥k < n , so heift die (m,k)-Matrix

af,
—
( 3% 5 )

N A
A 1A

NN




die
Ist

die

ihr

__23_

Jacobi-Matrix von fl”"

k = m, so heiRt

3(f,yeve,sf )
3(X1 Xm) := det
-

’fm beziliplich X

of.
1
(BX.)l < i
lej

Jacobi-Determinante. Sie ist wieder

Wert ist

B(£ysnnesfy)
L COPUS 8 (o)

of.

= det (———1
9X.
i

1""’Xk'

AL A
3

ein Element von F, und

(o) ) eX .
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§ 4 BRewertete ¥érper

Un einen verniinftigen Konvergenzbegriff bei Potenzreihen ein-
fiihren zu kénnen, ist es notwendig, Kdrperbewertungen und ihre
Eigenschaften zu kennen. In diesem Paragraphen werden wir zu-
nichst die wichtigsten Begriffe definieren und verschiedene zentral
Sitze der Bewertungstheorie zitieren, anschliefend beweisen

wir einige einfache Aussagen, die besonders in den beiden fol-
genden Paragraphen von Interesse sind. K bezeichne einen Kérper

der Charakteristik Null.

Definition 4.1

Sei ¥ ein beliebiger Kérper. Eine Abbildung ||:K~+ R heift
eine Bewertung von K, falls sie folgende Figenschaften besitzt:

1) x| >0 fiir alle xeX , x| = 0&x = 0
2) Ixof = Ixl - [yl f£.a. x,yeK

3)  |x+y < x| + lyl f. a. x,yeK

Die Zahl |x|eR heiBt Betrag von xeK. Ist auf K eine Bewertung ||
definiert, so heift (X,||) (oder kurz: K) bewertet.
1 flir x £ O
Jeder K8rper besitzt die triviale Bewertung | x| ='{O Xx =0
Endliche K8rper besitzen nur die triviale Bewertung. Da wir uns
aber weder fir endliche Kdrper noch fiir die triviale Bewertung
interessieren, wollen wir sie von den Betrachtungen im folgenden

Teil des Paragraphen aisschliefen.

Definition 4.2

Zwei Bewertungen ||, |]|' von K heifen #quivalent, wenn gilt:

' ; 1 1
ix| < |yl egenau dann, wenn |x| < [y| , x,yeK

1
I

Offensichtlich sind zwei Bewertungen ||, || genau dann #quiva-

lent, wenn gilt
]
le < 1<=>lxl < 1 5 xeK .

Satz 4.1
1

Sind || und || #quivalente Rewertungen auf K, so gibt es ein

{
S - -
seRY mit e 11t - 25
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Beweis:

Sei aoeK fest gewdhlt mit 0 < |a <1, sei aeK, at 0 ,

ol
beliekig. Wir betrachten s#mtliche Paare (m,n), nel™® , meZ mit

| 2" < a7
laom|i< |a”| ist Houivalent mit m lniao! < n In|a] wund daher
mit %¥>%%+%LT (1n| ist der natiirliche Logarithmus). Da || und
}l' Equivaient sind, egilt Iaoml < |a"| genau dann, wenn
faom|r < |a"" . paraus folgt

i 1

b e

Somit ergi?t sich:| Fine Folge rationaler Zahlen konvergiert
]
gegen %n a genau dann, wenn sie gegen inja , konvergiert.
nja, In|a| Inlal " lnlao 1nl |' 1nlag] "

. . s nia _ inja . nia - Anjagi ' .,
Das 1?p11z1ert 1n|ao[ 1n!a01' und somit Trla] Tnlag] =
S istl also nicht abhingig von der Wahl von a.

" e

Damit|erhalten wir |a| = |al fiir alle aeK , a £ O

1
Wegen| la| < 1&>]a] <1 ist & > 0 , somit gilt obige Formel

auch fiir a = 0 . .-

Bemerkung 4.2

Durch‘ d(x,y):= ixryl , ¥,y€ K ,wird auf jedem bewerteten Kdrper
(X, |1 eine Metrik definiert. K heift vollstindig, wenn jede

Cauchy-Folge in dieser Wetrik konvergiert. Mit den Methoden aus
[9] §/8 kdnnen wir jeden bewerteten Kdrper vervollstindigen.
Die vpllstindige Hiille wollen wir mit (K,IA{) bezeichnen. Jeder
K&rper K 13Rt sich auf natlirliche Weise in seine vollst#ndige
Hiille| K einbetten, die Schreibweise K ¢ K ist somit gerecht-

fertigt.

Fir die Bewertung der vollstindigen Fiille gilt: laj = |a| fir

alie aek

Definiton 4.3

Sei (K,||) ein bewerteter Kdrver. || heift archimedisch, falls es
ein nelN gibt mit |n] > 1. Andernfalls nheift || nichtarchimedisch.

- 26 -




Satz 4.3

Sei (X,||) ein bewe

1) || nichtar
2) In] <1 1
3) (In‘)nem
4y | x+yl < ma
ecksunglel
Beweis:
1) &> 2) nach De
2) => 3) klar
3) == W)
Sei |n| <M fir
lxryl™ = 1 B«
k=0
n n
= ¥ |(
k=0 k
1
Wegen lim(n+1)0
nre
by =>2)
Inf = [1+...+1]
Satz 4.4
Sei (K,|{]) nichtar
sel i > i1 P
Bewels:

Durch Induktion {ib

richtig fiir i > 13

- 26 -

erteter K8rper. Dann sind Hquivalent:

chimedisch.
ir alle neN
ist beschrinkt.

(x| , |yl?
chung)

fiir alle x,yeK (scharfe Drei-

finition

21le neN , MeRY . Dann gilt

k

X -kl

_ n
v k! < I I(i)x K yn
k=0

Lyl ™

k < (n+1) M(max{|x| , ]y{ﬂn

folgt [ x+y| < max{] x| ‘yl}

max{|1|} = |1] 1

A

.

chimedisch bewertet, seien i,il,...,ir elN und

+ ir , dann gilt

e

fiv] < [t

Sei die Behauptung

0 i ‘klar.

b

wir wollen zeigen, daf sie dann auch fiir i+1gil
- 27

|
|
l
|
|




1. Fall

ig 4 ... +i, <1+ 1, daraus folpgt i, + ... + i <1
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann

111!1 ee !ir!l > lir] > [ar] [i+1] = [(i+1) 1]
2. Fall
i1 + ... 4 ir =i+ 1
a) Es gibt ein se {1,...,r} mit i_ =1+ 1, trivial.

b) i, < i+ 1 fir alle Se{l,...,r}

Aus der scharfen Dreiecksungleichung folgt, es gibt ein

se{1,...,r}nit IiS[ > |i+1] . O.B.d.A sei & = 1 . Dann
gilt
PGisa) ] = Jar] i+ < (JG,-0r) oo Ji ) 1]
- 1 r 1
= §11!1 cee lir!! . C-

Wir geben nun einige S&tze an, die sich im Verlaufe der Arbeit
als hilfreich erweisen werden. Ihre Beweise werden aus Platz-

griinden nicht angegeben, kdnnen aber in [9] nachgelesen werden.

Satz 4.5

Sei || eine archimedische Bewertung auf ¢, || die fibliche Be-
tragsfunktion. Dann gibt es ein aeP , O < a < 1 mit

l%] = |k!$ fiir alle xe @ . .-

Es sei p eine Primzahl. Dann 1%Rt sich bekanntlich zu jeder ratio-
nalen Zahl aed)x eindeutig eine ganze Zahl vp(a)e Z finden, soO

daB
Vo(a) n

a = D -~ et
* m

ist mit nicht-verschwindenden ganzen Zahlen n,m, die beide zu
p teilerfremd sind. Durch

v_(a) -v_(a)
' yP T =p 7 , ael

= = (

Ko R I

Ip

wird eine Bewertung auf ® definiert, die p-adische Bewertung

heift. - 28 -




Satz 4.6

Sei || eine nichttriviale nichtarchimedische Rewertung auf 0.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Primzahl p und ein eeR,
0 < e <1, sodaR gilt

v_(a
p()

*

€ ae @

Ia[ = a=0 7

Jede nichtarchimedische Bewertung ist also zu einer p-adischen
quivalent. p heift die zu || gehdrige Primzahl.

Satz 4.7 (Ostrowski)

Ist (K,||) ein archimedisch vollstindig bewerteter K8rper,
so0 ist K bis auf algebraische Isomorphie entweder gleich R oder

gleich €, und es gibt ein oaeR , 0 < o <« 1 , mit
a
[%] = || fiir alle xek . .-
(o]

Aus den vorhergehenden Sitzen folgt sofort:

Bemerkung 4.8

Sei || eine beliebige Bewertung auf @, dann gilt
In| < n und I%I < n flir alle nelN . .

Bemerkung 4.9

Ist die Charakteristik von X Null, so gilt @ ¢ X. Jede nicht-
triviale nichtarchimedische Rewertung auf K induziert eine solche
auf €. Nach Satz 4.6 ist die induzierte Bewertung auf @ zu einer
p-adischen #Hguivalent. Fir die Folge (pn)m[N gilt

n l n 0

= € -+

Ip

Daraus folgt, zu jeder reellen Zahl t > 0O gibt es ein Flemrent
rekK mit |r| <t , d. h. K besitzt Elemente mit beliebig klei-

nem Betrag.
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In einem spiteren Beweis bendtigen wir, um das Majorantenkri-
terium anwenden zu k&nnen, daf® die Exponentialreihe auch in
einem nichtarchimedisch bewerteten Kdrper "konvergiert'.

Satz 4,10

Ist (X,||) ein nichttrivial nichtarchimedisch bewerteter Kdrper,

p die zu || gehdrige Primzahl, n = agta pt...tap , 0 < a; <p, !

die p-adische Darstellung von nelN, 8, 1T agt...ta, dann gilt:
n-s,
Int] = ¢ PP, mit O < e < 1 nach Satz 4.6.

Beweils:

Z.2.: vD(n!) = p—ln , Beweis durch Induktion iliber n.
n =20, trivial
Z.z.: (n-1) =n

Fiir n > 1 ist n! = n(n-1)!

Sei a, die erste von Null verschiedene natiirliche Zahl in der

£
p-adischen Darstellung von n, also n= ay p'G t ... toa, pr R
0 < ai <p, at > 1. Dann ist S, T 8¢ + a4 + ...+ a,, und

die p-adische Darstellung von (n-1) ist

. _ t-1 Lt t+1 r
n-1 = (p-1) + (p-1) p+...+(p~1) p +(at 1)p +a, 4P +o..4ap

Damit ergibt sich

t(p-1) + a,-1 + a + ... + 2

Sh-1 ~ t t+1 r
= t(p-1) + sn -1
s _. -8 +1
also t = n-1 e
p - 1
Es folgt: - -
n-1 Sh-1
vp(n!) = v ((n=-1)1) + v (n) = p-1 *t
n-1 - Sp-1 * Sp-1 T Sy + 1
p - 1
_n- sy -
T p-1 )
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Satz 4.11

Sei (X,|]) ein nichttrivial, nichtarchimedisch bewerteter Kdrper,

dann gibt es eine reelle Zahl 0O<e<l mit

Reweis:

Nach Satz 4.6 gibt es ein e€eR, 0<eg<l , und eine Primzahl p,

vy (a
so daR fir alle ae®, a £ 0 gilt |a] = ¢ . Nach Satz
n-sy
4,10 ist dann ié%l =g DL , es gilt also
—n+sn+(p—1) n n(1- 1 Sh
0 0 — ©o - -
z Ié%[ e" =1 ¢ p-1 = I € p-17 ¢p-1
n=o ° n=o n=o
00 1 _—%—T n
< L (e ™ < .-
n=o

- 31 -
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§ 5 Xonvergente Potenzreihen

Nachdem wir formale Potenzreihen und bewertete Kdrper kennen-
gelernt haben, sind wir nun in der Lage, einen brauchbaren und
verniinftigen Konvergenzbegriff fiir Potenzreihen tiiber beliebigen
bewerteten Kérpern zu definieren. XK sei im weiteren ein bewerte-
ter Kérper der Charakteristik Null und || seine Bewertung.

K [x] sei die Algebra der formalen Potenzreihen in n Unbestimm-

ten, R? 1= {(t1’°"’tn)€ Rr" : tj >0, =1,...,n}

1. Die Algebra der konvergenten Potenzreihen

Definition 5.1

f =%§%§ ay Xt ex HX] heift konvergent, wenn es ein

£ = (Egp0eest ) e RY gibt mit
. . i i
\ 1 n
Ll i = a. |t < o (tri= t vl t
el = Ty ( . M

Die Menge aller konvergenten Potenzreihen bezeichnen wir mit

K((Xl,...,xn» =: KXY .

K X ist eine K-Unteralgebra von XK [[X]' . Es gilt k<G> = x[Lx]}
genau dann, wenn die Bewertung von K trivial ist. Unter Mifach-
tung der Regeln der deutschen Sprache scheuen wir uns nicht,

¥ &Y auch "konvergenter Potenzreihenring in n Unbestimmten"

Zu nennen.

Ist K vollstindig bewertet, so 1#Bt sich jedes Element feX XD
als holomorphe Funktion in einem geeigneten Polyzylinder
{(Xl,...,xgeKn: IXi\ <t i=1,...,nt auffassen. .-
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Satz 5.1

(a) (Abelsches Lemma)

F ‘. - . i - n
s selen f fg%% a; X*e K [¥X] und s (sl,...,sn)elR+
so . Dbeschaffen, daf flir alle iemn® gilt:

R
. < U € |
slsT 20, Ccemy

Dann gilt flir jedes telR? mit t. < s. , J = 1,...,n,

el = c

J

[l

(b) (Cauchysche Koeffizientenabschitzung)

Fiir jedes f =3 —a, X' eK{XY mit |[f|] <= fir ter)

jem™ 1
gilt
£l
lasl < 1 .
(¢c) Ist feREXY , so gilt
vim [[£]], = (£ = lag o -

t+o0
Beweis: trivial

Das abelsche Lemma ist ein hinreichendes Kriterium dafiir, dafk

eine formale Potenzreihe konvergent ist.

Satz 5.2

1
(@]
-

fe KKXY ist genau dann eine Einheit in K{X» , wenn o(f)
d. h. wenn f(0) # O ist.

Beweis:

Ist f Einheit, so existiert ein gek (XD mit f£-g = 1, daraus folgt

C£(0) - g (0) = 1, also  £(O) ¥ O .
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Sei a:= f(0) $ 0. Nach Sfatz 5.1, (c¢) ist dann 1imll1-a"1f|’}t = 0.
-1..3 t>o

Das bedeutet, }im o(1l-a 1f)° = », und mit Bemerkung 3.1 ist

© . J+oo

- n
I (1-a 1f‘)J wohldefiniert. Weiterhin gibt es ein teR, mit
i
|

@ ~10yd “ay 1 ~1,,72 -1
Aus I (1-a °f) =(1-(1-a "f)) = (a °f) folgt, daB a °f
ti

erbar ist, also auch f eine Finheit . .

Folgerung 5.3

K'«X» ist eine K-Stellenalgebra mit dem maximalen: Ideal

n (K XY ) := {fex &Y : £(0) = 0} = ¥ &N Xp+eoot K & X,

, n
Fiir jede. natiirliche Zahl n > 1 gilt: m(X XY ) =
{feX {X) : o(f) > n}. Das impliziert unmittelbar

2 (k0 ) o . -

n=1

Fiir einen Substitutionshomomorphismus ¢: K HYi,...,XJ]+ Kﬂ?l,..u%;
gilt @ (X &) ) ¢ X KY) héchstens dann, wenn qo(Y yek &) |,
i=1,...,n. Die Umkehrung gilt ebenfalls:

Satz 5.4
Es sei ¢: X [Xl,...,Xn] > K EY1,...,Ymﬂ ein Substitutiéns- .
homomorphismus mit ¢ (Xi) ek & ,i=1,...,n. Fs sei telR,
und fek &) mit llfllt < © , Dann gilt:

el < [1ell,

m .
fir jedes seR, mit Ilq(Xi)!ls <ty i= 1,000,

Beweils:

WWegenmmLimw¥p§4X14+lgm:MOMrgxistiorcn solche. s, Es.sed e oo

S+0 i1 iﬁ i \

£=2 a; . X e X und Z p. die Fntwicklung i
el 1 n iz 9 |

1""’1n 11 n J= ,

von f nach homogenen Polynomen.

- 3h -
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Nach Definition des Substitutionshomomorrhismus gilt

™8

LLENR Y

g (f) = ¢(ps) .

.

j=o

Mit den Voraussetzungen iliber s folgt:

l = Iy ° ‘
He(e) 1 !J!,Eocpmj)lls < 2 Hgteydllg
5 — i, i
= L > . . x )y noy
j:o Hi1+"'+in:j all...lnCF( 1) ”':CF(XY]) g
: i1 i
> X . [ ] n
-<— ila'--:in ]ali'..ln l |[?(X1)IIS II?(Xn)IIS
I — e, LYY -
: : i,00.1 1 " n T - .
11,...,1n 1 n

Definition 5.2

Homomorphismen ¢: X <X1,...,Xn> + K <Y1,...,Ym> , die von einem
Substitutionshomomorphismus K HXl,...,XﬁD + K HYl""’Ymﬂ her-
riihren, nennen wir analytische Horomorphismen.,

Satz 5.5

Jeder K-Algebrahomomorphismus V¥ : XK <X1,...,Xﬁ> + X <¥1,...,Ym>
ist lokal und analytisch.

Reweis:

Nach Satz 2.13 ist ¢ lokal, daher gilt o'*(“w(xi)) > 1, i=1,...,n.

Nach Bemerkung 3.2 und Satz 5.4 gibt es einen Substitutionshom.
@: K &Y » kLYY mit @ (¥y) = v(X), i=1,...,n.pund ¥ sind
dann identisch auf K [Xl,...,XJ . Fir jedes fek <X> folgt

1
@(£) - ¥(f) em(x ) ) fir alle 1> 1 .

Aus Folgerung 5.3 ergibt sich @ (f) = #(f) . e
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Satz 5.6

Fir die partiellen Ableitungen

gilt:

X

3

i

a—axi- (X &) ) e x &

Genauer: Ist

feX Xy und

N

<«

JEEauy
3X1 —

t

mit einer Konstanten C emi

s = (Sl""’sn)

Beweis:

ot

Sei qq :% 1 .

Sq
beschrinkt.

Es existiert also eine obere Schranke

k, > 0 gilt:

IS

C

Helly <=, dann ist (0.B.d.A.{

und

Wegen 0O < qq < 1

211,

t. < s.
J J

ist die Folge (k

fir

c>o0,

1 %1 )kleN

Da k| < k fiir jede Bewertung gilt, folgt hieraus:

IS e P e
B3 g = R PR 1
kl""’kn 1 n
¥ -1k
1 p)
B k9 Tt 9 ++ 9y
< ¢ Hfllg

Aus Satz 5.5 und Satz 3.7 ergibt sich unmittelbar:

Satz 5.7 (Kettenregel)

Ist @ : K { T

morphisnus, so gilt

F— (D) =
3 i

™M
[N

flir jedes feK <X1,...,Xﬁ>

Ip(X,)

3

.

Y.
J

3f
?(gy;)

.i

<

Ky

so daR filir alle

k [xI » x [«,i=1,...,n,

= 1)

) .XI> > K,,A._@T_,.M,,L,J,Km)__‘_,_.ein__analltisg_hﬁz__,.ﬂgmm__.A....,..___, ‘
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Der néchste Satz zeigt uns, daR die konvergenten Potenzreihen-
ringe bezliglich auf K #Hquivalenter Bewertungen gleich sind.

Satz 5.8
Sind || und ||' zwei #Houivalente Bewertungen auf ¥ und ist

1 .
£f=1 a; X' ex [x] , dann gilt:
1elN

. . n . i .
Es gibt ein teR. mit 3 !ail t? < » genau dann, wenn ein

n s s . i
se€R, existiert mit I 1ai[' slc o |
RBeweis:

sei I Jagftt =: L <, d.n. laj[t? < 1 rfir alle iew™ .

Wegen Satz U.1 gibt es ein « eﬁf mit [|' = ||% . Daraus folgt

o1 < 1% bawe Jag |t M < 1% = L fir alle  dem™.

Das abelsche Lemma besagt dann, filir jedes seer mit

55 < tja , j =1,...,n, ist I Iail' s’ < ® . Die umgekehrte
Richtung beweist man ebenso.
Satz 5.9

. _ _ n .
Seien f = I a. X, €¥ &Y und t = (tl,...,tn)eIR* mit

ieN !
}ff][t < « . Dann gibt es einen Automorphismus @: K {X) » K {X)

mit folgenden Eigenschaften:

(a) [lgfl, <=
(b)  Ist ¢(f) := Zb, X, , so gilt: lbi( < 1 fir alle ielN

n

Beweis:

Nach Bemerkung 4.9 existiert ein reX , r $# O , mit
Irl < min{tj,j=1,...,n}. Sei ¢ : K & » ¥ {X) gegeben durch

Xj > r Xj > J = 1,...,n, dann ist ¢ ein Automorphismus und
] PR
1 f 1 1 (3
e (), = = lagl Iri < [flly < = . Also gilt
ii+“.*i )
iai] Ir| " 5 0 . Hat kein Koeffizient von ¢(f) einen

_37_
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Betrag, der gréfer ist als 1, sind wir fertig; andernfalls sei
s der Koeffizient von ¢ (f) mit dem gréften Betrag. Durch

r . . . .
Xi - Xﬁ > 3 = 1,...,n, wird dann ein Automorphismus

s o
p: KLYy » ¥ {X) mit den pewiinschten Eipenschaften definiert.

Ist also f ein beliebiges Element von X {X) , so kénnen wir
aufgrund von Satz 5.9 o0.R.d.A. annehmen: ilfill < o _und alle
Koeffizienten von f haben einen Retrag, der nicht gréfer als

1 ist.

2. Analytische Karten

Definition 5.3

Ein n~Tupel «21,.;.,zn> nit Z.e ¥ <x1,...,xn> , i = 1,...,n,
heift analytische Karte (kurz: Karte) von X (X} » Wenn es einen

Automorphismus ¢ von K (X} gibt mit qa(Xi) = 7.

j0 1% 1,...,n

Bemerkung :

Ist K vollstindig bewertet und faRt man die Zi als holomorphe

Funktionen in einer Umgebung des Nullpunktes von K" auf, so 1liRt
sich eine analytische Karte geometrisch interpretieren éls Koor-
dinatensystem einer Umgebung von 0e X" . .-

Bemerkung 5.10

Ist <Z1""’Zn> eine Karte von K {X) , so ist jedes reX &y

eindeutig als konvergente Potenzreihe nach Z -»2, entwickel-

ERE
bar. Es gilt
i i
1 n
=2 a, : 4 .
£ . . a3, .01 71 Zn ?
11,...,1n 1 n
-1 il jn
falls @ (f) = ¢ a; 10X cee X und ¢ der durch
Lo R

c?(Xi) := Z; pgepebene Automorphismus.ist. Wir schreiben daher

auch

K <X1,...,Xa> = X <Z1""’Zn> .

_38-
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Sind <Z1""’Zﬁ> s <Y1’“"’Yn> zwel Karten in ¥ &) ,
so gibt es stets ein ¢eAut X (X} mit gz(Zj) =Y., i=1,...,n

Ist <21,...,Zn> eine Karte von X (X) , X <V1,...,wm>~ein wei-
terer konvergenter Potenzreihenring und op: X <X> > K LWy ein
analytischer Homomorphismus, so ist p vollstindig durch die
Pilder po(Z;) €K W) , i = 1,...,n , bestimmt, da er ein Sub-

stitutionshomomorphismus ist. .=

3. Der Cotangentialraum

Sei im weiteren R:= K {Xl,...,Xa> und m := w(R)

Definition 5.4

Der K-Vektorraum R :="7m2 heift der Cotangentialraum von R.

Den kanonischen Fpimorphismus # + R bezeichnen wir mit §.

Aufgrund des Nakayama-ILemmas ist R = 0 genau dann, wenn R = XK,

Satz 5.11

fl""’fm eR bilden genau dann ein minimales Frzeugendensystem

von M, wenn {ﬁ(fl),...,é(fm)} eine Pasis von R ist.

Beweils:

Der Beweils folgt unmittelbar aus Satz 2.U4.

Folgerung 5.12

i) {G(Xl),...,d(xn)} ist Basis von R

ii) dlmK R =n

iii) Z;,...,Z_ eR bilden genau dann eine Karte <Zl""’zn>
von R, wenn {a(zl),...,a(zn)} eine Pasis von R ist.

Bemerkung 5.13

Die Taylorsche Formel gibt uns die M&glichkeit, fiir jedes fem

das Bild &6(f) explizit anzugeben, und zwar gilt:

S() = = (0) 80K + Lok S (0 800y, :

_39_
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RBemerkung und Bezeichnung 5.14

Sei S := K <Y1,...,Ym> ein weiterer konvergenter Potenz-
reihenring und ¢ : R > S ein analytischer Homomorphismus;
dann induziert ¢ wegen q:(#t(R}Q" ¢ m(S)k einen K-Vektor-

raumhomomorphismus

$: R>3§,
so daf das Diagramm
#(R) ———— s (S)
P

R—m"—— 8

kommutiert. Wir nennen @ die Ableitung vong . Es gilt

P(R) = 6(pm(R))).

Ist ¢ ¢+ S > T ein weiterer analytischer Homomorphismus zwischen
konvergenten Potenzreihenringen S, T, so gilt die Kettenregel
$o0P=go@ . .-
Obige Bemerkungen gelten natiirlich auch fiir alle analytischen
Stellenalgebren; gebildet ausgedriickt k&nnen wir dann sagen,
A~~~s A ist ein kovarianter Funktor der Kategorie der analy-
tischen Stellenalgebren in die Kategorie der endlich dimensiona-

len K-Vektorriume.

Bemerkung 5.15

Sind fl""’fn e #(R) und SRR - em(8) minimale Frzeu-
gendensysteme der maximalen Ideale von R und S, so wird die Ab-
leitung 4) eines analytischen Homomorphismus teziiglich der Basen
{é(fl),...,é(fnﬂ bzw. {G(gi),...,é(gm)} von R bzw. S durch
eine (n,m)-Matrix beschrieben, deren Rang der Rang von ¢ , d.h.

die Dimension des Bildraumes ¢ (R), ist.

Wihlen wir speziell Xl""’xn und Yl""’Ym als minimale Fr-
zeugendensysteme, so ist die in Rede stehende Matrix gerade die

Jacobi-Matrix
Sq(Xi)
(=57 ©) soq, o .

3 Y
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4. Quasiendliche und endliche Homomorphismen

Bis zum Ende dieses Paragraphen sei R := X <X1""’Xn> s
R' := X <<X1,...,Xn_1> , S = K<<Y1,...,Ym>> .

Definition 5.5

(i) Ein analytischer Homomorphismus @: R > S heift quasi-
g Quasi-
M/

K~-Vektorraum ist.

endlich, wenn ein endlich dimensjonaler

Scp(w)
(ii) ¢ heiBft endlich, wenn S ein endlicher R-Modul ist.
S wird dabei via ¢ durch r - f := ¢ (r) - £ fir

reR, feS als R-Modul angesehen.

Bemerkung 5.16

(i) Epimorphismen sind stets endlich sowie ouasiendlich.

R S

/

(ii) Mit ¢ : R » & 1ist auch P,

/Sgo(oc) sotc R Ideal,

endlich. (Fiir ¢ 1ist die Fndlichkeit analog zu definieren)

Beweis: Klar

Satz 5.17

Q
Sei @ c S ein Ideal mit dimK ”4% =: r <« , Dann gilt

m ()Y ¢ o .

Beweis:

S22 o+ #M(S) oo+ m(s)2 D ...D O+ m(S)lD...

ist eine absteigende Kette von S-Moduln. Beim Rechnen modulo
erhalten wir eine absteigende Kette von endlich dimensionalen

K-Vektorriumen

s (ot #1(S)) (et #(S)2)
> / =) /

Vi
/oc * <3 oL

- b1 -
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S
X
einen Index § < r mit

Wegen dim

(o m(S))/a <r -1 gibt es

/ = r und dim
ot K

(at w()%), | (at m()®)
o " o
- Das impliziert o +4ﬂ(S)S = o+ m(S)S+1 und somit #(S) c a+MKS)S+1
Das Nakayama-Lemma liefert 4ﬂ(S)S c o . .-
Satz 5.18

Ein analytischer Homomorphismus ¢ : R + S ist genau dann quasi-

endlich, wenn es ein rel gibt mit

m()T ¢ s ¢(m(R))

Bewels:

"—3' folgt aus Satz 5.17.

"e=="" Saﬂ(s)r ist endlich dimensionaler K-Vektorraum. Da
a
r s O . e
««(S)S c 5 q(1ﬂ(R)),.lst /Sqém(ﬁ)) ep?morp?es B?ld
von Gm(S)r . Also ist ‘/thﬂ(R)) endlich dimensionaler
K-Vektorraum und somit ¢ quasiendlich. .-
Satz 5.19

Sei ¢g: R+ 8 ein analytischer Homomorphismus, Svia ¢ als

R-Modul aufgefaft, und es gelte #(3)T ¢ S @ (#(R)) fir ein
i)

i
re N . Dann bilden die Monome Y1 1 cee Ym ™ mit i1+...+im <r ,

ein R-Erzeugendensystem von S.
Beweis: Siehe [2] . .-

Satz 5.20
Sei ¢ : R » S ein analytischer Homomorphismus, dann gilt

(1) g ist surjektiv, falls der induzierte Homomorphismus

¢ : R > 8 surjektiv ist.

(ii) @ ist genau dann bijektiv, wenn ¢ bijektiv ist.
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Pewels:

i) Ist ¢ surjektiv, so gilt #(S) = 8 * ¢ ( #(R)) +-m(S)2 .
#(8) ist ein endlicher S-Modul, damit ergibt das Nakayama-
Lemma #(S) = S - q(»n(R)) . NMach Rfatz 5.19 wird dann S
beziliglichRvon der Konstantenlerzeugt, also gilt & = g (R)
und ¢ ist surjektiv.

ii) Ist @ bijektiv, dann gilt notwendig m = n , und nach (i)
ist ¢ surjektiv.

Es gibt somit einen analytischen FHomomorphismus ¢: S » R
mit goy = ids. Das bedeutet, ¢ ist injektiv. Da nun aber ¢
bijektiv, also surjektiv ist, ist ¢ ebenfalls surjektiv.

Mit ¢ ist dann auch ¢ ein Tsomorphismus. Aus der Bijektivi-

tit von ¢ folgt umgekehrt sofort die Rijektivit#t von ? .t

Folgerung 5.21 (Jacobischer Umkehrsatz)

Ist ¢: K <X1,...,XA> > X <Zi,...,Zn> ein analytischer Homomor-
phismus, dann gilt:

@ (X ) yeearp(X )
LGP Y

(0) £ 0.

@ ist bijektiv genau dann, wenn

Beweis:

Nach Bemerkung 5.15 wird ¢ beziiglich der Basen {6(X1)""’6(Xn)}’
{6(21),...,6(Zn)} der Cotangentialriume durch die Jacobi-Matrix

beschrieben. Diese ist invertierbar, wenn ihre Determinante eine

Einheit ist (Satz 1.9). Das ist unter obiger Bedingung der Fall.

Definition 5.6

(e 3

Ein FElement f = I fi an € R, mit fj eR'" fiir alle ielN, heiRt
i=o '

Xn-allgemein von der Ordnung s> O , falls fo,...,fq_1 en(R'")

und  f_ ¢ m(R').

Fir n = 1 ist £ £ O X1—allgemein von der Ordnung of(g).

Satz 5.22

Sei geR = K {Xy,...,X» ,n>2,g#%0,o(g) =: & Dann gibt
es einen Automorphismus o :R > R mit: o(g) ist Xn—allgemein

von der Ordnung s.. - 43 -




Beweis:

g = I p. sei die Fntwicklung von g nach homogenen Polynomen,

Sei (cl,...,cn)eKn mit ps(cl,...,cn) £ 0. Setzen wir

Ipte.o¥1 =3 1 n 1 ot n
und o(Xi) 22Xy ey X, 171,000,000, o(Xn):= c, X, s
so gilt: é ist Automorohismus, “alls ¢ #O, wag sich immer
' erreichen 1E8t, un = . .
1 n-1
alp.) =2 a. . (X4, X ) To (X _L¥c X )
J il+"'+i =3 10003, 1" 71"n n-1 "n-1 n.
. n 1n
(e X))
also
o(p:) (0,...,0,X.) = X. ¥ 5 a. 11 n
J n n i1+...+in=j 11 "1n €1 cre Sy

= pileq,.nuse) X I

j o
n p].(cl,...,cn))(l,1 .

Aus o(g) =z o(pj) folgt o(g) (0,...0,X ) = L

J=s j=s *
Das heift o(g) ist Xn-allgemein von der Ordnung s. .-
Satz 5.23

Sei ge#mR), g # 0, n>0, 0: R>R ein analytischer Automor-
phismus, so daB o(g) Xn-allgemein von der Ordnung & > O ist.

Dann ist der analytische Homomorphismus 1 :R > R, definiert

durch
T(X;) := o'l(xi), iz 1,..0,071 , T(X )= g endlich.
Beweis:
. Ro (g) _ R¥p®

Es ist /RX1+...+RX . /RX1+...+RXM 4 » also gilt
BN 11 = 1T
-1 -1

R1(m(R)) =R (0 "(X;)5...,0 (Xn_l),g)

O'-l(R(Xl,.. ’Xn—l’c(g)) )

-1 s S
O T(R(Xy 5o Xy g5 %) ) ) o #m(R)

Nach Satz 5.18 ist T quasiendlich und somit nach Satz 5.19 ezilic?
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Satz 5.24

R ist noethersch.

Beweis:

RBekanntlich ist ein kommutativer Ring noethersch, wenn jeder
Restklassenring R/Pf , feR, f $ 0, noethersch ist. Wir fiihren
den Bewels durch Induktion.

Fir n = 0, also R = K, ist nichts zu zeigen.

Sein>0 und geR, g $ O , beliebig. Sei o :R=+> R ein Auto-
morphismus, so daR o(g) Xn-allgemein von der Ordnung '8 ist.
Definieren wir T : R+ R wie in Satz 5.23, so ist T endlich,

also Rwvia T ein endlicher R-Modul. Nach Bemerkung 5.16,(ii)

. - . R R .
ist dann auch T : /Rxn - /Rg endlich.

pa "/py = R', ist somit '/p endlicher R'-Modul. Da R

RX
n
nach Induktionsannahme noethersch ist, ist R/Rg ein noether-

scher R'-Modul und damit erst recht ein noetherscher Ring. .-

-115-'
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§ 6 Differengialgleichungssysteme

Bekanntlich existiert unter gewissen Voraussetzungen eine

L8sung des reellen Differentialgleichungssystems
(x) y' = f(x,y) ,

die eindeutig bestimmt ist, falls eine Anfangsbedingung

vorgegeben ist. In diesem Paragraphen wollen wir Differential-
gleichungssysteme {iber einem beliebigen bewerteten Kdrper X der
Charakteristik Null betrachten. Dabei soll das Funktionensystem
f aus der Gleichung (%) aus konvergenten Potenzreihen {iber ¥ be-
stehen. Unser Ziel ist, nachzuweisen, dafR unter diesen Voraus-
setzungen - zusammen mit einer Anfangsbedingung - ebenfalls ein
eindeutig bestimmtes IL8sungssystem existiert. Dieses besteht aus
konvergenten Potenzreihen iiber K und héngt, wie wir zeigen wer-
den, sogar "analytisch" von Parametern und Anfangswerten ab.

1. Die formale L¥sung

Wenn es {lberhaupt zu einem Differentialgleichungssystem konver-
genter Potenzreihen eine konvergente L&sung geben soll, so muf
dieses auch als System formaler Potenzreihen eine formale L&sung

besitzen. Wir zeigen:

Satz 6.1
Es seien fo €K [T,Yl,...,Ynﬂ , P =1,...,n,

= m Y
(1) fp(T’Yl""’Yn) E - g k. T Y el Y R

oo ky o n

a e X .
okn...kh

Dann gibt es genau ein System F = (Fl""’Fn)’ Fp ek [Tﬂ ,

p =1,...,n,

- U6 -
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so daR &ilt:

)

i) Fp(O) =

(DGF) AF
i1) wmf (T) = Fo(TsFg (1), F (T)) , b

i
-
-
.
.
-
o

F heift LOsung von (DGF).

Reweis:

Unsere Aufgabe ist es, die Koeffizienten c¢_. eX zu den ge-.

suchten Potenzreihen

(2) F (T):= I c_. T' mnit F,(0) =0, p=1,...,n,

p 1>0 Pl
zu bestimmen. Aus Fp(O) = 0 folgt cpo = 0 flirp-= 1,..;,n
Sei
(3) ¥ 4 ']‘i = (2 ¢ Ti)k p =1 n wobei wir
izk pkl 12.1 pl bl 3> 3 b}
dDOO := 1 und dDoi = 0 fir 1 > 1 setzen. Fs ist dann

¢

(B da,.=2

(o]
Pkl T e =1 Pl

pl
1 K k

Falls die LOsung F existiert, muB die Bedingung (DGF) i) er-
fillt sein, d.h. wir kbnnen die FD fiir die Unbestimmten YO sub-

stituieren; daraus ergibt sich:

£L(T,F (). o, F ()

K 1, % 1 X
- By . TO(T e oTh LS ey T
ko,...,kn Yo n 1131 1 1ni1
K 1 1
> a T O % 4 Ty, (5 a R
kgrenosky ottt 1k Ml 1>k, "nln
. 14 ln
(5) =5 15 I a a
i>o ko+11+"‘+ln:i k1=o knzo DRoevvdy HXgdlqee DR,
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Die Reihen Fp erfiillen genau dann die Bedingung (DGF) ii),
wenn fir jedes pe{1,...,n} die Koeffizienten gleich hoher

Potenzen in

oF

2 (T) = L ic.. T
aT i1 pi

i-1

und in (5) {ibereinstimmen, das ist genau dann der Fall, wenn

1 1
(6) ic 2 % ? d d
. = ces L a
Dl 1 _ _ pk ...k 1k, 1,...
ko+11+...+ln-1 1 kl-o kn-o o] n 171
fir p = 1,...,n und flir alle ieN® pgilt.

Mit Formel (4) lassen sich die Elemente dpkl ek eindeutig aus
den ¢ i<1l, p=1,...,n, berechnen. Die rechte Seite von

ek -

pi’
(6) bingt daher - abgesehen von den gegebenen aDk "
L SRR
hchstens von Cpl""’cbi—l » P =1,...,n, ab. Die Gleichungen
(6) sind somit Rekursionsformeln. Da die Anfangswerte der Re-
kursion Cpo’ p = 1,...,n, durch die Bedingung (DGF) i) eindeu-
tig bestimmt sind und die Charakteristik von X Null ist, lassen
sich die Koeffizienten Cpi’ p=1,...,n, ieN in eindeutiger
Weise berechnen. Die Gleichungen (6) geben also einerseits eine
notwendige Bedingung fiir eine L8sung an, andererseits ist durch

sie die L&sung von (DGF) schon in eindeutiger Weise bestimmt.

2. Konvergenz der formalen LOsung

Nehmen wir nun zus#tzlich an, da® die vorgelegten Potenzreihen fp

konvergent sind, so gibt der folgende Satz Auskunft {iber die Be-

schaffenheit der L&sung F von (DGF).

Satz 6.2

Seien Potenzreihen f_ durch (1) gegeben und gelte
£ ek <&,Y1,...,Yn> , p=1,...,n, dann gilt filr die L&sung

nknln

F = (F;,...,F ) von (DGF): Fp eXKTY) , p = 1,...,n.
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Bewelis:

Der Beweis von Satz 6.2 gliedert sich in zwei Teile. Ist K

trivial bewertet, so ist, da K [TH = K <@> , nichts zu zeigen.
Die F&Zlle einer archimedischen und einer nichttrivialen, nicht-
archimedischen Bewertung auf X bediirfen jedoch gesonderter BRe-

trachtungen.

a) Der nichtarchimedische Fall

Sei also X durch || nichtarchimedisch bewertet. Der Nachweis
der Xonvergenz der Fn wird durch Vergleich mit der FExponential-

reihe gefiihrt.

Nach Satz 5.9 k6nnen wir o.B.d.A. annehmen

<1 fir alle (kK _,...,kK )ean+1 und p = 1,...,n.
- 0 n

n

|a
pko...k

Nach (6) und aufgrund der scharfen Dreiecksungleichung gilt dann:

| 1 o |
lcpi[ < lll max {ldlkilli_‘"idnk 1 |}

0 <k <1
- N - "n
(7) < |3} max {Uegsm teeilesm o)
- 1{ { 1](.11). [ oo 11?{) H e o o
11+...+1n§1—1 1
0 < k’l < 11 (!Cni(n) Ponel Chim 1)}
. 1 k
n
0 < kn < 1n
O Y () .
11 + .+1k 11
1
*(n) +(n) -
XL oo . T1 =1L
n kn n

Wir behaupten nun

le .1 < |1]| fiir alle ieN und p = 1,...,n
p1t = 31

und beweisen dies durch Induktion ilber i. - Lhg -
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)
j o
o]
,__l
O
[=1
|

1 1ist die Rehauntung richtig, da

iapo'..ol <ip = 1,...,n .

Zu zeigen: Tst e .| < ]:]3-,-! fiir alle § < i-1 und p = 1,...,n,
: ! 1 .\
dann gilt auch ’Cpil 5'{TT! fir p = 1,...,n.

Aufgrund der Induktionsvoraussetzungen, der Bedingungen unter

(7) und mit Satz 4.4 folgern wir:

1 1
le,.@ |...jc,.0 | < coo|m—] < e
R O T ot
1 1 k
. 1 1 1
[Cnf?‘ .. lCnfﬁ) i < Igjgy*T!-- [i ) J < Iln!l
n 1 k
n
Satz 4.4 impliziert weiter
1 1
1 1 1
ICpil hs IT‘ (|T;T""II;T’) h |§1' ITTTTTTI = IIT' > P = 1,...,0.

Damit ist unsere Behauptung gezeigt.

Wir kdnnen aufgrund von Satz 4.6 und Satz 5.8 o.B.d.A. annehmen,

dap || auf @ eine g-adische Pewertung induziert. Mit Satz 4.11
gilt dann

o 1 i PSS 1 1 i

T le . (=) < © || (%) < o D= 1,...,n .

i=1 P T i Il!l q ’ ’ ?

Das aber bedeutet, FD ek <T> im Falle einer nichtarchimedischen

Bewertung auf K.

b) Der archimedische Fall

Sei nun K durch || archimedisch bewertet. Mit || sei die gewdhn-

liche Betragsfunktion auf R, T oder @ bezeilchnet., Der Konvergenz-

beweis wird mit Hilfe des Majorantenkriteriums gefihrt.
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Definition 4.1

Eine formale Potenzreihe geR ﬂXl,...,XnH heift eine Majorante

bezliglich || (kurz: ||-Majorante) der Potenzreihe fe K [Xl,..,,x
genau dann, wenn fiir die Koeffizienten oy K € R von g
und a e X von f gilt 1 n
kl"‘k
n
la | < a fiir alle (k,,...,k ) e N? .~
kl"'kn - kl"'kn 1° >n

Die Potenzreihen f_ eK <T,Y1,...,Yn>> , P =1,...,n, besitzen
nach Satz 6.1 eine formale L8sung F = (Fl""’Fn) von (DGF)
mit Fpe K HTH s P = 1,...,n.

Zu zeigen: Fp ist bezliglich || konvergent, p = 1,...,n.

Wir kénnen die F_ als Potenzreihen aus K[Tﬂauffassen. Sind diese
in ¥ [Tﬂ beziiglich |*| konvergent, so auch - wegen [*||K=]]

beztiglich || in X [T] .

Zu zeigen: Fp ist bezliglich || konvergent, p = 1,...,n.

Aufgrund des Satzes von Ostrowski (4.7) ist K entweder gleich
R oder gleich € (bis auf Isomorphie), und |~| ist Bquivalent

zu ||oo . Satz 5.8 besagt, daR die konvergenten Potenzreihenringe

bezlglich &guivalenter Bewertungen gleich sind.
Zu zeigen: Fp ist beziiglich ||_ konvergent, p = 1,...,n.

Da R die Anforderungen an XK in Satz 6.1 erfillt, gibt es zu
9, €R ﬂT,Yl,...,YnH > P =1,...,n, eine L&sung { = (@1,...,®n)
von (DGF) mit @pelR HT:H, p=1,...,n. Wir zeigen nun:

Hilfssatz 6.3

Ist QTpE R [T;Yl,---,Ynﬂ || ,~Majorante von f
so gilt:

@D ist ||_-Majorante von Foo P = 1,...,n.

Hilfssatz 6.#

Es gibt |]|_-Majoranten ¢, von f ,p=1,...,n, mit der Eigen-
schaft: Die ¢  besitzen eine Lésung ¢ = (@1,...,©n) von DGF
mit: @pesm <T>—, p=1,...,n.
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Das bedeutet nun: FO hat eine konvergente {lm—Majorante
¢o’ p=1,...,n.

Damit ist auch Fp bezliglich llm konvergent, p = 1,...,n, und

wir sind bis auf den Beweis der Hilfssitze fertig. .-

Hilfssatz 6.3

Sind die Potenzreihen g L €R ﬂT,Yi,...,Ynﬂ || ,-Majoranten der
in (1) definierten £ P =1,...,n, so gilt fiir die Lésungen
¢ = (@1,...,¢wn> bzw. F = (Fy,...,F ) von (DGF):

0

. ist ||_-Majorante von Fp, p=1,...,n.

Reweis:

Die Koeffizienten Cpi der Reihen ¢p lassen sich mit Hilfe von

Formel (6) errechnen, wobei die a y € K durch die Koeffi-
ook

Pk

ko"'kne R von <pp und die dpkl durch entsprechend

definierte 6pklelR ersetzt werden mlissen. Durch vollstindige

zienten ap

Induktion iiber i wollen wir zeigen, daR die Koeffizienten Cni

von ®p die Majorantenbedingung

8) ¢ . > |ec

pi 2 flir alle ieN , p = 1,...,N0

pijw

erfiillen.

Fiir die Indexpaare (p,0), p = 1,...,n, ist die Ungleichung (8)

erfiillt, da cpo = 0, Cpo =0 fir p=1,...,n.

Sei nun die Ungleichung (8) fiir alle Indexpaare (p,j),p = 1,...,n
und j < i-1, 1 > 1, erfiillt. Wenn wir beweisen kdnnen, dah (8)
dann auch fir alle Paare (p,i), p = 1,...,n, glltig ist, ist

die Behauptung gezeigt.




5 E
iz .= — Lol & da 8 8
pi <<0+11+...+1 S kn-/q Py -k, 1kl onk 1
— _
=I'a 03 4 4 Yoo (3
i-1 PooeeKpy T e, =1 Mgy o s g
171 k1 1, 1 1 kK ™
\\»/fh%_ﬂwwfﬂJ n
>3 a C 2 logs ludogs e CE" fo o o]c
=.” k ...k 11, 'e 1, e " ni,'e=1¥nj
i-1 o] n k1,11 1 k1 kﬁln 1 kn
> I'la lw | I cys c | | =" ¢ c . |
k ke 1i,...%94, 1 el o2 ni ni
i-1 o n kply 01 1lk1 o k1 1 k,
= 1'|a . la [, .. |d |
1-1 pko...k 1k111 nknlrl
> | 1" oa a a_ |
toq TPkgeky Y11y Fnk 1
= llcpilw
1 . _ -
Daraus folgt hi 2 3 !lcpilw = Ic:pi]oo ,0=1,...,n, und das
bedeutet ®p ist !]w—Majorante von FD , P = 1,...,n.
Da die Potenzreihen f_ nach Voraussetzung beziiglich || und damit

auch bezliglich ||_ konvergieren, gibt es reelle Zahlen D > O ,

r > o , nmit

l [ k_+ .+kn
S |a r <D ,
U - Pk .ok -
D
|
daraus folgt iapko...knlw < rk°+. +kn

Hilfssatz €.4

Die Potenzreihen ¢ €R [T,Y1,...,Ynn mit den Koeffizienten

D
n+1
P= = \
Ok ..k T Koreeetky o poEl,...n, (Kgseoesk) el
0 n r
sind konvergent, ||_-Majoranten der Reihen f und besitzen eine

Lésung 0 = (@1,...,¢n) von (DGF) mit @pe R Ty , p = 1,...,0.




...53..

Beweis:

Nach Definition sind die Yy | -Majoranten der f

+1
R := {(t,yl,---,yn)e;ﬁn :jt] < r, ]yll < r,...,}yn] < r}.
Fs gilt:
D ko kl kn
T - 0 S Y .
?p(m’yl’ ’Yn) " K ko+...+kn T Vl Yn
0’*"*>*n r
k . k k
=C DEM ) ¢ Gy Hea Gy
k k k
o] 1 n
) D ﬁ 1
=T T
Fiir die eindeutig bestimmte formale L&sung { = (@1,.. ,¢n) gilt:
¢p(o) =0 » P=1,...
(9)
I b 5 D n 1
2 (T) =g (7,0, (T),...,0 (T)) = m , p=1
oT prt1 n 1-% T p=1 1—-11; b (m)

Zu zeigen ist: {_ ist konvergent fiir p = 1,...,n.

p

Die eindeutig bestimmte formale L&sung ¢ (T) der Differential-
gleichung

D
(10 - )T B - e (0 = 0
r

ist offensichtlich auch eine L&sung von (9), dasbedeutet

@(T) = ¢ (TY) , p=1,...,n

D

Es bleibt zu zeigen: ¢ ist konvergent.

s P =1,...,n.
Sie sind offensichtlich konvergent, und ihr Konvergenzbereich ist

(10)ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen
und 18Rt sich durch Integration direkt 1#¥sen. Es ergibt sich
(siehe [u} )

1

¢ (1) = r(1- [1 + D(n+1) 1n(1-% m)]w¥T)
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¢ ist in einer Nullumgebung konvergent. Nach der Formel von

Hadamard ist der Konvergenzradius

-1
(n+1)D ) _

ply) = r(l-e

Damit haben wir nun auch Satz 6.2 vollstindig bewiesen.

Abhingigkeit von Parametern

Analog zum Falle gew®hnlicher reeller Differentialgleichungen
wollen wir nun die Frage behandeln, ob es eine L&sung von (DGF)
gibt und welches Aussehen diese hat, falls die vorgelegten Po-
tenzreihen fp aus (1) von Parametern abhingen; das soll heiRen, .

die Koeffizienten von fp sind nicht mehr konstante

a
pko“'kn
Kdrperelemente, sondern Potenzreihen in den Uﬁbestimmten
Uj,..-,U . Schreiben wir abkiirzend YX fur v, ..o Y P und

1 1
1 4 1...US n » 80 bedeutet das

U fir U

ok k
(11) f = g4 () 7 °vy
o) X " pk k
02 e oKy 0
1 ko k
:k . (3 bpkokl Uty Ty
os e oKy

=5 b T°%y u .

KosevesKslysennsl

"Abhingigkeit von Parametern” heift also in unserer "Welt", daR

die gegebenen Potenzreihen fp Flemente von
K [Ul,...,US] [r,vy,..v ] = ® [T,Yl,...,yn,ui,...,US] =:x[7,7v,0]

sind.

Satz 6.5

Es seien fp(&K [T,Y,jy » P =1,...,n, gegeben. Dann gibt es gena

ein System F = (F,,...,F ) , F_ ek [T,u] »=1,....n mit

i) F_(0) =0 s P =1,.. 1

D
(DGP) ... OF -
H) B (1,0) = £ (TP (T,0) 50 P (T ) 5 poEts e
_55_
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Beweis:

Der BReweis verliuft analog zu Satz 6.1. Wir setzen formal an

i .1
F(T,U) = ' .. T*U
p i1 pil
1 1 .
= I (X c' . u1 s i
3 11"'.’15 pll¢"’ﬂ;s‘ 17 . US )y T

I c . (U) Ti
i Bt

Sind die Potenzreihen fD durch (11) gegeben, so gilt dann mit

. . k
T od . (U) T iz (T e.(u)ThH nach (1)
i>g Pkl i1 P*
l1 ln.
(12) dc_.(U) =3 r ... L a (V)
pi Sy - - pk ...k
ko+11+...+1n—1 1 ki-o kn' o) n

d (U)...d (U)
1k111 nknln

Alle oben durchgefiihrten Operationen - Substituieren, Addieren
und Multiplizieren von Potenzreihen - sind definiert und fihren
zu eindeutig bestimmten L&sungen. (12) stellt (Regriindung wie

in Satz 6.1) eine Rekursionsformel dar mit eindeutig festgeleg-
ten Anfangswerten. Da die Charakteristik von K Null ist, sind
die Potenzreihen cpi(U) e K EU] auf eindeutige Weise berechen-
bar. Daraus ergibt sich, daf es genau eine L&sung

Setzen wir die fp als konvergent voraus, so ergibt sich auch hier

das erwartete Eréebnis.

3
T
3

X <T,Y,U> = dyryhy—fegeben, Dann gilt fir

die eindeutip bestimmte formale Lsung F = (Fi""’Fn) von (DGP)

F €K <T,U1,...,US> P = 1,...,0

_56_

F = (Fy,...,F) von (DGP) gibt mit F ek [[T,Ul,...,US] sD=1,u0n

!
i

i
\
1
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Beweis:

Wir wollen den Beweis nur skizzieren, da er analog zum Beweils
von Satz 6.2 verliuft und nichts Neues bringt, Jjedoch erheblich

mehr Rechen- und Schreibarbeit verlangt.

Im Falle der trivialen Bewertung auf K ist wiederum alles klar.
Ist K nichttrivial nichtarchimedisch bewertet, so geht man fol-

gendermalen vor:

Man rechnet die rechte Seite von (12) so weit aus, daB sich die

von Fp rekursiv durch Koeffizienten-
s

vergleich aus den Koeffizienten der Potenzreihen 2k K ?

. » Pl |
Koeffizienten ¢ pily...1

dlklll,...,dnknln berechnen lassen. O.B.d.A. kann man wieder

fiir die Koeffizienten b... von f_ annehmen [b...] <

zeigt dann, daR die Reihe 2 T
1,1 500051 :

1

mi U
. T
1....ls! 1 s
s

xonvergiert, schitzt die |c wie in 8atz 6.2 a)

v, !
Pily...lg

1

ITfll!...ls!

ab und erh#lt so die Konvergenz im nicht-

gepgen die
archimedischen Fall.

Ist K archimedisch bewertet, so argumentieren wir ebenfalls wie

in Satz 6.2 b). Wir betten K in seine Komplettierung bezgl. || ei |

und kénnen dann o.B.d.A. in R bzw. € mit dem gewdhnlichen Re-

trag ||, rechnen. Wir zeigen wie in Satz 6.%, daf jedes System
von || -Majoranten cpp' von fp, p = 1,...,n, Losungen

O = (@1,...,®n) bzw. F = (Fy,e..5F)) besitzt mit der Figenschaft
Qp ist Majorante von Fp, p=1,...,n. Kénnen wir zeigen, da® es
|| -Majoranten ? 5 gibt, filr deren Ldsung ¢ gilt, @p ist konver-
gent fir p = 1,...,n, dann sind wir fertig. Wir geben solche

Majoranten an.

Da die fp konvergieren, gibt es D, reR, mit

pk ...k 1
0
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Setze:
D
R .=
pko"'knll"‘ls rko+...+kn+11+...+1S
ko k 1
Y U ist konvergent und

?p NI Bpkokl T

|| ,~Majorante von fp. o = (Dg5...50)  mit

n 1 1 n11
@p(T,Ul,...,US):z r(1-[1+4D(n+1) ( T ) 1n(1-FTﬂ )y D=1, e 1
i=1 1-=1.,
r i
ist konvergent und hat die Eigenschaft
0 _(0) =0

p ' s P =1,.04,0

— (T,Uy5een5U) = ?p(T,¢1(T,U),...,®n(T,U) )y = 1,...

Damit ist der Beweis erledigt.

4, Abhingigkeit von Anfangsbedingungen

In der Differentialgleichungstheorie schlieft sich in natiirlicher

Weise die Untersuchung der Struktur der Ldsung einer Differential-

gleichung bei Variation der Anfangsbedingung an. Im folgenden

Satz wird dieses Problem formuliert und beantwortet.

Satz 6.7

Sei fjeX <T,Y1,...,Yn> > hy eX <v1,...,vm> > h (0) = 0,
p = 1,...,n. Dann gibt es eindeutig bestimmte Potenzreihen

FpezK <T,V1,...,Vm> ,p=1,...,m, mit

1) F 0,7,V = (Vg V) s p=1, eyt
(DG2) -
ii) p m Mmooy (m v -
wme (T,V,,..0,V ) = fp(T,Fl(;,K),...,Fn(,,X)),p—l,".ﬂ

Beweis:

Alle in i) und ii) vorgenommenen Substitutionen sind definiert,
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da  hjem(K &V) ) und Foewm(K {T,V) ).

Sei ¢: K <T,Y> + K <T,Y,V> definiert durch
T->17T, Yp -+ Yp + hD , P =1,...,n .

Flir jedes fe K <T,Y> ist @ (f) damit eine wohlbestimmte
Potenzreihe aus X {T,Y,¥) . Sei h:= (hy,...,h) und

8o (T,V,V) 1= @(£ (T,7)) = £ (T,Y+h)

Nach Satz 6.6 gibt es eine eindeutig bestimmte Idsung

G = (Gy,...,6), G €K <T,v1,...,vn> . p=1,...,n, mit
BGp
Gp(O) =0, 57 (T,V) = gp(T,G(T,V),V) sy P = 1,...,n,
Sei nun

Fo(ToVg e,V )i G (T, Ve,V + o (Vyseees V),

dann gilt:
F, e K &, vy

1) F,(0,V) = 6 (0,V) + h (V) = h (V) s, P = 1,...,n

]

S

3\p Bhp
aT (Tb\r) + == (\7)

oF
L (T,v) = 5T

1) 5T

= g, (T,6(T,V),7)
= @ (£ (T,6(T,V))
= fp(T,G(T,V)+h)

= £(T,F(T,V)) P = 1,...,n,

Also erfiillt F = (Fl""’F ) die Bedingungen von (DGA).

n

5. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Als unmittelbare Folgerung aus den in den Abschnitten 1. - 4.

bewiesenen S#tzen ergibt sich

_59_
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Satz 6.8 (EES)
Sei f.e K <T,Y1,...,Yn, Ul,...,US> =: K {T,Y,U) , i=1,...,n,
und sei h;em(K (Vl,...,vm> ) =: m(K {V) ) ,i=1,...,n,

dann gibt es ein “eindeutig bestimmtes System von Potenzreihen
F oz (FpseeeuF) 5 Fre KTV L0,V 0g,000,00) = K (TL,V,0)
i=1,...,n, mit der Eipenschaft

i) F.(0,V,U) = h;(V)
(DGL) IF,

ii) (T,V,U) = £ (T,F,(T,V,U),...,F (T,V,0),U)

(¥4
]
=

F heiRt die Losung von (DGL).

- 60 -
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§ 7 XuRere Algebra

Wir wenden uns nun einem anderen Teilgebiet der Algebra, der
multilinearen Algebra, zu. Dabei werden wir uns besonders fir
ZufRere Potenzen von Moduln, speziell von freien Moduln, und
flir die Rechenregeln des HuReren Produkts interessieren. In
diesem Paragraphen soll R immer flir einen kommutativen Ring

mit 1 stehen, urd ™ bezeichne einen Modul {iber R.

1. Das Tensorprodukt

Zunschst wollen wir einen P-Modul T konstruieren mit der Figen-

schaft, daR die p-linearen Abbildungen H M. > C (vgl., Def. 2.1)
i=1

in einer eineindeutigen Reziehung zu den R-linearen Abbildungen

T - G stehen, und zwar fiir alle R-Moduln G.

4

Definition 7.1

Seien My i=1,...,p, D 2, PR-Moduln. Fin Paar (T,t) heiBt

>
Tensorprodukt der Mi’ i=1,...,p, wenn gilt:

(T.1) T ist ein R-Modul.

D
(T.2) t : T Mi + T ist p-lineare Abbildung.
i=1 ~

(T.3) Zu jedem R-Modul G und zu jeder p-linearen Abbildung

p -

r: oM. ¢ gibt es genau eine R-lineare Abbildung
i=1 ~

h: T+ G mnmit £ = het, d.h. h macht das folgende

Diagramm kommutativ:

Satz 7.1

Sind (T,t) und (T',t') zwei Tensorprodukte zu Y., i=1,...,D,

dann gibt es genau einen R-Isomorphismus g: T' > T wmit

- 1
t—p:et. _61_
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Beweis:
o)

Nach (T.3) existiert zu T' und zu t': I Mi-> T' genau eine
i=1 ~

R-lineare Abbildung g' =T + T' mit t' = g'et, weil (T,t)

nach Voraussetzung Tensorprodukt ist. Andererseits existiert,
X 8]
da (T',t') ebenfalls Tensorproduct ist, zu T und t: T M., » T

i=1 -

genau eine R-lineare Abbildung g: T' » T mit t = got'. Aus
t = gog'et = idet wund t' = glogoet' = idet' folgt, g ist
bijektiv. -
Satz 7.2
Es gibt ein Tensorprodukt der Mi’ i=1,...,D .
Reweis:

. - p
Sei (M,j) der von der Menge I Mi erzeugte freie Modul

i=1

(vgl. Bem. 1.4), d.h. M wird erzeugt von den Elementen

j(xi,...,xp), xieMi. Sei N der Untermodul von M, der von allen

Flementen von M der folgenden Form erzeugt wird:

j(xl,...,x.+x! eee X ) j(xi,...,xi,...,xp)- j(xl,...,xi,...,xp)

1 71 P
j(xi,...,axi,...,xp) - a j(xi,...,xp)
. ! . . M
mit x.,x.eM., J = 1,...,p , aeR. Sel T:= “/N und

J7J
e : M > T der natiirliche Epimaorphismus. Dann ist (T,t) mit

t:= eoj ein Tensorprodukt zu ﬁ Mi , denn : T ist R-Modul und
i=1
nach Konstruktion ist t p-linear. Ist G irgendein R-Modul und

f: H Mi > G p-lineare Abbildung, dann gibt es, weill frei ist,
i=1

genau einen R-Homomorphismus h': M + G mit f = h' o j . Da

f p-linear ist, verschwindet h' auf N nach Konstruktion. Somit
kdnnen wir h' zu einem R-Homomorphismus h: T + G durchdriicken
mit f = heeoj = het . Damit ist auch h eindeutig bestimmt.

Tm westoran werden wir nun-den Fall betrachten M, =M i=1 n
= welteren-—wergep—wWirhuh—oaehadi= A B > >+

1383 N <
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Wir setzen

P
® M; = (T,1),

i=1

Xy®...0x = t(xl,...,xp) s X, € M

p

x1®... ® xp nennen wir das Tensorprodukt von xi,...,xp.
p

Aufgrund der Konstruktion wird @D Mi von den Elementen
i=1

x‘1® see ® xp erzeugt.

2. BuBere Potenzen eines Moduls

Nun konstruieren wir einen R-Modul, der die gleichen Eigenschaften
wie das Tensorprodukt beziiglich p-linearer alternierender Abbil-
dungen besitzt.

Definition 7.2

Sei M ein R-Modul. Ein Paar (A,a) heiRt p-te HuRere Potenz von M,
wenn gilt:

(A.1) A ist R-Modul.
(A.2) a: MP » A ist alternierende p-lineare Abbildung.

(A.3) Sei G ein beliebiger R-Modul, f: MP > G eine beliebige
alternierende p-lineare Abbildung, dann gibt es genau
eine R-lineare Abbildung h: A = G mit f = hea.

Diagramm: a

MP——

Satz 7.3

Singd (A,a) und (A',a') zwei p-te HuBere Potenzen von M, so gibt

es einen R-Isomorphismus g: A' - A mit a = gea'. 63 -
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Beweis
a \]
Mp—————~>ﬁ Mp———————bA'
ti\x /’ ! g':a' = g'ea a //lgt g: a = goa'
» ’»
A A
Es folgt a' = g'e.gea' = idea' , a = gog'wsa = idoea
Damit ist g bijektiver Homomorphismus. .-

Satz 7.4

Zu jedem R-Modul M und zu jedem peN\{0} gibt es eine p-te
duRere Potenz.

Beweis:

Fiir p = 1 erfiillt (A,a) mit A:= M, a:= id alle Anforderungen.
Sei p > 2. Nach Satz 7.1, 7.2 existiert ein bis auf Isomorphie

eindeutig bestimmtes Tensorprodukt M. Sei t: MP » M
i=1 i=1

die kanonische Abbildung, und sei N der Untermodul von

p P
® M , der von allen Elementen x1® ®xp € ® M erzeugt
i=1 i=1

wird, bei denen zwei Komponenten gleich sind. Wir definieren

p
A := 6@ M

izg N

b

Ist e:Q@ M + A der kanonische Epimorphismus, dann ist a:=z eot
i=1

trivialerweise p-linear und nach Konstruktion von A sogar alter-

nierend. Sei nun G ein beliebiger R-Modul und f: MP » G eine

beliebige alternierende p-lineare Abbildung. Aufgrund der Eigen-

schaften des Tensorproduktes existiert eine eindeutig bestimmte
&

lineare Abbildung h': Q@ M+ G mit f = h'et . h' verschwin-

i=1
det aber auf N, da f alternierend ist. Somit induziert h' eine

eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung h: A » G mit

f = heest = hoa . .
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Die p-te HuBere Potenz (A,a) eines Moduls M wollen wir - der
Literatur folgend - mit

p
A M = (a,a)

bezeichnen. Die kanonische Abbildung a wird dabei wie iiblich
unterdriickt. Flir den Fall p = O setzen wir

Die Elemente von APM heifen p-Vektoren. Die O-Vektoren sind
also die Skalare. Wir schreiben

Xq A el A Xy 0= a(xl,...,xp) = e(x1®...®xp)

und nennen diese Elemente von /\PM zerlegbare p-Vektoren. Nach

Konstruktion wird APM von den zerlegbaren p-Vektoren erzeugt.

Folgerung 7.5

Fiir beliebige R-Moduln M und G gilt:

AP(M,G) ist R-isomorph zu Hom(APM,G) . .-

3. Das &HuBere Produkt

Die Abbildungen

D+
MP > A qM

q 3
pt+q
(Xl”"’xq) XA A pr FAA e A yq s M3 > A M

A ylA ce o ANY

(Xi""’xp) -+ XlA RN X,

sind p-(bzw. g-) linear und alternierend fir jedes fest gewihlte
Tupel (yl,...,yq) (bzw.(xl,...,xp)) . Nach (A.3) gibt es dann
eindeutig bestimmte lineare Abbildungen

+
xlA...Axp - xlA...AprylA...qu , APy » APTGm

+
ANYgA oA Y , A% > NPTy

q

VAN Vg XA - A X

fiir jeden fest gewdhlten g-(bzw. p~) Vektor ylA ces A yq

(bzw. xqA L.\ xp) - 65 -
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Das bedeutet, daB die Abbildung

(3¢) (xlA e WA xp,ylA e yq) aa PRSP xpﬂ\ylA cee AN Y

q 3
R p+
/\pr /\qM»/\ qM

in jeder Xomponente R-linear, also bilinear ist.

Definition 7.3

. D q p+q - .
Mit A : A Mx A M>A M wollen wir die in (%) definierte
Abbildung bezeichnen. a A B heift das &uRere Produkt von

p
aeANM, Be /\qM.

Im Falle p = 0, g = 1, ist aAx , ae R, xeM nichts anderes
als das skalare Produkt a -+« x . ]

Rechenregeln 7.6

(1) (xlA...Axp)/\(ylA...Ay ) xlA...AprylA...Ay

q q

. 1
D axiA...AxiA...Axp+x1A...AxiA".Ax

1
(2) x A...A(axi+xi)A...Ax

1 p

SEN 0 X4A...AX

(3) xo(i)A"‘A x b

o(p)

e NB, + aiAﬁz + azAﬁl + aZAﬁz

() (u1+aé) A(ﬁl+62) By

(5) arg = (-1)P'9 A

(6) (oAB)AY = oA (BAY) =: oABRAY

b q r
mit y., x.eM, aeR, a.eA M, B.e N'M, yeAN M.

J J i i
Obige Rechenregeln sind einfache Folgerungen aus der Multilineari-
t5t von "A"™ und der Tatsache, daR ein zerlegbarer p-Vektor

verschwindet, falls zwei seiner Komponenten ilibereinstimmen.

(1) und (6) berechtigen uns, xlA...Axp das 3uBere Produkt von

Xa.seaesX €M Zu nennen.
By 1Y

Definition 7.4

0
Y
AM := @ A M heipt die suRere Algebra von M .
p=o

- 66 -
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A'M ist als direkte Summe von R-Moduln ein R-Modul. Durch das
oben definierte HuBere Produkt wird ein Produkt A :AM =AM
gegeben, das alle Forderungen an eine R-Algebra befriedigt.

Der einzige Sch®nheitsfehler ist die Nichtkommutativitit von A.

L. EuRere Potenzen einer R-linearenAbbildung

Sind M und N R-Moduln und ist f: M > N R-linear, dann ist
durch

(Xi""’xp) > f(xl)A...Af(xp) » X;€M, i = 1,...,p ,

offensichtlich eine p-lineare alternierende Abbildung MP > ApN.
gegeben. Nach (A.3) gibt es genau eine R-lineare Abbildung

A Py *-ApN, die wir mit APf bezeichnen wollen, mit der Eigen-
schaft '

P
A\ f(xlA...Axp) = f(xl)A...A f(xp) .

. . p p p
Diese eindeutig bestimmte Abbildung A f : A M > AN nennen
o
wir die p-te HuRere Potenz von f. Fiir p = o ist A f ohne
Sinn, fiir p = 1 gilt Nre =g .

Mit geeignet gew#hlten f, g, o, B gelten folgende unmittelbar
einsichtigen

Rechenregeln 7.7

P
(1) A (feg)

p+q
(2) A f(anB)

p
(3) N ia

p.. p
(A £) o (N g)

/\pf(ew A /\qf(m

M p

A wm

Satz 7.8

Sind M und N freie R-Moduln und ist die lineare Abbildung f: M>N
p o e .
injektiv, so ist auch AP i APm s> APw injektiv.

id .-
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Beweis:

Ist f: M > N injektiv, so gibt es eine lineare Abbildung
g : N> M (N frei!) mit gef = idM . Aus Regel 7.7, (1), (3)
folgt .(/\pg) 0 (/\pf) = id . Das aber heiBt, APr ist

injektiv. -

5. EuRere Potenzen eines freien Moduls

Der Existenzbeweis von Huferen Potenzen eines Moduls liefert,
daR® diese von den zerlegbaren p-Vektoren erzeugt werden. Man
kann dieses Ergebnis noch verbessern, und es zeigt sich, daB
bei freien Moduln eine schdne Dimensionsformel gilt.

Satz 7.9

Ist {xi,...,xn} ein Erzeugendensystem eines R-Moduls M, so

p
wird A'M von {x.A...Ax. : i.e {1,...,n} , j =1,...,p}
i i, b

erzeugt.

Beweis:

n
. Mit y; = I a.. x: folgt

b j=1 J1 1
n n
Ygheo Ny = (2 ag: X JALLA(CE a . x: )
1 P 11=1 111 11 i =1 plp lp
p
n
=) a,. a_. X. NoooA X, . o«
ip,ee,ip Tgeeemply Ty p

Mit Rechenregel 7.6, (3) ergibt sich:

Folgerung 7.10

i i A i eee < 1«
M wird bereits von {xil/\...Axl,ij 12 i< i, <n }
erzeugt.

Aus der Tatsache, daB ein zerlegbarer p-Vektor mit zwei gleichen

Komponenten verschwindet, erhalten wir:
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Folgerung 7.11

p
Ist cgM = n, dann gilt A M=0 fir p>n . .-

Satz 7.12

Ist M ein freier R-Modul nrit der Rasis {Xi""’xn} , dann ist
AP frei und es gilt:

. AP _ /+n
dim A M = (p)

Beweis:

Nach 7.10 ist B:= {XilA"’AXi Pl<dy << i, < n} ein
Erzeugendensystem mit (g) Elementen. Zu zeigen bleibt noch:
B ist linear unabhingig.

a) p=n

Aus Satz 1.7 wissen wir, da® A" (M) die Basis {det} besitzt
mit det(xl,...ﬁxn) = 1 . Nach (A.3) gibt es genau eine lineare
Abbildung h: A'M » R mit h(xyA . Ax ) = det (xy,...,x ) = 1.
Sei eceR mit c(xiA...Axn) = 0 , dann gilt

c = ¢ det(xi,...,xn) = ¢ h(xlA...Agn) = h(axlA...Axn) = h(0) = O
Also ist {xyA...Ax )} Basis von A'M .

b) 1 <p<n

Sei 0 =2 a. . X. Noo A X, , a.
1ii1<°-‘<ipin

Sei (ji"“’jp) ein beliebiges p=Tupel mit 1 < j1 <...<jp <n,
und sei (jp+1""’jn) ein (n-p)-Tupel, das aus den Elementen
von {1,...,n} besteht, die nicht Komponenten von (51,...,jp)
sind. Dann gilt:

0 $> a. : X3 AeldAXg YA X, Ao N Xo

1<i<o.<ien f1cip g p Ip+t ’n
= (a. . X AN X VA X ANoooA X,
Jpeeedp Tig Jp Jp+1 In
= sgn o a, . Xa N eosN X
31...Jp 1 n
Nach a) folgt daraus a. ; =0 , und wir sind fertig. .-
31...up - 69 -




Folgerung 7.13

dim AM =

2n
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§ 8 Derivationen und Differentialmoduln

In diesem Paragraphen geht es darum, die Begriffe "Derivation"
und "Differentialmodul" einzufithren und einige ihrer wichtigen
Eigenschaften herauszuarbeiten. Die gesamte Theorie kann iiber
beliebigen kommutativen Ringen mit 1 und beliebigen Moduln iiber
diesen aufgezogen werden. Im Rahmen dieser Arbeit sind wir Jje~
doch nicht an solchen Ergebnissen interessiert. Da sp&ter nur
Aussagen iiber Differentialmoduln {iber konvergenten Potenzreihen-
ringen ben&tigt werden, wollen wir uns auf solche beschrinken
und bemerken, daf fast alle aufgefiihrten S#tze auch fiir analy-
tische Stellenalgebren gelten. Wie immer bezeichne X einen be-
werteten Kbrper der Charakteristik Null, es seien R:=K <X1”"’Xn>
und S := X <X1,...,Ym> » M sei ein endlich erzeugter R-Modul.

1. Derivationen

Definition 8.1

Eine K-lineare Abbildung D: R + M heiBt eine (K-)Derivation

von R mit Werten in M (kurz Derivation), wenn die Produktregel

D(f+g) = f + Dg + g - Df fiir alle f,geR  gilt.

Man sieht sofort, daf die Menge aller Derivationen von R mit
Werten in M einen K-Vektorraum bildet, den wir mit Der (R,M)
bezeichnen wollen. Statt Der(R,R) schreiben wir Der(R). Durch
(aD) f:= a(Df), feR, wird bei festem aeR, De Der(R,M) offen-
sichtlich wieder eine Derivation gegeben, das bedeutet, daR
Der(R,M) sogar eine R-Modulstruktur trigt.

Bemerkung 8.1

{0} filir jede Derivation D, da aus
1 D(1) + 1 D(1) folgt, D (1) = O .

Es gilt D(X)
D(1) = D(1-1)
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Bemerkung 8.2

Sei ¢: R+ S ein analytischer Homomorphismus, dann wird durch

?0 (D) := Do P

fiir jeden S-Modul N ein R-Homomorphismus QO: Der(S,N) » Der(R,N)

definiert. Ist ¢ surjektiv, so ist @O injektiv.

Beweis:

qP ist trivialerweise ein R-Homomorphismus.

Angenommen ¢ ist surjektiv und ?o nicht injektiv. Dann gibt es
. o .

Dy» Dye DeréS,N), Dy $ D% mit @O(Dl) = ¢ (D,). Es folgt fir

alle reR ¢ (Dl) (r) =¢ (D2) (r), d.h. D10<P(r) = D2 og(r) .

Da @ surjektiv ist, ergibt sich Di(S) = Dz(s) fir alle seS .

Widerspruch zu D, #'Dg . .-

Satz 8.3

k+1 k

Flir jedes De Der(R,M) gilt: Di(m ) e mt- M, k = 0,1,2,... .

Beweis:

Induktion! Fiir k=0 ist nichts zu zeigen °:=R) . Sei nun
die Aussage flir k < n richtig und sei fe-mn+1 . Dann kann

man f in der Form I fi 8; > fie1ﬂ, gie-th darstellen, also:
Df = I f; Dg; + I g; Df;
n-1 M

Da Dgie M nach Induktionsvoraussetzung, folgt Dfe »M, .-

Folgerung 8.4

sind D, D,

e Der(R,M) Derivationen und gilt Dyfy = Dy fk’
k = 1,...,n, fiir ein Erzeugendensystem {fi""’f }

von #t ,
n

so gilt D1 = D2 .

Beweis:

Fiir jedes Polynom peKk [fi""’fn] gilt aufgrund der Produkt-
regel Dy p = Dy p. Sei nun feR Dbeliebig. Nach Bemerkung 2.14
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gibt es zu jedem ieN ein P; €K [fl""’fn] , 50 dah

£ - Py e wi*1, Aus Satz 8.3 folgt dann
D f-Dyf = Dy(f-p;) = Dy(f-p;le m'M  fir alle ieW .
Aufgrund des Krullschen Durchschnittssatzes ist (7’miM = {0}
i=o
und damit le = D2f fiir alle feR . .-

Wie wir in § 3 gezeigt haben, sind die partiellen Ableitungen

3 _
axi *
sagt nun, daf diese im wesentlichen alle Derivationen von R sind.

R-R, i=1,...,n, Derivationen. Der folgende Satz be-

Satz 8.5 (Kettenregel)

Sei {el,...,ek} ein Erzeugendensystem (bzw. Basis) von M. Dann
gilt fir jede Derivation De Der(R,M)

3

n
b= Z D X. 5= .
- i 3%;

Insbesondere bilden die Derivationen '{ej 5%7 tJ = 1,.0.,k;

. 1,
i=1,...,n} ein Erzeugendensystem (bzw. Basis) von Der(R,M).

Beweis:
a P

Sei De Der(R,M). Dann ist auch D':=f DX. T eine Derivation.
i=1 i

Da DXi = D'X fir i =1,...,n, gilt nach Folgerung 8.4 D = D',

k
Sei DXi = I a.. ej , a..€R , so ist

jeq 1 ij
n k 3
D =12z ) a.. e T .
i=1 j=1 1 3 3%y
Also ist {ej 5%— :j=1,...,k ;3 i=1,...,n} ein Erzeugenden-
i

system von Der(R,M) .
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._73_

Ist {ei,...,ek} eine Basis von M, so ergibt sich aus

z z a.. e. 2 = 0

i=1 j=1 10 3%y
- o d o
zunéchst izl aij 5?; = 0 filr J = 1,...,k.
. a d
Wenden wir iil aij 57; auf Xj an, so liefert das aij = 0. .-

Bemerkung 8.6

Der soeben bewiesene Satz verallgemeinert in der Tat die Kettenre-

gel-z@ng$5. Ist ndmlich ¢ : R+ S ein analytischer Homomorphis-

mus,so ist durch r-f :=¢(r) - £ , reR, feS, der Ring S be-

zliglich ¢ ein R-Modul. <y° (5%7) = 3%7 og: R + S 1ist nach
J J

Bemerkung 8.2 eine Derivation. Daher folgt:

3g(X;) B

aYo BX- «
J

n
‘a‘Y‘°<f’=i§

9
J 1

Folgerung 8.7

Speziell ergibt sich aus der Kettenregel, daR {§%~ seees 5%—}
1 n

eine R-Basis von Der(R) ist. Sie heiRt die kanonische Basis
zur Karte <X1""’Xn> . Der (R) ist also ein freier R-Modul
vom Range n. Ist <Z1,...,Zn> eine weitere Karte von R, so

gilt aufgrund der Kettenregel

X s
FVN M 5—)—(—.— 3 j = 1,...,n N .7
J 1

Beispiel:
Betrachten wir den R-Modulepimorphismus 6&: m(R) » R (ver-

gleiche Definition 5.4).

“‘Bﬁi“ﬁh”“ e e e e e o e e e
§(£):= 6(f-f(0)) = £ - £(0) mod m(R)>

wird § zu einer Abbildung R - R fortgesetzt.
: S -
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§ bleibt K-linear, ist jedoch kein R-Homomorphismus mehr,
sondern eine Derivation. Fiir f,geR verifizieren wir die

Produktregel:

1]

§(fg) = 8§(f'g - £+g(0))

§(f+g - £(0) + g(0)) + §((f-£(0)) - (g-g(o ))

§(f-g - £(o) » g(o) + £+g + £(o) + glo) -f(o)-g-g(0)-f)

§(2 f+g - f(o) g - glo)f)

§(f-g - £(o)g) + 8(f-g - g(o)f)

g 8f + fég

2.Differentialmoduln

Sei weiterhin R:= K <X1,...,Xn> , und alle betrachteten R-Moduln

seien endlich.

Der Definition und Konstruktion von Differentialmoduln liegt fol-

gendes Problem zugrunde.

Ist D: R > N eine Derivation von R mit Werten in dem R-Modul N
und f: N > M ein R-Modulhomomorphismus, so ist fsD , wie man
sofort sieht, eine Derivation von R mit Werten in M. Durch

f » f¢D wird ein R-Modulhomomorphismus Hom(N,M) + Der(R,M)

gegeben.

Es stellt sich nun die Frage, ob es ein universelles N und eine
universelle Derivation d gibt, so daBR jede Derivation D: R » M
in irgendeinen beliebigen endlichen R-Modul M iiber N eindeutig

faktorisierbar ist.

Definition 8.2

Ein Paar (Q,d) heiRft Differentialmodul zu R, wenn folgendes

gilt:
(D.1) @ ist endlich erzeugter R-Modul.

. (D.2) de Der(R,Q) . L L e
(D.3) 1Ist M ein endlicher R=-Modul und De Der(R,M), dann gibt

es genau ein he Hom(Q,M) mit D = hed.
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h macht folgendes Diagramm kommutativ:

Wie das meiste in dieser Arbeit ist diese Definition sehr
spezieller Natur. Man k&nnte als Grundalgebra R eine be-
liebige kommutative Algebra iiber einem beliebigen kommuta-
tiven Ring mit 1 zulassen und auf die Endlichkeitsbedingung
verzichten. In [15] wird gezeigt, da® unter diesen Bedingun-
gen unser Problem eine eindeutige L8sung besitzt. Nimmt man
die Endlichkeitsforderung hinzu, so ist die Existenz nicht
immer gewdhrleistet. Sie ist jedoch gesichert, wenn man als
Grundalgebren analytische Stellenalgebren oder speziell kon-
vergente Potenzreihenringe wihlt, was im folgenden gezeigt
wird. Das von uns Differentialmodul genannte Gebilde wird

in der Literatur h8ufig mit K4hlerscher oder universell-

endlicher Differentialmodul bezeichnet.

Wie jedes universelle Problem ist auch dieses, sofern {lber-

haupt, bis auf Isomorphie eindeutig 1#sbar.

Satz 8.8

Sind (@,d) und (Q',d') Differentialmoduln zu R, so gibt es

genau einen R-Isomorphismus g:Q ' = Q@ mit d = god’'.

Beweis:

Zu d' e Der(R,Q') gibt es nach (D.3) genau ein g'e Hom(Q,Q')

mit d' = g'sd, ebenso gibt es zu de Der(R,Q) genau ein
ge Hom(Q',R) mit d = ged'. Es ergibt sich d = geg'sd,
d' = gloged' , woraus folgt geg' = id, g'leg = id;

d. h. g ist bijektiv. .

“Folgerung 8.9 e e
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Beweis:

Offensichtlich ist

Satz 8.8 gibt es einen R-Isomorphismus

d =

falls die Gleichung 4 =
R4AR

und damit § =

Satz 8.10

Sei Q ein freier
von . Die Abbild

f -
definiert. Dann is
Beweis:

Nach Definition ist 2 endlich erzeugter R-Modul und d ¢ Der(R,Q).

g0 1
Q =

Wegen dXi = e

erzeugt, d.h.

Es bleibt zu zeigen: Zu jedem endlich erzeugten R-Modul M und

jeder Derivation
h: @ » M nmit
1,...,n. h ist

mus
i =

R-Homomorphismus 2 -+ M. Aufgrund der Kettenregel gilt fir jedes

feR
n n n
af of of
Df = £ =5~ DX, = I h(e.) = h( I 4+ e.) = h(drf) .
iz1 0%y 1 7404 9%y * j=1 0%y 2 .-
Das heift D = hed, und die Eindeutigkeit von h ist ebenfalls klar.

Bemerkung und Bezeichnung

ged . Da g eindeutig bestimmt ist und

- 76 -

ein Differentialmodul zu R. Nach
g RAR » Q
id: RdAR » © eben-

ig

(RAR,d)

mit

id<d erfiillt, gilt notwendig g =

. .

R-Modul vom Range n, {éi,...,en} eine Basis

ung d: R +» Q werde durch

n
ar := 3 3o

i=1 i
t (9,d) ein Differentialmodul zu R.

=1,...,n, wird 2 von {dxi,...,an}
RdR.

D: R » M gibt es genau einen R-Homomorphis-
D = had., Wir definieren h(ei):= DXi’
dann nach Satz 1.1 ein eindeutig bestimmter

Satz 8.9 zeigt, dah

{dx,.....dxn} eine Basis von Q ist. Sie _
1 "

heift die zur Karte {Xl,...,XA> gehBrende oder kanonische Basis
von £ . Ist <Zl""

,ZA} eine weitere Karte von R, so gilt

37 .
—J  ax.
i

4 3% i 1.

cesn .
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Sind R und S zwel verschiedene konvergente Potenzreihenringe,
so wollen wir die zugehdrigen Differentialmoduln mit @ (R)
bzw. §(S) bezeichnen, auf eine unterschiedliche Bezeichnung
fiir die universellen Derivationen dp bzw. dg verzichten wir
und schreiben in allen F#llen d. Die Elemente von Q (R) heifén
Pfaffsche Formen oder auch (#uBere) Differentialformen 1. Ord-
nung Uber R.

Satz 8.11

Seien (Q(R),d) und (£(S),d) die Differentialmoduln zu den
konvergenten Potenzreihenringen R und S. Ist ¢@: R + S ein
analytischer Homomorphismus, dann gibt es genau einen R-Homo-
morphismus dg :Q (R) » @ (S) , der folgendes Diagramm kommu-
tativ macht:

s

Beweis:

Q (R) ist frei vom Range n mit der Basis {Xm,...,an}.
Viag fassen wir Q (S) als R-Modul auf. Dann definiert

dXi—*deP(Xi) s i=1,...,n,

einen R-Homomorphismus dg: @ (R) +Q (S) , der das Cewlinschte
leistet. Die Eindeutigkeit ist mit Satz 1.1 gegeben. .-

Bemerkung 8.12

Die Abbildung d¢ heiBt das Differential des Homomorphismus ¢ .
Es gilt:

a) d(g-9) = dy -dy

c) Ist ¢ ein Isomorphismus, so auch d4g .

Beweis: trivial .
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Satz 8.13

Seien f.emw(R), i = 1,...,n, und sei {df1>""dfn} eine

Basis von 2(R), dann ist <I1,...,fn> eine Karte von R.

Beweis:

Nach Folgerung 5.12 ist <f1,...,fn> genau dann eine Karte von
R, wenn {Sfi,...,éfn} eine Basis von R ist. Nach Beispiel
Seite 73 ist 6 : R+* R eine Derivation, aufgrund von (D,3)
existiert dann genau eine Abbildung h: Q(R) » R mit. 6 = hed

. -

Es bleibt zu zeigen: {hadfi,...,hédfn} ist eine Basis von R.

Nach Voraussetzung ist {dfl,...,dfn} eine Basis von Q(R).
Mit & ist auch h surjektiv, also wird R von hedfy,...,hsdf
erzeugt.

Aus Dimensionsgriinden ist das bereits eine Rasis.

3. HKuRere Differentialformen iiber R, Poincaré-Sequenz

Den in § 7 entwickelten Kalkiil der iuReren Algebra wenden wir
nun auf die Differentialmoduln an. Wir definieren R-Moduln
oP:= oP(R) wie folgt:

Q° := R

el iz (r)
QP :oA\P ol 55 g

]

pa gl

QP ist frei und aimoP = (g). Igsbesondere ist 9P = 0 rfir

nach Satz 8.9 frei vom Range n ist, folgt aus Satz 7.12,

P > n. Sei im weiteren Q:= D Qp, 2 ist nach Folgerung
p=0 ‘
7.13 freipr R-Modul vom Range 2™ und heiBt Modul der HuReren

Differentialformen iiber R. Jedes Element aus QP heiBft homogen

vom Grade p oder p-Form tiber R. Die O-Formen sind die Elemente
voh R, die 1-Formeri die Pfaffschen Formen. Durch das in Defi-

nition 7.3 definierte XuRere Produkt "A" wird Q zu einer
assoziativen, niéhtkommutativen R-Algebra, in der alle Rechen-
regeln 7.6 gelten.

Wir zeigen nun: - 79 -
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Satz 8.14

Es gibt genau eine Sequenz

a 4 4 4 d
-1 4% ;% p-1
O——K— 05—, qP " gD+l

LR}

von K-linearen Abbildungen dp mit folgenden Eigenschaften

(i) d_1 ist die natiirliche Injektion K » R.

dO ist die natfirliche Derivation R - 91.

(ii) Fir oed | genP gilt:

= -1y4
dq+p (aAB) dq(a)/\f?; + (-1)9 an d,(8) -

(iii) dp+1 0 dp = 0 fir p> 0
Beweis:

Um die Eindeutigkeit der 4

dk(dxi

A...AdX; ) =0 fir k> 1,

1 k

Im Falle k = 1 gilt: dl(dxil) a, o dO(Xil) = 0 nach (iii).

Sei die Aussage fiir k-1 > 1 bereits bewiesen.
Aus (ii) folgt mit q = 1, p = k-1, o = dX

i, B = dX; A...AdXg

nach Induktionsannahme
d, (dX. A...AdX. ) = @& (X, AR - aAd - (ax, A ...A dx. Yy = 0
k i, 1k 1 1, k-1 i, 1k
bl

Ist nun o = ¢ dX. eine beliebige p-Form, so gilt

(%) dp(a) ='):." dp(fidxi) =.§.(d0(fi)/\ dXi + fi dp(dxi))
=,§. do(f‘i)/\dXi
n afi i
n 1" p
=2 — . A . .
X Y dXJA XmA ./\Xm

il?...,ipzl j=1 J 1 p

dp ist also aufgrund obiger Darstellung eindeutig festgelegt.

- 80 -
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Definiert man umgekehrt die dp durch (%), so ist sofort klar,
dag dp K-linear ist und daB (i) erfiillt ist. Beim Nachweis
von (ii) kann man sich auf zerlegbare Formen der Gestalt

a = f dX; A...AdX; , B = g dX, A ...A dXp

1 q 1 kp

beschrinken.

Flir diese gilt aber mit i= (il""’iq) ,
3(f-g)
Eh @ de A dXiA ka

k = (kl""’k )

'n
d (aAB) = %
g+p j=1

QL

. _
- f -119 - )
—_51((5—5 X A dX;) A gdXy +(-1) dei/\(g%j- dXs AdX,))

= -1Y9
dq(a) AB+ (-1)% aA dp(B) .

(iii) braucht ebenfalls nur filr zerlegbare Formen gezeigt zu
werden. Es ergibt sich:

n
_ ar
n 32f
= I dX. A dX, A dX
jo1m N !
= 0 5
2 2
= - 3°f _93°f
wegen de/NXm = Xm/\de und an Xm = 3X1 an .

Definition 8.3

Die in Satz 8.13 konstruierte Sequenz heift Poincaré-Sequenz.von R

Die Abbildungen dp heifen die HuReren Ableitungen.

Satz 8.15

p
Es seien R:=z K <X1""’Xn> , St= K L¥y,..0,Y ), 9 1= QP(R),
Qg 1= Qp(S), peN, und @: R » S sei ein analytischer Homomor-

phismus. Dann hat man ein kommutatives Diagramm
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p+1 dp+1
_——’. . e
n

0—K—>R ——», .. ———-——»va—g——»ﬂ

4 |o P ey
d0 P d p+l d +1
O—K—aS —2 e — P " P

wobei dp<p:=/\p de: Qg -+ Qg die p-te HuBere Potenz von
dg: Qi—r Q;x ist.

Beweis:
Aufgrund von Satz 8.11 brauchen wir nur den Fall Pp>2 zu

behandeln.

Es sei also a = £ dX; A...AdX. eqoP , dann gilt:
i, in n

dpq(a) =@ (f) - d(?(xil))A...A d«p(Xip)) und somit wegen
Satz 8.14, (ii):

d. o dp¢(a)

D dp(Cp(f) . d(cy(Xil))/\.../\ d(cP(Xip)))

d(p(£RNA d(cy(xil)) Ao dp(Xy )
p

0
..1 . .
+ (17 @(f) dp(d(cp(Xll))/\.../\ d(Cp(le)))
Bei erneuter Anwendung von Satz 8.14, (ii) sieht man wegen
dq od = 0, daB der zweite Summand verschwindet. Es folgt nun
mit Hilfe von Satz 8.5 (Kettenregel), bzw. Bem. 8.6:

3 -5 af \ . 2 X Do .
gYJT ((?(f)) - izl CP(W{) -Q—YF (CP( i)) 3 J - ,0--’m.
n af m n 3f 3
)3 ( ) d(@(X.)) = £ (% ( ) . (p(X:)) ay,)
HRAL T A IR A T A J
n ‘
_ 3
..jii 'g-—Y-:-]- (CP(f)) dYJ.
= (g(f))
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Weiter gilt:

(a0 aPp) (a) = dlq(£))A Ay D) AeenA g (x; )

_ o af
= (iEj_ CP(H‘;‘) d((f(xi))) A d(?(Xiiv))/\ .../\d(CP(Xip))

(dp+1

[[lae B

¢ C

3f

1 p

it

(@) a/(a)

(dp+1

9 §dp) (a) . .-

In [8] wird gezeigt, daR die Poincaré-Sequenz im Falle
char K = O exakt ist. Diese Eigenschaft wird in dieser Ar-
beit jedoch nicht bendtigt.

Aus schreibtechnischen und Ubersichtlichkeitsgriinden wollen wir
die im Verlaufe dieses Paragraphen konstruierten Abbildungen
und Moduln etwas anders bezeichnen und fassen noch einmal alle
bisher bekannten und im weiteren benstigten Tatsachen iber die
duReren Potenzen von Differentialmoduln und analytischen Homo-
morphismen zusammen.

Bemerkung 8.16

Seien R,R',R" konvergente Potenzreihenringe, ¢: R + R',
y: BR' > R" analytische Homomorphismen, sei ¢ .- de ,
*% “-d2 1 e 2 --A2 1 .
1= ¢, 9 (R) := 2(R), 2°(R) := Q- (R), d stehe fir
s&mtliche HuBerenAbleitungen dp, p > 0, dann ist folgendes
Diagramm kommutativ

d d
R ~ol(r) »02 (R)
% %X
1¢ ] 1? ; 1 ?
R -0 (R ~02 (RY)
e
R 0l (R 0® ()
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und es gilt:
(1) dog = @¥ .d
(2) deg=g**.a

L2 ]

(3) dgly*b ¢ *=lyx* ° @ od

(4) OF@?)*z(y* ¢ q*
(5) @) = ¢*(a) ng™(B) , a,8e al(R)

Die Rechenregeln (1) - (5) ergeben sich aus den S#itzen 8.14,
8.15 und den Rechenregeln 7.7.

Beispiel:

An einem einfachen Beispiel wollen wir die h#ufig benutzte Tech-
nik zur Berechnung von <yf in Breitwand vorfiihren.

Seien R:=z X <X1,X2> s S:= K <X1,Y25Y3> 3 ¢@: R~> S seil gegeben

. - 2 ) 1
+ Y, - Y, . Sei a = 2X1 X, dX,; +X3 dxze;ﬂ (R).

2
durch X, - Y1 s X 5 3 1

1 2

Dann gilt:

¢¥(a) = ¢%(2x? x, ax

3
1 Xp dXy + X35 dX;)

¢ (22 X,) - g *(axy) + ¢(x3) - ¢*(ax,)

. b 3 3 |
= 2Y1 Y2 Y3 d(g(Xi)) + Y2 . Y3 d(?(Xz)) ‘
o 2. 3.3 |
= 2Y1 Y2 Y3 d(Yi) + Y2 Y3 d(Y2 YB)

y oY’ 2¥2 2v2

3 3 8?2'Y3 3Y2Y3 3Y2Y3

_ 5 3 4 b 3
= qu Y2 Y3 dY1 + Y2 Y3 dY2 + Y2 Y3 dY3
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§ 9 Der Satz von Frobenius

Nachdem wir in den Paragraphen 1 bis 8 alle Grundlagen zu-

sammengestellt, Vorbereitungen getroffen und die fiir den Be-
wels entscheidenden Sitze gezeigt haben, sind wir nun in der
Lage, den Satz von Frobenius fliir konvergente Potenzreihenrin-

ge zu formulieren und zu beweisen.
Satz 9.1 (Frobenius)

Sei K ein bewerteter Kérper der Charakteristik Null,

R:= X (Xl,...,Xn) und 9Y(R) der Differentialmodul zu R.

Sei Ql(R) = '@0" und gelte do' ¢ 9l(R)A @' sowie

49" ¢ QY(R)AQ" , dann gibt es eine Karte QU see s U Vs s V)
R(AU;, ... ,d0 )

R(AV,,...,dV,) .

von R mit der Eigenschaft Qr
Q"

Beweisverfahren:

Wir geben zunichst den Beweis des Satzes in einer knappen und
libersichtlichen Skizze an. Dann formen wir die Integrabili-
tdtsbedingungen in handlichere Aussagen um und verifizieren an-
schliefend die in der Beweisskizze aufgestellten Behauptungen.
Zum Schluf zeigen wir, daR auch die Umkehrung des Satzes von

Frobenius richtig ist.

Beweisskizze:

Satz 8.10 besagt, Ql(R) ist frei und dile(R) = n . Aus der
Voraussetzung Ql(R) = Q'@ Q" folgern wir mit Satz 2.9, (iii),
daf auch @' und Q" frei sind. Sei dimQ' = r, dim@" = s , dann

ergibt sich aus Folgerung 2.10 n=r=+s.

Im folgenden wollen wir uns bei der Beweisfiihrung auf Betrach-
tungen iiber den R-Modul Q' beschrinken und bemerken, daB Jede
Konstruktion und jede SchluBfolgerung "wdrtlich" filir den Modul

Q" wiederholt werden kann.
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1. Beweisschritt:

Es gibt eine Karte <X1,...,Xr,Y1,...,YS> von R mit der Eigen-
schaft:

Q' besitzt eine Basis {wi,...,wr} mit

s
w; = dX; - 51 aj; x,Y) de s aij eR, i=1,...,r, j=1,...,s.

s

Da wir im allgemeinen nicht annehmen k&nnen, I aij(X’Y) = 0,
j=1

miissen wir versuchen, eine neue Karte von R zu finden, so daB

beim Ubergang zu dieser Karte die obige Summe von Potenzreihen

verschwindet. Zentrale Bedeutung hat dabei der Existenz- und

Eindeutigkeitssatz (EES), mit dessen Hilfe wir uns zunfchst Po-

tenzreihen mit folgenden sch®nen Eigenschaften verschaffen:

2. Beweisschritt

Es gibt Potenzreihen Fie K <T,v1,...,vr,w1,...,wé>, i=l,...,r,
mit

aF, .
ii) é’T— (T,V,W) = '21 aij(Fl(T’V’w)"“’FI‘(T’V’W) ’Twl""’Tws)wj
j=
iii) Fi(l,V,TW) ist wohldefiniert, und es gilt:
Fi(T,V,W); = Fi(l,V,TW) .

Aus der Eigenschaft iii) schlieBen wir, daR® in der kanonischen

Darstellung der Fi, i=1,...,r, wie folgt zusammengefaBt werden
kann:

Fi(T,V,W):‘

t
o M
o
=]
o]
<<

k i i
r 1 s
“'Vr (Twl) ...(Tws)

Wir kdnnen somit ohne Bedenken die Unbestimmte Zj fiir

ij, j=1,...,8, substituieren.
Hy(VyseeesVisZyseensZy) 1= Fo(1,V,2) , 1= 1,...,r,

sind also wohldefinierte Elemente von K (V,Z) : R!
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3. Beweisschritt

Der K-Algebrahomomorphismus ¢ : K XYy ~+ X <V,Z), de fi-
niert durch

X, > Hy(V,2) , 3= 1,...,r,

Y. » 7, s J = 1,.0.,s8,
ist ein Isomorphismus.

Nach Bemerkurg 8.12 ist der induzierte R-Hamomorphismus
* . .

A Ql(R) > Ql(R') ebenfalls ein Isomorphismus; daraus

folgt, (v, ,...,v.} mit vi:= q*{wi), i=1,...,r, ist

eine Basis von q*(n') .

4, Beweisschritt

8H, (V,2)

AL

av

r
Es gilt: v, = I K

ok

Damit erhalten wir, {dV1""’dVr} ist eine Basis von ?*(Q’).

. * » 1 % 1 }
Weil ¢~ ein Isomorphismus ist, ist {(¢") (dV ),...,(¢") (dVr)

eine Basis von Q'. Ebenso folgt aus der Isamorphieeigenschaft
-1 -1 - - . .
von ¢ ’<9’ (Vil...,q (Vr)’T 1(Zil),...,cy 1(Zs)> ist eine
Karte von R. Setzen wir: U := Q- (V5), i=1,...,r ,
-1 . .
Uj 1= (Zj)’ j =15 ..,8, so.ist <U1,...,Ur,U{,...,U;>
eine Karte von R, und {dUl"“’dUr} ist eine Basis von Q' .

Wiederholen wir den soeben vorge flihrten Beweis flir den R-Modul
Q", so ergibt sich:

Es gibt eine Karte <v',...,v;,vl,.
schaft, {dvi,...,dvs} ist eine Basis von Q".

..,VS> von R mit der Eigen-

Nach Satz 2.8 und 2.9, (ii) ist {dUl,...,dUr,dvl,...,st}
eine Basis von Ql(R). Mit Satz 8.13 folgern wir daraus,
<U1,...,UP,V1,...,VS> ist eine Karte von R.

Damit haben wir eine Karte von R mit den g ewlinschten Eigen-
scha ften z efunden und sind mit den Beweis des Satzes-bis auf

die noch zu untersuchenden vier Behaupturgen - fertig. .
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Hilfssatz 9.2

Sei Q ein freier Untemmodul von Q1 (R) mit der Basis
{vl,...,vr} , sei v := V4A...Av ., dann sind folgende
Aussagen &dquivalent:

(a) d ¢ oY (R) A @

(b) dw € QI(R) A Q , fir alle weQ

(¢) dve Ry Ae , i=1,...,r

(d) dvi/\v =0 , 1 1yeeesl

r
(e) dvy =73 85 AV, 650’ (R), i=1,...,r,

i j=1 ij J

Beweis:

(a)&e=> (b)) <= (c) trivial
m

- 1
(c) = (4) d\)i eil o, A W, s aee;Q (R),we e 9
m r
=% o A(ZI a. v, " a.eR
es1 © (j=1 3%
m r
= X LI a. o A v,
e=1 j=1 J € J
m r
daraus folgt: dv.Av = % I a.o_Av;Av = 0 fiir i=1,...,r .
i _ - J e J
e=1 j=1
(a) =>(e)

Seien Vi.4qs++sV, SO gewdhlt, dap {vl,...,vn} eine Basis
1

von § (R) ist.
Sei dv., =3 f.. V. AV dann folgt aus dv, A v = 0
1 1ij<K§“ 1jk J k ? 1

.§‘ fijk Vj A Vi A le...Avr = 0 und damit

fijk = 0 fir § = 1,...,r und alle j,k mit r < J < k .

r n r
Das bedeutet dv, = %L (I -f... V,)Av, =: % 8 AV,
1521 kejer WK KT 5o iy 0

(e)==(a) trivial -

Zur Vervollstindigung der Beweisskizze des Satzes von Frobenius
fehlt uns nur noch der Nachweis der Richtigkeit der vier
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1. Beweisschritt

Es gibt eine Karte <X1,...,xr,yl,...,ys> von R mit der Eigen-
schaft: Q' besitzt eine Basis {wl,...,wrﬁ mit

wi = dXi -

e~ w

35 aij(X’Y) de ’ aijeR, % I AP &
J = 1lyeeeys.

Bewels:

Sei {al,...,ar} eine Basis von 9', Bezliglich der kanonischen
Basis {Xm,...,an} von Ql(R) mbge folgende Darstellung be-
stehen

&5 dXs , gij eR .

Sei Gi= (g15) frlueer

.+ Da die o) linear unabhdngig sind,
. ® Feoeagfl . . .
gibt es nach Bemeﬁkuhg 2,7 eine invertierbare (r,r)-Unter-

matrix C von G, Ohne Einschrdnkung der Allgemeinheit mdge

)

gelten: C =gyl q |, . .p

j:j.,a--,r'

A . . s
Sei C = (Cij)izl,...,r, ,dann gilt fir 1 = 1,,..,r
J=1lyeea,r
r r n
w, = I ¢C.. a. = L. c.. (L g dX, )
i =1 i3 3 j21 T13 k=1 ik k
r r n r
= ¥ (z . g, ) dX, + I (& c g.. ) dX
k=1 _j=1 1j ®ik ] k k=p+1 j=1 13 ]k/ k
= 83k =t hyy
n
= dX. + h. dX
1 k=p+1 1k k

Aufgrund von Satz 1.9 und 1.10 ist {wl,...,wr} eine neue

Basis von Q'.

Um im weiteren {ibersichtlicher rechnen zu kdnnen, wollen wir

mit Yyseaes¥y die Unbestimmten Xr+1""’xn bezeichnen.

Setzen wir

aik::-hik"'r' s k:lg'oo’s, l=1,-oc,r,

so ergibt sich
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a;, eR =K <X1""’Xr’Y1""’Ys> = K {X,Y) und

no~on

a.. dY. L = o6 e . -
io1 i3 i 1 1, ol

2. Beweisschritt

Es gibt Potenzreihen F, eK {T,vl,...,vr,wl,...,ws> s i=1,...,7,
mit

1) F(0,V,W) = v

. aFi s
ii) T (T,V,W) = .Z

3 833 (Fg (T3 VoW seee s FLCT VW) 5 THy ey TH W

1
iidi) F.(1,V,TW) 1ist wohldefiniert und es gilt:

F,(T,V,W) = F,(1,V,TW)

Beweis:

Durch Yj'» ij-, J E LyereySay X; > X; 5 1= 1,000,
erhalten wir einen K-Algebrahomomorphismus

K {X,Y) > K T,X,W) und kénnen Potenzreihen f.e K {I,X,W)
wie folgt definieren

S
£ (TyX,W) := %

j a5 (K eas Xy Ty e ey THOW,, 51, 000,r

1

Nach (EES) existiert genau ein System F = (Fi"“’Fr) von
Potenzreihen F. eK <T,v,w> s 1= 1,...,0y mit

i) Fi(0,V,W) =V,

oF.

r
i1) e (T,V,W) = £, (T,F(T,V,W),W) = I

— ; a; s (FCT,V, W), TV,

1
Weiterhin gibt es mit

81 (TR sueeskpsWyseeayWg,8)= Se£, (ST,X,W) € KDy X,W,8) 3i=1,00.0,7,

nach (EES) ein eindeutig bestimmtes System G = (Gi"“’Gr) von
Potenzreihen G, ek <ﬁ,V,W,S> sy 1 = 1,...,ry, mit

- 90 -




- 90 -

1) 6;(0,V,W,8) = v,

aG.

S
i1) = (T,V,W,S) = g;(T,G(T,V,W,SWsk= 3 a;5 (B(T,V,W,$)BTW)SW,

j=1 %

Offensichtlich sind sowohl durch
Gi(T,V,W,S) 1= Fi(ST,V,W), 1 2 1444,

als auch durch

GY(T,V,W,8) = F,(T,V,S0), i = 1,...,r,

Lésungen obiger Differentialgleichung gegeben. Aufgrund der
Eindeutigkeit gilt damit fiir i = 1,...,r:

(#) F,(T,V,SW) = F,(ST,V,W) .

Gleichung (#) kann man folgendermaBen interpretieren: Kommt
in irgendeinem Monom einer Potenzﬁeihe Fi die Unbestimmte T
. 1 5 . -

in der Potenz ko vor, so auch W1 ...Ws mit k1+...+ks-ko.
Es gibt also kein Glied der Potenzreihe F., in dem nur die Un-
bestimmte T und keine weitere Unbestimmte auftritt. Somit ist

es sinnvoll, T durch 1¢K zu ersetzen.
Aus () folgt dann:
Fi(S,V,H) = F;(1,V,8W) e K v, W,s)

Benennen wir nun noch die Unbestimmte S in T um, so erhalten

wir

Fi(T,V,W) = F(1,V,TW) € K {T,V,0) , i = 1,...,0 . .-

3. Beweisschritt

Der K-Algebrahomomorphismus ¢ : K <X,Y> + K <V,Z>, definiert
durch

ist ein Isomorphismus.
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Beweis:

Zundchst ist die Substitution X, > Hi(V,Z) = F;(1,V,2) =
Fi(l,V,TW) sinnvoll, da

H;(0,0) = F;(1,0,0) = F,(1,0,0+W) = F.(0,0,W) = O ,

Die Bijektivitdt zeigen wir mit Hilfe des Jacobischen Umkehr-

satzes,
a?(xi) aq(Xi)
e (0) ——— (0)
avj aZj . . . .
3(9(X1),...,?(Ys)) i,j jeweils
3V ) (0) = det sinnvoll ge
l’.'.’ S
9¢(Y.) dg(Y,) wdhlt
"377——'(0) Y/ (0)
J J
Ig(X;) 0y *
= det §Vj
0 Eg
Ig(X.)
= det ( —r (oY )
J
= 1
denn:
8(X;) oH (V,2) F (1,V,TW) 3F; (1,V,0)
v (0) = TRV (0) = Y A— (0) = — (0)
J J J J
3F: (0,V,W) V.
i i
2 ———— (0) = == (0) ,
3Vj SVj

wobei das Argument O aus dem jewells zustdndigen KX zu wihlen

ist (siehe Bemerkung 3.8). .

4, Bewelsschritt

r aHi(V,Z)
Es gilt V, = L
1 k- BVk

dV 9 izl,ooc,r .

k
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Bewels:

Nach Definition gilt:
s
a..(X,Y)dY.)=dH.(V,2) - &
1 M J * j=1

X(ax. -

- 0¥ -
v; =@ (wi) =@ i aij(H(V,Z),Z)d_zj

non

3
Der K-Algebrahomomorphismus ¢ : K {V,2) » K {T,V,W) mit
p (V)= V. , w(Zj) = TW. dist injektiv und induziert, wie man
sofort sieht, einen injektiven K (V,Z> - Homomorphismus

¢*: otk ,2) ) » otk €o,v,uW) ). Wir erhalten

S
*

*
(v.)
L j=1

s .
dHi(V,TW) C - E aij(H(V,TW),TW) d(TWj)

8
dF; (T, V51 = T a;5(F(T,V,1),TH) d(TH;)

j=1
r BFi s aFi aFi
= I (T,V,W) dv, + % (TyV,W) dW. + ====(T,V,W) dT
k=1 BVk k 321 awj ] oT
s s
,jzlaij(F(T,V.w),Tw) waj -jil aij(F(T,V,W),TW)Wj dT

Aus 2., Beweisschritt, ii) ergibt sich:

% r BFi s SFi
¢ (U3) =k§1 gv;(T,V,W) av, +j§1 (gp= (T5VsW) = a; s (F(T,V,W)TW)IT)AN,
Zwischenbehauptung:
SFi
cij(T,V,W):= 3T—(T,V,W) - aij(F(T,V,w),Tw) T = 0 flur %=i,...,r
3=1ly444,55.

Bewels:
Wir betrachten:

*o & X I R
(1) dlyTog) (w;) = dlyp™(v)) = E s (T»V,W) dT Ad IRERE

weitere Ausdriicke
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Aufgrund der Voraussetzungen des Satzes -~ hier kommt endlich

die Integrabilitdtsbedingung ins Spiel - gibt es aik;eﬂl(R)
r

mit dwi :k§1 Sik/\wk . Mit den Rechenregeln aus Bemerkung

8.16 fiuhrt das zu:

x % X% x%
(2) A o¢ M (ws) =y 0g™" (d w.)
r
_ %% X%
=y oy iii eik A wk)
Toxx xx Tox o= X X
= kilq, o q (Sik/\wk)=k§1q; oy (eik)/\q,;.-oq» (wk).
Setzen wir w* o) qx (eik) iz eik(T,V,W)dT + ... * weitere Terme,

so miissen die Koeffizienten vor gleichen Basiselementen in den
Ausdriicken (1) und (2) identisch sein, speziell muR fiir die

Koeffizienten von 4T Adwj gelten

dC. » r
(3) —5pL (T,V,W) = kzl e (ToVsW) + ep s (T,V,W) , J=1,00u,s .
r
Die Potenzreihen fi(T,X,V,W) i= k§1 eik(T,V,W) © X izlyeea,n

sind Elemente von K <T,X,V,W> . Nach (EES) gibt es genau ein
System F' = (F!,...,F!) , FleKk L,V W)y 5 i = 1,...,r, mit:

i) FI(0,V,W) = 0

oF!

i1) s (T,V,W) = £1(T,F'(T,V,W),V, W) = 5 e ) (T,V,W)+FL(T,V,W0).

U e B

k=1

Aus (3) ersehen wir, daR fir jedes Jje {1,...,55} Cjzz(dlj""’crj:

die Bedingung ii) erfiillt, Aber auch i) wird erfiillt, denn

3F. (0,V,W) V. .
T _ 1 . - 1l _ 1-1,004,P
Cij(O,V,N) = ““——"—“—“—awj fd aij(F(O,V,W),OW)O— ""‘"‘awj = 0 ’j=1,...,s

Aufgrund der Eindeutigkeit der L&sung der Differentialgleichung

gilt zundchst

cij = Ciy fir 1 = 1,...,r und 1 < j,k < 5.

- 94 -




- 94 -

Eine weitere LOsung obiger Differentialgleichung ist
Fi(T,V,W) = 0, 1 = 1,...5r. Die Eindeutigkeit der L&sung
flihrt damit zu

cij=0J i=1,...,I‘ ’j =1,.oo’s . =

Wir fihren nun den Beweis des 4. Beweisschrittes zu Ende. Aus

dem obigen Ergebnis erhalten wir

r BFi
ui) = E = (T,V,W) de‘

%
k=1 Vg

q/* 0 cp* (w;) =y

Wegen der Injektivitdt von w* ist auf w*(Ql(K <V,Z> )) die
Umkehrabbildung (<,u:‘:)"1 definiert. Es ergibt sich

oF. r 9H. '

. -1 * x.-1, ¥ 1 1

U, = (V ) 0%,(0.) = (W ) (X ===(1,V,TW)dV. ) = I ===(V,Z)dV .
1 1 k=1 BVk ? k k=1avk ? k

Damit ist der Beweis des letzten Beweisschrittes und somit

der Beweis des Satzes von Frobenius abgeschlossen. .-

Bemerkung 9.3

Die Umkehrung des Satzes von Frobenius ist ebenfalls richtig.

Beweils:
Sei Q' = R(QUj,...5dU)) 5 Q" = R(AV,...,dV ).

a; dU; , a; ek gy , i=1,...,r,

Ist weQ'y, so gilt w =
g 1

n~My

und wir erhalten
sa

i
5 dav

LI e V2]

r aai
dw = E ( E - d Uk/\dUi +

AdU.) .
Kk k 1

<
w

1 k

Genau das aber heifit: dwe Ql(R)/\Q' .

Der gleiche SchluR 1ldRt sich fir Q" ziehen. -
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