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Uber Graphen mit Kreisen, die gegebene Wege enthalten
M. Grotschel, Bonn

Die im folgenden betrachteten Graphen G=(V,E) sind ungerichtet, haben keine
Mehrfachkanten und keine Schleifen. Der Grad eines Xnoten veV ist die Anzahl
der Kanten ecE, die v enthalten und wird mit d(v) bezeichnet. Eine monotone
steigende Folge von ganzen Zahlen dl""’dn heiBft eine Gradsequenz, wenn

es einen Graphen mit n Knoten gibt, so daB di = d(vi). i=1,...,n gilt.

Eine Folge P=(v1,...,vp) von Knoten heifit ein Weg, falls {vi,viﬂ}eﬂ
i=1,...,p-1. Die Linge des Weges ist p-1 (Wege der Linge O enthalten weder

Knoten noch Kanten). Ist dar{iber hinaus {vl, vp}eE, so ist P ein Kreis der
Linge p.

Ein interessantes und vielfach untersuchtes Problem der Graphenthecrie ist es,
notwendige oder hinreichende Bedingungen daflir zu finden, daB ein Graph
Kreise gewisser Linge enthdlt. Ein umfassender Uberblick iiber die bisher er-

zielten Ergebnisse findet sich in [4] und 0 .

Im folgenden soll ein Satz angegeben werden, der Aussagen dariiber macht, wann
in einem Graphen - gegeben irgendein Weg der Linge r - ein Kreis der Linge

m > r+3 existiert, der diesen Weg enthilt. Aus diesem Satz lassen sich einige
der bekannten Resultate {iber Kreise in Graphen leicht ableiten. Die zum Teil

recht umfangreichen Beweise der nachfolgenden Sdtze finden sich in [3] .

Als wichtige Hilfsmittel flr den Beweis von Theorem 2 erweisen sich Eigen-
schaften von h-fach zusammenhingenden Graphen.

Besonders niitzlich ist dabei

Satz 1 [3_]
Sei G ein (r+2)-fach zusammenhingender Graph und P=(a°,. . .,ap) ein Weg in G,
p>r. Sei Q=(as.... ,a”s) ein Weg der Linge r, der in P enthalten ist.

Dann existiert ein Paar P', P" von Wegen mit folgenden Eigenschaften:
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a) Die Endknoten von P' und P" sind a, und ap.
b) P' und P" haben keine weiteren gemeinsamen Knoten.

c) Falls P' (oder P") Knoten von P enthilt, dann erscheinen

diese in P' (oder P") in derselben Ordnung wie in P,

d) P' enthdlt den Weg Q.

Das zentrale Resultat von [3] 148t sich nun wie folgt formulieren.
Theorem 2 [3]

Sei dl"" ’dn die Gradsequenz eines Graphen G=(V,E).

Sei n>3, m<n und O<r<m-3, und die folgende Bedingung sei erfilllt fir alle

k mit O<k<%- (m-1)

(1) 4 <kiv =d_, > nk.

Sei dardiberhinaus G (r+2)-fach zusammenhingend, wenn sowohl %(m-r)in-dn_r_l—l

als auch d.k>k+r fiir alle O<k<-;—(m-r) gilt,

Dann gibt es zu jedem Weg Q der Ldnge r in G einen Kreis, der mindestens die
Linge m hat und Q enthdlt.

Xorollar 3 [d]
Sei dl" . 'dn die Gradsequenz eines Graphen G=(V,E),

Sein > 3, g > 2, und die folgende Bedingung sei erflllt.

(2) 4 <k<g-1 =pd . >nk.

Sei dariiber hinaus G 2-fach zusammenhingend, wenn sowohl q-l<n-dn_l—l als

auch dk>k flir alle 1 < k < g-1 gilt. Dann enthdlt G einen Kreis, der min-

destens die Linge min {n,2q} hat.
Korollar 4 [3]
Sel G=(V,W,E) ein bipartiter Graph mit Gradsequenzen, d(vl) Seedl d(vn)

und d(wl) < e <_d(wm), n < m. Falls
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(3) d(wk) k<ol d(vn_k) > m-k+1,

gann enthdlt G einen Kreis der Linge 2n.

In [3] wird weiterhin bewiesen, daB sich aus Theorem 2 de
(siehe [4, S. 223] ), der Satz von Chvatal (siehe [1, S. 2
schwache Form des Satzes von Berge [x, s. Qog ableiten 1
Anhand von Beispielen wird gezeigt, daB Theorem 2 in gewi
moglich ist und daB Korollar 3 weder stdrker noch schwich

von Bondy [2] und die noch unbewiesene Vermutung von Wood
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