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Introduction

One of the startling features of combinatorial programming is the fact that
most of its problems can be easily stated in a readily understandable way,

but are hard to solve. Only recently ([Cook,197l],[Karp,1972]) progress has
been made in rigorously classifying easy and hard combinatorial optimization
problems by translating them into language recognition problems on Turing
machines. The easy problems (P-problems) are those which can be solved in a
polynomial number of computational steps depending on the "size'" of the
problem (i.e. binary encoding of the problem data) on a deterministic Turing
machine and hence on a real computer. NP-problems are those which are solvable
on a nondeterministic Turing machine in polynomial time, and are called hard
if no polynomial algorithm on a deterministic Turing machine is known. An
NP-problem P. is termed hardest (NP-complete) if it has the property that

the existence of a polynomial algorithm on a deterministic Turing machine

for P implies the existence of such a polynomial algorithm for all NP-problems.
Unfortunately most of the combinatorial optimization problems with a wide
range of applications are NP-complete. However it is still an open question
whether the class of NP-problems is strictly larger than the class of
P-problems, though this is widely believed +to be true.

Polyhedral combinatorics played and still plays an important role in proving
that certain combinatorial optimization problems are indeed P-problems.
Verifying this fact involves in general the design of a polynomial algorithm
and the laborious proof of its correctness. The proof is often done by firstly
defining a polyhedron whose vertices are in one to one correspondence with
the feasible configurations of the combinatorial problem, secondly finding
inequalities and equations which characterize this polytope completely,
thirdly interpreting the algorithm as a special linear programming algorithm
and fourthly using duality theory. Usually the difficult part of this

procedure is the second step.

The success of these methods of polyhedral combinatorics with respect to
P-problems clearly suggests trying a similar approach to attack NP-problems.
A polyhedron associated with a combinatorial optimization problem is easily

defined; what remains is to find a list of all the facets of this polyhedron.

Since the beginning of this decade intensive research has been done to
completely characterize polytopes associated with NP-problems. Although more

and more classes of facets and hence "good" and "better" approximations of




these polytopes were discovered there is still no polytope associated with

an NP-complete problem for which a complete linear characterization is

known explicitly. Despite this negative aspect these results gave rise

to a number of quite efficient so called cutting plane algorithms and
improved branch-and-bound algorithms, hence the study of the facial structure

of these polytopes proves again to be of practical relevance.

Furthermore the author conjectures that the fact that for all known NP-complete
problems no explicit complete linear characterization of the associated
polytope is available, is not merely a coincidence but results from a deeper

mathematical phenomenon yet to be fathomed.

This study is a contribution to the efforts currently being made to characterize
those polytopes which are associated with hard problems. It is especially
concerned with the NP-complete travelling salesman problem and some P-problems
which are closely related such as the spanning tree problem, the 2-matching

problem, the assignment problem, and the branching problem.

Let Kn = [V,E] be the complete undirected graph on n nodes, let Tn be the
set of all hamiltonian cycles of Kn’ ?nd le; Tn be the set of all subsets
of the hamiltonian cycles of Kn. If x e R is the edge incidence vector
of Tc E then we define

QI,; := conv {x' e R |E] I TeTn},
N T E ~
Q,rrl := conv {x s:]RI | | TeTn}.

Q¥ is called the symmetric travelling salesman polytope, and Q; the monotone
symmetric travelling salesman polytope. Q? has the property that its vertices

are in one to one correspondence with the hamiltonian cycles in Kn.

Similarly we define the asymmetric travelling salesman polytope P? and the

monotone asymmetric travelling salesman polytope ﬁ? as the convex hull of all
incidence vectors of the hamiltonian circuits (subsets of hamiltonian circuits)

of the complete directed graph on n nodes.

The aim of this study is to approximate the polytopes Q?, an s P; and ﬁg as

well as possible, i.e. to find large classes of valid inequalities and to prove
that these inequalities in fact define facets of those polytopes. Furthermore

; . F? which are "inherited"
from naturally related polytopes of P-problems such as the forest polytope,

we shall characterize those facets of Q; . Qg s P

the 2-matching polytope, the assignment polytope and the branching polytope,
and we shall prove some results which indicate that it is impossible to give

a complete explicit characterization of the travelling salesman polytopes.




On the other hand we shall solve a 120-city symmetric travelling salesman
problem by linear programming, which shows that the characterizations found

may prove to be of value for solving large problems,

Teil 1 contains the mathematical prerequisites for the later chapters. In § 1

undirected graphs are defined, some graph theoretical concepts are introduced,
and a few results are cited. The same is done for directed graphs in § 2.

In § 3 some necessary results from linear algebra are cited while § 4 contains
a variety of results on polytopes collected from the literature. Some of these
theorems, such as Satz 4.4, Satz 4.5, are fundamental tools in the further

discussions.

In § 5 basic notions of boolean algebra are introduced. These are needed in § 6
to cite some well known results connecting boolean concepts with polyhedral
theory. In particular Padberg's lifting procedure (Satz 6.4) in connection with

prime implicant inequalities will prove to be of value in the sequel.

Kapitel 4 deals with some aspects of the elegant theory of matroid polytopes

due to Jack Edmonds. Those concepts of matroid theory and the theory of
independence systems which are useful in polyhedral theory are given in § 7.
Some properties of inseparable sets in matroids are proved (Satz 7.2, Satz 7.4).
In § 8 a matroid polytope is defined as the convex hull of all incidence vectors
of the independent sets of a matroid. A new proof is given for the non-
redundancy part of Edmonds' [1970] complete and non-redundant linear
characterization of matroid polytopes (Satz 8.3, Satz 8.4). Furthermore the
convex hull of the incidence vectors of all bases of a matroid is non-

redundantly characterized in § 9 (see Satz 9.3, Satz 9.6, Satz 9.8, Satz 9.9).

The symmetric travelling salesman problem is treated in Teil 2.

First (Kapitel 5 and 6) those polytopes of P-problems which are closely related

to the symmetric travelling salesman problem are studied. i

|
Utilizing the results about matroid theory we give complete and non-redundant i
linear characterizations of the forest polytope (Satz 10.3) and of the spanning ‘

tree polytope (Satz 11.2).

Kapitel 6 is devoted to the 2-matching problem. Several polytopes related to
matchings and b-matchings appearing in the literature are discussed in § 12. ;

We consider here the polytopes: Q.. = convex hull of all incidence vectors of

n
2M -
perfect 2-matchings in the complete graph Kn, Q2M = convex hull of all

incidence vectors of 2-matchings in the complete graph Kn, and




§I:={XER]HIO'<X <1 VeeE, & x =2 VYieV}.

2M — e —

- eew(i)

Q2M is in a certain sense the coarsest meaningful relaxation of Q M All the

vertices of Q2M ,» in particular the fractional vertices, are characterlzed
in § 13 (Satz 13.1, Satz 13.2). Starting with the complete characterization
of the monotone 2-matching polytope égM given by Edmonds [1965] we first of
all prove that all trivial inequalities define facets of QEM' Afterwards
we single out the dominated 2-matching constraints and prove that the
2-matching constraint I z < IW | + kfl defines a facet of Q

i=0 eeE(W )
if and only if [wo,,wil =1, Iwi[ = 2,1 =1,...,k; winwj =P, 1<i<j<k,
k > 3 and odd, or k = 1 and |W | > 4 (Satz 11.4). Satz 14.6 gives a complete

and non-redundant linear characterization of Q The 2-matching polytope Q;M

which is a face of Q is characterlzed in § 15% Its dimension is |E| - |V]| and
therefore some of the facets of Q are no longer facets of Q;M or are
equivalent to others. The trivial 1nequalities are considered in Satz 15.7.
Those 2-matching constraints which are equivalent with respect to QEM are

given in Satz 15.5, and in Satz 15.9 all 2-matching inequalities which define
facets of QEM are characterized. Satz 15.10 gives a complete and non-redundant

linear description of QgM.

In § 16 the polyhedral relationships between the symmetric travelling salesman
problem and the spanning tree problem as well as the 2-matching problem are
discussed. Using a well known result of graph theory (Satz 17.2) the dimension

of the travelling salesman polytope Q? is found in Satz 17.3 to be lEl - lV[.

In the first part of § 18 the prime implicants of the resolvent functions of

the sets Tn and in are determined. Utilizing theorems of § 6 the trivial

inequalities, the degree constraints, and the subtour elimination constraints

are identified as facets of Q? (S4tze 18.1, 18.2, 18.3). Folgerung 18.4

characterizes those facets of the forest polytope which are also facets of the

monotone travelling salesman polytope 6;. Proving that the trivial inequalities
xlj 1, x. 15 2 > 0 are facets of the symmetric travelling salesmin poéytope Q;
requires much more effort (Satz 18.5, Satz 18.6). The polytopes QT ) QT and

Q¥ are given completely in 18.7, 18.8, 18.9.

Kapitel 8 provides us with lifting theorems for Q? and 63. A number of lemmas
needed in the following two paragraphs is given in § 19. Their proofs are dull,
lengthy, but unavoidable and are carried out in detail. The foundations for
subsequent proofs that certain inequalities define facets of Q? are laid in

§ 20. Four theorems (Satz 20.1, 20.2, 20.3, 20.4) of the following type are

proved:
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Let ax f~ao be a facet of Q?; we assume that some coefficients are
explicitly known, some are not, and for some coefficients lower bounds

are given. Based on the partial knowledge of ax < a_a new inequality

a'x! j_aé is explicitly defined which is valid f?r Q¥', n' > n, and it is
proved that this inequality defines a facet of Q; .

Two similar lifting theorems (Satz 21.1, 21.2) for 6? are proved in § 21.
Kapitel 8 contains the main proof load for the characterization of facets

of Q? and 6; .

Based on Edmonds' 2-matching constraints Chvatal [1973a] defined a new class
of valid inequalities - the so called comb inequalities - for the symmetric
travelling salesman polytopes. Those comb inequalities which are dominated
with respect to Q? and 6? are determined in § 22. The non-dominated Chvatal-
comb inequalities are generalized to a new class of comb inequalities

(22.10, 22.11).

Facets of the symmetric travelling salesman polytope Q? are determined in

§ 23, It is shown that all subtour elimination constraints bX x, < [w] -1
eeE(W)
are facets of Q; provided that 3 f.le.i IV[ - 3, and that exactly two of

these inequalities are equivalent with respect to Q? (S&tze 23.1, 23.2, 23.3).
Those facets of the spanning tree polytope which are also facets of Q; are
ascertained in Satz 23.5. That the "smallest" comb inequality defines a facet
of Q; » 0 > 6, is proved in Satz 23.6. Using Satz 23.6 and the four theorems
of § 21 it is shown in Satz 23.7 that all new comb inequalities define facets
of Q?; again exactly two of these comb inequalities are equivalent with
respect to Q;. Satz 23.9 determines all the facets of the 2-matching polytope
QgM which are also facets of Q;. A non-redundant partial characterization

of Q; is given in Satz 23.10 which in our opinion is already quite a good

approximation of Q;.

Using § 22 analogous results concerning the facial structure of the monotone

symmetric travelling salesman polytope Qn are given in § 24. Satz 24.4 gives

T
a non-redundant system of facets of Q?. The number of these different facets
is calculated in Satz 24.5. It turns out that the number of known facets of

~

Q? is already tremendously large.

In § 25 hypohamiltonian and hypotraceable graphs are introduced. A certain

new property A is defined (Definition 25.1), and it is shown in 25.3 - 25.9
that almost all known hypohamiltonian and hypotraceable graphs have property A.
Hypohamiltonian and hypotraceable inequalities are defined in Satz 25.10,

and we prove in Satz 25.14% that for all hypohamiltonian graphs G = [V,E],
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V] = n, having property A there exists a hypohamiltonian graph G' = [V,E’],

EcE', such that the hypohamiltonian inequality I X, <n-11is a facet
- eeE!
of Q? but is not a facet of Q? » m > n. A similar result for hypotraceable

graphs is given in Satz 25.15. These two classes of very complicated
inequalities for which an explicit characterization seems to be rather
difficult to find, lead us to the conjecture that it is impossible to give
a complete and non-redundant explicit characterization of é? (see also

the discussions at the ends of § 24 and § 25).

The facial structures of the asymmetric travelling salesman polytopes are

studied in Teil 3.

First of all (Kapitel 10 and 11) we consider polytopes associated with
P-problems which are natural relatives of the asymmetric travelling salesman

problem.

Two matroid poiytopes induced by special partition matroids on a digraph are
characterized completely and non-redundantly in § 26. In § 27 the well known
(monotone) assignment polytope is shown to be the intersection of these two

matroid polytopes and a characterization is given.

Kapitel 11 deals with the optimum branching (and antibranching) problem. In
order to characterize the branching polytope non-redundantly the class of
two-connected and strongly connected digraphs (called strong blocks) is
treated in § 28. It is shown that all strong blocks can be constructed by

a special "ear decomposition" (Satz 28.1) which provides one tool for the study
of minimal strong blocks which are strong blocks G = (V,E) such that G-e

is not a strong block for all eeE. The two main results are that the number
of edges |E| of minimal strong blocks is bounded by |V} §_|E[ :_2]V| -3

(Satz 28.6) and that all minimal strong blocks contain at least two nodes

with indegree and outdegree one (satz 28.11). Using Satz 28.11 and the
complete characterization of branching polytopes found by Edmonds [1968]

a non-redundant characterization of branching polytopes is given in § 29

(see Satz 29.5). Taking advantage of a simple new characterization of
quasi-strongly connected digraphs (Satz 30.2) the convex hull of the incidence

vectors of all arborescences of a digraph is studied in § 30.

The pglyhedral relationship between the asymmetric travelling salesman problem
on the one hand and the above-mentioned two partition matroid problems, the
spanning tree problem, the assignment problem, and the branching (antibranching)

problem on the other is discussed in § 31.
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That the dimension of the asymmetric travelling salesman polytope Pg is
n(n-3)+1 is shown in Satz 32.2. Two proofs are given, the second one turns

out to be of great value in § 37.

In § 33 we calculate the prime implicants of the resolvent functions of P?
and ?; and prove, using sequential lifting procedures, that the degree
constraints are facets of ﬁ?. Contrary to the symmetric problem sequential
lifting procedures do not suffice to show that the subtour elimination
constraints are facets of Pg. Several "strange" liftings are shown in
Bemerkung 33.6.

Kapitel 13 is the analogue of Kapitel 8 with respect to the asymmetric

;, ﬁ?. With some effort two lifting theorems
for P? (Sdtze 34.1, 34.2) and two lifting theorems for §¥ (S&atze 35.1, 35.2)

travelling salesman polytopes P

are proved which enable us to transport facets of lower dimensional polytopes
to higher dimensional ones.

n
T
version of the new comb-inequalities is defined in Satz 36.2. Further new

New inequalities valid for P, and ﬁ? are derived in § 36. An asymmetric o

inequalities are the C2-comb-inequalities (Satz 36.5), C3-comb-inequalities

(Satz 36.8), D. - and D*—inequalities (Satz 36.10), Eq—inequalities (Satz 36.12) ...

k k
and Tk—inequalities (Satz 37.5).

n
T
First of all we prove that the subtour-elimination constraints define facets

The '"sharpness' of these inequalities with respect to P, is studied in § 37.
of P? (Satz 37.3), two of which however are equivalent. Satz 37.4 shows which
of the facets of the spanning tree polytope, of the branching polytope and
“the antibranching polytope are also facets of P;. Except for k = n-3 all
Tk—inequalities define facets of P; (Satz 37.12). The D;—, D;—

inequalities are shown to be facets of P; in 37.14 - 37.17. Furthermore some

- +
> Dy=s D=

of the C3-comb-inequalities and all Eu—inequalities define facets of P;

(37.21, 37.22). A summary of these results is given in 37.23.

Similar results about the facial structure of the monotone asymmetric
n
T
38.15. It turns out that almost all inequalities which define facets of
? and that some classes of facets of ﬁ; are not
facets of P? (for instance some comb-inequalities).

travelling salesman polytope P2 are proved in § 38. A summary is given in

Pg also define facets of P

Finally Teil 4 gives a detailed description of the way we solved a symmetric
120-city real-world travelling salesman problem by iteratively applying linear
programming techniques and merely using the facets found above as cutting

planes.




Summarizing the results of this study, we have shown the following:

Partially based on known results from the literature we characterized
completely and non-redundantly all those polytopes associated with

P-problems which are closely related to the symmetric or asymmetric travelling
salesman problem. We succeeded to completely answer the question which of

the facets of these polytopes remain facets of the travelling salesman polytopes
and which do not. Furthermore we found very large classes of new valid
inequalities for both, the symmetric and the asymmetric travelling salesman
polytopes, and we were able to prove that most of these inequalities in fact
define facets thus giving a partial non-redundant linear characterization

of the symmetric and asymmetric travelling salesman polytopes.

These results imply on the one hand that the numbers of facets of the
travelling salesman polytopes are tremendously large and on the other that

the facial structure of these polytopes is rather complicated, i.e. it is

most unlikely that a complete explicit. characterization can ever be obtained.
Nevertheless it seems that the facets found define polytopes which are already
quite good approximations of the symmetric and asymmetric travelling salesman

polytopes and hence - as has been shown - might be helpful in practice.

This study has grown out of my work at the Institut fiir Okonometrie und
Operations Research, Universitdt Bonn, during the years 1974 - 1976 in the
stimulating environment of the Sonderforschungsbereich 21. Among the many
persons with whom I collaborated and discussed the topics presented here two
had an invaluable infiuence on me. Professor Bernhard Korte was a stimulating
supervisor at all times and was always ready to discuss problems. His support
and criticism were of great value for me. During his stay at Bonn

Professor Manfred W. Padberg introduced me to this subject and taught me

the methods of polyhedral combinatorics. Parts of chapters 7, 9, 12, and 14
were done in collaboration with him or are generalizations of joint results.
I am grateful to both of them. Special thanks are also due to my wife Iris

for the careful typing and proof-reading.

Martin Grdtschel




TEIL 1. GRUNDLAGEN

Kapitel 1. Graphentheorie

Die Graphentheorie gehdrt wohl zu den Teilgebieten der Mathematik, die sich im
letzten Jahrzehnt besonders stark weiterentwickelt haben. Ein wichtiger Grund
dafiir diirfte ihre vielfiltige Anwendbarkeit in den verschiedensten Bereichen

der Wirtschaftswissenschaften und der technischen Wissenschaften sein. Leider
gibt es jedoch keine zwei Lehrbilicher der Graphentheorie, in denen identische
Worter oder Symbole dasselbe bedeuten. Deshalb wollen wir zundchst, um Verwechs-
lungen zu vermeiden, alle im weiteren verwendeten Begriffe definieren und einige
ihrer Eigenschaften angeben. Die hier dargestellten Definitionen und Ergebnisse
sind auf die speziellen Erfordernisse dieser Arbeit zugeschnitten und im wesent-
lichen den Standardreferenzen der Graphentheorie [Berge,1973] und [Harary,1972]
sowie - in der deutschsprachigen Literatur - [Noltemeier,1976], [Wagner,197d]
und [Neumann,1975] entnommen, in denen auch weitergehende Erlduterungen zu

finden sind.
§ 1. Graphen

Ein ungerichteter Graph G (im weiteren Graph) besteht aus einer endlichen nicht-
leeren Menge V = {vl,v2,...,vn}, deren Elemente Knoten genannt werden, und aus
einer endlichen Familie E = {el,eQ,...,em} von zweielementigen Teilmengen von

V. Die Elemente von E heiBien Kanten. Als Kurzschreibweise fiir einen Graphen
wihlen wir die Bezeichnung G = [V,E]. Im weiteren werden wir fast immer

v = {1,2,...,n} setzen.

Ist e = {v,w} eine Kante, so heiBen v und w Endknoten von e, und wir sagen, e

inzidiert mit (verbindet) v und w. Zwei Knoten heiBen benachbart (adjazent),

wenn es eine Kante gibt, die beide verbindet.
N(v) := {weV| JeecE mit e = {v,w}}
ist die Menge der Nachbarn von veV.
Gibt es mehrere Kanten, die zwei Knoten miteinander verbinden, so heiBen diese

parallel. Die Anzahl der Kanten, die mit einem Knoten ve V inzidieren, heiBt

Grad von v, in Zeichen d(v). Fiir Graphen ohne parallele Kanten bedeutet das:
a(v) = [N ].

Ist WeV, so ist w(W) die Menge der Kanten aus E, die genau einen Endknoten in

W haben, fiir w({v}) schreiben wir w(v); E(W) ist die Menge der Kanten, die beide
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Endknoten in W haben. Ist FcE, so ist V(F) die Menge aller Knoten in F, d.h.
V(F) := Uei.
e.ef

i
Ein Graph G' = [V',E'] heiBt Untergraph von G = [V,E], falls V'cV und E'cE
gilt. Fir WeV heiBt [W,E(W)] der Knoten-induzierte (W-induzierte) Untergraph

von G. Fiir F€ E heiBt [V(F),F] der Kanten-induzierte (F-induzierte) Untergraph

von G.

Zur Abkiirzung verwenden wir die folgende Schreibweise: Ist G = [V,E] ein Graph,

so sei
G-v := [V-{V},E(V-{V})] fir veV und
G-e := [V,E-{e}] fiir eeE sowie
Gre := [V,Eufe}] £iir ecV mit |e| = 2, e¢E.

Eine Kette von v, nach Vg S > 1, ist eine Folge von Knoten und Kanten
[vo,el,vl,eQ,...,eS,vs] mit der Eigenschaft, daB e; = {vi-l’vi} gilt. Ist G
ohne parallele Kanten, so ist die Kette durch [Vo’vl""’vs] bereits eindeutig

bestimmt. Eine Kette mit Vo T Vs 82 2, heiBt Zyklus und wird mit

<e1,v1, s eeslg ,VS> bzw. <vl APTIEE ,vs> bezeichnet. Wir wollen auBerdem annehmen,

daB alle Knoten einer Kette bzw. eines Zyklus voneinander verschieden sind.
Die Anzahl der Kanten einer Kette bzw. eines Zyklus heiBt die Linge der Kette

(des Zyklus). Zyklen der Lidnge ]VI heiBen Hamilton-Zyklen oder Touren.

Ist K = [Vo’el

besagen, daB der Knoten v eV bzw. die Kante eeE in der Kette K vorkommt .

se e ,es,vS] eine Kette, so soll die Schreibweise ve K bzw. eeK

Ist Tc E eine Kantenmenge und [:vl,...,vk] eine Kette, so schreiben wir fiir

Ty {{v;,v,, .} |1 < i<k} kurz Tu [Vl,...,vk-_].

Sei M eine Menge, und fiir alle Teilmengen von M sei eine Eigenschaft P definiert,

dann heift Bc M maximal (minimal) beziiglich P, wenn B die Eigenschaft P besitzt

und jede echte Obermenge (Teilmenge) von B nicht die Eigenschaft P hat.

Ein Graph G = [V,E] heiBt zusammenhingend, falls es zu je zwel Knoten v,weV

eine Kette von v nach w gibt. G heiBt zweifach zusammenhdngend, falls es zu je

zwei Knoten v,w eV einen Zyklus gibt, der v und w enthdlt. Eine Komponente von

G ist ein maximaler zusammenhdingender Untergraph von G. veV heifit Artikulations-

knoten, falls G-v mehr Komponenten enthdlt als G. Ein Block ist ein Knoten-

induzierter Untergraph B von G, der zusammenhdngend ist, mindestens zwei Knoten
und keine Artikulationsknoten enthdlt und beziiglich dieser Eigenschaft maximal

ist, d.h. ein Block ist ein maximaler zweifach zusammenh&ngender Untergraph

von G.
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Ein Graph, der keinen Zyklus enthdlt, heiBt Wald, ein zusammenhdngender Wald
heiBt Baum. Man Uberlegt sich leicht, daB ein Baum genau |V]-1 Kanten enthdlt
und daB jedes Hinzufiigen einer weiteren Kante genau einen Zyklus erzeugt. Ein

Baum [W,T] in einem Graphen [VQE] mit TcE und V = W heiBt spannender Baum.

Ein Graph G = [V,EJ, |v| > 2, heiBt vollsténdig, wenn E = {{i,3} | i,jev, i # 3}
gilt. Vollstindige Untergraphen eines Graphen heiBen Cliquen.

§ 2. Digraphen

Ein gerichteter Graph oder Digraph besteht aus einer endlichen Menge

vV = {vl,...,vn} von Knoten und einer endlichen Familie E = {el,...,em} mit
eiE:VXV - {(v,v) ’V’EV}, i=1,...,m. Die Elemente e von E heiBen Bdgen. Di-
graphen bezeichnen wir mit G = (V,E). In manchen Fédllen lassen wir auch die

Existenz von Bdgen (i,i), den sogenannten Schlingen, zu.

Jedem Digraphen G = (V,E) kann man in eindeutiger Weise einen Graphen G' = [V,F]
wie folgt zuordnen:
Vav>veV
E3(i,j) » {i,j}e F.
{lber diese Zuordnung kann man alle Konzepte der ungerichteten Graphen auch auf
Digraphen betrachten. Es ist also sinnvoll, von zusammenhidngenden Digraphen, von

einem Digraphen, der ein Baum ist, etc. zu sprechen.

Ist e = (v,w) ein Bogen, so heiBt v Anfangsknoten und w Endknoten von e,
v heiBt Vorginger von w und w Nachfolger von v, wir sagen e geht von v aus und

endet in w.

NT(v) := {weV]| JecE nit e = (v,w)},
N (v) := {weV| JecE mit e = (w,v)},
N(v) := N (v)yN (v).

N (v) ist die Menge der Nachfolger von v und N (v) die Menge der Vorginger von

v, analog zum ungerichteten Fall heiBt N(v) die Menge der Nachbarn von v. Bogen,
die denselben Anfangs- und denselben Endknoten haben, heiBien parallel. Die Bogen
(v,w), (w,v) heiBen antiparallel. Die Midchtigkeit der Menge der von einem Knoten

v ausgehenden Bdgen (in v endenden Bdgen) nennen wir den AuBengrad (Innengrad)
von v und bezeichnen ihn mit a¥(v) (d7(v)). Hat der Digraph G keine parallelen
Bdgen, so gilt at) = |N+(v)|, a(v) = [N (»)]. dv) := at(v) + d"(v) heiBt

Grad von v.

Ist WeV, so ist wT (W) bzw. w (W) die Menge der Bdgen aus E, deren Anfangsknoten
bzw. Endknoten in W liegt, aber deren Endknoten bzw. Anfangsknoten nicht in W

liegt. w(W) := wh(W)y w (W). statt w({w}) schreiben wir w(w). Gilt w(W) = 0 (W)
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oder w(W) = w (W), dann heiBt w(W) Cokreis. E(W) ist die Menge der Bdgen, die

Anfangs- und Endknoten in W haben. Fir Fc E ist V(F) := k_){v,w}.
(v,w)elF

Unterdigraphen, sowie Knoten- (Kanten-) induzierte Unterdigraphen werden wie

bei Graphen definiert, die Bezeichnungen G-v, G-e, G+e ebenfalls.

Ein Weg von Yo nach Vgs S > 1, ist eine Folge von Knoten und Bogen
[vo,el,vl,...,es,vsj mit der Eigenschaft, daB e, = (vi—l’vi)’ i=1,...,s,

gilt. Hat G keine parallelen Bdgen, so schreiben wir kurz [vo,vl,...,vsj. Ein
Weg mit v, = Vg heiBt Kreis und wird mit <el,v1,...,es,vs> bzw.<v1,v2,...,vs>
bezeichnet. Zusitzlich wollen wir verlangen, daB alle Knoten eines Weges bzw.
Kreises voneinander verschieden sind. Die Anzahl der Bdgen eines Weges (Kreises)
heiBt die Linge des Weges (Kreises). Kreise der Ldnge |V| heiBen Hamilton-

Kreise, Wege der Lénge |Vl-1 Hamilton-Wege.

Jeder Weg (Kreis) ist in natlirlicher Weise eine Kette (Zyklus), aber nicht um-

gekehrt. Falls keine Verwechslung mdglich ist, werden wir - der Kirze halber -

Hamilton-Kreise manchmal auch Touren nennen, dabei aber die gerichtete Struktur

meinen.

Ein Digraph heiBt stark zusammenhdngend, wenn es zu je zwei verschiedenen Knoten

v,weV einen Weg von v nach w und einen Weg von w nach v gibt. Das ist dquiva-

lent dazu, daB jeder Bogen auf einem Kreis liegt.

Ein Digraph heiBt Branching, wenn er ein Wald ist und wenn in jedem Knoten
hdchstens ein Bogen endet. Eine Arboreszenz ist ein zusammenhdngendes Branching,
oder #quivalent dazu, eine Arboreszenz ist ein Baum mit einem ausgezeichneten
Knoten, der sogenannten Wurzel, in der kein Bogen endet, von der aus aber jeder

andere Knoten auf genau einem Weg erreicht werden kann.

Wir nennen einen Digraphen D = (V,E) , |v] > 2, vollsténdig, wemnn gilt
E = vxV - {(i,i) | i eV}. Vollsténdige Unterdigraphen heiBen Cliquen. Im Gegen-
satz zum Falle von Graphen enthdlt nicht jeder Digraph - aufgrund dieser

speziellen Definition - eine Clique.

Kapitel 2. Polyedertheorie

Im weiteren bezeichne R die reellen Zahlen und R"” den Vektorraum der n-Tupel
(xl,...,xn). Wir werden ausnahmslos endlich-dimensionale R&ume betrachten und
nicht immer explizit die Dimension der betrachteten Vektoren und Matrizen an-
geben, sofern diese aus dem Kontext heraus ersichtlich ist. Desgleichen ver-
zichten wir immer auf ein Transpositionszeichen, da i.a. klar ist, ob Vektoren

als Zeilen- oder Spaltenvektoren zu interpretieren sind. Im folgenden wollen
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wir einige Grundbegriffe der linearen Algebra, die wir hdufig benutzen werden,
auflisten. Sie finden sich in jedem Standardtext iiber lineare Algebra. Des-
gleichen wollen wir die wichtigsten und flr diese Arbeit zentralen Begriffe der
Polyedertheorie einfiihren und einige ihrer Eigenschaften angeben. Dieses Gebiet
ist ausfihrlich in [Grﬁnbaum,1967], [Rockafellar,1972] und [Stoer,Witzgall,l970]
dargestellt.

§ 3. Lineare Algebra

Ein Vektor x € R heiBt Linearkombination von Vektoren xl,...,xreiRn , wenn es
r

al,...,art:I{ gibt mit x = X QL. Die lineare Hiille 1in(S) einer Menge
i=1

gt sScR" ist die Menge aller Linearkombinationen von Elementen von S.

1lin(@) := {0}.

r
Eine Linearkombination, die I a, = 1 erfiillt, heiBft Affinkombination. Mit
i=1
aff(S) bezeichnen wir die affine Hille der Elemente von ¢ # ScIRn, das ist

die Menge aller Affinkombinationen von Elementen von S. aff(¢) := {0}.

Eine Affinkombination heift Konvexkombination, wenn oy >0, 1i=1,...,r, gilt.

Analog definieren wir die konvexe Hiille von S, conv(S), und conv(@) := {0}.

Aufgrund der Definition gilt: Scconv(S)c aff(S)c1in(S). S ist ein linearer
Teilraum (affiner Teilraum, eine konvexe Menge), wenn gilt S = 1in(S)
(S = aff(S), S = conv(S)). 1in(S) (aff(S), conv(S)) ist der Durchschnitt aller

linearen Teilrdume (affinen Teilrdume, konvexen Mengen), die S enthalten.

Sei Sc R" eine endliche, nichtleere Menge und Ax e R Y xeS. Besitzt S die

Eigenschaft
(a) TAx=0=DDA =0 Y xes,
X X
x€eS
bzw. (b)) TAx=Ound IX =1 =0 Y xes,

X
XES xXeS
so heift S linear bzw. affin unabhingig, andernfalls linear bzw. affin abhdngig.

Die leere Menge sei per definitionem linear und affin unabhéngig. Offensicht-

lich ist jede linear unabhingige Menge S auch affin unabhdngig, ebenso ist su{o}
affin unabhdngig.

Die beziiglich der linearen Unabhdngigkeit maximalen Teilmengen eines Vektor-
raums heiBen Basen. Ein fundamentaler Satz der linearen Algebra besagt, ist U
ein linearer Teilraum von lfl, dann haben alle Basen von U die gleiche endliche
Kardinalitit. Diese Zahl nennen wir Dimension von U, dim U.

. n
Ein affiner Raum T heiBt parallel zu einem affinen Raum S, wenn es ein ae R

gibt mit T = S + a. Offensichtlich ist L(T) := {x-y lx,ye'f} ein zu T paralleler
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linearer Raum, und zwar der einzige zu T parallele lineare Teilraum des R".
Wir definieren fiir einen affinen Raum T

dim T := dim L(T).
Damit k&nnen wir fiir beliebige Teilmengen ScR" einen Dimensionsbegriff
einfiihren

dim S := dim aff(S).
Offensichtlich gilt dim S = dim conv(S) = dim aff(s).

Aus den obigen Definitionen folgt sofort:

Satz 3.1.

Set ScR™,

(a) Die Menge S hat die Dimension m genau dann, wenn sie m+l affin unabhdngige
Vektoren enthdlt.

(b) Ist 04 aff(S), so gilt dim S = m genau dann, wenn S m+l linear unabhingige
Vektoren enthilt.

§ 4. Polyeder

Flir alle weiteren Betrachtungen sei der R" immer mit dem gewdhnlichen inneren
n
Produkt xy := I Y5 s x,y'a]RI1 versehen. Mengen des Typs H = {x lax = ao},
- i=1
aeR"-{0}, a eR, sind (n-1)-dimensionale affine Teilrdume von R, solche

Réume wollen wir Hyperebenen nennen. Der Kirze wegen sagen wir hdufig "die Hy-
perebene ax = a ". Mengen des Typs {x]ax :_ao} nennen wir (abgeschlossene)

Halbr&dume, desgleichen werden wir vom "Halbraum ax < ao" sprechen.

Durchschnitte von endlich vielen Halbr&umen heiBfen Polyeder. Ein beschrdnktes
Polyeder heiBt Polytop. Analytisch lassen sich Polyeder P wie folgt darstellen:

P = {x|Ax < b},

. . . m . .
wobei A eine (m,n)-Matrix und be R ist, wiederum sprechen wir kurz vom

Polyeder Ax < b.

Eine Ungleichung ax <a heiBt giiltig bezliglich eines Polyeders P, wenn
Pc{x|ax < ao} ist.

Eine Menge Fc P heiBt Seitenfldche von P, wenn F = P oder F = @ gilt oder wenn
es eine gliltige Ungleichung ax 2a, beziiglich P gibt mit F = {x]ax = ao}n P.
Jede Seitenfliche eines Polyeders ist natlirlich selbst ein Polyeder. Die Seiten-
flichen, die verschieden von ¢ und P sind, nemnen wir echte Seitenfldchen. Ist

ax < a, gliltig fiir P und F = {x | ax = ao}nP echte Seitenfldche von P, so spre-

chen wir kurz von der Seitenfldche ax < ao,ungeachtet der Tatsache, daB F
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durchaus Darstellungen durch verschiedene Ungleichungen besitzen kann.

Zwei Ungleichungen ax Jags bx :_bo, die dieselbe Seitenfldche F eines Polyeders
P definieren, d.h. F = Pn{x|ax = a l = Pn {x|bx = b_} nennen wir dquivalent
bezliglich P.

Die Menge der Seitenfl&chen eines Polyeders bildet beziliglich der mengentheore-
tischen Inklusion einen Verband. Uber die Struktur der Verbdnde von Seiten-
flichen ist nur wenig bekannt; von einer Charakterisierung solcher Verbdnde
(siehe etwa [Stoer,Witzgall,1970,S.73 ff]) scheint man noch weit entfernt zu
sein. Eine bessere Kenntnis dieser Verbdnde kdnnte durchaus ein Gewinn fiir die

Optimierung sein.

Von zentraler Bedeutung bei der Untersuchung von Polyedern sind die Facetten.
Facetten nennt man die maximalen echten Seitenfldchen eines Polyeders. Nur die
Kenntnis aller Facetten ermdglicht eine vollstdndige und nicht redundante Be-

schreibung eines Polyeders durch ein System von Gleichungen und Ungleichungen.

Satz u4.l1.
Sei P ein Polyeder, Bx = b ein minimales System von Gleichungen mit
aff(P) = {x | Bx = b}. Zu jeder Facette F von P gebe es genau eine giltige
Ungleichung an < ag mit F = Pn{x | an = ag}. Sei Az < a das System dieser
Ungleichungen, dann gilt

dim P = n — Rang(B),

P={x|Bx =b, Ax < a}.

Dieses System von Gleichungen und Ungleichungen ist minimal. [}

Satz 4.2.
Ist das Polyeder Pc R"™ volldimensional, d.h. dim P = n, so existiert ein bis
auf Linearfaktoren eindeutig bestimmtes minimales System von Ungleichungen
Ax < a mit
P={x|4z <a}. [

Satz 4.3.
, , n
(a) Fc P ist eine nmichtleere Seitenfldche von P genau dann, wenn es ein ce R

gibt mit
F = {x | ex = max{cy | y e P}}.
(b) Ist F echte Seitenfldche von P, so gilt
dim F < dimP - 1. [

Zum Beweis, daB eine Seitenfldche von P eine Facette ist, erweist sich folgen-

der Satz als sehr niitzlich.
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Satz 4.4.
Sei F echte Seitenfliche von P. Dann sind dquivalent:
(a) F ist Facette von P.
(b) dim F = dim P - 1.
(e¢) F enthdlt dim P affin unabhc’ingige Vektoren.
(d) Ist aff(P) = {x|Ax = a} und F = Pnlx | b = bo}, dann extistieren zu Jjeder
Hyperebene cx = ¢, mit F = Pa {x|ecx = c,} ein Vektor Ae RTEME
m e R-{0} mit
M+ 1b =c.
(Aus dieser Beziehung folgt: Xa + mb, = co.)
(e) Ist P volldimensional und F = P nic | bx = bo}, dann gibt es zu jeder
Hyperebene cx = ¢, mit F = Paflx|cx = co} ein me R-{0} mit
™ = e.

(Aus dieser Beziehung folgt: mb 0 " co.) 0

Manchmal ist es hilfreich zu wissen, daB bei der Beschreibung eines Polyeders
durch Gleichungen und Ungleichungen eine Ungleichung von vornherein weggelassen
werden kann, das heiBt, daB sie entweder keine Facette von P definiert oder be-
reits eine dquivalente Ungleichung bekannt ist. Wir nennen eine solche Un-

gleichung redundant.

Satz 4.5.

Seten ax < a, , bx < b, , cx < ¢, verschiedene giilltige Ungleichungen beztiglich
eines Polyeders P. P sei in keiner der Hyperebenen ax = a, , bx = bo enthalten.
Dann ist ax < a, redundant beziiglich P, wenn eine der folgenden Bedingungen

erfilllt ist.

(a)a:b+c,a0:bo+co,
(b) 0O <az<bunda, >b,,
(c)azo,bzo,cio,a_<_b+c,aoibo+co. ]

Ist P volldimensional, dann ist ax 2a im Falle (b) keine Facette, in den

Fillen (a) und (c) gilt dies nur, wenn zusdtzlich btac YoeR gefordert wird.

Falls wie in den Fillen (b) und (c) von Satz 4.5 zu einer gliltigen Ungleichung
ax < a eine gililtige Ungleichung bx :-bo’ a # b, existiert mit 0 < a < b,

a > bo’ dann nennen wir ax 2a, dominiert.

Ein weiterer wichtiger Typ von Seitenfldchen eines Polyeders sind die Seiten-
flichen der Dimension Null, die sogenannten Ecken. Offensichtlich ist jede
Ecke einelementig und minimale echte Seitenfliche. Allerdings gilt das nicht
umgekehrt, denn nicht jedes Polyeder besitzt Ecken. Betrachten wir hingegen

Polytope, d.h. beschrdnkte Polyeder, so kann man zeigen:
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Satz 4.6.

Sei Pe R" ein nichtleerer Polytop, und V sei die Menge seiner Ecken. Dann gilt:
(a) V¥4, |V| endlich.

(b) P = conv(V).

(c) Fiir jedes c e R" existiert ein veV mit cv = max {cx | zeP}. O

Eine "Umkehrung" von (a) und (b) hat folgendes Aussehen:

Satz 4.7.
Sei He R™ eine endliche Menge von Vektoren, dann gilt:
(a) conv(H) ist ein Polytop.
(b) Fiir die Eckenmenge V von conv(H) gilt V<H.
Betrachten wir speziell Ecken des Einheitsuwiirfels, so gilt:
(c) Ist x, £{0,1} fir © = 1,...,n und jedes x € H, dann gilt fiir die Eckenmenge
V von conv(H)
vV = H. o

Polytope sind definitionsgemdB beschrdnkte Mengen, die Durchschnitte von endlich
vielen Halbriumen sind. Satz 4.7 besagt nun andererseits, daB Polytope auch als
konvexe Hiille von endlich vielen Vektoren gewonnen werden kdnnen. Diese beiden
Charakterisierungen von Polytopen fiihren zu zwei zentralen Problemen der Opti-

mierung.

In der linearen Programmierung ist gewChnlich ein System von Gleichungen und
Ungleichungen gegeben, gesucht wird nach einer Charakterisierung aller
Ecken dieses Polyeders (ein solches Problem wird in § 13 behandelt) oder nach

einer Ecke, die beziiglich einer Zielfunktion den optimalen Wert annimmt.

In der kombinatorischen Optimierung tritt meistens der umgekehrte Fall auf.
Gegeben ist eine (zumindest theoretisch) wohlbekannte Menge V von Vektoren
(h&ufig 0,1-Vektoren). Gesucht ist ein beziiglich irgendeiner Gewichtung c der
Komponenten optimaler Vektor veV. Um die sehr effektiven Werkzeuge der Duali-
tatstheorie und linearen Programmierung anwenden zu kdnnen, betrachtet man den
Polytopen conv(V); man weiB, daB8 alle Ecken von conv(V) Elemente von V sind,
also wird das lineare Programm max{cx | x € conv(V)} das gewlinschte Ergebnis lie-
fern. Was fehlt ist "nur" eine (mdglichst nicht redundante) Beschreibung von

conv(V) durch lineare Gleichungen und Ungleichungen.

7iel dieser Arbeit ist eine mdglichst gute Beschreibung von Polytopen, die in
natiirlicher Beziehung zum symmetrischen und zum asymmetrischen Travelling Sales-
man Problem stehen. Fiir verschiedene mit dem Travelling Salesman Problem ver-

wandte Probleme wird eine vollsténdige und nicht redundante lineare Charakteri-
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sierung gefunden. Eine solche ist flir die Travelling Salesman Polytope selbst
nicht gelungen. Einige Ergebnisse (siehe etwa § 25) deuten darauf hin, daB eine
konkrete Angabe aller Faceften der Travelling Salesman Polytope wohl kaum mdglich
sein wird. Trotzdem scheint die gefundene lineare Beschreibung bereits '"recht
gut" zu sein, da wir unter Zuhilfenahme der gefundenen Facetten vermittels line-
arer Programmierung ein symmetrisches Travelling Salesman Problem auf 120

Stddten 18sen konnten, was mit den bekannten Branch-and-Bound Verfahren zur Zeit

kaum mdglich sein dlrfte.

Kapitel 3. Boolesche Algebra

Einige Methoden und Begriffe der Booleschen Algebra haben sich bei in letzter
Zeit erfolgten Untersuchungen als niitzliche Hilfsmittel zur Beschreibung kombi-
natorischér Probleme in Polyederform erwiesen. Die hier aufgeflihrten Begriffe
und ihre Eigenschaften werden in [Hammer, Rudeanu,1968 ] und [Mendelson,1970] ein-

gehender behandelt; wir listen nur die flir uns interessanten Aspekte auf. Tiefer-

gehende Untersuchungen {iber die Beziehungen zwischen Boolescher Algebra und
Polyedertheorie finden sich in [Hammer,Johnson,Peled,1974], [HammeP,Johnson,

Peled,1975], [Peled,1975b].
§ 5. Die grundlegenden Begriffe

Sei B ={0,1}, dann ist eine Boolesche Funktion eine Abbildung f: B > B, wo-

bei B" := {(xl,...,xn)l X € B, i=1,...,n} ist. Flir Boolesche Variable x,y,
d.h. Variable x,ye B , definieren wir zwei zweistellige Operationen das Produkt
xy .:= min{x,y} und die Vereinigung xVy := max{x,y}, desweiteren eine einstellige
Operation die Negation x 1= 1 - x.

Einen Booleschen Ausdruck in den Variablen L SERERTE N definieren wir rekursiv:

(1 O,l,xl,...,xn sind Boolesche Ausdrilicke.
(2) Sind A und B Boolesche Ausdriicke, dann auch AB, AvB , A.
(3) Es gibt keine weiteren Booleschen Ausdriicke auBer denen, die durch (1) und

(2) gebildet werden kénnen.

Jeder Boolesche Ausdruck B reprisentiert offensichtlich eine Boolesche Funktion

f, wir sagen dann f hat den Ausdruck B.

Ausdricke der Form X oder §i heiBen Literale, Produkte von Literalen Konjunk-

tionen. Wegen XX

hochstens einmal vorkommt.

= %, kénnen wir annehmen, daB ein Literal in einer Konjunktion

Eine Konjunktion A enth&lt eine Konjunktion B, wenn jedes Literal von B auch in

A enthalten ist. Eine Vereinigung von Konjunktionen heiBt Disjunktion oder
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disjunktive Form, die Konjunktionen sind ihre Terme. Man kann zeigen, daB jede

Boolesche Funktion einen Ausdruck in einer disjunktiven Form besitzt.

Gilt fiir zwei Boolesche Funktionmen f und g: f£(x) < g(x) fiir alle xE:ESn, so sagen

wir:f impliziert g bzw. f ist ein Implikant von g, beispielsweise ist die Kon-

junktion A ein Implikant der Konjunktion B, wenn B in A enthalten ist. Eine

Konjunktion P heift Primimplikant einer Booleschen Funktion f, wenn P ein Im-

plikant von f ist und keine Konjunktion, die f impliziert, echt in P enthalten

ist. Ohne Schwierigkeiten 1&Bt sich einsehen, daB jede Boolesche Funktion durch J
die Vereinigung aller ihrer Primimplikanten ausgedriickt werden kann. Auf diese

Weise 148t sich unter den vielen verschiedenen Ausdriicken einer Booleschen

Funktion eine bis auf Vertauschungen eindeutig bestimmte Normalform festlegen.

Ein (beschreibungsméBig) einfaches Verfahren zur Ermittlung aller Primimplikan-

ten ist die Consensus-Methode. Sie arbeitet wie folgt:

Schritt 1: (Absorption)

Gibt es in der gegenwdrtigen disjunktiven Form von f einen Term P,

der in einem Term Q enthalten ist, so entferne P.

Schritt 2: (Consensus)

Gibt es in der gegenwdrtigen disjunktiven Form von f zwei Terme P und

Q, so daB genau ein Literal Xy negiert in einem der Terme P, Q,unne-
giert in dem anderen Term vorkommt, d.h. P = xiP', Q= EAQ', dann

flige die Konjunktion P'Q' hinzu. Entferne die mehrfach vorkommenden
Literale aus P'Q'.
Man kann zeigen (siehe [Mendelson,1970,s. 94]), daB nach endlich vielen Wieder-
holungen der Schritte 1 und 2 alle Primimplikanten von f gefunden werden, jedoch

arbeitet dieses Verfahren #uBerst ineffektiv.

Eine Boolesche Funktion heiBt monoton steigend in der Variablen X:, Wenn fir alle

X PETERFL S B gilt: f(xl,. "’Xi-l’o’xi+1" "’Xn) f_f(xl,. veslaens ,xn).

13000 o%i-10%4
Boolesche Funktionen f, die in allen Variablen monoton steigend sind, nennen wir
kurz monoton. f ist also monoton genau dann, wenn aus y <x und f(x) = O folgt:
f(y) = 0. Dariiberhinaus ist unmittelbar klar, daB kein Primimplikant einer mono-

tonen Funktion f ein Literal der Form §i enthalten kann.

Eine disjunktive Form einer Booleschen Funktion f heifit irredundant, wenn jeder
ihrer Terme ein Primimplikant von f ist und die disjunktive Form, die durch Weg-
lassen irgend eines Terms entsteht, nicht mehr f reprdsentiert. Im allgemeinen
haben Boolesche Funktionen viele irredundante disjunktive Formen, jedoch haben

|

|

monotone Funktionen eine eindeutig bestimmte, nimlich die Vereinigung aller ihrer i
|

Primimplikanten.
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§ 6. Beaziehungen zur Polyedertheorie

Ist f: B® + B eine Boolesche Funktion, so kann man die Menge der L&sungen
der Gleichung f(x) = O als Teilmenge der Ecken des n-dimensionalen Einheits-
wirfels auffassen, andererseits kann man jeder Teilmenge S der Ecken des n-

n .
-+ B zuordnen mit

dimensionalen Einheitswiirfels eine Boolesche Funktion gt B
ps(x) = 0 <> xeS. Jede Funktion Pg mit dieser Eigenschaft heiBt Resolvente von
S. W&hlt man als Darstellung von pg, Was wir im weiteren immer annehmen wollen,
die Vereinigung der Menge aller ihrer Primimplikanten, so ergibt sich eine ein-
eindeutige Zuordnung zwischen Teilmengen S des Einheitswiirfels und gewissen

Booleschen Funktionen.

In der Optimierungstheorie ist nun hdufig die Situation gegeben, daB eine Teil-
menge S des Einheitswiirfels bekannt ist und daB sich g relativ einfach aus-
rechnen 1i8t. Um das Problem max{cx| x €S} 18sen zu konnen, versucht man LP-
Verfahren beziiglich des Polytops Pg = conv(S) anzuwenden. Damit dies mdglich ist,
muB eine mdglichst vollstédndige Beschreibung von PS durch Gleichungen und Un-
gleichungen bekannt sein. Eine der interessanten Fragen, die in letzter Zeit
intensiv untersucht wurden, siehe etwa [Hammer,Johnson,Peled,1975], [Vr]olsey,1975],i
[Balas,1975], [Peled,1975b], ist das Problem, welche Beziehungen zwischen pg,
insbesondere den Primimplikanten von pS,und dem Polytopen PS’ speziell den

Facetten von P bestehen.

S’
Einige der Ergebnisse, die spater bendtigt werden, sollen hier kurz aufgelistet
werden. Dabei soll B" mit der Eckenmenge des Einheitswilirfels identifiziert

. . . . n
werden. Zur Verkiirzung der Sprechweise nennen wir die Menge Sc B monoton, wenn

P monoton ist, desgleichen nennen wir PS = conv(S) einen monotonen Polytopen,
wenn p o monoton ist. Nach Definition hat ein monotoner Polytop P die Eigenschaft

xeP, ye]Bn und y < X = yeP.

Satz 6.1.
Set ¢ % sc B" eine monotone Menge,und sei k die Anzahl der Primimplikanten der

Linge 1 von pg. Dann gtlt

. - - 0
dim Py = 7 k.

Da ein Primimplikant der Ld&nge 1 von pg bewirkt, daB die zugehdrige Variable in

jeder Ldsung von ps(x) - 0 den Wert O annimmt, konnen wir diese Variable von

vornherein weglassen, d.h. wir nehmen im weiteren an, daB P_ volldimensional ist.

(™

Die Frage, welche Facetten des Einheitswiirfels auch Facetten von PS sind, 1&Bt

sich leicht beantworten:
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Satz 6.2.

Sei ScB" monoton und PS volldimenstional, dann gilt:

(a) —x; < 0 ist Facette von PS fir alle © = 1,...,n.

(b) x, < 1 ist Facette von Pg genau dann, wenn x, in keinem Primimplikanten

der Linge 2 enthalten ist. [l

Die Facetten des Einheitswiirfels wollen wir triviale Facetten nennen.

Satz 6.3. [Hammer,Peled,Johnson,1975]

Sei Sc B" monoton und PS volldimensional, dann gilt:

(a) AuBer den trivialen Facetten -z, < 0 hat PS keine Facetten mit rechter
Seite 0.

(b) Alle nichttrivialen Facetten von Pq der Form ax < a, haben positive

rechte Seite und keine negativen Koeffizienten. 0

Fiir niederdimensionale Seitenflichen gilt Satz 6.3 nicht.

Betrachten wir z.B. den Polytopen PS = {xe]R3 | X > o, 3 <1,1=1,2,3,
1t %, 2 1}, wobei S = {(o,o,o),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,0,1),(0,1,1)} gilt.

Die Seitenfliche F, die von den Ecken (1,0,0),(0,1,0) aufgespannt wird, kann

X

nur durch die giiltige Ungleichung (1—0L)x1 + (1—0t)x2 - oxg < 1-o reprdsentiert

werden, wobei sie flir o < Ound a > 1 ungiiltig wird und fiir o = 0, a =1 die
Facetten -x, < 0 bzw. x4 + %, < 1 angibt. Es gibt also keine gililtige Ungleichung

ax < a_ mit positiven Koeffizienten und F = {x|ax = ao}n Pg.

~J (0,1,0)

(1,0,0)

Fig. 6.1.

Sei Sc B™ monoton und IcN = {1,...,n}, so definieren wir

- X n _ .
PS(I) 1= PSn{xe]R Ixi—O VY ier1l.

PS(I) kdnnen wir als Polytop im Vektorraum ]Rn-‘II auffassen, wobei die zu I

gehdrigen Komponenten der Vektoren aus PS entfernt worden sind.




Offensichtlich ist eine Ungleichung genau dann glltig fir PS(I),

wenn sie fir PS gliltig ist.

Interessant ist nun die Tatsache, daB es Verfahren gibt, mit denen man aus
Facetten von PS(I) Facetten von PS berechnen kann. Siehe dazu [Padberg,1973],
[Padberg,1975], [Hammer,Johnson,Peled,197S], [Wolsey,1975], [Balas,19751,
[Peled,1975a], [ Peled,1975b] , [ Zemel,1974], [Balas,Zemel,1975].

Das folgende Verfahren heiBt sequentielle Liftung und geht auf M.W. Padberg

zuriick. Dabel sei e € R™ der i-te Einheitsvektor und x!e ]Rn ein Vektor mit

xi:O Y ieI.

Satz 6.4. [ Padberg,1973/1975]

Sei Sc B monoton und PS volldimensional. Sei Ic N = {1,...,n} und Z e I.

. I . . .
Set X a &y La, eine Facette von PS(I) mit > 0. Seti

%
k&I
a; :=a, —maz{ I akxllc | e; + «! e S}
k¢I
. I . e
Darm ist a x; + kil_akxk <a, eine Facette von PS(I <1. 0

Der so berechnete Koeffizient a; von X, heiBt Liftungskoeffizient von X, .

Indem wir die obige Berechnung mehrfach wiederholen, kdnnen wir Facetten von
niederdimensionalen Polytopen PS(I) (sogenannte lokale Facetten) zu Facetten des
eigentlich interessierenden Polytopen PS (globale Facetten) erweitern. Da man
die sequentielle Liftung in beliebiger Reihenfolge der i e I durchfihren kann,
wird man im allgemeinen ausgehend von einer Facette von PS(I) viele verschiedene
Facetten von PS erhalten kdnnen. Von besonderem Interesse ist dabei, da8 das in
Satz 6.4 angegebene ganzzahlige (i.a. komplizierte) Programm in vielen konkreten
Fillen durch recht einfache Uberlegungen zu ldsen und daher von erheblicher be-

weistechnischer Hilfe ist, was wir natlirlich im weiteren ausnutzen werden.

Verallgemeinerungen dieser Methode bieten sich an. Man kann versuchen, in einem
Schritt nicht nur einen Liftungskoeffizienten zu berechnen, sondern mehrere

gleichzeitig, ein solches Vorgehen nennt man parallele Liftung. Eine weitere

Mdglichkeit besteht darin, die Komponenten in I nicht Null sondern Eins zu
setzen und dann eine geeignete Prozedur zu definieren. SchlieBlich kann man noch
alle diese Methoden mischen und erhilt so eine Fiille von Liftungsmoglichkeiten.
Da wir diese Verfahren im weiteren nicht verwenden werden und eine exakte Be-

schreibung in wenigen Zeilen nicht mdglich ist, sei auf [Peled,197Sé], [Peled,

1975b] , [ Zemel,1974] verwiesen.
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Kirzlich haben Balas und Zemel [1975] gezeigt, daB sich (zumindest theoretisch)
alle Facetten eines monotonen volldimensionalen Polytopen durch eine verallge-
meinerte Liftungsprozedur aus lokalen Facetten gewinnen lassen, d.h. daB
Liftungsprozeduren, die allerdings gewbhnlich sehr schwierig durchzufiihren sind,

zu einer vollstdndigen Beschreibung von monotonen Polytopen fiihren kénnen.

Von besonderem Interesse ist nun die Tatsache, daB sich gewisse lokale Facetten

ad hoc angeben lassen, ndmlich tber die Primimplikanten der Resolventenfunktion

pS von S.
Satz 6.5. [Hammer,Johnson,Peled,1975]
- Set Pscﬂ?n ein volldimensionaler monotoner Polytop und A = 1 < ein Prim-
1eT

implikant von p o Dann ist die Primimplikanten-Ungleichung

L z, j_[II -1
i€l

etne Facette von PS(IV~I). 1]

Satz 6.5 bildet zusammen mit Satz 6.4 eine Grundlage zur linearen Beschreibung
monotoner volldimensionaler Polytope PS' Primimplikanten lassen sich hdufig recht
einfach angeben, und ebenso ist es meistens nicht allzu schwierig, die lokalen

Primimplikanten-Facetten vermdge des sequentiellen Liftungsverfahrens zu

Facetten von PS zu liften.

Die vorhergehenden S&tze behandeln nur den Fall monotoner Polytope PS; daB dies

jedoch der wichtigste Fall ist und daB in gewissem Simne damit alle Probleme

behandelt werden, sieht man wie folgt:
Sei ScIBn, dann definieren wir
S := {xeB"| Jyes mit x < yh

Offensichtlich ist die Menge § monoton; wir nennen $ die Monotonisierung von S.

Zwischen S und S, PS und P§ bestehen folgende Beziehungen.

Satz 6.6.

(a) P, ist eine Settenfldche von Pg.

S ~ . . .
(b) Die Resolvente p 5 von S erhilt man aus p g0 indem man alle Konjunktionen,

die ein negiertes Literal enthalten, wegldlt.

(c) Ist ceR" und e, > 0, © = 1,...,n, dann sind dquivalent:

(1) x_ ist Ecke von Pq und optimal fir max{ce |z ePgl.

Q

(2) x_ ist optimal fiir max{cx | z €St
(3) x_ ist optimal fiir max{cx | €S}
(4) = ist Ecke von Pg und optimal filr max{cx | ePg}.

Q

Q

Q
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(d) Sei ceR", c;

cé Za-ep, e! := (ci,...,cé), dann sind dquivalent:

>0, T = 1y0nayny, a6 2= 1 + maw{ci |2 = 1,...,n}, und sei

(1) z_ ist Ecke von Py und optimal fir min{cx l“7€Eb}'
(2) = ist optimal fiir min{cx | xe S},
(3) x_ist optimal fir max{c'x |xe8).

(4) x, ist Ecke von Py und optimal fir max{c'z |xtaP§}.ﬂ

o O O o

Kennen wir eine vollstd@ndige lineare Darstellung von Pé, so folgt aus

Satz 6.6 (a), daB wir dann auch eine solche von PS kennen ; allerdings ist eine
nicht-redundante Beschreibung von P§ im allgemeinen keineswegs nicht-redundant
bezliglich P_, wie wir spdter in mehreren Beispielen sehen werden. Hdufig sind
viele der Facetten von Pé dquivalent beziliglich Ps oder gar nur niederdimensio-
nale Seitenfldchen von PS, was zu einer wesentlichen Verkleinerung des Restrik-
tionensystems filihren kann. Leider gibt uns jedoch keine der im vorhergehenden
beschriebenen Methoden ein Verfahren an die Hand, Facetten von PS zu bestimmen.
Flir niederdimensionale bzw. nicht-monotone Polytope bleibt uns also nichts
anderes Ubrig, als durch Inspektion des speziellen Problems "maBgeschneiderte"
Liftungs- oder Facettenerkennungs-Verfahren zu entwickeln, was im weiteren fiir

die in dieser Arbeit behandelten Probleme geschehen wird.

Die Fille (¢) und (d) von Satz 6.6 schlieBlich verknilipfen die Optimierungs-
probleme iiber S und S algorithmisch und besagen, daB es bei geeigneter Ziel-
funktion an sich gleichgililtig ist, ob man ein Optimum iiber S, 3, PS oder P§

sucht, da in allen Fillen dasselbe fiir alle Probleme zuldssige optimale Ergebnis

geliefert wird.

Kapitel 4. Matroidtheorie

Die Matroide sind ein (leider nicht allzu h#ufiges) Beispiel dafiir, daB recht
esotherische mathematische Strukturen nach ldngerer Zeit "reiner" Entwicklung
durchaus ungeahnten und erfolgreichen Eingang in die "Niederungen" der Anwendung
finden kénnen. Der Ursprung der Matroidtheorie liegt in einem Aufsatz von
Whitney [1935], welcher versuchte, einige Eigenschaften, die eine Menge linear

unabhéngiger Vektoren hat, kombinatorisch zu beschreiben, und dazu das Gebilde
"Matroid" erfand.

Durch Arbeiten von J. Edmonds (z.B. [Edmonds,l970/l97l]) und anderen sind inter-
essante Beziehungen zwischen der Matroidtheorie und vielen Problemen der ganz-

zahligen Programmierung aufgedeckt worden, was zur Entwicklung "guter'" (im Sinne

der Komplexitdtstheorie) Algorithmen flir einige dieser Probleme (siehe z.B.

[Lawler,1976]) oder zumindest guter suboptimaler Verfahren (Heuristiken) fiir
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andere dieser Probleme (siehe z.B. [Korte,Hausmann,1976_]) gefihrt hat.

Das Buch von R. v. Randow [1975] gibt eine umfassende Einfihrung in die Theorie
der Matroide, wihrend in dem Buch von Lawler [1976] zahlreiche Anwendungen und
die algorithmischen Aspekte dargestellt sind. In der Dissertation von R. Giles
[1975] werden einigen Techniken der Matroidtheorie neue Gebiete erschlossen und

viele der Ergebnisse von Edmonds in bezug auf Matroid Polyeder abgerundet.

Alle in dieser kurzen Zusammenfassung zitlerten Begriffe und Ergebnisse sind,
falls keine andere Literaturangabe gemacht wird, dem Buch von R. v. Randow

[1975] entnommen.
§ 7. Unabhdngigkeitssysteme und Matroide

Sei E eine endliche Menge und J eine nicht-leere Teilmenge der Potenzmenge'p(E)

von E. M = (E,J) heiBt Unabhangigkeitssyétem, wenn gilt

JcI e =>JeT.

Die Elemente von W heiBen unabhingig und die Elemente von R(E) -7 abhingig.
Beispiele von Unabhingigkeitssystemen sind die monotonen Eckenmengen des Ein-
heitswiirfels. Unabhingigkeitssysteme, in denen alle einelementigen Teilmengen
von E unabhingig sind, heiBen normal.

Fiir jede Menge SCE heiBen die maximalen unabhingigen Mengen Bc S Basen von S,
die Basen von E nennen wir kurz Eg_g‘_ég_. Die minimalen abhingigen Teilmengen ZC E
heiBen Zirkuits. In der Sprache der monotonen Mengen entsprechen die Zirkuits

gerade den Primimplikanten.
Fiir jedes Sc E ist eine'Rangfuﬁktion r : P(E) = N definiert durch

r(8) := max{|B| | B Basis von S}.

Die Rangfunktion r ist nichtfallend, d.h.

Rec ScE = r(R) < r(S)

und subadditiv

R,SCE => r(Ru S) < r(R) + r(S).

Eine Teilmenge Sc E heiBt abgeschlossen, wenn gilt

r(su {e}) > r(s) YeeE-s.

Der AbschluB einer Menge Sc E ist die Menge

c1(s) := {eeE|r(8) = r(su {eh}.

Fiir jede Basis B einer Menge ScE gilt damit cl(B) = S.
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Eine Teilmenge| Sc E heiBt separabel, falls es eine Partition Sy» S, von S gibt
(d.h. S, $0%S),, S;nS, =P, 5;uS,=8) mit r(§) =r(S,) +x2(S,), andernfalls heiBt S
inseparabel; ist E inseparabel, so heiBt M = (E,J) inseparabel.

Eine Teilmenge ScE heiBt trennend, wenn filir alle Zirkuits Z in E gilt:

entweder Zc S oder Zc E-S. Sind die einzigen trennenden Mengen von (E,J) die

leere Menge und E, so nennen wir (E,J) zusammenhdngend.

Ein Unabhidngigkeitssystem M = (E,J) heiBt ein Matroid, wenn fiir alle ScE

und alle Basen|B

1» B, von S gilt: lBll = ‘Bz .

Satz 7.1.
Sei M = (E,1) ein Matroid, dann gilt
(1) Die Rangfunktion r ist submodular, d.h.
r(SuT) +\»(SnT) < r(S) + r(T) fiir alle S, TcE.
(1') Sei Tc FCE und I €N, dann gibt es ein I'ed, so daB Tu I' Basts von F ist.
(2) Fiir alle
Fir alle
(3) Fiir alle
Fir alle
von F sind.
(4) Sc E ist Zirkuit<=>r(5-le}) = »(S) = |s| - 1 fir alle e€S.
(5) Sind 7 und 7' Zirkuits und e, e'eE, dann gilt:
(eeZn 2" \und e' e 2-2')=>Es gibt einen Zirkuit 2" mit e'e Z2"c(@uZ")-{el).
(6) Ist ScE ynd e € E-S, dann gilt:
eecl(S) Es gibt einen Zirkuit Z mit ecZcSulel
r(s) = r(Suiel). O

asen B, B' von FcE gilt:
€ B existiert e'eB', so daB (B-{e})u {e'} Basis von F ist.
asen B, B' von FcE gilt:
c B existiert S'c B', so daB (B-S)u S' und (B'-S')u S Basen

Ist M = (E,¥) e¢in Matroid und Fc E, so ist MF = (F,':IF) mit ’:IF := {IcF| 1N}

ein Matroid, das durch M auf F induzierte Matroid oder Reduktionsmatroid.

Die Konzepte des Zusammenhangs und der Inseparabilitdt sind beziliglich Matroiden

4quivalent; der Beweis dieses Resultats basiert auf [Whitney,1935].

Satz 7.2.
Sei M = (E,1)

mente von E liegen auf einem gemeinsamen Zirkuit.
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Bewels:
Teil 1.
(a) = (b):

M ist zusammenhdngend heiBt, daB fiir alle Partitionen El, E2 von E ein Zirkuit
Z existiert mit Zr.E1 0, ZnE2 $ @, daraus folgt fiir i = 1,2 nach Satz 7.1
(1) und (4)

r(E;) + 12| -1 =2(E) +2(2) > r(E;u2Z) + r(E;nZ) = r(E;uZ) + |E;n 2]

und somit

r(E)) + r(E,) + 2|z] - 2 > v(Eju 2) + r(Eyu 2) + |z| > v(E) + |z| - 1+ |z],
daraus folgt

r(El) + r(BQ) > r(E) + 1 > r(E) fir alle Partitionen El’ E2 von E, d.h. M ist

inseparabel.

(b)=> (a):

Sei El’ E2 eine Partition von E. Angenommen, es gibt keinen Zirkuit Z mit
E/nZ % ¢ und E,nZ $ @. Sei E

(wobei {eo} := @ gelten soll): .

r(E;y {el,...,ei}) = r(Elu {el,...,ei_l}) >

eiscl(Elu {el""’ei—l}) e . ‘

Es gibt einen Zirkuit Z mit e;eZcE u {el,...,ei_l}u {ei} <=

Es gibt einen Zirkuit Z mit e, € ZC{el,...,ei} (nach Annahme) <>

e; € cl({el, .. ’ei—i}) <G>

r({el, cen ,ei}) = r({eg,... ’ei—l})

= {el,e .,es}, dann gilt fiir i = 1,...,s

2 22"

und damit
S
0 = j-El(r(f‘.lu{el,...,,ei}) - r(Elu {el,...,ei_l}))

s
-z (r({el,...,ei}) - r({el,._.,ei_l})).
i=1

Das bedeutet:

0 = r(E) - r(Bl) - r(Ez) + 0.

Daraus folgt, daB M separabel ist. Widerspruch!

Teil 2.

(c) = (b):

Da (c)=>(a) trivialerweise richtig ist, ergibt sich (c)==>(b) aus Teil 1.

(b) =>(c):
Sei ee E beliebig, und sei
F := {feE | 3 Zirkuit Z mit e, fez}vu {e}.

Wenn wir zeigen kdnnen, daB8 F = E gilt, sind wir fertig.




Angenommen F 4: H.

einen Zirkuit ZO
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Nach Voraussetzung ist E inseparabel, also gibt es nach Teil 1

mit FnZ i g, Z-F § @. Nach Definition von F gilt ez#Zo. Sei

e € ZO—F beliebig, und sei

K:= {Keg

"M ist nicht leer|,
gibt es einen Zi

Element von *

Sei o0.B.d.A. K
Natlirlich sind 2
e ¢ 2. Nach sat
eeZ,C (Zlu 22 -

schaften ee¢ Zg,

gdbe das aber einen Widerspruch zur Minimalitdt von K, also Z

Zlu Z2’ und sei ele, eer

z 7.1 (5) gibt es Zirkuits Zy bzw. Z

- ? e
{d}) bzw. e eZ,c (Z,u 7, {ah). K':=
30524. Ware ZB“ 2, # @, so wire K'eX ; wegen IK'I < |Kl er-

E l K ist Vereinigung zweier Zirkuits Z',Z2" mit
eeZ', e €Z" und Z'n 2" + ¢}.

denn es existiert ge Zon F # @, und nach Definition von F

rkuit Z' mit e, ge Z'. Folglich ist Z'y z €l{. Sei K ein

mit kleinster Kardinalitit.

desweiteren sei deZ.n ZQ.

2 1

1 und 22 voneinander verschieden, da nach Annahme e ¢ 22 und

4 mit der Eigenschaft

23u ZLL hat die Eigen-

3N 2, = 0.

Nun ist aber nach Satz 7.1 (4) Zl—{d} unabhéngig, also kein Zirkuit, folglich

gilt Z,42,, d.h

existiert e, € Z

y & 2y

ee€
das heiBt K" = Z
K"

Das ist aber ein

- Z,C7Z,.

-2

ch

e Analog gilt Z4¢ Z2, also

es existiert ein ey € Z3

Wir wissen damit

2 1

Zl’ e € Zu, e, € Zln Zq # 2,
1V 2, €K . Weiter gilt wegen e, ¢ 7,V Z

N

{e,}.

= 7 3

LV Zuc (Zlu Z2 - {es}) = K -

Widerspruch zur Minimalitdt von KeW . -0

Nennen wir eine Teilmenge Fc E zusammenhdngend, wenn der Reduktionsmatroid MF

zusammenhdngend ist, dann ergibt Satz 7.2 unmittelbar

Folgerung 7.3.
Set M = (E,q) ein

(a) F 71st zusamme

(b) F ist i'nsepar

(c) Je zwei Eleme

Eine inseparable
ist und keine ech

Fc E heiBt minima

normales Matroid und Fc E, dann sind dquivalent

nhingend.
abel.
nte von F liegen auf einem gemeinsamen Zirkuit zZc F. (1

Teilmenge FC E heift maximal inseparabel, wenn F inseparabel

te Obermenge von F inseparabel ist. Eine trennende Teilmenge

1 trennend, wenn sie nicht leer ist und die einzige echte Teil-

menge von F, die

kénnen wir zeigen

Satz 7.4.
Sei M = (E,N) ein

F ist maximal ins

trennend ist, die leere Menge ist. Mit diesen Begriffsbildungen

normales Matroid wnd @ ¥ Fc E. Dann gilt:

eparabel < F ist minimal trennend.
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Beweis:

"=>" Sei F maximal inseparabel.

a) Wir zeigen zunichst, daB8 F trennend ist. Angenommen, F ist nicht trennend,
dann gibt es nach Definition einen Zirkuit Z in M mit Zn T # ¢, 2 -TF # @. Wir
wollen zeigen, daB Fu Z inseparabel ist, womit ein Widerspruch zur Maximalitit
von F gefunden wdre. Dazu zeigen wir, daB Fu Z keine trennende Menge enthdlt,

also zusammenhdngend und somit nach Folgerung 7.3 inseparabel ist.

Sei also T? FuZz, T # @ beliebig; es ist zu zeigen, daB T nicht trennend ist,
das heiBt, daB es einen Zirkuit Cc Fy Z gibt mit Cn T tg,c-T + .

al) Sei TnF # ¢ und F -~ T $ @. Nach Voraussetzung (Inseparabilitit von F) und
Folgerung 7.3 gibt es zu ee TnF und feF - T einen Zirkuit, der e und f ent-
hdlt, folglich kann T nicht trennend sein.

a2) Sei TeZ - F. Dann gibt es Elemente ee 2 - T und £€ZnT ; diese liegen auf
dem Zirkuit Z, d.h. T ist nicht trennend.

aS) Sei FcT. Dann gibt es Elemente eeZ -~ T und fe ZnFcT, die auf dem Zirkuit
Z liegen; T ist also nicht trennend.

Damit sind alle Félle erledigt und die Behauptung ist bewiesen.

b) Es bleibt zu zeigen, daB F minimal ist. Angenommen, F ist nicht minimal
trennend, dann gibt es eine trennende Teilmenge S # @ von F, das heiBt, daB alle
Zirkuits von M in S oder E - S liegen. Sei B1 eine Basis von S und B2 eine Basis
von F - S, dann ist Blu B, eine unabhdngige Menge in F, da es keinen Zirkuit
gibt, der Elemente aus Blc S und B2c E - S enthdlt. Folglich gilt

r(F) < r(S) +r(F-8) = [Bl] + lel < r(F).

Dies ist aber ein Widerspruch zur Inseparabilitit von F.

"&=" Sei F minimal trennend.
c) Da nach Annahme die einzigen trennenden Teilmengen von F in MF die leere
Menge und F selbst sind, ist F nach Definition zusammenhdngend und damit nach
Folgerung 7.3 inseparabel.
d) Es bleibt zu zeigen, daB F maximal ist. Sei G eine Obermenge von F, d.h.
G =Fylf', F' # @. Ist Bl eine Basis von F und B2 eine Basis von F', dann ist,
da F trennend ist (siehe b)), B, U B, unabhéngig in G. Daraus folgt

r(G) > !Bll + |32l =r(F) + r(F') > r(G).
Das aber bedeutet, daB jede Obermenge von F separabel, F also maximal insepa-

pabel ist. []
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Die filir die Optimierung wichtigste Eigenschaft von Matroiden ist die Existenz

eines besonders einfachen Algorithmus - des sogenannten Greedy-Algorithmus -

zur Losung von Optimierungsproblemen iiber Matroiden.

Ist M = (E,X) ein Unabhdngigkeitssystem und c: E + R eine Gewichtsfunktion,

dann arbeitet der Greedy-Algorithmus wie folgt
(1) F := g;
(2) Ist E = ¢, dann STOP;

Wahle fe E, so daB c(f) = max {c(e) | ec E};

Entferne £ aus E;

(3) Ist c(f) < 0, dann STOP;
Ist Fu{f} €q, dann flige f zu F hinzu;
Gehe zu (2).

Falls es mdglich ist, in Schritt (3) die Unabhingigkeit von Fy{f} in einer

Rechenzeit zu {iberpriifen, die polynomial in |E| ist, arbeitet der Greedy-
. Es gibt Unabhdngigkeits-

Algorithmus in polynomialer Zeit abhingig von IE
systeme, fir die der Test auf Unabhdngigkeit NP-hart ist, jedoch sind diese
sehr artifiziell. Fir fast alle "natlrlichen" kombinatorischen Optimierungs-

probleme ist der Greedy-Algorithmus ein guter Algorithmus.

Satz 7.5.
Set M = (E,) ein Unabhingigkeitssystem, darm gilt:
Der Greedy-Algorithmus liefert fiir alle Funktionen ¢ : E + R etn Optimum des

Problems max I c(e) genau dann, wenn M ein Matroid ist. []
I€] ecl

§ 8. Matroid Polytope

Jedem Unabhingigkeitssystem M = (E,7) kann man auf natlirliche Weise einen
Polytopen zuordnen:
Ist |E| = m, dann ordnen wir jedem e € E eine Komponente X eines
m-Tupels zu. Flir jede Teilmenge ScE definieren wir den

Inzidenzvektor xSsiRnldurch

WS .- {1 , falls e€ S
e 7 |0 , sonst.

Die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren aller unabhéngigen Mengen

ist dann der Polytop
Py := conv {XSI Sed}.




PM ist aufgruy

Polytop. Ist
Da - wie wir
Optimierungsp
fir Matroid P
bekannt ist u
Polytope. Fiir
der Fall. Die

enorm umfangr
Satz 8.1.
Set M = (E,J)

PM =

Edmonds hat S:

Algorithmus a]
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nd der Struktur von Unabhdngigkeitssystemen stets ein monotoner

M ein Matroid, so heift PM Matroid Polytop.

noch sehen werden - etliche der wohlbekannten kombinatorischen
robleme Matroidprobleme sind, ist die Tatsache von Bedeutung, daB
olytope eine explizite, vollstdndige lineare Charakterisierung

nd somit auch fir die zu diesen Optimierungsproblemen gehdrigen
Polytope von beliebigen Unabhdngigkeitssystemen ist das nicht
lineare Darstellung der Matroid Polytope ist zwar im allgemeinen

eich, jedoch durchweg kombinatorisch sehr einfach zu handhaben.

[Edmonds, 1971]
etn Matroid und Py, der zugehdrige Matroid Polytop, dann gilt

[erIEllﬂ)x610 Veek,

(2) tax,<r(s) Y scE) D

eeS

a1tz 8.1 zusammen mit Satz 7.5 dadurch bewiesen, daB er den Greedy-

ls ein spezielles Verfahren der linearen Programmierung lber dem

Polyeder {xe R EI ]xe >0 VeeE, I Xg 2 r(S) V Sc E} interpretierte und den

eeS

schwachen Dualitdtssatz ausnutzte.

Dariiber hinaus/konnte Edmonds [1970] auch die Facetten von Py charakterisieren.

Einen Beweils d

solcher in der

Satz 8.2.

ieser Charakterisierung wollen wir im folgenden angeben, da ein

Literatur noch nicht erschienen ist. Zundchst gilt offensichtlich

Sei M ein Matroid und k = |{ecE | r(e) = 0}|, damn gilt

dim P, = |B] =k [

Speziell bedeutet das, daB die Komponenten der abhdngigen Elemente e € E nie von

Null verschied

streichen.

0.B.d.A. betrs

volldimensiond

en sein k&nnen. Wir kdnnen sie also ohne weiteres von vornherein

chten wir also im weiteren nur noch normale Matroide, d.h.

le Matroid Polytope.

Satz 8.3.

Sei M = (E,) |lein Matroid, dann gilt

(%) Y x < m
e—.
ecE

(E) ist Facette von.ﬁw<#>E ist inseparabel.
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Beweis:

" :” .

Ist E separabel, so ist (¥) die Summe von giiltigen Ungleichungen, nach Satz 4.5
(a) also keine Facette.

A : H:

Wir nehmen an, daB (%) keine Facette ist,und zeigen, daB dann E separabel sein

muf3. Widerspruch!

Wir fassen die Inzidenzvektoren der Basen von E zu einer Matrix A zusammen, so
daB jeder Zeile von A eine Basis entspricht. Die Zeilenvektoren von A sind

nach Definition genau die Ecken von P, die (%) mit Gleichheit erflillen. Ist

M’
(%) keine Facette von PM’ so ist der Rang von A kleiner als |E| und damit
existiert ein Vektor X e R £l {0} mit
AXx = 0.
Seien E, := {eeE|a <0},

E, := {eeE|A > O}
Da A nur Elemente aus {0,1} enthdlt und M normal ist, gilt El # 2, E2 # @, p
ebenso Eln~E2 =g, Elu E2 = E. Also ist El, E2 eine Partition von E.

Sei Bi Basis von E, so daB Si = Ein Bi Basis von Ei’ i=1,2, ist. Sei
Tl = Bln E2, T2 = 82n El’ also Bl = Slu Tl’ B2 = S2u T2.

Nach Satz 7.1 (3) gibt es zu T2c B, eine Menge T''c Bl’ so daB

I= (B2 - T2)u T" = S,v T" Basis von E ist. Es ist
= = n = < .
r(E,) = r(8,) = r(E,n 8,) < r(E,n (S,uT")) r(EQnII)__r(EQ)
Es folgt: E,n T" = ¢ und somit T"c S,. Da xB2 und x* Zeilen von A sind, gilt:
Eoat I oA =xA=0=x = oA+ I A
. . _ . <
1832 1:—:T2 1582 1eT
und somit b} Ai = I A,
ieT ieT"
2
Analog gibt es zu T, c B, eine Teilmenge T'c S,, so daB L A. = I A,
1771 2 . 1 eomy L
lSTl ieT
Es folgt
N L TR A VI VI VI DT VI I R PR
. - - 3 ] . 3 _—u " -
18T2 1882 ieT 1€T1 1581 ieT 1€T2
das heiBt I A. = I Ai . Aus Ai <0 1ieg El und T" ¢ Sl folgt: T" = Sl'
ieSl ieT"
Daher gilt I = S v S, und r(E) = |I| = ISll + ]S2[ = r(E)) + r(EQ), also ist E

separabel. [J
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Satz 8.4,

Sei M = (E,q) ein normales Matroid und % Sc E, dann gilt

(x) I x, < r(S) ist Facette von PM®S 18t abgeschlossen und inseparabel.
eesS

Beweis:

" : ":

Ist S nicht abgeschlossen, dann existiert eeE-S mit I x. + Xy < r(s), also
jes

ist (¥) nach Satz 4.5(b) redundant. Ist S separabel, dann ist (%) Summe zweier

verschiedener gliltiger Ungleichungen, mithin nach Satz 4.5(a) keine Facette.

Hg ":

Ist S inseparabel, dann ist (%) nach Satz 8.3 eine Facette von PM , wobei MS
S

der durch M auf S induzierte Matroid ist. Es gibt somit |S| Basen von S, deren

Inzidenzvektoren affin (in diesem Falle sogar linear) unabhidngig sind.

Da § abgeschlossen ist, gilt nach Definition fiir jedes e€ E-S :

r(Sufe}) = r(S) + 1, also gibt es zu jedem e € E-S eine Basis B von S, so daB
I, = Bu fe}ed. x'® erfiilit (*¥) nach Definition mit Gleichheit. Auf diese
Weise erhalten wir |E-S| + |s| = |E| Elemente von ¥ . Fassen wir die Inzidenz-
vektoren dieser unabhdngigen Mengen als Zeilenvektoren einer Matrix auf, so

hat diese bei geeigneter Anordnung die folgende Form

(A O)

A' 1),

wobei A die Matrix der Inzidenzvektoren der Basen von S, also regulir ist, und
I die |E~-S| x |E-S| Einheitsmatrix ist. Mithin ist die gesamte Matrix reguldr,
d.h. es gibt |E| Elemente vonY , die (%) mit Gleichheit erfiillen und deren

Inzidenzvektoren linear unabhdngig sind, folglich definiert (%) nach Satz 4.4

eine Facette von PM. a

Satz 8.5. [Edmonds,1970]
Set M = (E,q) ein normales Matroid, damn ist eine vollstindige nicht redundante

lineare Beschretbung des Matroid Polytopen Py gegeben durch das Ungleichungs—

system
z, >0 VecekE,
L, < r(S) Y Sc E, S abgeschlossen und inseparabel.
eeS
Beweis:

Folgt aus Satz 6.2 (a), Satz 8.4 und Satz 8.1.0
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Sind zwei Matroide M, = (E,Qi) und M, = (E,ﬂg) auf derselben Grundmenge E
gegeben, so ist im allgemeinen Mln M2 = (E,ﬁln 72) kein Matroid, sondern
lediglich ein Unabhdngigkeitssystem, und zwar ein normales, wenn M1 und M2
normal sind. Erstaunlicherweise kann man jedoch auch PMwaQ durch ein Unglei-

chungssystem vollstdndig beschreiben.

Satz 8.6. [Edmonds, 1970]

P = P.n P .0
Mzr\Mé Mﬁ Mé

Darliberhinaus lassen sich sogar die Facetten von PM n M angeben.
2

‘Satz 8.7. [Giles,1975]

Seten MZ und M2 normale Matroide, und sei » die Rangfunktion von M]n M2, dann
18t etne vollstdndige, nicht redundante lineare Charakterisierung von Py, n M
gegeben durch e

xe_>_0 VeceE,

Iz, < r(s)VsecE, 3 abgeschlossen und inseparabel besziiglich Mln M2. i
eeS

Zusammen mit diesem Satz hat R. Giles auch einen von unserem verschiedenen

Beweis von Satz 8.5 gegeben.

Diese Verallgemeinerung der Charakterisierung von Matroid Polytopen l&Bt sich
nun leider nicht auf den Durchschnitt von mehr als zwei Matroiden fortsetzen.
Jedes Unabhéngigkeitssystem ist zwar als Durchschnitt von Matroiden darstellbar,
und damit ist der Polytop des Unabhdngigkeitssystems im Durchschnitt von
Matroid Polytopen enthalten, doch hat der Polytop des‘Unabhéngigkeitssystems
i.a. wesentlich mehr Facetten als durch die Matroid Polytope geliefert werden.
Der Sprung von 2 auf 3 gibt hier gerade den Ubergang von "einfachen" zu
"schwierigen'" Problemen wieder. Diese Tatsache deckt sich (wohl keineswegs
zufdllig) mit den Ergebnissen der Komplexitétstheorié, die besagen, daB fiir
Probleme, die sich als Durchschnitt von hdchstens zwei Matroiden darstellen
lassen, ein polynomialer Algorithmus zur Verfligung steht ([Lawler,1975]),

wdhrend dies flir Probleme, die Durchschnitt von mindestens drei Matroiden sind,

nicht der Fall ist.
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§ 9. Der Polytop der Basen

Der Polytop der Basen PE eines Matroiden M = (E,Y) ist definiert als die

konvexe Hiille aller Inzidenzvektoren von Basen des zugrundeliegenden Matroiden,

d.h.

|E]

P_ := conv {x°e R | B Basis von E}.

E
Offensichtlich gilt

E
P = PMO{XEIRI | |z x, = r(B)},
eelb

woraus folgt, daB PE eine Seitenfldche von P, ist. Mit einer vollstindigen

linearen Charakterisierung von PM ist damit gutomatisch eine vollstdndige
Beschreibung von PE gegeben. Jedoch ist es nicht so, daB eine nicht-redundante
lineare Charakterisierung von PM auch eine nicht-redundante Beschreibung von
PE impliziert. Es kann durchaus geschehen, daB einige Facetten von PM keine
Facetten von PE sind bzw. daB mehrere Ungleichungen, die verschiedene Facetten

von PM definieren, bezliglich P_ &dquivalent sind.

E
Wir wollen in diesem Paragraphen untersuchen, wie aus einer minimalen

Beschreibung von PM eine minimale Beschreibung von PE gewonnen werden kann.

s
Sind F,Fl,...,FS nicht leere Teilmengen von E mit F = kj) Fi und r(F) = I r(Fi),
izl i=1
dann heiBt Fl,...,FS eine Separation von F. Eine Separation heift minimal, wenn

jedes der Fi inseparabel ist. DaB jedes FCE eine minimale Separation besitzt,

ist klar, es gilt aber sogar

Satz 9.1.
Ist M = (E,q) ein Matroid, darn hat jedes FCE eine eindeutig bestimmte

minimale Separation.

Beweis:

0.B.d.A zeigen wir, daB E eine eindeutig bestimmte minimale Separation besitzt.
Angenommen, es gibt zwel verschiedene minimale Separationen Fl,...,FS und
Gl""’Gt’ dann muB flr mindestens ein Paar Fi’ Gj gelten Fin Gj # 2, Fi $ Gj'
0.B.d.A. sei Gj4:Fi' Dann ist Gjr\(E—Fi) # @. Nach Annahme gilt

S s
r(E) = LT r(F,) =r(F.) + I r(F,) = r(F.) + r(E-F.).
=1 k i k=1 k i i
Kk$i

Wir zeigen nun, daB Gj separabel ist, was unserer Annahme widerspricht.

Sei ?} = E - F,, dann erhalten wir aus der Subadditivit&dt und der Submodularitdt
i

von r (siehe Satz 7.1 (1)):
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P(Gj) j_r(Gjr\Fi) + r(Gjn Fi)

I A

r(Gj) + r(Fi) - I‘(Gju F) + r(Gj) + r('fi) - r-(Gju?i)

[

2r(G.) + r(E) - r(G.u F,yG,u F,) - v F, .u F,
(]) r(E) - n( U Fjv 6o ;) r((Gju F)n (G]u F.))
= r(G.).
3
Es folgt r(Gj) = P(Gjn Fi) + r(Gjn fi). Widerspruch. ]
Offensichtlich sind die Elemente der minimalen Separation von F gerade die
maximal inseparablen bzw. minimal trennenden Teilmengen von F (vgl. Satz 7.4).

Die Anzahl der Elemente der eindeutig bestimmten minimalen Separation von Fc E

bezeichnen wir mit B(F). Satz 9.1 ergibt unmittelbar:

Folgerung 9.2.

(a) Sei FcE. GrsevesGy sei etne Separation, Flyuns ,FB (F) die minimale Separation

von F. Dann gibt es zu jedem © e {1,...,t} eine Teilmenge Iié{l,. ..sB(F)},
so daB gilt
¢. = \UJ Foound »(G) = 3 r(F).
Jeli JeIi
Dariiberhinaus ist I:n Ij =@, falls © % §, und es ist B(F) > t, falls
GrsenesC . nicht die minimale Separation ist.
(b) Ist EZ" . "EB (E) die mintmale Separation vonm E und F< E inseparabel, dann
gibt es genau ein e {1l,...,B(E)} mit Fc E,.
(e) Set E’J,.. .,E’S eine Separation von E, dann gilt:
B Z1st Basts von E genau dann, wenn E;n B Basis von E; ist flr alle
2e{l,...,s}. 1[I

Mit Hilfe dieser Resultate kdnnen wir nun die Dimension der Seitenflichen

P_ := {xeP

r v | = x, = r(F)} von P, berechnen.

eel

Satz 9.3.

Sei M = (E,7) ein normales Matroid, und sei @ ¥ Fc E. Dann gilt:

Eine Separation Fi,...,F, von F ist minimal&dim P, = |E| - & = |cLl(F)-F

-

Beweis:

Fiir jede Basis B von F ist Bu{el} abhidngig, wenn ee cl(F)-F; das bedeutet

X € PF=.—.E>xe =0 Veecl(F)-F. Sei Fl,...,FS eine Separation von F, dann ist
nach Satz 9.2 (c) B Basis von F genau dann, wenn Bn Fi Basis von Fi fir
i=1,...,8 ist. xs:PF impliziert also xe:PFi , 1= 1,...,s. PF ist damit
enthalten in der Ldsungsmenge eines Systems von Icl(F)—FI + s Gleichungen, das

offensichtlich vollen Rang hat. Es folgt: dim PP §_|E| - s - |el(F)-F|.
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"&=" : Folgt unmittelbar aus Folgerung 9.2 @), da die Dimension eine Invarian-
te ist.

"=2" : Wir wollen zeigen: Ist bx = bO eine Hyperebene mit

Pc {x]|bx = bo} nP,, dann gilt
be:aFi VeeFi,1=l,...,s,
b, =0 VeeE - cl1(F).
Ist das der Fall, so gilt fiir }\i = an i=1,...,8, und )‘f = bf, fecl(F)-F,
i
s
b = I Ai( I ox )+ > Afxf .
i=1 * eeF; ©  fecl(F)-F
s
bo = § }\ir(Fi) ?
1=1
woraus’ folgt, daB dim Pp > [E| - s = |el(F)-F]|.
a) Seien ie{1,...,s} und eeT, beliebig, sel a, := b,. Ist fe Fi—{e} beliebig,

so gibt es nach Folgerung 7.3, da Pi inseparabellist, einen Zirkuit ZCFi, der
e und f enthdlt. Z-{e} k&nnen wir nach Satz 7.1 (1') zu einer Basis I von F,
und I zu einer Basis B von F erweitern, B' = (B-{f})u{e} ist ebenfalls Basis
von F und I' = (I—{f}')u {e} Basis von F.. Es folgt xB, xB' € P, und damit
0 = bo—bo = be - be = b - be. Daraus ergibt sich

b = o VeeFi,i=l,...,s.
b) Sei eeE~cl(F). Sei B eine Ba;is von F, dann ist B' = Bu {e} unabhingig.
Es gilt xB, xB' € PF und O = be' - be = be. Daraus folgt be = 0 fiir alle
ee E-cl(F). []

Folgerung 9.4.
(a) [Giles,1975]
Ist FC E, dann gilt
dim P, = |E| - B(F) = |el(F)-F|.
(b) Fe E ist abgeschlossen <> dim Py, = |E| - B(F).
(c) dim P, = |E| - 8(E). 0

Satz 9.3 und Folgerung 9.4 (b) stellen interessante und nicht unbedingt offen-
sichtliche Beziehungen zwischen den matroidalen Begriffen "minimale Séparation”,

"abgeschlossen" und der geometrischen Invariante "Dimension'" her.

Sei M = (E,Y) ein Matroid und Sc E. Ist B eine Basis von S = E-S, dann ist
';LI {Ic s | TuBef} das Unabhédngigkeitssystem eines Matroids M-S auf S. M-S

heiBt Kontraktionsmatroid. Man {iberlegt sich leicht, daB M:S unabhdngig von der

= . . . S .
Wahl der Basis B< S ist und daB fiir die Rangfunktion r auf M-S gilt:
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S = = . . . . e s
r (F) = r(Fu S) - r(S) fiir alle Fc S. Zc S ist ein Zirkuit in M'S genau dann,
wenn Z minimal ist in der Menge A = {Z'c S| Z' # @ und 3 Zirkuit C in M mit

Z' = SnC}.

Satz 9.5.

Sei M = (E,7) ein Matroid und El""’E
Fek, und S = E-F. Dann gilt:

(a) Die minimale Separation von S in M'S enthdlt EZ""’EB'
(b) Ist F = E, dann ist E2""’EB
(c) Ist F # E,, dann 18t E,~F,E,,...,E

8 die minimale Separation von E. Set

die minimale Separation von S in M*S.

8 eine Separation von S in M*S.

Bewels:

Wegen E.nF = ¢, i = 2,...,5, und wegen Folgerung 9.2 (c) gilt:
s s

L p(E.) + pO(E,-F) = I (2(E.uF)-v(F)) + v((E,~F)UF) - r(F)
. i 1 . i 1
i=2 i=2

s

.? r(Ei) + r(El) - »(F)
i=2

r(SuF) - r(F)

rS(S)

n

Alles Ubrige ist damit klar. 0

Die vorhergehenden Betrachtungen geben uns nun die Mdglichkeit, die Facetten von

P i= {xePpy, | = X, = r(E)} der konvexen Hiille der Inzidenzvektoren der Basen
. eek
von E zu berechnen.

Satz 9.6.
Sei M = (E,1) ein normales Matroid und EZ”"’ES die minimale Separation von E.
Setl FcE inseparabel und S := E-F. Dann gilt

L, < r(F) ist Facette von PE<%€>E1—E;E2—E;...,EB—F ist die minimale Separa-
eelf tion von S in M-S.

Beweis:
Ist F inseparabel, dann ist F nach Folgerung 9.2 (b) in genau einer der Mengen

E, enthalten, sagen wir FcZEl.

B
Folgerung 9.4 (c¢) impliziert P, = M P . Ist F = E;, so0 ist daher
i=1 i
T X < r(F) keine Facette von PE; aber wegen El—F = @ ist El—P,...,EB—F auch
eel
keine Separation von S in M-S.

Wir koénnen also annehmen, daB F S E, gilt.




- 38 -

H@":
Wir zeigen: Ist bx = b_ eine Hyperebene mit Pen PFcﬁ{xe Py | bx = bo}, dann
gibt es n,Al,...,ABe R, so daB
8
™ er+ Z()\i I x )= ITbx =bx
eeF i=1 eeEi ¢ eek © €
B
Tr(F) + I A,r(E,) =D
R . | o
1i=1
Es geniigt zu zeigen, daB
be = ap fir alle ecF,
be = aEl fir alle ec El-F,
be = ap flir alle ec Ei’ i=2,...,8.
i
a) Sei eeF beliebig, ap = be' Da F nach Voraussetzung inseparabel ist, gibt es

zu jedem fe F nach Folgerung 7.3 einen Zirkuit Z in F, so daB e,f€ Z. Sei I eine
Basis von F, die Z-{e} enthdlt und B eine Basis von E, die I enthilt (Existenz

nach Satz 7.1 (1') gesichert). Dann ist B' = (B-{f})u {e} ebenfalls eine Basis

von E und I' = (I-{f})y {e} eine Basis von F, somit gilt fiir die Inzidenzvek-
! 1]
toren XB, x-B nach Konstruktion xB, xB € PFn PE und daher
_ _ - w.B _ .. B'" _ _
0 = b0 b0 = bx bx™ = bf be .
Es folgt
be = an flir alle ecF.

b) Seien ie{2,...,B} und e¢ E; beliebig, aEi = be' Nach Satz 9.5 (a) ist E,
inseparabel in M-S, d.h. zu jedem fe¢ Ei gibt es nach Folgerung 7.3 beziiglich
M-S einen Zirkuit Z in E;, der e und f enthdlt. Z ist offensichtlich auch
Zirkuit in M. Analog zu a) konstruieren wir Basen I von E; und B von E und

folgern

b = a ) flir alle ee:Ei, 1= 2,...,B.
¢) Nach Voraussetzung ist Ei-F,E2,...,EB die minimale Separation von S in M*S,
d.h. E;-F ist inseparabel in M'S. Sei ece E,-F beliebig und aEl 1= be' Nach
Folgerung 7.3 existiert zu jedem fe:El—F ein Zirkuit ZC:El—F in M-S, der e
und f enthdlt. Zu diesem Zirkuit Z gibt es nach Definition einen Zirkuit C in M,
der Z enthdlt. Da E, eine maximale inseparable Teilmenge von E ist, ist E, nach

Satz 7.4 trennend, also gilt Cc:El. Analog zu a) folgern wir:

be = aEl fir alle ecs¢ Bl—F.

Damit ist der erste Bewelsteil erledigt.
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H@"
Angenommen Fl""’Ft’EQ""’EB’ t > 2, ist die minimale Separation von S in
M-S. .Ist I irgendeine Basis von F, dann enthdlt jede Basis B von E, die I
. S .
enthdlt, genau r (Fi) Elemente von Fi, i=1,...,t,und rS(Bi) = r(Ei) Elemente
von Ei’ i=1,...,8. Es folgt
B t
PonPpe () Pp.) 0 M) {xeR [E] | £ x_ = ro(F)}.
i=1 i =1 eeF, © *

Offensichtlich hat das Gleichungssystem £ x = r(E,), i = 1,...,B,
eckE, *
s ) :
b X, = r (Fi), i=1,...,t, vollen Rang. Daraus ergibt sich
eel,

* dim(Poa P) < [E| -8 -t < |E| -8 - 2.

N
Das aber heiBt, I X, 2 r(F) ist keine Facette von PE' 1]
eel

Folgerung 9.7.

Sei Fc E inseparabel, F := E-F, dann gilt:

esze < »(F) ist Facette von P, <>, (E) = 8, 5(F). [l

Ein etwas allgemeineres Resultat als das unsrige hat unabhdngig R. Giles [19753

erzielt, indem er eine Formel fiir die Dimension von PE" PF fiir alle Fc E angeben

konnte.

Satz 9.8.
Sei M = (E,q) ein normales Matroid und e eE, dann gilt

x, > 0 ist Facette von PE<3=§>B(E) = B(E-{e}).

Beweis:

Sei eg E beliebig und E' := E-{e}. Da M normal ist, gibt es mindestens eine Basis

von E, die e enthilt. Es kénnen die folgenden Fdlle eintreten:

a) cl(E') = E'. Das bedeutet, jede Basis von E hat die Form B'u {e}, wobei B'
Basis von E' ist. Einerseits folgt daraus, daB X > O nicht einmal echte

Seitenfldche von PE ist, andererseits folgt dim PE < dim PE" Mit Folgerung

.8.4 ergibt das

|E| - dim P_ > [E| - dim Pp, = |E| - |E| + B(E') + |el(E")-E'|

B(E) EI

B(E").

Im Falle cl(E') = E' ist damit die behauptete Aquivalenz bewiesen.

it




- 41 -

b) ¢1(E') = E., Jede Basis von E' ist mithin Basis von E, das heiBt P_,cP_. In

E! E
diesem Fall ist X, 2 0 genau dann Facette von PE’ wenn es |E| - B(E) Basen
von E' gibt, deren Inzidenzvektoren linear unabhingig sind. Das ist genau

dann der Fall, wenn

dim(PLnP,) = dim P, = [E] - B(E") - [c1(E")-E|
= |[E| - B(E") - 1
= dim PE -1

|E] - B(E) - 1.
Diese Gleichung ist genau dann richtig, wenn B(E) = B(E'). []

Fassen wir die vorherigen Sitze zusammen, so ergibt sich

Satz 9.9.

Set M = (E,y) ein normales Matroid, EZ” . "EB die minimale Separation von E.
Dann ist das folgende System von Gleichungen und Ungleichungen eine vollstdindige
nicht redundante lineare Charakterisierung von P_, der konvexen Hiille der

Inzidenzvektoren aller Basen von E:

(1) = x, = P(Ei) = 1,0..,8.
eeEZ
(2) = x, < »(F) fiir alle FcE mit F abgeschlossen wnd inseparabel und
eel _ —
BM(E') = BM-E"—(F)'
(3) x, >0 fir alle ecE mit B(E) = B(E-{e}).
Beweis:

Zu zeigen bleibt, daB zwei verschiedene Ungleichungen der Typen (2), (3) nicht

dieselbe Facette von PE definieren.

Fir die Ungleichungen Xy 0, Xe > 0, e $ f ist das trivial; desgleichen defi-

>

nieren X, 2 0und I xe 2 r(F) offensichtlich, wenn F abgeschlossen ist, nie-
feF

mals dieselbe Facette.

Seien I X, <r(F) und I x < »(F') zwel verschiedene Ungleichungen des
eel _ eeFl!
Typs (2) und H = {xz:PE | ©x r(F)}, H' = {x¢ P, | z X, = r(F')}, o.B.d.A.
eeF © eeF! B B
sei F - F' $ ¢. Wir zeigen, daB es eine Basis B von E gibt mit x e H, x ¢ H',

und sind damit fertig.

Sei I Basis von F - F', J Basis von F mit IC J, K Basis von E - (F' - F) mit
Je K und B Basis von E mit KCB. Die Konstruktion ist nach Satz 7.1 (1') mdg-

lich. Nach Definition gilt st}L
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a) Ist F'eF, so ist F'a B keine Basis von F', denn sonst wire Iy (F'n B)

Basis von F und somit F', F - F' eine Separation von Fj also sti:H'.

b) Sei FaF' = ¢. Angenommen Bn F' ist Basis von F', dann ist F', E - F' eine
Separation von E, da K Basis von E - F' ist. Also folgt nach Satz 9.2 (a)

HEi mit Eic F', wegen Ei f F' ist dann F' aber nicht inseparabel.

c) Sei Fa F! # @, F' - F § ¢. Angenommen BnF' ist Basis von F', d.h.
r(F') = [B-Xx| + [d-1I|].DaF inseparabel, ist J - I keine Basis von Fp F',
also »(FnF') > |J-I|. Ju(B-K) ist unabhédngig in FuF'. Es folgt
r(FUF') + 2(FaF') > [Ju(B-K)| + |g-1] = gl + |B-K| + [g-1]
= r(F) + »(F').

‘.'Widersprqc’:_h zur Submodularitit Von-r (siehe 7.1 (1)), [
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TEIL 2. DAS SYMMETRISCHE TRAVELLING SALESMAN PROBLEM

Das symmetrische Travelling Salesman Problem (kurz STSP) hat seinen Ursprung
in der folgenden Problemstellung:

Gegeben seien n Stddte und Entfernungen cij zwischen diesen,

sei weiterhin ;5 = C54 flir 1 < i < j < n (Symmetrie).

Gesucht ist eine Rundreise durch alle n Stddte mit kiirzestenm

Reiseweg.

Das STSP scheint eines der anwendungsreichsten kombinatorischen Optimierungs-
probleme zu sein (siehe z.B. [lenstra,Rinnooy Kan,l976]) und hat daher, wie
man anhand der zahlreichen Aufsdtze, die zu diesem Problem erschienen sind
(siehe [Kastning,1976]), ersehen kann, unter Wissenschaftlern und Praktikern

viel Interesse gefunden.
Formal kann man das STSP auf verschiedene Arten beschreiben.

(1) Man finde unter allen zyklischen Permutationen von n

Ziffern, wobei inverse Permutationen identifiziert werden,
n

eine Permutation ¢, so daB I c. .. minimal ist.
=1 101

(2) In einem vollstédndigen Graphen Kn = [V,B] mit Kanten-
bewertungen 4 e R flr alle {i,j} e E finde man einen
Hamilton-Zyklus T, so daB I c,. minimal ist.

{i,j}eT
Und man kann, was uns besondeps interessieren wird, das STSP als lineares

Programm {ber einem speziellen Polyeder darstellen.

(3) Ssei Kn = [V,E] der vollstdndige Graph auf n Knoten mit
Kantenbewertungen c53 fiir alle‘{i,j}elz.:glép(ﬂ) sei
die Menge aller Hamilton-Zyklen (Touren) in Kn' Jeder
Tour Te Tn ordnen wir einen Inzidenzvektor

T. ol T LT T g
BT REypaXygae e eaXy aXogseet, n-1,n >

m= |E| = % n(n-1),

wie folgt zu:
1 falls {i,j}eT

0 sonst
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Q;l := conv {x ¢ R™ I Te T },
dann entsprlcht jeder Ecke von Q eine Tour Te T und umgekehrt.

Mit Hilfe des linearen Programms

C..X.. = min!
1<i<j<n 14
(P) - o
X € QT

kdnnen wir also (zumindest theoretisch) das STSP 13sen. Den

Polytopen Q? wollen wir im weiteren symmetrischen Travelling

Salesman Polytopen nennen.

Sei T die Monotonisierung von T » d.h. T = {ScE| ITC T mit ScT},
und sei

52 .= qxTe gD T

_Q_T i= conv {x e R | TeTn},
so kénnen wir nach Satz 6.6 (d) einen Vektor o' finden, so daB das lineare
Programm

1<i<j<n

(P)

dieselben Optlmallosungen wie das Programm (P) hat. Das bedeutet, daB wir das

STSP auch als lineares Programm (P) Uber dem Polytopen Q 16sen kdénnen. QE

wollen wir monotonen symmetrischen Travelling Salesman Polytopen nennen.

Allgemeine Beziehungen zwischen einem Polytopen (wie etwa Q ) und seiner

Monotonisierung (Q ) sind bereits in § 6, speziell Satz 6.6, untersucht worden.

Wie aus dem vorhergehenden ersichtlich ist, stehen die Polytope Q und Q
einer besonderen Beziehung zum STSP, da symmetrische Travelling Salesman
Probleme als lineare Programme {iber ihnen geldst werden kdnnen. Da wir
anstreben, das STSP mit Verfahren der lineavren Programmierung anzugehen, ist
die Kenntnis von vollstdndigen oder "mdglichst guten" nicht redundanten Syste~
men von Gleichungen und Ungleichungen notwendig, die Q bzw. QT beschreiben.
Die Bestimmung einer "guten" linearen Charakterlslerung von Q und Q ist das

Z:Lel des zweiten Teils dieser Arbeit.

Zundchst wollen wir uns jedoch Problemen zuwenden, die mit dem STSP "verwandt"
sind und den Vorzug haben, daB fiir sie polynombeschrénkte Algorithmen zur Ver—
fligung stehen und daB eine vollst#ndige nicht redundante lineare Beschreibung
der zugehdrigen Polytope bekannt ist; spdter werden wir dann untersuchen, welche
Eigenschaften dieser Polytope sich auf die Travelling Salesman Polytope Q und

¢

'Qg "vererben",
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Kapitel 5. Das Spanning Tree Problem

Sei G = [V E] ein Graph, und fiir jede Kante e ¢ E sei ein Gewicht cy gegeben.

Das (Optimum) Spanning Tree Problem ist die Aufgabe, einen spannenden Baum [V T]

TcE, zu finden, so daB die Summe der Kantengewichte z c, maximal oder mini-
eeT

mal ist. Ist nur nach einem Wald [V,Tj mit dieser Eigenschaft géfragt, so heiBt

das Problem (Optimum) Forest Problem. Ist der zugrunde liegende Graph G nicht

zusammenhdngend, so besitzt er natiirlich keinen spannenden Baum. Nennen wir
jedoch auch solche (maximalen) Wdlder, die in jeder Zusamménhangskomponente von

G einen spannenden Baum definieren, ‘spannende Bdume, so ist mit dieser Er-

weiterung des Begriffes das Spanning Tree Problem auch auf nicht zusammen-

héngenden Graphen wohldefiniert. Aus naheliegenden Griinden wollen wir annehmen,

daB E % ¢ gilt.
Bezeichnen wir mit DF die Menge aller Wilder in G = [V,E], d.h.

4 = {reE [ [v,F] ist wald in @},
so ist ZF da jeder Untergraph eines Waldes'wiederum ein Wald ist, ein Unab-
héngigkeitssystem. Ist [V E'] ein Untergraph von G, und sind [V.,E ]
i=1,...,k, die Komponenten von [V E ], so enthalten bekanntlich je zwei
spannende Bdume [Vi’Ti] einer der Komponenten die gleiche Anzahl'von Kanten,

daraus folgt sofort, daB MP = (E,ﬂF) ein Matroid, der sogenannte Forest Matroid

oder graphische Matroid, ist. Die Basen von E in MF sind gerade die spannenden

Bdume (im erweiterten Sinne) von G. Die Zirkuits von MF entsprechen offensicht-
lich den Zyklen in G.

Ist F< E und sind [Vi,FiJ, i=1,...,k, die Komponenten von [V(F),F], so ist
unmittelbar einsichtig, daB die Rangfunktion r :F(E) + N von MF gegebeh ist

durch

=

r(F) = 2 (|V,]
j=1  *

Da wir keine einelementigen Kanten (Schlingen) zulassen, gilt r({e}) = 1 fiir

jede Kante ec¢ E, d.h. MF ist normal.

Wie {blich kdnnen wir jedem Wald PE:ﬂP einen Inzidenzvektor sz:IJEI zuordnen.

Fir einen Graphen G = [V,E], IV[ = n, heiBen dann die Polytope

QgT := conv {sz:]JBI I[V,T] spannender Baum von G}
=z conv‘{XTz;]RIEl | T Basis von E in ZF},
[ convv{xFe:]JE, | [V,F] Wald von G}

ST
‘ conv {x' ¢ ]RIBI | Fe 1

it
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Spanning Tree Polytop bzw. Forest Polytop. Eine vollstdndige und nicht redundante

lineare Charakterisierung von QgT und QgT erfolgt in den ndchsten beiden Para-

graphen.

§ 10. Der Forest Polytop
Da der Forest Polytop égT ein Matroid Polytop ist, ist mit Satz 8.5 eine voll-
stdndige und nicht redundante lineare Beschreibung'Von QgT bekannt. Es gilt

62T = {xe ]RIEI [xe >0 VeeE, I Xy < r(F) VFcE, F abgeschlossen und
eek inseparabel beziiglich (E,ZF)}.

Wir wollen nun die abgeschlossenen und inseparablen Elemente des graphischen

Matroiden bestimmen.

Satz 1Q.%.

Set G = [P;E] ein Graph und MF = (E,QF) der zugehdrige graphische Matroid.

Dann gilt:

Fc E ist inseparabel beziiglich MF<$=$> Der Untergraph [V(F),F] ist zweifach
" zusammenhingend.

Beweis:

Nach Folgerung 7.3 ist Fc E genau dann inseparabel, wenn je zwei Elemente von F
auf einem gemeinsamen Zirkuit Zc¢ F liegen. In der Sprache der Graphen heiBt
das, daB je zwei Kanten von F auf einem gemeinsamen Zyklus Z< T liegen, was

bekanntlich &dquivalent dazu ist, daB[:V(F),P] zweifach zusammenhdngend ist. 0

Satz 10.2.

Sei G = [V,E] ein Graph, i = (E;ﬂfv der augehdrige graphische Matroid. Sei
FcE, und Gi = [Vi,ﬁ%], 2 = 1,...,k, seten die Zusammenhangskomponenten von
[V(F),Eﬂ. Dann gilt:

F ist abgeschlossen beziiglich MF<?=$> F, = E(V,) fir 2= 1,...,k.

Beweis:
DefinitionsgemiB ist r(F) gleich der Anzahl der Knoten von V(F) minus der An-
k
zahl der Komponenten k von [v(r),r], d.h. v(F) = [V(F)| ~k = = (IViI - 1) =
k i=1-
Z r(F.).
i=1

Sei ee E-F und K = {1,...,k}.
Ist |e nVil = 2 fiir ein ieX, dann ist V(F; y{e}) = V;, d.h. r(F,) = r(F;u {e}),

also gilt ee cl(F).
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Gibt es i,jeK, i § j, mit IenVi| =1, |eav,] = 1, dann ist
[Vi‘-’vj »Fiu Fjg{e}] eine Komponente von [v(®),Fu {e}], d.h. »v(F) < r(Fy{el).

Ist lenVil = 1 fiir genau ein ieK, so ist P(Fig {e}) = [Viu el = lViI + 1,
also r(F) < r(Fy {e}).

Ist |e nViI - 0 fiip alle ieK, so ist offensichtlich e ¢ cl(F).

F ist mithin genau dann abgeschlossen, wenn Fi =E'(Vi) VieK gilt, d.h.

wenn jede Komponente ein knoteninduzierter Untergraph ist. 0

Satz 10.3.

sei G = [V,E] ein Graph und o = (E’,',jF) der Forest Matroid auf G. Set % die
Menge der zweifach zusammenhingenden knoteninduzierten Untergraphen von G,
dann gilt fir den Forest Polytopen '

N E

dgp = {xeﬂ?l l I x, >0 VeeE, Ix, < (W] - 1 V[W,F]sg} .

ecF
Diese Darstellung iet vollstdndig und nicht redundant.

Beweis:

Folgt aus Satz 8.5 und den beiden vorhergehenden S&tzen. 0

Folgerung 10.4.
Ist G = [V,E] vollstdndig, dann gilt

égT = {xaﬂ?‘El | x, >0 Veek,

I ox, < |w| -1 Vwev, 2 < \w| < |v|}.
ecE (W)

Diese lineare Charakterisierung ist vollstindig und nicht redundant. g

§ 11. Der Spanning Tree Polytop

Mit Hilfe von Folgerung 9.4 (¢) kdnnen wir die Dimension des Spanning Tree

Polytopen berechnen. Es gilt

Satz 11.1.
Sel G = [V,E] ein Graph und B die Anzahl der Bldcke von G. Dann gilt

dim @, = |E| - 8-

1. Beweis: _ ,
Die Bldcke, das sind die zweifach zusammenhdngenden Komponenten eines Graphen,

entsprechen gerade den Elementen der minimalen Separation der Grundmenge E des

graphischen Matroiden. 0
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Der Beweis von Satz 9.3 ist eine Verallgemeinerung eines friitheren Beweises fiir
den obigen Satz und konnte fast nwéptlich" auf Matroid Polytope iibertragen

werden.

Ein anderer Beweis, der nur graphentheoretiéch und linear algebraisch argu-

mentiert, kann folgendermaBen gefiihrt werden.

2. Beweis:

Wir beweisen durch Induktion iber le].

Fir |E| = 1 ist der Satz trivial.

Ist der Satz fir ]El = m bewiesen, so ist zu zeigen, daB er auch fiir

|E| = m + 1 gilt.

1. Fall: Es gibt eine Kante eeE, so da8 G-e dieselbe Anzahl von BlScken wie

G hat. Zu den linear unabhingigen spannenden Bdumen von G-e (im erweiterten
Sinne) kann man dann einen spannénden Baum von G hinzufﬁgen, der e enthdlt,

und erhdlt ]E[ - B + 1 linear unabhingige spannende Bdume.

5. Fall: Ein Endblock von G, das ist ein Block, der mit genau einem anderen
Block einen gemeinsamen Knoten hat, enthalte nur zwei Knoten; analog zu

Fall 1.

3. Fall: Alle Bldcke von G sind minimal und haben mindestens 3 Knoten. Dabei
heift ein Block minimal, wenn die Entfernung irgendeiner Kante aus dem Block
den zweifachen Zusammenhang zerstdrt. Nach einem Satz von Plummeb[1968] ent-
halten solche Bldcke mindestens zwei Knoten mit dem Grad 2. Sel v ein solcher
Knoten, und seien {u,v}, {v,w} die Kanten, die v enthalten, dann ersetze man
diese Kanten durch die Kante {u,w}. Der neue Graph G' hat dieselbe Anzahl von
BlScken und eine Kante weniger. Wir benutzen die Ipduktionsvoraussetzung; erwei-
ternidie m spannenden Bdume von G' zu spannenden Biumen von'G;.defiﬁiéreﬁ.éinen

neuen linear unabhingigen spannenden Baum .und erhalten die Behauptung. ]

Ein dhnlicher Beweis wird spdter ausfiihrlicher fiir die Facetten des

Branching Polytopen gegeben . (siehe Satz 29.3).

Desgleichen lassen sich nun durch Anwendung der Ergebnisse der Matroid Theorie
die Facetten von QgT bestimmen. Ist G = [Y,B] ein Graph, dann sel 1& die Menge
der knoteninduzierten sweifach-zusammenhingenden Untergraphen von G, die keine
Blocke sind. Bl""’BB seien die Bldcke von G. Ist Fc E, F = E-F, dann entsteht

der Kontraktionsgraph G-F aus G dadurch, daB man die Knoten aus V(F) mitein-

ander identifiziert und die Kantenmenge F aus E entfernt. Dabei treten, falls

F # E(V(F)) ist, Schlingen auf. Es gilt nun
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Satz 11.2.
Sei G = [V,E] ein Graph. Dann ist eine vollstdndige nicht redundante lineare

Beschretibung des Spanning Tree Polytopen Qg_’l' gegeben durch

(1) = =z, = |V;| -1 firalle Blocke By = [V E;)s £ = 15eeesBe

e
eck .
A

(2) © x
ecF e

(8) =, 2 0 fiir alle ecE mit: G-e enthilt genau B Blicke.

|w| - 1 fur alle [w, 7] s% , so daB G-F genau B Blocke besitzt.

I A

Beweis:

Da die Kantenmengen Bi, i=1,...,8, der Bldcke von G gerade die minimale
Separation von E im graphischen Matroiden definieren und die Walder des
Kontraktionsgraphen G-F das Unabhingigkeitssystem des Kontraktionsmatroiden

M'F des graphischen Matroiden bilden, folgt die Behauptung aus Satz 9.9. 0

Folgerung 11.3.
Ist G = [V,E] vollstdndig, dann gilt

QZ’T: {xejl?|EI | (1) 2z, =n-1
eek

(2) T = <|W -1 Vwev, 2 < |W < |7l
eeE (W) ©

(3) .'x:e_>_0 VeeE}.

Diese lineave Charakterisierung 28t vollstdndig und nicht redundant. [}

Beispiel 1l.4.

Gegeben sei folgender Graph G = [V,E]

Die Ffolgenden Kantenmengen sind die Kantenmengen der knoteninduzierten zwel-
fach zusammenhdngenden Untergraphen von G. '
(i} i = 1,...,10, {11,12} , 1,2,3} , {3,4,5} , {1,2,3,4,5} 5

' {9,10,11,12} , {6,7,8,9} , {6,7,8,9,10,11,12} .
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Daraus ergibt sich folgende nicht redundante Beschreibung des Forest Polytopen:

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112

(Hh <1

(2) 1 -

(3) 1

%) 1

(5| 1

(6) 1

(7) 1

(8) 1

(9) 1

(10) 1

(11 1 i< 1

(1) 1 1 <92

(13) 11 1 <2

(1) 11 1 1}<2

(1)1 1 1 1 1 <3

(16) 11 1 1 <3

(17 111 1 1 1 1=u
x. >0, 1i=1,...,12.
l —

Eine nicht redundante vollstdndige Beschreibung des Spanning Tree Polytopen
erhilt man wie folgt: '
Wir fordern Gleichheit in den Ungleichungen (15) und (17) (diese werden von den

Bldcken von G induziert) und entfernen die Ungleichungen (3), (9.

Desgleichen streichen wir die Ungleichungen X%, > o fir 1 = 1,2,4,5,6,7,8,10. i}

Kapitel 6. Das 2-Matching Problem

Eine Kantenmenge M in einem Graphen G = [V,E] heiBt 1-Ma;.téhing oder kurz
Matching, wenn jeder Knoten veV auf hdchstens einer Kante aus M liegt. Ein
Matching M heiBt péEfekt, wenn jeder Knoten von G auf genau einer Kante aus M

liegt. Geben wir zu jedem Knoten ve V eine nicht-negative ganze Zahl bv’

b = (by,-- .,bIVI), vor, so heift McE ein "b——Menltc'hing (bzw. perfektes b-Matching),
wenn jeder Knoten ve V auf hochstens (bzw. genau) b Kanten aus M liegt. Speziell

interessiert uns das gewiéhte’te ‘2-—MatchingAProblem-', bei dem ein Graph G = [V,E]

mit Kantengewichten c_, €€ E, gegeben ist und wo nach einer optimalen Kanten-
menge gefragt ist, die die Eigenschaft hat, daB jedér Knoten auf hochstens

zwei Kanten liegt.
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§ 12. Verschiedene Matching Polytope

In der Literatur fiihren verschiedene Polytope den Namen Matching bzw.
b-Matching Polytop. Eine (unseres Wissens) vollstindige Liste ist die folgende,
wobel G = [V,E] ein vorgegebener Graph und xM der Kanten-Inzidenzvektor des

Untergraphen M von G sei.

Q = conv'{xME:]JE‘ | M Matching in G,

Q, = conv'{xME:]gE‘ | M perfektes Matching in Gl,
Q = convv{xMe:lRlEl | M b-Matching in Gl,

Q, = conv {XMEZIJE‘ | M perfektes b-Matching in Gl,

Q = conv {XEJIJEI Ixezo VeeE,

r x <b Viev,

e -1
ecw (i)

x e N VeeE},
e N
. Q =cmwfxaﬂEliO<x <o VeceE

s x =b, VYieV,
eew(i)

xéeN YeceE}.

Vollstindige Beschreibungen von Q; und Qq finden sich in [Edmonds,lgss] und
damit natlirlich auch vollsténdige Charakterisierungen von Q2 und Qq. Eine
vollsténdige Charakterisierung von Q6 ist in [Edmonds,Johnson,1970] angegeben.
Der Polytop Qg wird in [Edmonds,1967] vollstindig beschrieben. In
[Pulleyblank51973] sind alle Facetten von Qg bestimmt worden und damit eine

nicht redundante Beschreibung von Q5.

Mit Hilfe eines hiibschen Tricks (a well-known secret of Jack Edmonds (per-
sSnliches Gesprdch)) kann man erzwingen, daB die Komponenten aller LOsungs-
vektoren eines Optimierungsproblems iiber Q5 nur Werte aus {0,1} annehmen, also
Inzidenzvektoren von'h—Matchings werden. Man ersetzt jede Kante {i,3j} durch
drei neue Kanten {i,vi},i{vi,vj}, {vj,j} mit 2 neuen Knoten V., vj und
definiert b_ .:=b_ =1, cl = T Cius c! iz e! . o= 0. '

V. v. iv, ij? Tv.v. V.3

i 3 i i’ 3

Alle Ldsungen dieses neuen Problems liegen dann im Einheitswiirfel.
Wir interessieren uns in dieser Arbeit fiir drei spezielle Polytope, die im
weiteren von Bedeutung sind,und vepzichten auf eine Charakterisierung der

Facetten flr den Fall eines beliebigen Graphen, da das zu viel Aufwand erfordern
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wirde. Sei Kn = [V,E] der vollst&ndige Graph mit n Knoten, dann definieren
wir
n E
Qy = {xeR‘ | [ (1) x, >0 VeceE,
(2) x, <1 YecE,

(3) & x =2 Viev},
eew(i)

fiir die Bedingungen (3) schreiben wir kurz Ax = 2,

M . ; . .
Q;M := conv {x ¢ ]RJEl | M ist perfektes 2-Matching in Kn}’
« M__JE| . o
QI21M := conv {x .¢€ IRI | [ Mist 2-Matching in Kn}.

QI2]M heiBt 2-Matching Polytop, éIQIM monotoner 2-Matching Polytop.

Offensichtlich ist (~21;M die Monotonisierung von QEM’ was allerdings nur in

diesem speziellen Falle eines vollst3ndigen Graphen richtig ist. AuBerdem
ist QIZIMC"éTQIM’ und in gewissem Sinne ist agM die grébste "vernlinftige"

. n
Relaxation von Q2M' f
§ 13. Die gebrochenen Ecken von ZZM

LiBt man im Restriktionensystem von SEM die Bedingung (2) ¥, 21 Y ecE fallen,
so entnimmt man den Resultaten von Edmonds und Johnson [1970] leicht, daB der
daraus resultierende Polytop nur ganzzahlige Ecken hat. Schneidet man den so
definierten Polyfopen jedoch mit dem Einheitswirfel, d.h. filigt man die Un-
gleichungen (2) hinzu, so entstehen "gebrochene" Ecken. Diese wollen wir im
folgenden charakterisieren. Dazu definieren wir zu jeder Ecke x von 5121M die
Kantenmenge FX := {ecE ] 0 < X, < 1}, also die zu nicht-ganzzahligen (und

damit gebrochenen) Komponenten von x gehdrigen Kanten.

 satz 13.1.

Sei x Ecke von érZZM , dann gilt:

x enthdlt nicht-ganzzahlige Komponenten <= F  besteht aus knotendisjunkten
Zyklen ungerader Linge.

"—>%1": Sei A' die Untermatrix von A, die von den Spalten gebildet wird, die
zu gebrochenen Komponenten von x gehdren und aus der alle Null-Zeilen entfernt

worden sind. A' mdge q Zeilen und p Spalten enthalten.
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Da x Ecke ist, sind die Spalten von A' linear unabhdngig, also q > p. Jede
Spalte von A' enthdlt nach Definition genau zwei Einsen und sonst Nullen.

Es folgt daraus, daB A' genau 2p Einselemente enthdlt. Andererseits muB

jede der q Zeilen von A' mindestens 2 Einsen enthalten, da die Summe der
gebrochenen Komponenten, um die Gleichheitsrestriktionen zu erflillen, 1 oder 2

sein muB. Also ist 2p > 2q,und wegen q > p gilt damit p = q.

Mithin ist A' eine quadratische reguldre Matrix, die in jeder Zeile und Spalte
genau zwel Einsen enthdlt. Eine solche Matrix ist die Knoten-Kanten-Inzidenz-
matrix von Zyklen ungerader Linge (die Inzidenzmatrizen von Zyklen gerader

Ldnge sind nicht reguldr). Es ist also (nach geeigneter Umordnung):
A' = . )

wobei jede Matrix Ci die Inzidenzmatrix eines Zyklus ungerader Ldnge ist. Da
die beiden Einselemente jeder Zeile zu genau einer Matrix Ci gehdren, kann
kein Knoten in zwei verschiedenen Zyklen enthalten sein.

"&—=": Trivial. {

" Bemerkung 13.2.

(a) Jede ganzzahlige Ecke von é;LM 18t Inzidenzvektor eines perfekten

2-Matchings in K .

(b) Ist x gebrochene Ecke von 5; , dann gilt fiir die Komponenten von x:

: 1
mee{O,—2—,1} YecE.

Beweis:
(a) Offensichtlich.
(b) Da nach Satz 13.1 jeder Knoten auf hdchstens einem "gebrochenen Zyklus"

liegt, muB es wegen der Bedingungen Ax = 2 zu jedem Knoten ve V mindestens

eine Kante evs:w(v) geben mit xev = 1. Ist S ERRRE L e die Kantenmenge eines
Zyklus in FX, so folgt daraus, da8 x_ + X, =1 ,1i=1,...,2k und
i i+l
X +x = 1 gelten muB. Die eindeutig bestimmte LSsung dieses
€1 okl N :
Gleichungssystems ist X, T 5 i=1,...,2k+1 .0

i
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§ 14. Die Facettialstruktur des monotonen 2-Matching Polytopen
Nach [Edmonds,l965] gilt flir den monotonen 2-Matching Polytopen beziiglich
eines beliebigen Graphen G = [V,E]:
~n E
Q2M = {xellJ | | (1) x, >0 YeceE,
(2) x, <1 VecE,

(3) = x <2 VYvev,
eew(v)

(#) £x_<s(C) YcCcEl},
eeC €

wobei die sogenannten 2-'—Ma'téfhing Ungleiéhﬁﬁgen (4) - bei etwas anderer Nota-

tionsweise als der Edmonds'schen - wie folgt definiert sind:

Seien Wo, W LW, €V und gelte

127727k

(a) [wonwil =1 , i=1,...,k,
(b) [wil =2 s 1= 1,000k,
(d) k > 1 und ungerade,
k k-1
dann ist C := U E(Wi) und s(C) := IWO| .
i=0

Die Kantenmenge C hat folgendes Aussehen

Im Falle eines beliebigen Graphen sind einige der Restriktionen (2), (3) und
"sehr viele" der 2-Matching Ungleichungen redundant beziiglich égM . Wie wir
sehen werden, sind im Falle des hier behandelten vollstédndigen Graphen Kn alle

Ungleichungen (2), (3) und "fast alle" 2-Matching Ungleichungen (4) Facetten

von QgM .

Satz 14.1.

Die Ungleichungen
(1) x, > 0,
(2) z, < 1

definieren fiir alle e e E Facetten von QZM » falls n > 2.
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Bewels:
Da 62M monoton ist, folgt (1) aus Satz 6.2 (a).
Die Inzidenzvektoren von {e} und {e,f} fiir alle fe E-{e} erfiillen x, < 1 mit

Gleichheit und sind linear unabhdngig, somit definiert x < 1 eine Facette

~1
von QQM .0
Satz 14.2.
Sei n > 4. Dann definiert fiir jeden Knoten i eV die Ungleichung
Iow, <2 '
eew ()

, n
eine Facette von ézM .

Beweis:

_ Seien el,eQ,ese(n(i), dann sind die Inzidenzvektoren des 2—Matchings'{e1,e2},
{el,e3}, {ez,eB} linear unabhingig. Davon unabhingig sind die Inzidenzvektoren
der 2—Matchings'{el,f}, falls few(i) —‘{el,ez,es},bzw.'{el,eQ,f}, falls
f#(n(i). Damit sind |E| linear unabhingige Vektoren aus QEM gefunden, die

I x_ < 2 mit Gleichheit erfiillen. []
ecw(i)

Mit Hilfe von Satz 4.5 - siehe auch die anschlieBenden Bemerkungen - wollen
wir nun untersuchen, welche der 2-Matching Ungleichungen bezﬁglidh QgM

redundant sind.

satz 14.3.

In jedem der folgenden Fille sind die 2-Matehing Ungleichungen vedundant:
(a) || <2,
w)jgjagnum;i#th%n%¢ﬂ,

(c) |W | =3 und k = 1.

‘Beweis: o
(a) al) W= {w}. Falls k = 1, dann hat die 2-Matching Ungleichung die Form
xe'f_l, ist also eine triviale Ungleichung, falls k > 3, dann wird sie
dominiert von I x_ < 2.
een(w) 7

a2) |WO| = 2. Falls k = 1, dann hat die 2-Matching Ungleichung die Form

x, t Xg < 2, ist also dominiert.

Falls k = 3, dann gibt es einen Knoten we:Wo, der in mindestens zweil
der Mengen Wi’ i=1,2,3, enthalten ist. Seien we:Wln W2r\WO,
W = {u,v}, ve W, dann gilt

3
T x T x +x _ <3=s(C).
e v —
eeC eew(w)

|jA O
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Falls k > 5 und L = {v,w}, dann gilt offensichtlich

Zx < L x + I x_ <u<s(C).
eeC ecw(w) € ecw(v)

In jedem Fall ist also die 2-Matching Ungleichung redundant.

(b) Sei o.B.d.A. WonW f P, und sei veW, aW ;. e
- . ) . . 1 .- o -
Sei v¢ W, . Wir definieren WO 2= Wou WuW _, undC' := L:% E(Wi)L;E(Wé),
dann gilt =
rx, < z x, 2 [Wol + 1+ Eég = s(C') = s(C).
eeC eeC'

. . . Ve L . .
Sei vs:Wkn wk—l“ WO. Definieren wir WO := Wo {v}, dann gilt fiir

k-2
¢t := E(W.)u E(W'):
L__) 1 o]
i=1
k-3
Ix < I x + I x <|W|-1+==+2=s(C).
e — e e— "0 2
eeC eeC eew(v)

Also wird die 2-Matching Ungleichung in beiden F&llen dominiert.

() Sei o.B.d.A. W_ = {1,2,3}, W, = {1,4}, dann gilt

z X, < I X, + X,, <2 +1=5s(C).
eeC eew(l)

Die 2-Matching Ungleichung wird dominiert von der Summe zweier giiltiger

23

Ungleichungen des Typs (1) und (2), ist also nach Satz 4.5 redundant. [

Die in Satz 14.3 angegebenen 2-Matching Ungleichungen definieren also entweder
keine Facetten von QEM oder sind Ungleichungen des Typs (2) bzw. (3). Entfernen
wir aus der Menge der 2-Matching Ungleichungen alle diejenigen Ungleichungen,
die auch Ungleichungen des Typs (2) und (3) sind - diese haben wir ja bereits

untersucht -, dann kSnnen wir zeigen:

Satz 14.4.

Set n > 4.
Eine 2-Matching Ungleichung Iz, < 8(C) definiert eine Facette von égM,ggnau
dann, wenn fiir WoseeosWpcVmit C = % E(Wi) gtit
(@) W oW, =1 , ©=1,...,k
(b) lwil =2 s L= 1,....k,
=g s 1<71<g<k

(c) Wi n Wj <
(d) (dl) k
oder

(dy) % =1 und |W | > 4.

3 und ungerade

| v
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Beweis:

"=2>": Erfiillt C nicht die Bedingungen (a) bis (d), so kann die 2-Matching
Ungleichung nach Satz 14.3 keine Facette sein.

"&=": Sei ax := I x_ < s(C) =: a, eine 2-Matching Ungleichung, fiir die die

eeC
Bedingungen (a) bis (d) erfiillt sind. Sei H_ :='{xe:Q2M | ax = ao} und

bx = b_ eine beliebige Hyperebene mit Haci{x | bx = b }.

Wir zeigen b = aa, woraus mit Satz 4.4 die Behauptung folgt.

k
Sei 0.B.d.A. W_ = {1,...,s}, % := UJ E(W;) = {{1,s41},{2,5¢2},...,{2k+1,s42k+1}},
iT1
wobei 2k+l < s gilt. Sei
@ := by o4q

a) Sei k > 3.

Der Inzidenzvektor xM des folgenden 2-Matchings M ist in der Seitenfldche Ha
’enthalten. M besteht aus den Kanten der Kette [?k+l,2k+2,...,s,l,2], den Kanten
{2i-1,2i}, i = 2,...,k-1, und den Kanten Z - {{l,s+l}}, desgleichen gilt

ot = a filr M' := (M - {{1,2}D)y {{1,s+1}}.

S

223

2 2k+1

IR N SIS
S

s¥1 842 sP2k+1 s¥1 8+2 s¥2k+1

1

Aus xM, 0! eH, folgt wegen‘Haé {x | bx = bo}

- oM oMY _
0= bo bo = bx bx" = b12 bl,s+l

Da wir diese Konstruktion filir jede Permutation der Knoten'{l,...,2k+l} durch-

und somit b12 = Q.

flihren kdénnen, erhalten wir analog

by; =@ Vie{2,...,2k+1}.

Aus dieser Information schlieBen wir mit dem gleichen Verfahren

by g7 ¢  Viell..,Ze1)

und erhalten daraus wiederum

bys = o Vi,je{1,...,2k+1}, i < j.
Ist s > 2k+l, so konstruieren wir aus M' ein 2-Matching M" wie folgt:

M iz (M' - {{1,s}})y {{1,2}},

. ﬁm

s+1 s+2 . s+2k+1

2k+1
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11
Offensichtlich gilt xM e‘Ha, und wir erhalten wie oben

O - M" MV
= bx - bx" = b12 - blS , d.h. bls = a.
Durch Wiederholung dieser Konstruktion fiir jedes jé {2k+2,...,8} und jedes
ief{l,...,2k+1} ergibt sich
b.. = a Vie{1,...,2k+1} , Yje{2k+2,...,s}.
Ist s > 2k+2, dann sei M™ wie. folgt definiert:
M"™ o= (MM - {{s-1,s},{1,2}}) vy {{1,s},{2,5-1}}.

2k+1 s
MM = ces I——I eel
s+l s+2 s+2k+1
LA
Offensichtlich ist xM € Ha’ daher gilt
MM M
0 = bx - bx =b, t b2,s-l = by, - bs-l,s =ato-oa- bs—l,s .
Daraus folgt bs—l g = . Analog erhalten wir ebenso
>
b;s = a Vi,je{2kt2,...,8} , i< 3

Damit haben wir gezeigt:

b =a=oca Vecc.

Ist e¢ C, so sieht man ohne Schwierigkeiten, daB es ein 2-Matching M gibt mit
xMz:Ha, so daB M!:= My{e} ebenfalls ein 2-Matching ist; wegen e¢ C gilt

M! . . M! M .
X € Ha . Folglich ist O = bx~ =~ bx = be und damit

b, = 0 = aa_ Yetdc,

woraus b = ga folgt, was zu zeigen war.
b) k = |z| = 1, W | > u.
Sei wiederum W, = {1,...,8}, 2 = E(Wl) = {{1,s+1}}, a :f bl,s+1 .
Jeder Hamilton-Zyklus <1,i,,ij,...,1i > in [WO,E(WO)] erfiillt die 2-Matching
Ungleichung mit Gleichheit, desgleichen die Kette
[s+1,1,12,...,is].
Wie unter a) folgt

b, =a Vi=o,...,s+l.

Sei <i2,i3,...,is> ein Hamilton-Zyklus in [Wo—{l},E(wo?{l})] (ein solcher existiert
nur, falls [be > 4); dieser Zyklus vereinigt mit der Kante {1,s+1} ist ein
2-Matching M und erfillt axM = ao.‘Sei M= (M - {{12,13}})‘,{{1,12}}, so gilt

t
ebenfalls axM =ags wie gehabt folgt bi ; o und damit analog
273
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b.. = a Y ije{2,...,s}, i<3

Es ergibt sich: b, =a Yecc.

Wie unter a) zeigen wir be =0 Y eéC, und haben den Beweis erledigt. ]

Bemerkung 14.5.

Fir spitere Verwvendung wollen wir festhalten, daB die in Teil a) des Beweises
von Satz 14.4 konstruierten 2-Matchings keine Zyklen enthalten, folglich durch
Hinzunahme geeigneter Kanten zu Hamilton-Zyklen von K, ergdnzt werden kinnen,

das heiBt, jedes dieser 2~Matchings ist ein Element von Tn‘ 1]

Aus der vollstdndigen Beschreibung von QEM [Edmonds,1965] und den Resultaten
dieses Paragraphen folgt damit:

Satz 14.6.

Set K = [V,E] der vollstindige Graph auf n Knoten, n > 4, und
Z)’;M = conv {xMeR || | M 2~Matehing in Kn} der monotone 2-Matching Polytop
auf K . Dann 18t das folgende System von Ungleichungen eine vollstindige und

nicht redundante lineave Charakterisierung von égM"
(1) x, >0 Veek,
(2) x, <1 Vecek,

(3) £ =z.<2 VYveVl,

cew(w) ¢
k k-1
(4) T, = I I x, < lWo|‘+?: s(C)
eeC =0 eeE’(Wi)
, k
VW Wyl eV omit € = iL—Jo E(W,), die

(a) [WonWiI =1 , %= 1,0,k

(b) lwil =2 ,4=1,...,k

(c) WinWj:ﬂ s, 1<1<g <k,
(d) (d;) k > 3 und ungerade
oder

(dy) k =1 und IWOI >4
erfilllen. []
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§ 15. Der 2-Matching Polytop

n
on on 2M
Seitenfldche von Q2M ist, ist mit einer Charakterisierung von QQM auch eine

Da die konvexe Hille der Inzidenzvektoren der perfekten 2-Matchings Q. eine

vollsténdige Beschreibung von QIZIM vorhanden. Mit Satz 14.6 gilt dann

='{xe]R[E| l (L) Xo 0 VecE,

| v

n
QQM

(2) x, <1 VecE,

| A

(3') = x =2 VYveVv,
ecw(v)

(#) I x < s(C) fiir gewisse CeEL
eeC

Bezeichnen wir das Gleichungssystem (3') mit Ax = 2, so gilt

" Lemma 15.1.
Ist A" die quadratische Untermatrixz von A, die aus den Spalten eew(v) fiir
ein v eV und aus einer beliebigen weiteren Spalte f e E-w(v) gebildet wird,

dann <st A' reguldr.

Beweis:

Nach geeigneter Umordnung hat A' die Gestalt

1
1

1 >

wobei die erste Spalte zu f und die erste Zeile zu v gehdren.

Diese Matrix ist offensichtlich reguldr. [}

Lemma 15.1 besagt, daB die (|v],|E])-Matrix A sehr viele regulidre (|V],|V])-
Untermatrizen enthdlt. In spdteren Konstruktionen wird fiir uns die folgende
Unmformulierung von Lemma 15.1, die eine Aussage lUber die Ldsbarkeit des

Gleichungssystems AA = b macht, von besonderer Bedeutung sein:

ch'»lgeAPung' -‘15 2.

Seten veV und feE-w(v) beliebig, sei F = w(v)y {f}, und sei a, e R fir alle
e ¢ F vorgegeben. Dann gibt es ein {(eindeutig bestimmtes) eR”, so daB filr
b = M gilt

b, = a, VeeF. ]
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Dariiberhinaus impliziert Lemma 15.1, daB Q;M im Durchschnitt von n linear

unabhdngigen Hyperebenen enthalten ist, mithin gilt

Folgerung 15.3.

dim QgMi E] - [v]. D

Jede weitere Hyperebene, die Q;M enthdlt, 148t sich als Linearkombination der

n Hyperebenen X x_ = 2 darstellen, das heiBt daB in obiger Ungleichung
eew(v)
sogar Gleichheit gilt.

Satz 15.4.
Sei n > 3, dann gilt
dim &, = |E] - |V].

Beweis:

In Satz 17.3 werden wir zeigen, daB Ffiir QT 1= conv'{xTe:]RIEI | T Hamilton-Zyklus}
gilt: dim Q IBI - IVI Aus QTc Q2M und Folgerung 15.3 folgt die Behauptung. 0

Lemma  15.5.

Seten durch W SW,. ..,h% und W', W! Wi zwet verschiedene 2-Matching Un—

4 5> Wiseess
gleichungen Z x, < s(C) und = x, < s(C') gegeben. Dann giZt'
eeC eeC’
Die beiden 2~Mutchzng Ungleichungen sind dquivalent beziiglich Q oy genau dann,
14 3 =7 !
wenn k = % = w; s T = 1y0eu,ky und Wé » % Mo gtlt.
‘Beweis:
"@":
k-1
2 Ix_ <2(|W | +27) &=
e — o 2
eeC
13
2 Tx_+ ¥ > x<2(lWI+ W) =
eeC veW' eew(v) ©
z z xe+22xe<2(IW'l+ i ) <>
VeW ecw(v) C'
22x<2(IW'|+ Lt
e 2
eeC'
":":
Folgt aus der Beziehung I x = I x_+ AA durch Untersuchung verschiedener

€ '
eeC eeC
F&8lle und einfaches Ausrechnen. []
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Lemma 15.6.
2-Matching Ungleichungen I x, < 8(C) mit IWOI = n-3 und k = 1 sind beziiglich
redundant. eeC '

Bewels:
Sei W= {1,...,n-3}, W= {n-3,n-2} und Woi= {n-2,n-1,n}, C':= B(Wé)u E(Wl).

Nach Lemma 15.5 gilt X x < s(C) = n-3 €< I x < 3. Aus
e — e —
eeC eeC!

I x < T X ot x <2+ 1=3=s(Cc")
eeC' © 7 ecw(n-2) © n-1,n

folgt mit Satz 4.5 die Behauptung. [}

Satz 15.7.

Die Ungleichungen
(1) x,>0 VeeE, fallsn > 5,
(2) z, <1 VeeE, falls n > 4,
7

definieren Facetten von Doy -

Beweis:

Folgt aus Satz 18.6 und Satz 18.5, da in den Beweisen dieser Sdtze jeweils
|E| - |v| Hamilton-Zyklen, also 2-Matchings, konstruiert werden, deren Inzidenz-
vektoren linear unabhingig sind und die Ungleichungen (1) bzw. (2) mit Gleich-

heit erfiillen. [

‘Lemma 15.8.

Sei n > 5, dann wird keine der 2-Matching Ungleichungen & x, < s(C) mit
eeC
k=1 und IWOI < 3 baw. [WOI > n-3 zu einer vollstindigen Beschreibung von

QZM bendtigt.

Beweis:
Fiir [wol < 3 folgt das aus Satz 14.3 (a) und (c), fiir IWOI = n-3 aus Lemma 15.6.

Ist ]WOI = n-2, so ist die 2-Matching Ungleichung nach Lemma 15.5 &quivalent zu
einer 2-Matching Ungleichung mit [wgl = 2, also nach Satz 14.3 (a) redundant.
Falls ]Wol = n-1, so ist die 2-Matching Ungleichung dquivalent zu

I X = x_ < 1, braucht also wegen Satz 15.7 nicht beriicksichtigt zu werden.[]
eeE(H,). ©

Aufgrund der vorhergehenden Untersuchungen und Satz 14.6 wissen wir, daB die
restlichen Facetten von QEM hSchstens von den 2-Matching Ungleichungen definiert

werden kénnen, die durch folgende Kantenmengen induziert werden:
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W, eV, so daB

| X
€ :={cce|c=J E(W,) mit W W 5.0 W,

i=o
(a) lwonwil =1, i=1,...,k,
(b) Iwi] =2 » 1= 1,...,k,
(c)winwj =9 , 1<i<j<k,

(d) (d;) k > 3 und ungerade
oder
(d)) k= 1und 4 < [W | <n-4 .

Satz 15.9.

Jede 2-Matching Ungleichung & x, < s(C) mit Cel definiert eine Facette

n eelC
von Q2M .
Beweis:
1) Im Falle k > 3 zeigen wir in Satz 23.7, daB es [EI - IVI Hamilton-Zyklen in

Kn gibt, deren Inzidenzvektoren linear unabhingig sind und die gegebene
2-Matching Ungleichung mit Gleichheit erfiillen. Da Hamilton-Zyklen 2-Matchings
sind, folgt die Behauptung somit aus Satz 23.7.

2) Sei k = 1 und 4 < lwol < n-4. 0.B.d.A. sei W_ = {1,2,...,s} und
W= {1,s+1}. Seien

Ix <s(C)=:a
e — o
a eeC
und Ha iz {xe QQM | ax = ao}. Sei bx = bo eine beliebige Hyperebene mit

ax

: E
H e {xe ™! | bx = bo}'

Nach Satz 4.4 (d) ist zu zeigen:
IreR" , e R-{0} mit AA + 7a = b.

Nach Folgerung 15.2 existiert ein Vektor ue ]Rn, so da flr b' = pA gilt

| B -
bQS bQS L

bj; =bj; -1 Vie{1,...,s+1},
bii = bll Vie {s+2,...,n}.

. L _ e h oo R
Sel Co i7 bo 2 _Z uy und ¢.:= b - b' ,d.h.
i=1

Crs = 1o

ey =1 Vie{1,...,s+l},
¢y 7 0 Vie {s+2,...,n},

) . n
danmn gilt H ¢ {xe ]R[E| | ex = co}. Es genligt also zu zeigen, daB es Ae R

. und we R-{0} gibt mit ¢ = A + 7a.
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Q)

e)
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a) Das 2-Matching M, das aus der Vereinigung der zwei Zyklen <1,...,s>,

<s+l,...,n> besteht,ist perfekt,und nach Definition gilt xM € Ha. Das

gleiche gilt fir das perfekte 2-Matching M':= <2,3,...,8>U <l,s+l,...,n>.

RN PR
SV? s&d2
1 = M M' = ’ 1
$+1Qq——pn s+1q//p\\?n
‘\_,' \\ 4
Es folgtﬁ>
0=c¢c_ - = c M Mt + + - - -
ey TG TR mex =Cy T et Coin %s T C,st1 T Cin
= cs+1,n :
Analog folgt Cotl,; =0 VYijelst2,...,n}.

Sei M := <1,2,...,8”u<s+l,...,n>, M' := <l,s+l,...,n,s,8~-1,...,2>.
1 .
Nach Konstruktion gilt xM, xM E:Ha, daraus folgt
_ M M' ! _ = -
0= cx CX T ot Cs+1,n ~ “1,s+1 €sn sn °

Durch Permutation der Knoten folgt analog

c.. =0 Vie{l,...,s}, Vied{s+2,...,n}. ;%f
i3 . %&
Sei M := <1,2,3,...,5>U0 <s+l,...,n>, M' := <1,3,4,...,5,2>y<st+l,...,n>; %
1 .v
wie Gblich gilt xM, xM e:Ha und damit &
R . S L - _ - -
0 = cx ex = Chg + Ciq i3 Che T Cp3 1. %ﬁ,
Durch mehrfaches Wiederholen dieses Verfahrens ergibt sich ﬁﬁ%
1
c.. =1 1<i<j<s. 554
1] —_— _— LES
Sei B :=c¢ , und sei M := <2,3,...,8,s+1,1>y <s+2,...,n> und
s,stl MM
M' := <2,3,...,8,1,s+l>y <s+2,...,n>, dann gilt x, X e:Ha und .
_ M Mo - _ =g -
0=ex’ —ex =eg 9t ST T % g1 TP T % s

Analog folgt

C5 41 ° g Vie{2,...,s}.
Sei M .:= <1,2,...,8,n,0-1,...,5+1>, M' := <1,2,...,5,5t1>y <s+2,...,n>.
1
Of fensichtlich gilt xM, 2 e H_ und
. M' - - -8 -
0=cx CX T Coi1,s42 * Cn T %s,s+1 - Ss+2,m 8 ®s+2,n
Analog folgt
= - <i<j< .
cij 8 st2 <1 j<n
Aus a) - e) folgt damit
i3 7 1 Vije{l,...,s},
¥
= %
cl,s+l 1o B
~
. &
i st1 - B Vie{2,...,s}, %

ERRRPRERE
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=0 Vied{s+2,...,n},

cs+1,i

ey =8 Vi,je{s+2,...,n}.
Definieren wir nun Ae R" durch

)Li ::—g- Yie{1,...,s+1},

Ay :—g Yie{s+2,...,n}
und T:=1-8
so gilt c = AA + ma,

und wir sind fertig. [

Fassen wir die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen, so haben wir gezeigt:

Satz 15.10.

Set K, = [V,E] der vollstandige Graph auf n Knoten, n > 5, und

Q;;M = conv {xMa R |z | M perfektes 2-Matching in Kn}' Dann ist fiir jede Teil-
menge We R (V) mit We W : &> V-w ¢ ¥ das folgende System von Gleiehungen
und Unglewhungen eine vollstindige und nicht redundante lineare Charakteri-

sterung vonQ
(1) x,>0 Veek,
(2) z, <1 Veck,

(3') z z, =2 Voer,

eew(v)
Lok k-1
(4) % 3 x, < [W | + <~ ~5~  fir alle W W ,...,W,cV mit
£=0. eeE’(Wi)
(a) [WonWi| =1 L= 1yee,k,
(b) ]Wil =2 = 1,...,k,
(c)winwj:ﬂ 1<i1<g<k,
(d) (d;) k > 3 und ungerade
oder
(dy) k =1 und 4 < IWOI < n~4,
(e) Woe)oo

Beweis:
Folgt aus Satz 14.6, Satz 15.7, Lemma 15.8, Satz 15.9 und Lemma 15.5. 0
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Bemerkung 15.11.

a) Von den 2-Matching Ungleichungen I , < 8(C), die Facetten von QZM sind,
. eeC
werden zur Beschreibung von QgM diejenigen mit k = 1 und [h;,[i_n—3 nicht

bendtigt, von den restlichen genau die Hilfte.
b) Alle gebrochenen Ecken von QZM werden von den Ungleichungen (4) abgeschnitten,

und es werden durch diese Ungleichungen keine neuen Ecken erzeugt. [l

Kapitel 7. Erste Resultate tiber die Struktur der symmetrischen

Travelling Salesman PoZytopé
§ 16. Zusammenhang mit verwandten Problemen

Auf verschiedene Arten kann man das STSP mit anderen Optimierungsproblemen,

fiir die "gute" Algorithmen bekannt sind, in Verbindung bringen.

Nach Definition ist jede Tour ein. perfektes 2-Matching und damit jede Teilmenge
einer Tour ein 2~Matching. Daraus folgt unmittelbar, daB filir die symmetrischen

Travelling Salesman Polytope Q; und 6? gilt:
n .n =N _ =7
%ch und %ch.
Eine interessante Frage ist daher, welche der Facetten von QZM bzw. égM’ die

wir bereits in § 14 bzw. § 15 vollstindig charakterisiert haben (siehe 14.6,

15.10), Facetten von Q? bzw. ﬁ? bleiben und welche nicht.

Nicht ganz so natiirlich ist die Verwandtschaft des STSP mit dem Spanning Tree
Problem. Nach Definition enthdlt ein Baum bzw. Wald keinen Zyklus, wahrend
eine Tour keine Zyklen der Linge kleiner als n enthdlt; jede Tour enthdlt

n Kanten, wihrend jeder spannende Baum genau n-1 Kanten enth&lt. Eine MOglich-
keit, {iber diese Ahnlichkeiten einen Zusammenhang zwischen diesen beiden
Problemen herzuétellen, ist die folgende:

Ist TCE ein Baum und e € E-T, so heiBt Ty {e} ein Eins-Baum (One-Tree). Da
alle hamiltonschen Ketten B3ume sind, sind alle Touren Eins-Bdume. Bezliglich
einer Kantengewichtung minimale Eins-Bdume kann man algorithmisch einfach
berechnen, und es hat sich - beginnend mit den Arbeiten von Held und Karp
[1970,19711 - gezeigt, daB sich {iber diese Relaxation des STSP recht effiziente

Algorithmen fiir das Travelling Salesman Problem entwickeln lassen.

Ein anderer "Trick", das Spanning Tree Problem mit dem STSP in Beziehung zu

bringen, ist der folgende:
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Wir "verdoppeln" den Knoten 1¢ V, nennen das Doppel n+l, fligen die Kanten
{i,n+1}, i = 24...,0,2u unserenm vollstédndigen Graphen K hinzu und bezeichnen
diesen neuen Graphen mit K' [V ,E'] AuBerdem deflnleren wir eine Gewich-

1 T
tung c' auf Kn+1 durch

\ o= . .
cij : cij » 1 <i<j < nm,
! = i =
ci,n+1 : cl,i s 1 2500050,
Jeder hamiltonschen Kette von 1 nach n+l in Kn+l’ die ja ein Baum in K'+l ist,

entspricht eine Tour mit gleicher Linge im urspriinglichen Graphen K und um~

gekehrt.

Definieren wir nun ein spezielles b- ~Matching Problem auf K' +1 durch

b14 = b 41 °F 1, b 1= 2,1i=2,...,n, so entspricht offen81chtllch auch jede
Tour in K einem solchen perfekten b-Matching mit gleicher Linge und umgekehrt,
das helBt der Durchschnitt der Menge der spannenden Bdume und der Menge der
perfekten b-Matchings in K' +1 steht in umkehrbar eindeutiger Beziehung zu der
Menge der Touren in K . Deflnleren wir

nl

QK = conv {x [ T ist Hamiltonsche Kette von 1 nach n+l in K l},
t
QEM.:z conv {x | M ist b- ~-Matching in K +1° b= (1,2,...,2,1)},
udann gilt

Q e QbM“QST .

Formal haben wir also das STSP in den Durchschnitt eines b- ~Matching und eines

Spanning Tree Problems eingebettet.

Zur Darstellung polyedrischer Beziehungen ist as allerdings verniinftiger, das
Spannlng Tree Problem etwas .zu relaxieren, indem wir genau eine der definieren-

den Gleichungen bzw. Ungleichunigen von QST bzw. QST weglassen

Définition 16.1.

Set Kn‘:'[D;Eﬂ der vollstindige Graph auf n Knoten, dann set

& o= wer Bl x >0 VeeE, 3 <W -1 vYpgtwer.i
o © | ¢ - ecE(W) K ¢,

Mit der so getroffenen Definition gilt offenbar:

n ~n n
Qgp € Qgp€ Qg

. und

n

~1 n
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Damit erhalten wir

n_.n n

QTC Q2M_n QS s

~n_ ~n n

c

Q& Ly nQ -
Somit ist der (monotone) Travelling Salesman Polytop im Durchschnitt des
(monotonen) 2-Matching Polytopen mit einem leicht modifizierten Spanning Tree

Polytopen enthalten.

n
nST
natiirlich auch die von Qs vollstdndig bekannt. Wir wollen wiederum nachprifen,

Da uns die Facetten von Q.. und égT bekannt sind (siehe 11.3,10.4), sind uns

welche dieser Facetten auch Facetten von Q? bzw. 5; bleiben.

Wenn wir im weiteren Verlauf der Arbeit von speziellen Untergraphen von Kn,
wie etwa Touren, Zyklen, Ketten, Matchings, sprechen, so werden wir immer die

zu diesen Untergraphen gehdrigen Kantenmengen meinen.

§ 17. Die Dimensionen von Q; und @;

Um {ibérhaupt die Facettialstruktur eines Polytopen bestimmen zu k&nnen, ist

die Kenntnis seiner Dimension unabdingliche Voraussetzung.

Da jeder Einheitsvektor und der Nullvektor in Q? enthalten sind, gilt

Satz 17.1.

Eﬁﬁ:ll~:i m, n > 2. 0

dim §p = |B| = 5= >

Nicht so offensichtlich ist die Dimension von Qg zu bestimmen. Da nach Fol-

. N S _ n_ n . . S
~ gerung 15.3 dim Q2M < m-n lBl iV| und da QTt::Q.2M gilt, ist dim QT < m-n.

Wir werden zeigen, daB in dieser Ungleichung sogar Gleichheit gilt.

Man kann diese Tatsache natiirlich auf verschiedene Arten beweisen. In diesem
Falle ziehen wir eine konstruktive Methode vor, die nach einer gewissen Vor-
schrift genau m-n+l linear unabhdngige Inzidenzvektoren von Touren angibt und
zeigt, wie man auf recht hibsche Art bekannte Sitze aus der Graphentheorie

zur Erzielung von Resultaten iber Polyeder einsetzen kann.

Der filir uns intePessante Sachverhalt, der z.B. in [Harary,1972,s.89] nach~

gelesen werden kann und nach Aussage von C. Berge (persénliches Gesprdch) auf

Lucas zuriickgeht, ist der folgende:
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Satz 17.2.
Sei K, = [V,E] ein vollstindiger Graph.

(a) Ist [V = 2k+1, dann gibt es k kantendisjunkte Touren T ;s 8O daB E = UT
grle. =1

(b) Ist |V| = 2k, dann gibt es k-1 Touren T, und ein perfektes Matching M,

so daB je zwei dieser Kantemmengen dtsgunkt sind und
k-1
UT uMgile. 0

1=1

Satz 17.3.

Sei n > 3, dann gilt

dim Q

~ 1, -
p = 5(n=8)n = |E

Beweis:

Wir zeigen, daB Q? |E|-|V|+1 linear unabhéngige Inzidenzvektoren von.Touren

enthdlt. Fliir n = 3 ist das trivial. Sei alson > 4 und V = {1,...,n},

= {1,...,n-1}; Kn’ Kn-l seien die vollstdndigen Graphen mit n bzw. n-1

Knoten.
a) Sei n = 2k+2.

Nach Satz 17.2 (a) ist der vollsténdigg Graph K_, = [V',E'] die kantendis-
junkte Vereinigung von k (n-1)-Toiuren. Ist T eine dieser Touren, so ersetzen
wir nacheinander jede der Kanten'{i;j}s T durch die Kette [i,n,j]. Aus jeder
(n-1)-Tour erhalten wir so (n-1) verschiedene n-Touren. Insgesamt konstruieren

wir auf diese Weise k(n-1) = Eéz(n-l) - %{n—3)n+l Touren in Kn.

Zu zeigen bleibt, daB die Inzidenzvektoren dieser Touren linear unabhingig

sind.
Fassen wir diese Inzidenzvektoren zu einer Matrix M' zusammen und streichen
wir in dieser die.zu den Kanten {i,n}, i = 1,...,n-1, gehSrigen Spalten, so

ist die daraus resultierende Matrix M eine quadratische (m-n+l,m-n+l)-Matrix.

" Da die k Touren in Kn_l kantendisjunkt’ﬁéren, kénnen wir nach geeigneter

Zeilen- und Spaltenvertauschung M als eine Matrix mit k Bldcken N auf der

Haﬁptdiagonalen und .Nullelementen sonst darstellen. Dabei haben nach Konstruk-

. tion die (n-1,n-1)-Matrizen N bis auf Zeilen- und Spaltenvertauschung die

folgende Gestalt

Hoese O
. . b=
[N .
O ere

Offensichtlich ist N reguldr und somit auch M.
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b) Sei n = 2k+1

Nach Satz 17.2 (b) ist Kn—l = [V',E'] kanfendisjunkte Vereinigung von k-1
Touren Ti und einem perfekten Matching M. Aus den (n-1)-Touren machen wir

wie unter a) n-Touren. Das Matching M vervollstédndigen wir zu einer (n-1)-Tour
T und ersetzen nacheinander jede der Kanten {i,j}eMc T durch die Kette [1,n,]].
Damit haben wir m-n+l n-Touren erhalten. Wie unter a) folgt, daB die Inzidenz-
vektoren der aus den Touren Ti konstruierten n-Touren linear unabhdngig sind.
Analog iberlegt man sich, daB die Inzidenzvektoren der aus dem Matching M
konstruierten n-Touren untereinander und von den Inzidenzvektoren der vorher

konstruierten n-Touren linear unabhingig sind. []

Folgerung 17.4.
dim QZM = |E| - |v| firn > 3.

Beweis:

Siehe Satz 15.4.0

Folgerung 17.5.

In einem vollstéindigen Graphen bilden die hamiltonschen Zyklen eine Zyklen—
Basts (cycle-basis, siehe [Berge,1975,5.15]). 0

Fir beliebige Graphen ist Folgerung 17.5 nicht richtig.

Es sei hier angemerkt, daB Satz 17.3 zum ersten Mal von R.Z. Norman [1955] in
einem kurzen Abstract formuliert worden ist, der jedoch keine Beweise enthilt
(siehe auch Bemerkung 23.11). Ein von dem unsrigen verschiedener Beweis wurde

von J.F. Maurras [1975] gegeben.

§ 18. Primimplikanten - triviale Facetten

Sei T die Menge aller Touren in einem vollstdndigen Graphen K @QEﬂ,
]V' = n und T die Menge aller Teilmengen von Touren. Seien §: B + B,

o IJEI -+ B d1e Resolventen von Tn bzw. Tn’ d.h.
0 &> BTETH mit x° = X,
0 <> ITeT mitx'

Da kein Element von Tn bzw. Tn einen Zyklus der Ldnge k < n enthdlt, aber jede

p(x)

X

p(x)

Teilmenge eines Zyklus ein Element von %n ist, sieht man sofort, daB jede der

Konjunktionen
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wenn <il,i2,...,ik> ein Zyklus der Linge 3 < k < n ist, ein Primimplikant

von p bzw. p ist.

Darliber hinaus liegt jeder Knoten ie V hdchstens auf zwei Kanten der Elemente

aus %n bzw. Tn’ das bedeutet, daB jede der Konjunktionen

1]

Rys XKoo Xos
Ity Mg

i,jl,j2,j3e V,gleichfalls ein Primimplikant von p bzw. p ist.
Man liberlegt sich leicht, daB die Vereinigung dieser Primimplikanten die-

selbe Ldsungsmenge wie ¢ hat und damit, da § monoton ist, alle Primimplikanten

n-1
o = \/ (\/ Ky § Xy oo oeeeXy 1 ;-_t;.:_\/‘ Xis Koo Ros .
e T o b Jp Hp H3
k:3 <i1,...’.k>ﬂr“- i’j1’j29j35V
Zyklus

und dies ist die eindeutige irredundante Darstellung von 0.

~ von p gefunden sind, d.h. es gilt

Da in jeder Tour Te Tn jeder Knoten ieV auf genau zwei Kanten liegen muB,

" bedeutet das,  daB flir jedes ie V und fiir je n-2 Knoten jl’j2""’jn-2€ v-{i}

die Konjunktion
2 Hpeo :
ein Primimplikant von p ist. Wiederum lberlegt man sich sofort, daB dadurch die

Resolvente p von Tn bestimmt ist, d.h. es gilt

p =pV \V/ xijl i3 - .

2 l]n-2

i,jl,...,jn_Qe v
Allerdings kennen wir damit noch nicht alle Primimplikanten von p wie im Falle
von 5;‘diesefmﬁssen:mit Hilfe der Consensus-Methode berechnet wefden. Fir n = 5
hat U. Peled [1975b] diese Berechnung (per Hand) durchgefiihrt. Mit Hilfe eines
Computer-Programms haben wir versucht, ausgehend von obigen Primimplikanten
alle lbrigen Primimplikanten zu berechnen. Jedoch ist die Consensus-Methode
derartig ineffektiv, daB dies innerhalb akzeptabler CPU-Zeiten selbst fir
n = 6 unmdglich war.
Die Kenntnis der Primimplikanten von p und die Ergebnisse der Paragraphen

finf und sechs wollen wir nun dazu einsetzen, erste Informationen iber die

Struktur des monotonen Travelling Salesman Polytopen Q? zu gewinnen.

Da Tn monoton ist und da p keine Primimplikanten der L&nge 2 besitzt, folgt

mit Satz 6.2
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Satz 18.1.

Set n > 3, danm sind fir alle {i,j}eE die Ungleichungen

¥ >0,

xij <1
Facetten von @; .0
Ist P = 11_ %.. ein Primimplikant von 5, so ist die Primimplikanten-

{i,jlel
Ungleichung
= x,. <1 -1
{i,jer I

nach Satz 6.5 eine Facette von érTlh{xe r™ ] Xij =0 V{i,j}eE-1}.
Mit Hilfe des Padbergschen Liftungsverfahrens (siehe Satz 6.4) lassen sich

diese zu Facetten von 6? fortsetzen.

Beginnen wir mit den Primimplikanten-Ungleichungen
< s e s s
xii + xii2 + xii3 <2 R 1,11,12,136 V.
Ist {p,q}eE, p ¥ i ¥ g, so gibt es offensichtlich eine Tour T, die {p,q}
und zwei der Kanten.{i,il},.{i,iz},.{i,i3} enthdlt, folglich ist der Liftungs-
koeffizient ap =0 V{p,qteE~w(i). Ist je V-{i,il,i25ia}, so kann eine

Tour T, die {i,j} enthdlt, genau eine der Kanten‘{i,il}, {i,iz},‘{i,i3} ent-

halten. Enthdlt sie zwei dieser Kanten, so nicht'{i,j}.‘Folglich gilt aij 1.

Diese Uberlegung kann man sequentiell fortsetzen flir jedes je VF{i,il,...,ik}.

Es ergibt sich

Satz 18.2.
Set n > 4, dann ist fir jedes T eV die Ungleichung
z z, = X L.t I x..<2
eew(t) Jg<z J i<

Facette von @; .0

Dabei ist zu bemerken, daB fiir alle n > 5 jewells (ns ) verschiedene dieser

Primimplikanten dieselbe Facette von Qg liefern.

Wir pennen die Ungleichungen I x_ < 2 Gradbeschrédnkungen , da diese

eew(i)
bewirken, daB jeder Knoten ie V hdchstens auf zwei Kanten liegt, also hGchstens

den Grad 2 hat.

Analog Uberlegt man sich, daB man durch sequentielles Liften einer Primimplikan-

ten-Ungleichung des Typs

X.i +X..+...+Xi 5 .
1% 1o13 k-1"k k1
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die Ungleichung

.. < k-1
ij —

X
{i,j}sB({il,...,ik})
erhdlt.

Daraus folgt

Satz 18.3.
Set n > 4, dann gilt: Fir jede Knotemmenge WeV, 3 < |W| < |V|, ist die
Ungleichung

z.. < |W -1
(Z,5teE(W) ¥

eine Facette von é; .0

Folgerung 18.4.
Alle Facetten von Qn, d.h. alle Facetten des Forest Polytopen égT” bis auf

die von W = V induzierte-, sind Facetten von é; .

Beweis:
Siehe Folgerung 10.4, Definition 16.1, Satz 18.1 und Satz 18.3. 1]

Die Ungleichungen des Typs z X, :_IW[ - 1, die ja gerade garantieren,
ecE(W)
daB Zyklen der Linge < n nicht auftreten kdnnen, nennt man in.der Literatur

Kurizyklusbedingungen (Subtour4Elimination—Constfaints)J

Die Werkzeuge der Booleschen Algebra kénnen wir leider nicht auf Q? anwenden;

Eigenschaften von Q?_mﬁssen wir deshalb direkt nachweisen.

Satz 18.5.
Set n > 4, dann definieren alle Ungleichungen

. Ty <1 R I1<i<j<mn
Facetten von QT .

" Beweis:

0.B.d.A. zeigen wir, da8 Xn—l,n < 1 eine Facette von Q? ist, und zwar durch
Angabe von %n(n-S) Touren, deren Inzidenzvektoren linear unabhdngig sind und
die Kante {n-1,n} enthalten.

a) n = 4, dim Q? = 2. Zwei der drei Touren enthalten die Kante {3,4}, und ihre
Inzidenzvektoren sind linear unabhdngig.

b) n = 5, dim Q? = 5. Die folgenden Touren enthalten {4,5}, und ihre Inzidenz-
vektoren sind linear unabhdngig:

<4,5,l,2,3>,<4,5,l,3,2>,SH,S,2,1,32,<4,5,2,3,1>,<u,5,3,2,l>.
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c) n > 6 und gerade.

Der vollstindige Graph mit Knoten {1,...,n-2} ist nach Satz 17.2 (b) kanten-
. . I -4

disjunkte Vereinigung von 25— Touren der Lidnge n-2 und einem perfekten

1-Matching.

Ahnlich wie im Beweis von Satz 17.3 konstruieren wir aus den (n-2)-Touren und

dem zu einer (n-2)-Tour ergdnzten l-Matching dim Qg verschiedene n-Touren.

cl) Wir wdhlen irgendeine der (n-2)-Touren, sagen wir <il,...,in_2> und
konstruieren n-3 n-Touren dadurch, daB wir jeweils eine Kante {ij,i.+l}
]

entfernen und durch die Kette [ij,n,n~1,ij+l] oder [ij,n—l,n,i ersetzen.

J+1
Zu jeder so erzeugten n-Tour merken wir uns eine Kante, die uns spiter
(als Spaltenindex) zur Konstruktion einer regulidren (dimeg,dim Q;)—Matrix

dienen wird. Dies geschieht wie folgt:

Tour Kante
<il,n,n—l,i2,...,in_2> {i2,n—l}
<il,i2,n—l,n,i3,...,in_2> {is,n}
<;l,12,13,n,n~l,i4,...,in_2> {iu,n—l}

. {is,n}
<ll’12"'"ln—3’n?n_l’ln—2> {1n_2,n—l} .

cé) Aus derselben (n-2)-Tour erhalten wir weitere n-3 n-Touren wie in cl),

indem wir die Anordnung von n-1 und n jeweils vertauschen. Weiter fligen wir
die Tour <il,i2,...,in_2,n,n—l> hinzu.

cs) Aus den restlichen E%E - 1 (n-2)-Touren und dem zu einer Tour ergdnzten
1-Matching konstruieren wir n-Touren, .indem wir jeweils eine Kante {i,j}
enffernen und diese durch die Kette [i,n—l,n,j] ersetzen (bei der aus dem
1-Matching gewonnenen Tour tauschen wir natiirlich nur die Kanten des 1-Matching
aus).

Auf diese Weise erhalten wir n—3+n-3+1+(255-l)(n~2)»ﬁ2§2 = %ﬂ(n~3) Touren

in Kn, die die Kante {n-1,n} enthalten. Sei M' die Matrix, deren Zeilen die

Inzidenzvektoren dieser Touren sind. Wir ordnen die Spalten von M' wie folgt.
Die ersten n-3 Spalten gehdren zu den in cl) angegebenen Kanten. Alle lbrigen
Spalten werden wie im Beweis von Satz 17.3 geordnet. Die Spalten, die zu den

Kanten ‘
{ik,n} , k= 1und 2 < k < n-2 mit k gerade,
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sowie zu den Kanten
v{ikan*l} » 1 < k < n-2 mit k ungerade ,
und "{n-1,n}

gehdren, werden gestrichen.

Das Ergebnis ist die folgende quadratische Matrix M" :

] 1
o F) 0w e V)
R S 0O N
wobel
11 0
Itz | .. eine (n-3,n-3)-Matrix,
() 11
01 ...1
1 . .
N = ot eine (n-2,n-2)-Matrix ist.

DO |
1...10
Die Matrizen O sind Nullmatrizen, und S hat die gleiche Gestalt wie die Matrix
M im Beweis von Satz 17.3. Folglich hat M" Blocke reguldrer Matrizen auf der

Hauptdiagonalen und oberhalb nur Nullelemente. Daher ist M" reguldr.

d) n > 6 und ungerade.

Analog zu c) und Teil a) des Beweises von Satz 17.3. []

" Satz 18.6.
Set n > 6, dann definieren alle Ungleichungen

., xijio , 1<it<g<n,
Facetten von QT .

Beweis:

Wir zeigen o.B.d.A., daB X > 0 eine Facette von Qg flir allen > 5

-2,n-1
definiert.

a) Nach Satz 18.5 gibt es in Kn-l k := %{n—l)(n~4) linear unabhdngige
(n-1)-Touren, die die Kante {n-2,n-1} enthalten. In jeder dieser Touren . -
ersetzen wir diese Kante durch die Kette [n—2,n,n—l] und erhalten auf diese
Weise k linear unabhdngige n-Touren. Aus dem Beweis von Satz 18.5 wissen wir,
daB die Spalten {1,n-1}, {1,n-2} und {2,n-1} nicht zur Konstruktion der
reguldren Matrix M" benutzt wurden, wobei wir die in 18.5 mit n-1 bzw. n

bezeichneten Knoten nun mit n-2 bzw. n-1 bezeichnen.
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b) Wir nehmen nun irgendeine (n-1)-Tour, die die Kette [n—2,1,n—1,2]
enthdlt. Wir ersetzen diese durch
[p-2,1,n-1,n,2] , bazw.
[-2,1,n,n0-1,2] , bzw.
@-Q,n,l,n—l,Q]
und erhalten drei n-Touren. Fiigen wir die Spalten, die zu den Kanten'{Q,n},
{n-1,n}, {1,n} gehdren sowie die Inzidenzvektoren der drei gerade konstruier-

ten Touren als Zeilen zu M" hinzu, so erhalten wir folgende (k+3,k+3)-Matrix

1010
Lo,
: MT : M"™ R
N := o _ __'10_ = ( ) .
g 110 Q P
q 011
q 1001

Nach Konstruktion sind die drei letzten Zeilen unterhalb von M" identisch.

Wir ordnen die Matrix um:

P Q
R M"

Da P reguldr ist, gilt bekanntlich

N| = [p[um - re Yl
Es ist
-1 1-1 1 1 01-1
P = (O 1 -1 und somit RP ~ = N ’
0 0 1 v
01-1

daraus folgt RP-lQ = 0. Da P und M" reguldr sind, ist N regulir.

Weitere n-5 linear unabhdngige Touren erhalten wir, indem wir irgendwelche

Touren wihlen, die genau eine der Kanten {n,i}, 3 < i < n-3, aber nicht

{n-1,n-2} enthalten. Somit haben wir %(n—l)(n—4)+3+n-5 = %n(n-S) linear

unabh&ngige Touren gefunden, die {n-2,n-1} nicht enthalten. []

Es sei angemerkt, daB keine der Ungleichungen Xij > 0 im Falle n = 4 eine

Facette definiert, was unmittelbar einleuchtet.

Beispiel 18.7.

Q; ist ein zweidimensionaler Polytop in 1{6 mit drei Ecken, also ein Dreieck

und kann durch folgendes System vollstZndig und nicht redundant beschrieben

werden
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Xpp PRyt Ry 52
Xip * Epg ¥ Xy, =2
Xl3 + 323 + x34 =2
Rpy T Fyy TRy =2
Rip = 1 (bzw. Xa) <1)
X4 <1 (bzw. Xy < 1)
Xy <1 (bzw. Xpg <1 . 0

Nur im Falle n = 4 sind Ungleichungen des Typs xij < 1 dquivalent, ndmlich
falls {i,j}n{p,q} = @. Falls n > 5 definieren offensichtlich zweil ver-

schiedene Ungleichungen Xij <1, qu < 1 auch verschiedene Facetten von Q; .

Desgleichen geniigen die bereits bekannten Ungleichungen zu einer Beschreibung

von Qg, und zwar gilt

Beispiel 18.8.

Eine vollstdndige und nicht redundante lineare Beschreibung von Q; ist

~ gegeben durch

Xig ¥ Xgg F Xg X9 =2
X12+X23+X21++X25:2
Xyg T g T Xy + Xy =2
Ry T Xy + X F X5 =2
XlS + x25 + x35 + x45 =z 2
>0
= 1<i<ji<n
g5 21 0

‘Beispiel 18.9.
Der Polytop 6; enthdlt 3 Touren, 12 Hamilton-Ketten, alle Inzidenzvektoren

von zweielementigen Kantenmmengen, also 15, alle Einheitsvektoren und den

Nullvektor, insgesamt also 3 + 12 + 15 + 6 + 1 = 37 Ecken.

Eine vollstdndige Darstellung von é: ist gegeben durch folgende 20

Ungleichungen
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Kanten: 12 13 14 23 24 34

1 1 1 < 2
1 1 1 <2
1 1 i <2
1 11 <2
1 1 1 <2
1 1 1 <2
11 14 <2
11 1 <2
1 <1
1 <1
1 <1
1 <1
1 <1
1 <1
-1 <0
-1 <0
-1 <0
-1 <o
-1 <0

-] <o 0

Die Vollsténdigkeit der linearen Beschreibungen in den Beispielen 18.7, 18.8,
llé.é kann man durch einige einfache aber lingliche Uberlegungen nachweisen,
desgleichen die Nicht-Redundanz. Zur Arbeitserleichterung haben wir - wie
auch bei einigen anderen Beispielen in dieser Arbeit - ein Computer-Programm
benutzt, das zu einem gegebenen linearen Restriktionensystem alle Ecken
berechnet, und haben lberprift, ob die so gefundenen Ecken die Inzidenzvek-
toren der untersuchten Kantenmengen (hier Touren, bzw. Teilmengen von Touren)

waren. Bei so "kleinen'" Beispielen wie hier ist das ohne viel Aufwand durch-

flihrbar.

Kapitel 8. Liftungssdtze fiir die symmetrischen Travelling

Salesman Polytope
§ 19. Einige Lemmata

In den ndchstfolgenden Paragraphen werden wir einige Liftungssdtze fiir Q; und

6? beweisen, die folgende Struktur haben:

Wir nehmen an, daB ax <a eine Facette von Q? (6;) definiert
und a gewisse Bedingungen erfiillt; dann zeigen wir, daB

a'x! j_aé eine Facette von Q$' (62') fiir n' > n ist, wenn
(a',aé) aufgrund der Kenntnis von (a,ao) geeignet definiert

ist.
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Die Beweise dieser Sitze bendtigen Strukturaussagen der folgenden Art:

Ist ax f_ao eine Facette von Q? (6;) und erfiillt (a,ao)
gewisse Bedingungen, dann gibt es Touren in Kn’ die be-
stimmte (im Beweis wichtige) Eigenschaften besitzen, ins-

besondere gewisse Ketten enthalten.

Mit Hilfe dieser Touren auf n St#dten kdnnen wir dann Touren des n'-Stidte-
Problems konstruieren, die dazu dienen, die bekannten Eigenschaften von (a,ao)
auf (a',aé) fortzusetzen. Hilfsaussagen dieser Art sind fiir eine vollstdndige
Beweisflhrung unumginglich. Leider werden recht viele dieser Hilfssitze be-
ndtigt; ihre Beweise sind durchaus nicht immer trivial (die entscheidende
Arbeit liegt meistens in der Wahl geeigneter Voraussetzungen), verlaufen
jedoch hdufig sehr dhnlich. Da aber in fast jedem Fall irgendein kleiner

Trick bendtigt wird und da eine oberflichliche Behandlung dieser Lemmata

(der auch der Autor zunichst nachgegangen ist) schnell zu Fehlschliissen fiihren
kann, haben wir uns der - auch fiir den Leser - miihevollen Arbeit unterzogen,

alle folgenden Lemmata:vollstdndig zu beweisen.

Um hdufige Wiederholungen zu vermeiden, legen wir fiir den ersten Teil des

Paragraphen folgendes fest:

Bézeichnungen 19.0.

. . . n
a) ax < a, ist eine Facette von QT,

3;;20,1<i<j<n.

b) [Va’Ea] ist der von a induzierte Untergraph des vollstindigen Graphen

K = [V.E], d.h. E_ = {{i,j}eE]| a; o}, v = eg e .
a

c) [w,c] und [W',C'] sind zwei verschiedene maximale Cliquen in [Va,Ea],

=50

:= {weW| {w,i} e E, <> ieW} = {wewlam.L =0 Viev-wl,

=

. o]
:= (V-W) ~ {ieV I.{i,w}aEa flir alle we W-W}.
d) T := {TECE| T Tour in K_}.
n n

e) H := {xe Q? | ax = ao},

- T _
H := {TeTn[ax‘ =a k.
f) Das Gleichungssystem £ x = 2, i = 1,...,n, kiirzen wir durch Ax = 2 ab.[]
ecw(i)
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Lemma 19.1.
Set |W| > 3, ]WI 22 a5 = Y {i,5}eC mit {<, J}nw%ﬂ Dann gibt es zu
Jedem we WV und jedem 7 e V—W eine Tour TeH, die die Kante {w,i} enthdlt.

Beweis: _

Es kann nicht mehr als eine Kante {w,i} geben mit {w,i}¢T V¥ Te H,da andern-
falls H e {xe Qn[ x, = 0, xf 0}. Das wiirde bedeuten, daB H_ im Durchschnitt
von zwei verschledenen Facetten von Q (siehe Satz 18.5) llegt dann kann H

aber keine Facette sein. Widerspruch!

0
Angenommen es gibt Knoten we W, i e V-W mit {w,io} ¢T Y TeH. Dann wird die
Gleichung

bx :=x . =0
wi
e}

von allen xXe H erfillt. Da H Facette von Q ist, existieren nach Satz 4.4
reRY , Te R- {O} mit

n
b=XM+wma, 0=2 A, +ma .
. ' 5=1 7 © F
Aus der Struktur der Matrix A und den Kenntnissen {iber Ea bzw. C erhalten wir
(l)‘ }‘w + Ai . =1, falls i e V-W,
(o)
0
(')A + A, +ma =1, falls i e W-W,
Jwo T o
o
(2)“ At Aj + ﬁaij =0, falls {1,]}8Ea,
(3) A Ay =0, falls {i,j}qEEa .

a) Angenommen ioa V-¥W.
o
Nach Voraussetzung gibt es Knoten ve W-{w}, ue W-{v,w}; aus (2) folgt dann

»)\W+}\V t wa = 0,

>‘w +}\u+'ncr.

1]
(o]
w

A+ A+ mwa = O.
v u

Die eindeutig bestimmte LOsung dieses Gleichungssystems ist

_ - _ _ Ta
}\W = }\V = )\u =5
Aus (1) folgt
= o
A, = 1+ 5 -

o
0
Da ve W, ist {v,io}¢Ea, also folgt aus (3)
o T

=X _+A, = -— +1+— =1, Widerspruch!
v i 2 2




- 81 -

o
b) Angenommen ios W-W.

0. :
Nach Voraussetzung existiert ein Knoten ve W-{w}. Aus (2) und (1') erhalten

wir
A+ A, + ma =1,
W 1
o)
A + A+ ma =0,
w v
A. + XA + 1w =0
i v
fo}
und daraus
’ 1-7ma ~-1-mo
A, = = T e—
i .Aw 2 i Av 2

o . i~ . _
Da W-W § @, ist V-W § @. Ist ieV-W, so gilt {w,i}, {v,i}d:Ea. Aus (3) folgt
dann
0= A, +A = A, +iT@ A, = el
AN = NG

und weiter

0= Ai + Av = fo-l + Zima . ~1. Widerspruch! 1]

2 2

Lemma 19.2.
Sei |W| > 3, l%l > 2, a; = Vi{i,iYec mit {Z,5}n W + 0,
a2 v i,g'e W, .
Dann gibt es zu je zweti Knoten v,we W und jedem Knoten i€ V-W eine Tour Te H,
die eine Kette [v,...,0,7] enthilt, die in v beginnt, dureh alle Knoten von W

zu w und dann zu 1 fihrt.

Beweis:
- o . o v'p . 3 3
Seien v,we W und ie V-W beliebig. Nach Lemma 19.1 gibt es eine Tour T'e H mit
- - 0 . - 3 . 3 .
{w,i}e T'. Sei ue W-{v,w} beliebig. Wir konstruieren aus T' eine Tour T wie

folgt:

j u j u
o OO~ _ _ . S
C i} =TI AN T = i :g S\
~ -0 a3 s~' v ,’
1w k 1 w k

Es ist a__ = a. Falls {w,k}, {u,j}eE_, d.h. nach Voraussetzung a . = a , = a,
uw o a : uj wk
dann gilt wegen u,we W: k,j € W und nach Voraussetzung akj-i a. Folglich:
T T!
X

ax’ - a = a +a . - a -a . >0.

uw k3 wk uj — 7 T
Daraus folgt wegen der Gliltigkeit von ax < as daB ax” = ax und damit

TeH ist.
- 0 .
Fligen wir nun auf dieselbe Art hinter u irgendeinen Knoten aus W-{v,w,u} ein

0
und wiederholen wir diese Konstruktion filir alle weiteren Knoten aus W und

zuletzt flir den Knoten v, dann erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. []
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Folgerung 19.3.

Voraussetzungen wie Lemma 19.2.

(a) Z2u je drei Knoten u,v,we 8’ gibt es eine Tour TeH, die die Kette
[u,v,w] enthdlt.

(b) Zu je zweil Knoten v,we l% und zu jedem i e V-(F)I gibt es eine Tour TeH,
die die Kette [v,w,7] enthalt. [

Lemma 19.4.

Sei W=W= {v,w}.

Dann gibt es zu gedem Knoten i e V-W eine Tour TeH, die die Kette [v,w,7]
enthdlt.

Beweis:

Angenommen es gibt eine Tour T'eH mit {v,w} 4; T'. Wir &ndern T' wie folgt:

ViV Vo Vi v vp
S~ OO =7 _ p -
W2 w Wi Wo W Wi
Es ist nach Voraussetzung a T a = 0, folglich
: vV WW
n ' 1 1
T T
ax - ax =avw+av —avv—awwiot.
' 11 1 1

"
Daraus folgt ax™ > a- Widerspruch!

Also enthilt jede Tour TeH die Kante {v,w}, d.h. Haé{xs Qr,I,1 | X oo T 1}. Dba H
Facette ist, gilt Gleichheit. Fiir die Facette - < 1 ist die Behauptung des

Lemmas trivialerweise richtig. [}

Lemma 19.5.
; o] 1
Sei W = {v,w}, W= {w}, |W > 2 und
a.=o VJeVmit {v,j}sEa .

vg
Darm existiert zu jedem i e V-W eine Tour TeH, die {w,7} enthdlt.

Beweis:
Analog zu Lemma 19.1 sehen wir, daB es hichstens ein ie V-W gibt mit

{w,i}¢T VTeH.

Angenommen' es gibt einen Knoten :’LO e V-W mit {w,io} $§T VTeH.

(o]
re R, me R-{0} mit .

b=M+ma, 032 Z‘)\.+1rao.
5=1 3

Sei bx := x . , dann ist H e {xe QI,; | bx = 0} und nach Satz 4.4 gibt es
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Die Struktur der Matrix A und die Eigenschaften von E implizieren

(1) A +A, =1,
W 1
[e]

(2) x; t Ay tmay = 0 , {i,jleE,,

(3) A. + 1. =0, sonst.
A T Ay

1 3 . . 1 » - " » O
Da |W| > 2, gibt es ein i e W—{lo} mit {v,jo}éEa; da we W, gilt desgleichen

'{w,jo}éﬁa. Aus (3) und (2) folgt dann

0=A,+A_ +ma=A_ =i, =—A_ - A, = ma - 2},
Ay P A, e = Al }\J )\W v )\J L 2}\]
o o o
und damit ). = % ,» d.h. nach (3)
BN
= = - To
A, =a = -2

Da {w,i} ¢ Ea Y ie V-W, ergibt sich aus (3) und (4)
o . : .
(5) Ai =5 Vie V-{v,w,lo},

und aus (1) und (4)

o,

(6)_>\:.L =1+

o
0 o
Da ve W-W, gibt es nach Definition ein je V-W mit {v,jle E_. Angenommen

j# io , dann folgt aus (5), (4), (2)

0=\ +A. +ma, = - ==+ —+ TQL = TQ.
STwv ] V] 2 2 ]

Widerspruch, da 7 § 0 § a.
Also gilt j = io und damit ioiw. Es folgt

0=2Ax_+ A, +1ro¢=—-7r—0"+l+lr9—+1roa=l+'rra—-__;wrot=—l._—:->,7r:—-];.
A . 2 2 . o
Seien nun i,j e W; nach (5) und wegen io,v,ws{:W gilt
= = 7o
A= )\j =5
Angenommen {i,j}éEa, dann gilt nach (3)

0= )\i + A, = wa = -1. Widerspruch!

J
Also folgt {i,j}eEa und mit (2), (5) -
O=A.+A.+1ra..:1rcx+1ra..=—l+'rra..=—1—--5—.
i 3 ij ij ij o
Daraus folgt a = —aij. Widerspruch zu aPq >0,1<p<gs<n,o?> or [

Lemma 19.6.

Voraussetzungen wie Lemma 19.5.
Dann gibt es zu jedem © e V-W eine Tour TeH, die die Kette [v,w,i] enthdlt.
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Beweis:
Sei ie V-W beliebig. Nach Lemma 19.5 existiert eine Tour T'e H mit {w,ile T,

Wir dndern T' wie folgt, falls {v,w} ¢ T':

j w 1 i ow 1
- ~0—O0—0~ o _ _ .- -~
g Sy ETIANS T = a\:g Z )
s B N S~ oo -~
v k v k

Esistwegenakf_a,a. >0:

T T! jk
ax’ - ax = a +a. -a.-a =a +a.,, —-a > 0.
W jk W3 vk

Mithin gilt Te H.[]

Lemma 19.7.

Voraussetzungen wie Lemma 19.5.

Dann existiert ein je %/ und eine Tour TeH, die die Kette [w, v,J | enthdlt.
Bewels:
Da [Dl\1| > 2, muB es ein jevl\l und eine Tour T' eH-gében, die {v,j} enthidlt
(siehe Bemerkung am Anfang des Beweises von Lemma 19.1). Enth3lt T' nicht.die

Kante {w,v}, so dndern wir T' wie folgt

i v j . i v j
- 0—0—0-~ . _ - -
C ) E T A T= C f g
S - e OO ~ - ® -

w k w k

Da a . < a.. > 0, fol aus
vi—= % 8352 gt
T 1
ax® - ax = a + a -a. - a zo+a, -a.>0

VW ik iv wk
das Gewlinschte. []

Lemma 19.8.

— o0 1 . °

Sei |W| > 3, W= {w}, |W| > 2 und a, = o VielV.

Dann gibt es zu jedem Knoten i e V-{w} eine Tour T eH, die die Kante {w,7}

enthdlt.

‘Beweis:
Angenommen es gibt einen Knoten i_e V-{w}, so daB {w,i} §T VTeH.

Sei bx . := Xes Da ax < a, Facette von Q? ist, gibt es wegen

(o] .
H cixe er‘ [ bx = 0} nach Satz 4.4 Ae R, me R-{0} mit
n
b=XMM+ma ,0=2 LA, + ma_ .
: R o




Es folgt

(1) A, t Aio =1 , falls ijeV-w,

0
1 - s _
(1)Aw+Aio+wa—l , falls 1OEWW,

(2) A+ Aj + LT 0 , falls {i,j}eE_,

(3) )‘i + )‘j =0 , sonst.

a) Angenommen ioe V-W.
O
Seien u,ve W-W beliebig, und sei g := 2 g dann folgt aus (2)

A+ A+ wa =0,
W u

1
(@]
-

! At A+ =
N W v

]
(@]
.

)\u+kv+1r8

H‘ Die LOsung dieses Gleichungssystems ist

/

Ay = TTo +F§B" >
= S
Au-)\v— 5
Daraus folgt
- .18 f ey .
Ai— 5 V ieW-W, da aiw—ia,
_ T8 . s
Ay =M - o Y 1eV—(Wu{1o}), da 8 = 0,
X, =l+1r(x—ﬁ .
i 2

o
: 0 1. . .
Nach Voraussetzu;}g existieren v E W-W, ije W-—{:Lo} mit {VO,JO} ¢ Ea.
Aus (3) folgt
' B _

- - . T8 T8 (e
0 =1, +_Aj = >+ T 5 m(a-B) .
(o] (o]

Da 7 1: 0, folgt o = B und somit

- _ T .
(%) Ay = 5 View,
~ o . w3 1)
(5) AR Viev (Wu{lo}),
(6) A, =1+
10 2
0
Gibt es ein ve W-W mit {V,io}¢Ea, dann folgt aus (3), (4), (6)
0=a.+2, =-22 +1+2=71, Widerspruch! Also i ¢ W.
v 1 2 2 o)

: 1
Seien i,je W. Angenommen {i,j}d;Ea, dann folgt aus (5), (3)

0 =2, + Aj = mo. Widerspruch, da m # 0 # a!
Angenommen {1,j}eEa, dann ergeben (5) und (2):0 = Ai + }\j + Waij = m(a + aij).

Widerspruch, da dann a,., = -a und aij > 0, o > O! Somit ist dieser Fall erledigt.
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)
b) Angenommen ioe W-W.
1

.. o .
Sei i e W und ve W-W mit {v,jo}e]:Ea, dann gilt

}‘v + A =0,
Io
A. + A =0,
3 w
o
(b)) A, +A_+ma =0, falls v § i,
(b2) }\V + }‘w + 70 = 1, falls v = io.
(b,) Angenommen v # i.
o QL
Es folgt : A, = = = =-22
s folg Ajo 5 3, }‘w )‘v >
. : . .. o -
und damit wegen {w,i}e Ea flir ie W-W, {w,i}sj:Ea flir ie V-W
_ wa R
Ay TS Viev-w,
= - Ia ie W-{i
}‘i = 5 View {10},
o,
Ai =1 5

. . . Oy (s .. s, (e s
Nach Voraussetzung gibt es zu jedem ieg (W—W)—{lo} ein jeV-W mit {i,j} eEa.
Aus (2) folgt ‘

- (] =
0= A +_)\j +1raij =3 5 +1raij waij .

1 t
. Widerspruch zu 7 § 0 # ag;!
(b2) Angenommen v = 1.

Durch L&sung des Gleichungssystems folgt

A = Zitma , A, = = AT
5 2 i W 2
o o
und damit
_ ~l+7o . ‘ 5
Ai == YieV-W, da {w,l}éﬂa,
_ -1-mq Y RN =
Ai == ie (W-W) {lo}, da a; . = a.

o

Nach Voraussetzung gibt es zu ioe W-W ein je V-W mit {io,j} eEa, d.h.

O=X. + A. +ma, . = 1-ma +_—1+1T—°L+ ma, . = ma, .. Widerspruch! 0
‘o ] o o o’

" Lemma 19.9.
Sei |W| > 3, = (W), ]W| > 2, a, = V{i,jleE, mt {z,g}nw#ﬁ
" Dann gibt es zu jedem Knoten e V—{w} einen Knoten ve W—W und eine Tour TeH,

die die Kette [v,w,%] enthdlt.
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Beweis:

Nach Lemma 19.8 gibt es zu jedem Knoten ie V-{w} eine Tour T'e H, die die
Kante {w,i} enthdlt. Ist der zweite Nachbar von w, sagen wir k, in T' aus
W—W sind wir fertig, andernfalls konstruieren wir Te H wie folgt, wobei v

ein beliebiger Knoten aus w-w ist:

k w i k w i
— OO0~ _ =T' AT = .- -
¢ ) ( f )
e Lo Ve W 4 S - -
v 3J v j
Da a . = a, awk = 0, aVJ < a, ak > 0, gilt
T L _
ax - ax = awv + akj awk avj o+ akj aVj > 0.

Folglich ist Te H. [

Lemma 19.10.

Voraussetzungen wie in Lemma 19.9.

Sel ve W—% so daB es ein 7 e V-W und eine Tour SeH gibt, die die Kette [v,w,%]
enthdlt. Dann gibt es zu jedem Knoten ue ( W—W) {v} eine Tour Te H, die die
Kette [v,w,u] enthdlt.

Beweis:

o .
Wir dndern S wie folgt ab, wobel ue (W-W)-{v} beliebig ist.

v w i v w i
R S, S, S _ _ - -
P \ =8 AN T = p ~
R S U S~ e’
J u j u
n . =0, a < a .. >0, a = o gilt
Wege qi >Tuj— 7 Tij = 7 Tw &
T S _
ax’ - ax. = a +a..~-a.-a,=ota,.-a.>o0
wu ij uj wi ij uj — -

und somit TeH. [}

Mit WAW' bezeichnen wir die symmetrische Differenz (W-W')u (W'-W).

Leémma 19.11.

" Sei weV in genau zwet maximalen Cliquen enthalten, we Wn W', und sei

_fa YZieWAW'

. {o VieV-(Wuw')

Set |W-W'| > 2, |V-(HuW'}| > 2. Fermer mbge es Knoten w,w,eW-W', w e W'-W,
2,7, e V=-(NuW'), W, # Wy, T 1 kS 7, geben mit {w 721}, {wg,iZ}, {ws,i3}¢Ea.

a.
w

2,1

" Dann gibt es zu jedem i e V~(W aW') eine Tour TeH, d’lle {w,7} enthdlt.
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Bewels:

Angenommen, es gibt einen Knoten ios V=(W nW') mit {w,i}éT VTeH. Wie

tblich gibt es dann zu bx := x . = 0 einen Vektor Ae R " und meR -{0} mit

W1
e}

b = XA + ma.

Aus der Struktur von A und den bekannten Eigenschaften von Ea schlieBen wir

(1) Ayt Ay tma=1 .
o]

1 .

(Al))‘w"‘)‘i_l )
(o]

(2) Ai+Aj +1raij =0 .

(3) Ai+xj:o s

Nach Voraussetzung gibt es einen Knoten

. — 1 ° . . : .
i,eV=-(Wu W'y {i}) mit {Wl’ll}¢Ea' Es

W
A, tA =0,
1
A+ A, =o0.
wl ll
D ibt sich A = A = - 2%
araus ergibt sic A EA T .

1

falls ioe WAW',
falls ioe V-(Wy W'),
falls {i,j}eEa,
sonst.

W)€ W-(W'y {io}) und einen Knoten
folgt aus (2) und (3)

T
A, = —
i 2

Aus (2), (3) und den Voraussetzungen iiber w folgt

) }\i:-%o-‘-‘ VisWAW'-{iO},
(5) A, = VieV-(WyW'y {1 }).

Da W § W' gibt es ein j; e W-W' und ein kg e W'-W mit {jl,kl}¢Ba.

Angenommen jl # :'L0 % k

dann folgt mit (3) und (4)

l)
0=2x. +2 :—E—E:-ﬂa.Widerspruchzu'tr#o#al
] k 2 2
1 1
. . .- .2 . '
Es ist also iy =13y oder i kl, d.h. 1oeWAW und nach (1)
=1 - J2
(6) A, =1--5.
o
Daraus folgt mit (4)
0=A. + A :—ﬂ+l—lrg-r"l~1ra,alsona=l.
i,k 2 2

Angenommen io e W-W', dann existiert aufgrund der Voraussetzung |W-W'| > 2

ein weiterer Knoten j2 e W-W'. Aus (2) folgt mit (4) und (86)

O0=A., + A, +mwa, . =1-7ma + ma, .,
' lo J2 l032 1032
Widerspruch zu a,. . # 0 # wl
13,

= ma, .
032
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Angenommen es ist ioe W'-W. Gibt es einen weiteren Knoten er W'-W, dann folgt

aus (2) wie vorher ein Widerspruch.

Also muB {io} = W'-W gelten. Nach Voraussetzung gibt es dann einen Knoten
ige V-(WuW'") mit {io,is}z{caa. Aus (3) folgt mit (5) und (6)

0= Aio + Ais =1~ 5t = 1. Widerspruch!

Damit ist der Beweis erledigt. [

Lemma 19.12.

Sei |W| > 8, und es gebe zweil Knoten v,we W, die jeweils in genau einer
wetteren maximalen Clique [WU ,E’v] bzw. {Ww ,Em ] von [Va’Ea] enthalten seten.
Sei weiterhin |W| = |W°| = 2, 0.B.d.A. W = {v,v,1, W= {w,w ). Sei fermer
a;: = o ViZ,7} e E mit {¢,5}n{v,w} $ 4,
aivl =0 Vie V—{v,vl I3

aiwl =0 Yie V-{w,w, }.

Dann enthilt jede Tour Te H eine Kante {Z,5}e C mit {Z,5} n'{v,w} f 2.

Beweis:

Sei Te H eine Tour, die {v,w} nicht enthidlt (andernfalls sind wir bereits

fertig). .
. i, v i,
T.:= - TN
~ o 7
~O—e OO~
]3 ]2 W ]l

a) Angenommen nur eine der Kanten {v,i,}, {v,iz}, {w,jl}, {w,j2} ist in E,
o.B.d.A. {v,il}eEa. Definieren wir

i, v 1

1 2
T' . := r’:XZ:\\ >
~ o -
I W 1
. T! T _
dann gilt ax —ax,—avw-rai.—avi—aw.3a+ai.>0.
: 292 T M 232

Widerspruch, sonst wdre ax < a, keine gliltige Ungleichung!

b) Sind mindestens drei der vier Kanten aus Ea’ so muB zwangslidufig eine der
Kanten aus C sein,.da v und w nach Voraussetzung jeweils nur mit einer Kante

aus Ea inzidieren, die nicht in C ist.

c) Seien {v,iz}, {w,jl}d:Ea und {V,il}, {W,jQ}EEa. Sind :‘Ll oder j2 aus W,
sind wir fertig. Andernfalls gilt notwendig il = Vs j2 =W, Folglich ist

a. . = 0 nach Voraussetzung.
]2]3
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‘Wir definieren

1 2
1t .~ - =~
T' := ( [/ 0
J 32 w ]1
Dann gilt mit j, = w
T T 2 1
ax - ax = a ta, . +a, . -~a. -~a. =-a.. =a+a.. +a. . >0.
VW pdy Jgd3 Vi Wl 5l oy 3133

Widerspruch!

Ein Widerspruch folgt analog, wenn {v,il}, {w,jQ}éEa und {v,i2}, {w,jl}sE .
a

d) Seien {v,i }, {w,j }eE_, {v,iQ},' {w,j2}q£}:a.

Wir definieren

A ’)
32 w jl
Daraus ergibt sich:
]
axT —axT=avw+ai. —a -a. Ta ta . >a.
232 2 M. VW 1ol
Widerspruch!

Fiir {v,iz}, {w,j2} EEa" {v,i.}, {w,jll}iEa folgt ein Widerspruch analog.
Damit haben wir alle Fille erledigt. []

Mit etwas mehr Mihe kann man sogar zeigen, daB unter den Voraussetzungen von

Lemma 19.12 jede Tour Te H auch eine der Kanten {v,vl},' {w,wl} enthdlt,

Lermma 19.13.

sei |w| > 3, a;; = Vi, jlec.
Set ve W in genau einer weilteren maximalen Clique [Wv ,Ev] mit W = {v, vl} ent-

halten,und set a, =0 Yie V'-{v,vi}. Sei TeH eine Tour, die eine Kante {Z,5}

enthilt mit % e W-{v} und {i,j}éEa.

Dann gibt es in T keine Kette [u,v,w]mit u,weW.

Beweis:

Angenommen, eine Tour TeH enthdlt eine Kette [u,v,w]mi-t u,weW und eine
Kante {i,j}¢ E, mit i;W?{v}. Fiir die Kette [il’vl’iQ] in T gil‘tv nach
Voraussetzung {Vl,ll}, {Vl,lQ} ¢ E-

a)ufi$w. 0.B.d.A. sei T wie folgt gegeben:

u v w u v oW
OO ==~ =0 Q O~

L e y . = TAVVDST' = i ~,
12(&0—0----0-—0—” 2 --- -7
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Es folgt
T T _
ax’ -ax =a  ta,ta ta .-a -a -a . -a.=a_ +a .>0.
1 lJ 171 J 1 llj
Widerspruch!
b) 0.B.d.A. w = 1.
u v w j u v ow o j
R
7 ~ = LIS - =
< ) T~ T < ~
~ 00—~ =~ - ~ e -
i, vy i, vy
T! T
ax - ax :avv+auw+a.i—atv.--aw.—auvzaVV +a.i>O.
1 Ity 1t2 J 1 It
Widerspruch! ]
Lemma 19.1H4.
Voraussetzungen wie Lemma 19.13.
Dann gilt fir die Kette [u,v,w] in T: {u,v}, {v,w}eE’a .
‘Beweis:
Sei TeH eine Tour, die eine Kante {i,j}¢ E_ enthdlt mit ie w-{v}.
a) Angenommen {u,v}{ E -
u v ow u v w
" ‘\) =T "V\WNAST! = "— . N\)
Nl 0 - ‘*-——E:’
i j i j
T! T
ax -ax -a.+a.-a -a..=ot+a.>0.
vi uj vu ij uj
Widerspruch!
b) Angenommen {v,w} ¢ E,.
b,) u = v,. Nach Voraussetzung gilt fiir den Nachbarn v, von v, in T a = 0.
1 1 i 2 1 ViV,

VoV VoW m
= OO OO - ' .- -
\ Y =TS = “ Cﬁ\« >
S ——— - OO~ ———— -
i3 i3
T! T .
ax’ - ax. =a.ta o > 0. Widerspruch!

vi

b2) u vy Sei [Vo’vl’VQJ die Kette in T, die vy enthdlt. Nach Voraussetzung

ist a,, Ta,, = 0.
lo 12
u v v u v ow
- TN, 2T AT = (" i:“\/
~ ~ - -
Vo V1 V2 Vo V1 72
T T ) ,
ax’ -ax =a_ ta > 0. Widerspruch! [j
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Lemma 19.15.

» 0
Sei |W| > 3 und W = f. Jeder Knoten we W sei in genau einer weiteren maximalen

Clique [Ff'),Ew] enthalten, und es gelte IWUI =2 VYweW. Ser a;; =0 falls

{&,7}n W § 0, a;; = 0, falls ein ve W ewistiert mit ie W—{w}, je v-{w,7}.

Dann gibt es zu jedem Knotem ue W und jedem Knoten Ze V-(Wy Wu) und Jedem

Knotenpaar v,we W-{u} eine Tour Te H, die die Kanten {u,i} und {v,w} enthilt.

Beweis:

Ist ueWund ie V-—(Wuwu), dann ist {u,i} ¢ Ea. Obige Voraussetzungen impli-
zieren die Voraussetzungen von Lemma 19.11 bezliglich ue W, also gibt es eine
Tour T'a H, die {u,i} enthdlt. Enthilt T' nicht die Kante {V,W} - andernfalls
sind wir fertig - so sei T' o0.B.d.A. wie folgt gegeben

vt v "

1 ~
T! = 1 \
[}
u 7’
W" W W'

T' erfillt die Voraussetzungen von Lemma 19.14, also gilt {v,v'},{v,v" },

ww'} {w,w" }eEa. Da v und w jeweils nur in einer Kante aus Ea—C enthalten

sind, muB mindestens einer der Nachbarn von v und w aus W sein. Nach Lemma 19.13

kann aber nur hdchstens einer der Nachbarn von v und w aus W sein, folglich

ist der andere Nachbar aus WV bzw. Ww

a) Ist v'e W, so definiere

vt v v"
. - -
T = 1 i N\
/
u - -
Wn W w'

. T hat, da Agrgt = % die gewlinschten Eigenschaften.

b) Sei v" ¢ W und damit v'e W -H.

-bl) Angenemmen v'" = w', damit ist [v,v‘" ,w] eine Kette in T mit v,v" ,we W.

. " . .
Nach Voraussetzung ist va | = 2. ba T eine Kante {u,i} e{: Ea’ ue W-{v" } enthdlt,

widerspricht dies Lemma 19.13.
b2) Also ist v" § w'. Wir bezeichnen die Knoten in T' wie folgt

vi v v" v

-~ - O O - s
-0 O O
" 1" t
! . w W
w w w w 1 2

Nach Lemma 19.14% sind wegen v" ,w'e W die Kanten {v" ’Vl}"{w"wl} eEa. Da
’ t

" W
v,v" € W bzw. w,w'e W .muB nach Lemma 19.13 v, W -W und W, € W -W gelten.

. 0.B.d.A. sei w'eW und damit w" & W -W.
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Aus den Voraussetzungen folgt a .= a = 0.
' ' W1¥2
Wir definieren

vyt oy gy
V1.V
T :=
Es ist
T T
ax BT By T B F g T e T em T A0 T A, LT A
1 2 172
=a , ta w >0,
W, W wow'" =
1 2

folglich gilt TeH. O

Lemma 19.16.

Voraussetzungen wie Lemma 19.15.

Dann gibt es zu je drei Knoten w,v,w €W etne Tour TeH, die die Kette [u,v,w]
enthdlt.

Beweis:
Seien u,v,we W und ig V—(WuWu). Dann gibt es nach Lemma 19.15 eine Tour T'e H,

die {u,i} und {v,w} enthdlt. Nach Voraussetzung ist ;= 0.

a) Hat T' das folgende Aussehen

__.u i ‘ u i
¢ ° c‘\,:Tvr\/\/\ﬁ}T:,’ S ,
~ o ’I \\ S
OO0~ -
v'' v oW V' v W
und ist T wie dargestellt definiert, damn gilt
T T! ,
ax - ax =a _+ta; ,-a.-a_,>a.,>0.
uv iv ui vv'! = Tiv' =

b) Sei T' wie folgt gegeben, und sei T wie gezeichnet definiert:

Da die Voraussetzungen von Lemma 19.16 bezliglich we W die Voraussetzungen von
Lemma 19.13 implizieren, ist, da bereits ve W, nach Lemma 19.13 w! é W. Nach
Lemma 19.14 ist {w,w'}e Ea (analog {v,v'}eEa). Folglich muB nach Voraus-

setzung w'e W-W gelten und damit arn ° 0. Daraus ergibt sich

T T!
- = +a. ,-a.-a - a = a +a. ,  >o0.0
ax ax quv ¥ av'w" : alw' aul w'w" vv! viw! iw!' —
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Lemma 19.17.

Sei [W',C" ] eine maxtmale Clique in [V ,E ]mit [W'I = |W'| = 1 und set
a;; =@ Vi{i,jlecC’.

Dann enthdlt jede Tour Te H entweder eine hamiltonsche Kette in W' oder

eine hamiltonsche Kette in .

Beweis:

Wir zeigen: Enthdlt Te H keine hamiltonsche Kette in W', dann enthdlt T eine
hamiltonsche Kette in W'. Ist |W'| = 2, so ist die Behauptung trivial. Sei
[W'I > 3,und TeH enthalte keine hamiltonsche Kette in W'. Dann gibt es zwel
Ketten [p,i 1
pP-q>p'.q' ¢ W'. 0.B.d.A. seien p,q,p' ¢ W'. Wir 3ndern T wie folgt

P il is 4 p il is 4
OO = = = OO OO -
¢ N T A NAST! = P \
~ OO e O—O— ~ S~ OO = 7
P . ' ha [ H i
P34 Jr q _ P Jq I, 4
Dann folgt wegen a. “a ,. =
g g igq Pv]l
T T s
ax” - ax =a..+a‘—a'.—ai.=cc+a,>o.
134 b'q P 3y 54 P

Daraus folgt T ¢ H. Widerspruch! [

Lemma 19.18.
Set we V in genau zwei maximalen Cliquen [w, c), [W' c'] von [V E ] enthalten
wnd {w} = WaW'. Sei I(F)J'[ =|w'| -1, |W >3, [V—(WUW )| > 2, und es mige
Knoten wl,wzeWW Wy #w und 7,1,12517 (WuW) 1 #7,2 geben mit

>7 },{wg,v, }¢E Sm a;; =0 V{v,,g}eE mt W'n{ﬁ,g} + ¢. Dann gibt
es zu jedem Knoten v e W’ und jedem Knoten i e V-{v,w} eine Tour TecH, die die

Kette [v,u,7] enthilt.

Beweis: Offensichtlich implizieren obige Voraussetzungen die von Lemma 19.11.

o . .
Sei ve W' beliebig aber fest gewdhlt. Nach Lemma 19.11 gibt es zu jedem
ieV-{v,w} eine Tour Te H, die {w,i} enthdlt. Nach Lemma 19.17 enthdlt T
o
eine hamiltonsché Kette in W' oder in W'.
a) Enthdlt T eine hamiltonsche Kette in W', dann hat diese die Form
[Vl’VQ""’Vk’W]' Ist v = Vj und j ¥ k, so &ndern wir T wig folgt in T

PVy Vig Y5 Vig PV Vi1 Y5 V4i1

+
[ P! S I Ly OO = = = -
e Sy L =T AAnST! = \" \}
N - OO O e = = 7 - e ——— -
X . v
1 w Vk 1 w k

Offensichtlich ist T'eH.

. - . . . . 3 - o
2""’ls’q]’[P"31’32""’3r’q'] in T mit ll”"’ls’]l""’]re W',
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0
b) Enthdlt T eine hamiltonsche Kette [vy5-- .,vk] in W', und ist v = ‘vj, so

dndere T in T' wie folgt

P vy Vig Vs Vi
,.-o—-o----g-—-og-—-o-—-o.
/
\
~ o 7
_____ O OO = e e =
s w i
Aus a =0, a 0, a
S WS —

Wir wollen nun dhnliche Aussagen wie im vorhergehenden fiir Facetten von Q
beweisen. Wiederum legen wir, um standlge Wiederholungen zu vermeiden, einige

Bezeichnungen fest, die bis zum Ende des Paragraphen giiltig sein sollen.

Bezeichnungen 19.19.

(a) ax <a, ist eine Facette von Q >0,1<1i<j<n.

T? al]
(b) [V >E ] ist der von a induzierte Untergraph des vollst&ndigen Graphen
[V E] mit n Knoten, d.h.
—{{l,J}eEml‘ca #0} v, = Ue-
esE

() [W c] und [W',C'] sind zwei verschiedene maximale Cliquen von [V ,E ]

1~{weW|{1w}eE &= ieW) = {wewlaw=o Viev-w},

W= (V-W)-{ieV ]| {i w}eE fiir alle we W-W}.

() T = {ScE| 3 Tour TcE mit ScT}.
(e) Ha.:= {xeé,ll,llax=ao}.
H . =‘{Tef‘n[ax1.‘=ao}. 1]

Zundchst ist nach Satz 4.2 und Satz 17.1 klar, daB eine Facette ax < a, von Qg
mit a. j > O verschieden ist von jeder der Facetten xl] > 0. Das bedeutet, daB
es - gegeben die Facette ax < a, - zu jeder Kante {i,j}eE eine Tour Te H

gibt, die {i,j} enthilt.

Lemma 19.20.
5ol W] 2 2 a5 = o VIGG)eCmit (i) ak 4,
a;;>a V{i,dYeC mit {t,J}cW—
Dann gtbt es zu je awei Knoten v,we W und jedem Knoten i ¢ V-{v,w} ein TeH,
das die Kette [v,w,7] enthilt.
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Bewelis:

o
a) Ist |W| = |W| = 2, d.h. ax 2a, ist ein Vielfaches einer der Ungleichungen

%53 < 1, dann ist die Behauptung trivial.

b) Sei |W| > 3. Sei ie V-{v,w} beliebig, und sei T'eH mit {w,i}eT'.
0.B.d.A. k&nnen wir annehmen, daB T' eine Tour ist (andernfalls ergdnzen wir

T' zu einer Tour). Wir konstruieren T aus T' wie folgt

i ow i i w i
e SR ; W, -
.- “~. = T'AAnD>T = ~~ N
( ) ( ' /
~ -~ ~ -
- OO~ < - o -
v k v k
Es ist S = o, und wenn awj =‘avk = a, dann gilt j,keW, d.h. nach Voraus-
setzung ajk > a .. Folglich ist ax > as also TeH.[
Lemma 19.21.

o
Set ]W] =1, W= {w}, a. i O V{’L,J}EE mit {%, J}ﬂw+ﬂ
Dann gibt es zu jedem Knoten e V—-{w} einen Knoten ve ( W-—W) -{z} (falls
(W_-W)-{'L} $ ¢) und ein TeH, das die Kette [v,v,2 ] enthilt.

" Beweis:
Sei ie V-{w} beliebig. Zunichst gibt es ein T'e H, das die Kante {w,i} ent-
h4lt. O.B.d.A. ist T' eine Tour. Ist der zweite Nachbar j von w in der Tour

) : o
nicht aus W-W, dann dndern wir T' wie folgt, wobei ve W-W beliebig ist.

i ow i i w i
o e Samey O RN _ -
- N . _ - ~a
« y = T A>T = \II >
R O —_— - -
v k v Xk
ES...,lSt,avW = O, aVk < o, awj = 0, ajk > 0, folglich
R T . »
- a = - - > >
ax ax avw + ajk awj avk > ajk > 0,

und damit gilt TeH. [}

Lemma 19.22.

Seien die Voraussetzungen von Lemma 19.21 erfillt. Set Ve W-—W so daB es einen

Knoten < e V-W und eine Tour Sel gzbt die die Kette [v,w,vf] enthdlt.
Dann gibt es zu jedem Knoten ue ( W-W) -{v} (falls ( W—W) -{v} $ @) eine Tour
TeH, die die Kette [v,w,u] enthdlt.

Beweis:
Gibt es eine Kantenmenge S' e H, die eine Kette [v,w,i] enthdlt mit ie V-W,

dann offensichtlich auch eine Tour SeH, die [_V,w,i] enthidlt. Sei

o
ue (W-W)-{v} beliebig.
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v w i v w i
- O—-O——O~ : - -~
(/ \’ =S AMN\ASDT = ’ N
S U W Me —"
J u i u
. = . < = el 2 1 .
Daaw:L O,au]_oc,awu a,au._o,lstTeH a

Wir erinnern daran, daB wir die Facetten b X_ < 2 von 6? (siehe Satz 18.2)

Gradbeschrédnkungen nennen. eew(1)

Lemma 19.23.

Set ax < a, keine Gradbeschrinkung.
Dann gibt es zu jedem Knoten < eV einen Knoten e V-{1} mit {Z,4}¢ E.

Beweis:

Angenommen, es gibt einen Knoten ieV mit {i,j}le E_ Vie v-{i}. Sei Se H;
ist S keine Tour, so kann S zu einer Tour T e H ergénzt werden. T enthdlt
dann eine Kette [k,i,3]. Wegen a;g >0, a > 0 muB S bereits diese Kette

enthalten haben. Folglich erfiillt x~ die Gleichung I X, = 2. Das heiBt
ecw(i)

ax < a; ist in einer Gr‘adhéschr‘énliungs—:f'acette (siehe Satz 18.2) enthalten.

Widerspruch! [

Lemma 19.24.

3 . . . * . o
Sei [W',C'] eine maximale Clique in [Va,Ea'_]mt (W' = |w'| - 1.
Set a;; =@ ViZ,dreC’.

" Dann enthilt jedes T e H entweder eine hamiltonsche Kette in W' oder eine .

. . 0
hamiltonsche Kette in W'.

Beweis:

Analog zu Lemma 19.17. []

Lemma 19.25.

Seien [W,C Jund [W',C'] zwei verschiedene maximale Cliquen in [Va’Ea]' Set
|w| > 3, w,_\w'_ ¥ 0 und a;; = o V{i,j}eEa mit {2, a W' § 4.

Dann ist V—-(WuW') ¥ f..

Beﬁéis:

Ist V-(WyW') = @, dann gilt nach Voraussetzung flir weWnW!' pa, Ta 0

V ie V-{w}. Daraus folgt, daB jedes TeH eine Kette [i,w,j] enthalten muB,

d.h. der Inzidenzvektor xTe Ha erfiillt die Gradbeschrédnkung I x, 2 2 mit

ecw(w)
Gleichheit. Wegen IW[ > 3 ist ax < ao verschieden von dieser Facette, also

echt in einer anderen Facette enthalten. Widerspruch! g
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Lemma 19.26.

Voraussetzungen wie Lemma 19.25, und set Ig/'l = W' -1, {w} = WaW'.
Dann gibt es zu jedem Knoten ve %r und jedem Knoten <€ V-{v,w} ein TeH,
das die Kette [v,w,7] enthilt.

Beweis:
Sei ie V-W' und Te H mit {w,i} e T. Enthdlt T eine Kette in W', so kdnnen wir

durch Umordnen erreichen, daB T zu beliebigem ve W' eine Kette [v,w,i] enthdlt

(siehe Lemma 19.24).

0
Enthilt T eine Kette in W', aber nicht in W', sagen wir [wl,w2,...,wk], so
gilt fiir die Nachbarn il’ik von W, W in T, falls vorhanden,'{wl,il}tha,
{w ,ik}é:Ba. Hat w einen Nachbarn w' in T, so gilt-aww, < o. Definieren wir
S :=T - {{w,wv};{wl,il}}‘é{{w,wl}}, so gilt SeH,und S enthdlt eine

Kette [wl,w,i], wobel wle:W' beliebig gewdhlt werden kann. 0

Lemma 19.27.
Voraussetzungen wie Lemma 19.26, {w} = WnW's @,
Danm gibt es eine Tour TeH, die eine Kette [wl’w’“’Z] enthilt mit v ,u, € H.

;=0 VieV-(HuW').

" Beweis:
Enthielte jedes Te H eine hamiltonsche Kette in W', dann wirde jeder Inzidenz-

vektor von Touren aus H die Ungleichung (¥) I X, f_[W'| - 1 mit Gleichheit
ecE(W')

erfiillen (siehe Lemma 19.24). Da ax <a, nach Voraussetzung verschieden von
dieser Ungleichung ist, wdre Ha echt in der durch (%) definierten Facette
(siehe Satz 18.3) enthalten. Widerspruch! Also gibt es ein Te H, das keine
hamiltonsche Kette in W' enthdlt, aber damit nach Lemma 19.24 eine solche in

%'. 0.B.d.A. ist T eine Tour. Enthalte T die Kette [Wl,W,WQJ, und sei
= 0, dann definieren

o
[vl,...,vk] die Kette in W'. Angenommen Wl¢ W, d.h. awwl

wir eine Tour T' wie folgt:

W, wWoW, 1
O OO = = - ———
e N _ . - -, \\
( Y= TANDT = [ v )
Ne O - e OO~ 7 R -~
vy v 3 v, v J
. T T _ -
Es ist ax -.ax = a + a. - aww - aV .z a + a.w > 0.
W I 1 x? Wy

Widerspruch zur Gliltigkeit von ax < a . » !

Analog folgt ein Widerspruch, falls wir annehmen, daB w24:W. 1]
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§ 20. Liftungssdtze fir Q;

Die in recht aufwendiger Kleinarbeit erzielten Ergebnisse des vorigen Para-
graphen geben uns nun die Mdglichkeit, Liftungssdtze fir Q? zu formulieren
und zu beweisen. Sdtze dieser Art vereinfachen die Beweislast bei der Nach-
prifung der Facettialeigenschaft fiir gewisse Ungleichungen erheblich. Im
allgemeinen braucht man, wenn solche S#tze vorhanden sind, "nur noch" zu
zeigen, daf gewisse "Basisungleichungen" einer Klasse von Ungleichungen
Facetten definieren, das Ergebnis fiir die restlichen Ungleichungen dieser

Klasse wird dann durch die Liftungssdtze erbracht.

Ein Liftungssatz fiir den symmetrischen Travelling Salesman Polytopen Q?
wurde zum ersten Mal von J.F. Maurras [1975] angegeben. Leider ist die
Arbeit recht schwer lesbar und in der Formulierung des Liftungssatzes
sowie in der Beweisfiihrung nicht v3llig korrekt. Von Maurras Beweisideen
und -techniken konnten wir jedoch profitieren und so zu wesentlich allge-

meineren Ergebnissen gelangen als urspriinglich vermutet.

Die nachfolgenden Liftungssdtze sind aufgrund ihrer vielen technischen
Voraussetzungen wenig elegant, erweisen sich jedoch im weiteren fir unsere
Untersuchungen als sehr niitzlich. Thre Beweise werden durch eine spe21elle

Art von' Induktion gefithrt und basieren auf den folgenden Uberlegungen:

(a) ax < a, ist eine Facette von QT’ ie "lokal" bekannt ist, d.h. wir
kennen einige Koeffizienten exakt, einige gar nicht, von anderen kennen

wir untere Schranken.

(b) Aufgrund der lokalen Informationen liber ax < aO definieren wir eine

Ungleichung a %! :.ao , die gliltig fir QT , n' > n, ist.

(c¢) Wir betrachten eine beliebige Hyperebene c'x' = cé mit

. 1 .
H, := {x' eQ la'x' = a'}C{X' e RE [e'x' = c’} und wollen zeigen,
a
daB c' = A'A' + w'a' gilt, womit wir nach Satz 4.4 fertig wdren.
(d) Wir iberlegen uns, daB wir o.B.d.A. statt c'x' = cé eine Hyperebene
b'x' = b} mit Ha,é {x' |b'x' = bé} wihlen kénnen, so daB einige Koeffi-

zienten von b' bereits bekannt sind.

(e) Aufgrund der Kenntnis einiger der Koeffizienten von b' und der lokalen
Kenntnis von a berechnen wir, was den griéSten Teil der Beweise ausmachen

wird, mit Hilfe der Lemmata aus § 19 weitere Koeffizienten von b'.

(f) Wir definieren sodann eine Hyperebene bx = b durch bij = bi., 1<i<j<mn,

b, geeignet, und iiberlegen uns, daB H = {XE:QT[ ax = ao}é'bilbx = bo} gilt.
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- (g) Da H, eine Facette von QE isf, gibt es nach Satz 4.4 einen Vektor ye R
und me R-{0}, so daB b = YA + ma gilt.

(h) Aufgrund der Kenntnis von A und der teilweisen Kenntnis von a (nach

Voraussetzung) und b (nach (e) und (f)) kénnen wir y und 7 berechnen.

(i) Die Kenntnis von Y und T erlaubt uns, einen Vektor y'eiRIﬂ und ' e R-{0}
zu definieren, so daB wir zeigen kénnen, da8
b' = y'A"+ 7'a’
gilt.

]
() Aus Satz 4.4 folgt damit, daB a'x' < aé eine Facette von Q; ist.

Die in 19.0 vereinbarten Bezeichnungen wollen wir auch in diesem Paragraphen

verwenden. Wir erinnern noch einmal an folgende Definitionen. Ist [w,c] eine

maximale Clique in [V ,E ] dann ist . {wew| a, =0 Viev-wl,
= (v-W)-{ieV| {1,W}£:Ea Vwe W- W} Dariiber hlnaus bezeichne K , = [v'.E"]
den vollstindigen Graphen mit n' Knoten, T , = {Te E' | T Tour in Kn,} und
A'x'" = 2 das Gleichungssystem £ x_ = 2, i=z1,...,n".
esw(i)

Satz 20.1.

Set ax < a, eine Facette von QZL,, aij' >0, 1<7<gJ<n, set [W,C]eine

maximale Clique in [Va’ Ea] , und sei eine der folgenden zwei Bedingungen

erfillt
o]
(a) |W| > 2,
R o}
aij:oc V{ii,jleC mit {i,j}nW#ﬂ,
. o]
ays > a V{i,dteC mit {2,j}e W=W,
0
(b) l%lll =1,
Wl > 2,
a;; = Vit,i}eE, mit {Z,5}nW F 2.
Setl
’ ;s 1<t <gjz<n
[ - r - ’ s _
a, '_ao+°". aij'" o 1TeW, § = ntl
0 sonst »

dann ist a'x' < a eine Facette von Q;l,ﬂ .

Beweis:

Es ist aufgrund der Definition unmittelbar einsichtig, daB a'x' f_aé eine
o . . o v+l

gliltige Ungleichung beziliglich Q? ist.

Sei H_, := {X'E:Qn+l| a'x' = a'} H' := {T l X e H y}. seic'x' = ¢l

l
eine belleblge Hyperebene mit H ,c {x' ei§ I lc x' = c }
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Sei
1 - 3
(1) B pe1 = @ View,
1 = : 1 -
(2) bl 4l 0 Viev-w,
(3) b\'rw = o (wobei v,we V in den verschiedenen Beweisteilen

speziell gewdhlt werden),

dann gibt es nach Folgerung 15.2 einen Véktor Ate ]Rn+l, so daB der Vektor
b' iz c¢' + A'A!
die in (1), (2), (3) festgelegten Komponenten besitzt. Sei weiterhin
ntl :
bt := c' + 2 .I A! , dann gilt offensichtlich H_,& {x'[b'x" = b!}.
° j=1 3 ' a °

Wir werden zeigen, daB es y'e ]Rn+l und Te R -{0} gibt, so daB
b' = y'A' + wa' gilt. Aus dieser Beziehung ergibt sich: e¢' = (y'-A")A' + ©a’

ntl
und ¢' = 2 & (Y"'_)l:'i) + na(') . Aus Satz 4.4 folgt dann mit

J=1 n+l

aff(Qgﬂ) = {x| A'x' = 2}, daB Q n{x']ax' = aé} eine Facette von Q,rrl+1

definiert, was zu zeigen ist.

)
(a) |w| > 2.
Seien v.und w zwei beliebig aber fest gewdhlte Knoten aus W.

Nach Folgerung 19.3 (a) und (b) und Lemma 19.4 gibt es zu jedem Knoten
ieV-{v,w} eine n-Tour Te H, die die Kette [v,w,i'] enthdlt. Ersetzen wir
diese Kette durch die Ketten [v,w,n+l,i:] bzw. [V,n+l,w,i], so sind die auf diese
Wéise definierten (nt+l)-Touren T', T" offensichtlich aus H' und damit gilt

1

1" . .
flir die Inzidenzvektoren: x ,X':II e{x'|b'x' = bé}. Daraus folgt mit

(1), (2), (3):

T' TN .
- H' - H! = B! _ Rt -}t [ N - Rh!' = Bt S
0 bo bo bix bix bi,n+:L * bvw bv,n+l bwi bJ’_,n+]_ bwi
Ist ie V-W, so impliziert (2): b'. =0 VYieVv-w.

=

ist ie W-{v,w}, dann ist nach (l):bv'vi =iq View-{w}.

Da v und w fiir unsere Betrachtungen vollig gleichwertig sind, kdnnen wir ihre

Rollen vertauschen und erhalten wie oben
b'. =0 VieV-W,
vi

b, =a View-{v}.

vi

(@) |§] = 1. sei W= (w).

0 . 0
(b)) |W} =2, |[W| = 1. Sel W-W = {V}.
Nach Lemma 19.6 gibt es zu jedem Knoten ig V-W eine Tour T ¢ H, die die

Kette [v,w,i] enthdlt. Wie in Fall (a) schlieBen wir

b'. =0 VieV-W.
wi
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1
Nach Lemma 19.7 gibt es einen Knoten je W,(d.h. avj = O)und eine Tour TeH,

die die Kette [w v,j] enthilt. Ersetzen wir diese durch die Ketten [w v ~n+1,j]

bzw. [w n+l v,]], so sind die dadurch definierten (n+l)-Touren T',T" aus H'.
Tl T"

Es folgt: - B! - Rt = bt . 1 - Hh! = Bt - Bt
s folgt: 0 = b'x b'x bj,n+l +b bW n+l bv] bj,n+1 bvj
und damit : )

b'. =0 flir ein jeW.

V]
(b,) [w| > 3.

Sei ein Knoten 1 e V-W belleblg aber fest gewdhlt, dann existieren nach
Lemma 19.9 ein Knoten ve W- W und elne Tour T e H, die die Kette [v w,i ] ent-

hdlt. Diesen Knoten v wollen wir Filir unsere Konstruktion verwenden.
o]

Wie in (a) folgt zundchst: bv'wi = 0. Der Knoten ve W-W erflillt die Voraus-
. © o .
setzungen von Lemma 19.10, deshalb gibt es zu jedem Knoten ie (W-W)-{v} eine

Tour Te H, die die Kette [v,w,i ]enthé‘tlt. Die {ibliche Konstruktion ergibt
0
b'. = o YieW-W.
wi

Nach Lemma 19.9 gibt es nun wiederum zu jedem Knoten ie V-W einen Knoten

0
ue W-W und eine Tour TeH, die die Kette f_u,w,i] enthdlt. Da bv'vu = o, folgt

wie oben

b!, =0 VieV-W.
Da IWI > 2, %1]31: es mlndestens zwei verschiedene Kanten {ul,l} {u,j}ézE
mit u;,ue W-W und i,je W Aufgrund von Satz 18.6 (siehe Beweisanfang von
Lemma 19.1) muB es eine Tour T e H geben, die eine dieser Kanten, sagen wir
{u,j}, enthdlt. Sei {w,w'} eine der zwei Kanten aus T, die w enthalten.
Die (n+l)-Touren: v ooz (T-{{w,w'}}) v {{w,n+1},{w' ,n+1l}},

T r= (T-({u,3}D) v {{u,n41},(3,0413)
sind nach Konstruktion aus H'. Es folgt

TI T"
- ' _ ] = [} 1 1 - H! ' - b! = .
0 =b'x b'x buj * bw,n+l * bw',n+l bww' b u,n+l bj ,ntl - Tuj

(c) In allen drei Fdllen (a), (-bl), (b2) haben wir somit die folgenden Infor-

mationen erhalten kdmnen: Es gibt ein we W mit

(Ll’) b';li =0 ViEV‘W,
(5) by =a Vie W-{w},
und es gibt ein ve W-{w} und ein jogV-W mit {V,jo}.},Ea und
1
(6) bvj = 0.
o
(d) Wir definieren eine Hyperebene bx = bo in ]IJEl durch
b.. :=b'. ,1<i<j<mn, b :=b' - qa.
i3 ij — - o o
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Sei T eine beliebige Tour aus H. T enthdlt eine Kante {w,w'}, wobei w der aus
o

W gewdhlte Knoten (siehe (c)) und w' irgendein anderer Knoten ist. Ersetzen
wir diese durch die Kette [w,n+l,w‘], so ist die neue (n+l)-Tour T' nach

Konstruktion aus H'. Somit gilt

1
b'xT - be = b b' - b!

+ =
Twyntl w',n+l ww' b

1 -—
= a.
w,n+l

Also folgt be':'bé - o und damit HaCﬁ{x| bx = bo}.

- . n o s
Nun ist aber nach Voraussetzung Ha eine Facette von QT' Also existieren nach

Satz 4.4 ye R" und me R-{0} mit
‘ ‘ n
b=yA+m7a und. b =2 I y. +ma.
o j=1 3 (o)
Aus den Informationen liber b bzw. b', der Kenntnis der Matrix A und den

"lokalen" Kenntnissen von a schlieBen wir

= r = 1 -
(7) Y, t Y bwi 0 YV ieV-W,
- B! = : -
(8) Y, *Y; t e bwi o Y iew-{w},
= b'. =0 da {v,] E ).
(9) v, + Yy bvj (da { ,]o}é: .‘a)
o o
Das Gleichungssystem
+ =
Yo T Yy TO = O,
Yo NRE =0,
o)
Yo T Y5 =0
o
. . - _ O~ TO _ WO~
hat die Losqng. Y, T Y, T T s yjé =5 .
Aus (7) folgt: v, = 5= Viev-w.
Aus (8) folgt: Yi:a;m View.
Definieren wir nun Y'e]Rn+l durch
Yi_,;: Yy i:l,...,n s
' .- Q=Ta
Yo+l ° 2 > E'| :
Iﬂ zu den Kanten

so gilt, wenn die letzten n Komponenten der Vektoren a'eg

"{i,n+l}, ie V-W, und ﬁﬂﬁih iew;gdﬁmm

y'A" + 7a’ .

A VI
0...031...1

1 " 1 1
A+ Yp4)iev-w |y} + Yn+1)iew)

(bIO,...,OIa,...,a) = b',

und damit haben wir das Gewiinschte gezeigt. []
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Satz 20.2.

Sei ax < a eine Facette von qy , a2 0, 1 <<y <mn. Set [W,C] eine

maximale Clique in [Va,Ea]. Jeder Knotenm we W seil in genau einer weilteren

maximalen Clique [Pf') B ] enthalten, und es mige gelten

Wl > 3,
(o]
W =2,
|| = 2 Yuwel,
a;; = o v {Z,4} ek, mit {i,7}aW § 2,
ay; = 0 falls es einen Knoten we W gibt mit
ieW-w, jev-i.
Ist 1<1<jgc« .
a;; <i<gj<n
! .- ! - . .
ao. a0+a B aij o 1eW, g = ntl
0 sonst 5

dann ist a'x' < ao' eine Facette von Q’;f‘z.
Beweis: ,
Offensichtlich ist a'x' < aé gliltig bezliglich Qg”’ .

0.B.d.A. sei W= {1,...,k}, k > 3, W~ = {i,k+i}, i = 1,...,k, und sei

.= ' ntl Tt = ot [ T '
Hyi= {x'eQ | a'x all , H' := {TeTn+l|x eH_,}.
. ] .
Sei c'x' = ¢! eine beliebige Hyperebene mit H_, ci{x'e JIJE | | ctx' = c(‘)}.
Sei
\ - ) >
(1) bi,-n+1 o View,
t - 1 -
(2) b ., =0 Viev-u,
1 -—
(3) b12 ST A,
dann impliziert Folgerung 15.2 die Existenz eines Vektors A'e ]Rn+l, so daB
b' := c' + A'A'
die in (1), (2), (3) vorgeschriebenen Komponenten enthdlt. Ist
ntl B! l
b! i=cl+2 I Al , dann gilt offensichtlich Hé,C{x' > ]14 | brx' = bé}.
j=1 |

Wenn wir zeigem konnen, daB es y'e ]RnH’ und 7' e R-{0} gibt, so daB

b' = y'A' + #w'a' gilt, sind wir analog zu Satz 20.1 mit Satz 4.4 fertig.

a) Sei we W-{1,2}. Dann gibt es nach Lemma 19.16 eine Tour TeH, die die

Kette [1,2,w] enthdlt. Ersetzen wir [1,2,w] durch die Ketten [l,n+l,2,w] bzw.

[1,2,n+l,w], so sind die daraus resultierenden (n+l)-Touren T',T" Elemente

von H'. Es folgt aus Ha,é {xe QI,;H' | brx' = bé}

Tl ’ Tn
= t - t = t - t = 1 ! - 1 - 1 = 1 - .
0 =Dbg. b, = b'x bix bl,n-fl * by b1o bw,n+l bow ~ @
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Wir erhalten béw o Y we w-{2},
und analog biw = q Vwe W-{1}.

Sind v,we W-{1,2}, so gibt es nach Lemma 19.16 eine Tour TeH, die die

Kette [l,v,w] enthdlt. Ersetzen wir diese durch [l,n+l,v,w] bzw. [l,v,n+l,w],

so sind diese (n+l)-Touren T',T" aus H'. Es folgt

"
! + b} - b!

Y - ht - KR! -
bvw 1,n+1 1iv bw,n-lrl bvw a-

1
0= b'xT - b'x
Mithin gilt

4) b'ij = o Vi,jeWu{ntli}.

b) Seien ueW, ie V-(Wy W) und v,we W-{u}, dann gibt es nach Lemma 19.15

eine Tour TeH, die die Kanten {u,i} und {v,w} enthdlt. Ersetzen wir zum

_einen die Kante {u,i} durch die Kette [u,n+1,i], zum anderen {v,ﬁ} durch

[v,n+l,w], so sind die neuen Touren T',T" in H', d.h.
1

T T"
= B! — pt = b! ' o - Bb' -~ B! N = - bt
0 b'x bix bvw * bl_"l,n+l * bi,n+l bui bv,n+l bw,n+l ui

Es folgt

(5) b, = 0 VueW und ie V-(Wu WD),

c) Sei be:]RIEI definiert durch b.. :=b'. , 1 <i<j<n,b :=Db'-a,
ij ij - - o o
dann ist bx = bo eine Hyperebene, die Ha enthilt. Angenommen, es gibt eine

n-Tour TeH mit b’ $ b_. Nach Lemma 19.12 enthilt T eine Kante {v,w}eC.

Ersetzen wir {v,w} durch die Kette [v,n+tl,w], so ist die (n+1)-Tour T'eH'.

T
Es folgt blxl = bx! + a $+b tas b(') . Widerspruch zu T'eH'!

d) Da.ax < a, eine Facette von Qg ist, gibt es nach Satz 4.4 yve R™ und

me R-{0} mit b = YA + ma. Aus der Struktur von A und den bekannten Eigen-

.schaften von a und b folgt
(6)Yi+~(j+1ra=0t Vi,jeW,

(D) y; + v 20 VieWund jeV-(WyW),

3
.t oy, . . .
(8) Yyt + ma blJ sonst
Seien u,v,we W beliebig (|w} > 3), dann hat das Gleichungssystem

+ + =
Y Y, T M = o,

Y + Y.+ mo = a,

u ¢
Y, t Yy + T = o
. .. _ - - o-Ta
die Losung Yu = Yy T Yo~ 3 .
Aus (6) folgt Y; = oz-zmx Y ieW.

Da es aufgrund der Voraussetzungen zu jedem igV-

folgt aus (7)

-0 .
= V-W.
Yi T2 Vie

W ein ue W gibt mit iéw“,
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.. . nt+l . o-T0
e) Definieren wir nun y'e R durch Y:‘.L A PR 1,...50, Y_;1+l =T
w! := 7w, dann gilt
A VI
Y'A' + w'a' = y' | __ ]+ m'(a0,...,0]0,...,0)
0...011...1
- 1
(YAI(Y 1'Yn+l ieV-W l(Y +Yn+l)1eW)

+‘(ﬂa]O,...,O[ﬂu,...,ﬂq)

(blO,. .. ,O]ov.-mx,... LO-T0) + (waIO,...,O(wa,. ce,TO)

(bIO,...,O]a,...,a)

= b'.

Aus Satz 4.4 folgt damit, daB a'x' f_aé eine Facette von Q¥+l ist. 0]

Unter denselben Voraussetzungen wie bei Satz 20.2 kénnen wir die vorgegebene

Facette auch noch auf andere Art liften.

" "Satz 20.3. .
Sei ax < a, eine Facette von QZL, Ry >0, 1<%1<gj<n Set [W,C] eine
maximale Clique in [Va’Ea]' Jeder Knoten we W sei in genau einer weiteren

maximalen Clique [Vf‘] ,EN Jenthalten, und es mige gelten

IWI >3
= ﬁ,
IWW| = YweW,
aij:“ V{t,g}sE mit {2,J¥nW ¥ &,
a;; =0 falls es einen Knoten we W gibt mit T e Pf')—W Je v-iP.
Ist
a.. 1<i<g<mn
% - -
o Vi,jeWyintl,ntd}
ao' zaq- + 3a » aéj = o falls {2,5} = {n+1,n+3}
o falls {2,4} = {n+2,n+4}
0 sonst s

n+4
dann ist a'z' < ao eine Facette von Q .

‘Bewéis:

Offensichtlich ist a'x' < a(') gliltig bezliglich Q¥+

Sei 0.B.duA. W = {1,...,k}, k > 3, und W = {i,k+i}, 1 = 1,...,k, und sei
.= 1 n+h Tyt = gt 1o T

H = {x'eQ | atx =all, H {Tch_q[x eH_,}.

a',.

. : E!
Sei c¢'x' = ¢! eine beliebige Hyperebene mit H_,c {xe IIIJ l | e'x' = cl}.
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Sei
. , B
(1 bn+2,n+‘4 s
] - ¢
(2) bn+l,n+2 o
(3) bi,n+4 =0 Yie{l,...,n,ntl,n+2,n+3},
dann gibt es nach Folgerung 15.2 einen Vektor A'e I{n+4, so daB der Vektor
b' := ¢' + A'A' die in (1), (2), (3) festgelegten Komponenten enthdlt.
n+h »
Sei bé :=c' +2 I X!, dann gilt offenbar H_,c {x]bp'%' = bé}.
j=1
Gibt es y'e I{n+4 und m' € R-{0}, so daB b' = y'A' + w'a', dann folgt wegen
nt+h
c' = (y'-ANA' +wta', ¢t =2 I (yl-Al) + w'a' mit Satz 4.4, daB
. lo) j:l J -] o]
n+h

a'x' < aé eine Facette von Q;+4 ist. Die Existenz eines Vektors y'e R
und einer Zahl 7' e R-{0} mit dieser Eigenschaft wollen wir im folgenden
zeigen.

a) Aufgrund der Voraussetzungen existiert zu jedem Knoten ie V-W ein
Knoten we W mit {w;i}é Ea. Nach Lemma 19.11, dessen Voraussetzungen offen-

sichtlich erfillt sind, gibt es eine Tour Se H, die {w,i} enthilt.

al) Wir ersetzen in S die Kante {w,i} durch die Ketten [w,n+2,n+4,n+l,n+33i}

bzw. [w,n+2,n+l,n+3,n+4,i]

w nt2 ntl 1 w n+t2 ntl 1

"1 /W s, = ¢ } \
1 2
{ / { ]

N nt+l4 nt3.

-

und erhalten auf diese Weise (nti)-Touren 81’828 H'. Aus (1), (2), (3)

W] n+h Tt = Rt
folgt wegen H_,¢ {x'e Qp | b'x bo}

Sy 50 S

_v_1:|,1,_|2=| t 1. - p!

0 =D, by bix g b'x bn+2,n+4 * bn+l,n+4 * bl,n+3 bn+1,n+2

- 1 - 1
bi,n+u bn+3,n+4

- ]
- bi,n+3 :

Also gilt

(4) b! =0 V ieV-W.

i,n+3
a2) Ersetzen wir in S

so ist die neue (n+4)-Tour S3 aus H'.
w nt2 n+l 1

die Kante {w,i} durch die Kette [W,n+2,n+4,n+3,n+l,i],
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Mit (1), (2), (3) folgt

-—'83_'82—7
0 b'x b'x —b.’ ]+

- 1

- pt =
bi,n+4 bi,n+1

' R
bn+2,n+4 bn+l,n+2

und damit

1 - g -
(5) bi,n+1'° VieV-W.

b) Aufgrund der Voraussetzungen gibt es zu jedem we W ein ie V-W mitv{w,i}J:Ea.

Nach Lemma 19.11 gibt es dann cine Tour TeH, die die Kante {w,i} enthilt.

bl) Wir ersetzen in T die Kante {w,i} durch die Ketten [w,n+4,n+2,n+l,n+3,i]

bzw. [w,n+3,n+l,n+2,n+4,i] und erhalten (n+4)-Touren Tl,TzeI{f.

w nt2 n+l i ' w n+2 nt+l i
T, = /}K\\\Jj———];///g\ T, = ¢ \
1 2
t’ \ { n+i n+3
\ nt+4 n+3 / \ /
y s
\\ 7/ ~ e
- R €

(3) und (4) implizieren:

T, Ty _ -
- R - ! - B! 1 ~ Rt - ! = - B!
0=Dbix bix bw,n+4 * bi,n+3 bw,n+3 bi,n+'+ bw,n+3 >
also
1 - .
(6) b n+3 0 YweW

b2) Ersetzen wir in T die Kante {w,i} durch [w,n+2,n+l,n+3,n+4,i], so ist

diese Tour T, ebenfalls aus H'.

3
w nt2 ntl i
T, = / \
-3 / n+i n+3 !
\
N /
~ — -
Aus (1), (3), (6) folgt .
T3 To ' 1 = B!

- 1 - t = ' L - - = - O
0 =Db'x bix bw,n+2 * bn+3,n+4 bn+2,n+4 bw,n+_3 bw,n+2 ?
mithin

1 = .
(7)bwgw2 @ Vwew
b3) Definieren wir
.= Bt
(8) B : bn+l,n+3

und ersetzen wir in T die Kante {w,i} durch die Kette [w,n+l,n+2,n+4,n+3,i]

W n+2 nt+l 1
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so ist THE H' und mit (1), (3), (4), (7), (8) folgt

T T
0 =b'x *- b'x 3= b! + b! + b! - b’ - b! - b!
w,n+l n+2 ,n+4 i,n+3 bw,n+2 bn+l,n+3 bi,n+4
- 1 -
bw,n+l 8,
das heiBt
1 -
(9) bw,n+l = B VweW.

a3) Kehren wir nun zu dem in a) eingeschlagenen Weg zurlick und ersetzen wir

in der n-Tour Se H die Kante {w,i} durch die Kette [w,n+l,n+3,n+1+,n+2,i]

so ist Squ'. Mit (5), (7), (9) folgt

Sy S3 :
0=b' - bt = Bt ! - K - pt = B! -
bix x bw,n+1 * b1,n+2 bw,n+2 bi,n+l bi,n+2 tB-o,
und damit

(10) b! =a -8 Viev-w.

i,n+2
au) Ersetzen wir in Se H die Kante {w,i} durch die Kette [w,n+l,n+3,n+2,n+'—+,i]

so ist S, e H'. (3) und (10) implizieren

5
Sg ot Sy _ ., ' -
bix™ = bn+2,n+3 * bi,n+4

- Rt -
1)n1-2,n+3 @ +B.

1] 1
bi,n+2 bn+3,n+4

0 =b'x
Das bedeutet

] - -
(1) bn~f-2,n+3 -8 .
¢) Nach Lemma 18.15 gibt es.zu jedem Paar v,we W und jedem ue W und jedem

ieVv-(Wy We) eine Tour Re H, die die Kanten {u,i} und {v,w} enthilt.

cl)Ersetzen wir in R die Kante {u,i} durch die Kette [u,n+2,n+'+,n+3,n+l,i],

so ist die (n+4)-Tour Rl aus H'.
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Verdndern wir R zu einer (n+4)-Tour R2, wie in der Zeichnung dargestellt, so

ist nach Konstruktion R,e H'.

2

u i
;7 o2 ntl Ty
R, = ' \
\ /
N ntd n+3 /

\\ g
v W

Mit (3), (5), (6), (7), (9) folgt

R R
0 =b!' 1 . w2 1 ' ' L N | - H!
bix bix bu,n+2 * bn+3,n+'+ * bl,n+l + bvw bu,n+3 bi,n+'+

- 1 . t
bv ,Nt+2 bw,n-l-l

o+0+0+b' -0-0-0a-28
VW

1 -
bvw 8,

i

daraus ergibt sich
(12) by = B Vv,we W.

c2) Ersetzen wir in Re H die Kante {v,w} durch die Kette [v,n+2,n+4,n+3 »ntl,w],

so ist R, e H'.

3
u i
_ o
” \\
R3 = // n+2 n+l N
1 \
\ /,
N n+4 n+3 ,
v W
Aus (5), (7), (9), (12) ergibt sich
R3 Ry _ .
- Kt - Rt - K ' ] - h! — Rt _ Rt = h!
0=Dbix bix™ = by; # bv,n+2 * bw,n+l bu,n+2 b:'L,r1+l bow = Pui
und damit
(18) b!. =0 YueW Viev-(WyWh).

d) Ist {i,j} eine beliebige Kante, die nicht in Ea liegt, und ist PeH eine
n-Tour, die {i,j} enthilt, dann enthdlt P nach Lemma 19.12 eine Kante {v,w}e C.
Ersetzen wir zum einen {i,j} durch [i,n+l+,n+2,n+l,n+3,j],- zum anderen {v,w}

durch ['v,n+2 ,n+4,n+3,n+l ,w]

i n+2 ntl i j
{ e OO
’ ~ - ~
, \I—V . ;7 o RN
= { ) P, =
Pl 9 / ’
\ n+4 n+3 pd \ ]
AN - -, /
~~ O——0— =" N n+4 n+3 P
v w
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so gilt PP e H' und damit .

| P S
= h'x 2 - p'x 1 ' ' , : | S o
0 =b'x b'x bt Poineo ¥ Pyt T Phia nen T Pinss T P nes

- 1 - t
bvw bn+l ,n+2

b!. ,
1]
das bedeutet )

(14) bl. =
ij

1
(o]

falls {i,j} 4: Ba und. falls es eine Tour aus H gibt,
die {i,j} enthilt.

. - ]RJEI e s e
e) Wir definieren be durch bij iz bij » 1 <i<j<mn, und
b :=Db' - 20 - B.
o) o ‘ ) .
Sei Te H; nach Lemma 19.12 gibt es in T eine Kante {v,w}e C. Ersetzen wir
diese Kante durch die Kette [v,n+2 ,n+4,n+3,n+l,w], dann ist die so definierte
(nt4)-Tour T' aus H'. Daraus foigt mit (1), (3), (7), (8), (9), (12)

T’
+ b!

T
1 - = bt ' 1 1 - K
bix bx bv,n+2 * bn+2,n+l+ * bn+3 ,nth n+l,n+3 won+l bvw

20 + B.

+b

Das bedeutet
be =b Y TeH,
v o]}JE[ -
und das heiBt H c{xe | bx = b}

Da ax < a eine Facette von Q,Irl, ist, gibt es nach Satz 4.4 ve ]Rn, e R-{0}
mit n

b= vyA + wa ’bo:Q.Ele+“aof
Aus den Kenntnissen iiber A, a und b]schlieBen wir

(15) P Yj + "aij = bij V{i,j} €E_,
(16) Y +"'ij = bij sonst.

Seien u,v,we W beliebig, dann gilt nach Voraussetzung und (12)

Yu+yv+1r<x Bs

Yu"‘Yw“"WO‘:B’

Y +Yw+‘n'a B.

v
Daraus folgt

an vy, = £ YweW.

Da es nach Voraussetzung zu jedem ie V-W ein we W gibt mit {w,i} é; Ea’ folgt |

aus (16) und (13)

(18) y, = 1¢E Y ieV-W.

Ohne Schwierigkeiten kénnen wir eine Tour TeH finden, die eine Kante {k+i,k+j}
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mit i,je W enthdlt, nach Voraussetzung gilt {k+i,k+j} ¢ E_. Aus (16), (18) und

(14) folgt O = Yipi 1 Yk+j = o - B und damit
B = 7o s, T = g

und Y; = 0] YielV.

Daraus ergibt sich b = wa, b, =ma .

f) Wir definieren nun y'e ]Rnﬂ durch

1 .= = P = o ' ez At iz ! - t .= . -
Yi 7Yy 0, 1 =1, o0 s Yoy Yn+3 LA 0, Yn+2 o -8
und setzen 7' := 7. )

1],
Der Ubersichtlichkeit halber zerlegen wir die Vektoren de ]RIEI wie folgt

d = (4;]d,ld4]q, a5l dgla, |dgldgld;old; )

mit
d, = (d12’d13”"’dn—1,n)
d = (i e diev-w
A3 = (44 ni1diew /
dy = (iopy)icy-y
dg = (di,n+2)ieWQ{-n+1}
45 = (45 nea)iev-w
dy = (3 143)5ew
dg = (dn+l,n+3’dn+2,n+8)
dg = (d; odiev-y
dlo: (di,n+’+)iew
4137 Qopa newodne2 neudnrs ey

Sei I, die (k,k)-Einheitsmatrix, dann gilt nach (1) - (11)

Y'A' + w'a' = v + n'a’

=(YAIO,..,0|O,..,O|a—B,..,a—Bla—B,..,a-BIO,-.;O[O,f.,O[O,d—BlO,..,O]Or",OIO,a—B,O)
+('na|0,.. ,O|1ro.,.. ,ﬂa|0,..,0|1ra,.. ,TlOLlO,..OlO,. .OImx,OIO,..,0|O,..0|0,_‘rru,0)

=(b]0,..,0|8,..,8|a-B,..,a-B|a,..,a]0,..0]0,..0|8,0-8]0,..,0[0,..0][0,a,0)

=b',
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und weiter gilt

n+h
2 Lyl +w'a' = 20 - 2B + ma +3B-—b + 20 + B =

j o o
j=1
Damit haben wir erhalten:

n+i

1t = KR! = r - Tyt ' 1ot [~ T3t 1ot
c b' -~ A (y'=a")A twtal , el 2j§l(yj_)\j)+1rao,

und wir sind mit Satz 4.4 fertig. []

Satz 20.4.
Set ax < a, etne Facette von QZL, s @y >0, 1 <7 <j <n. Sel weV in genau
zwet maximalen Cliquen [W,C), [W',C' ] von [Va’Ea] enthalten und gelte

{w} WaWw',

] = W] - 1,

[wl > 3,

[V=(iuW')| > 2, _

a; = o Vi{e,dle B mit {i,5}nl' ¥ 9,
;2o Vi{Z,jlecC.

Ferner mbge es voneinander verschiedene Knoten w Wy € W und '1, 7, € V—( Wu W ')

1.’
geben mit {w, 'L}{w 1,}¢E .

Ist m > 1 und ao' = a; + 2ma,

a; 1<t <j<m |
al. =4~ Viewsw' , je{ntl,...,nml,
* 2o Vi,jelwntl,..., niml,

0 sonst -

. n+m
dann st a'x' < aC; etne Facette von Q +

Beweis:
Man sieht sofort, daB a'x' < a(') eine glltige Ungleichung beziliglich Q;.Hm ist.

Sei H_, := {x' 8Qn+m|a'x' =al}, H' := {TeT_, lx eH_,}.

0.B.d.A. sei w = n und n-lge W'-W.

Sei c¢'x' = ¢! eine beliebige Hyperebene, die H_, enthdlt.
o a'
Sei
(1) b' ntm - 20, i=n,...,ntm-1,
3
(2) bi nim - & Viewaw',
(3 )b:'L ot = O VieV-(WuW')
(4) b! =a .

n-1,n
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Nach Folgerung 15.2 gibt es einen Vektor A'e I{n+m’ so daB b' := ¢' + A'A' die

n+m
in (1) - (4) festgelegten Komponenten enthdlt; sei bé = cé +2 I 13 , dann
v j=1 .
gilt Ha‘ c{x] b'x' = b(')}. Wir =zeigen wieder, daB es yv'e R™™ ynd n'e R -{0}
n+m
gibt, so daB b' = y'A' + w'a' , bé =2 I Yé + n'aé , und sind dann wie {blich
j=1

nach Satz 4.4 fertig.

. ) .
a) Nach Lemma 19.18 gibt es zu n-le W'-W = W' und jedem ie V-{n,n-1} eine

Tour Te H, die die Kette [n—l,n,i] enthalt.

al) Ersetzen wir zum einen die Kante {n,i} durch die Kette [n,n+1,...,n+m,i]

zum anderen {n-1,n} durch [n-l,n+m,n+m—1,...,n+l,n], so sind die daraus re-

. 1
sultierenden (n+m)-Touren Tl’TQ aus H'. Wegen Ha,c {x'e IJE II b'x' = bé}
folgt aus (2), (4)
0=b' -b' =b'x'l - b'x'2 = b + b! - b! - b! =Dl - b!
o o) ' n-1,n i,n+m n-1,n+m in © Ti,n+m in

und damit aus (2) und (3)
(5) b!_=0 VieV-(WuyW'),
in
(6) b!_ = a Viewaw'.
in _
a2) Ersetzen wir, falls m > 1, in der Tour TeH die Kette'[n—l,n;i] durch die
Kette En-l,n+m—l,n+m—2,...,n+1,n,n+m,i], so ist die neue (n+m)-Tour T3 nach

Konstruktion aus H'. Aus (1), (2), (3), (5) bzw. (8) folgt
0=b'x"3 - b'x'2zb!

1 t 1 — ! — 1] - |
T n-1,n+m-1 * bn,n+m * bi,n+m bn-l,n+m bin bn+m—l,n+m
- ! -
bn—l,n+m--l &>
analog erhalten wir
(7) b! = q i=1,...,m.

n-1,n+i
a3)3Ersetzeh wir in T die Kette [n—l,n,i] durch die Kette
[n—l,n+m—l,...,n+l,n+m,n,i], so ist Th_sH' und

Ty T3
= 1 - 1 = 1 ] - 1
0 bix bix bin * bn+1,n+m bi,n+m

- B = - BHt
bn,n+l 20 bn,n+1,
analog folgt

! = i =
(8) bn,n+i 20, i=1,...,m.

au) Ersetzen wir in T [n—l,n,i] durch die Kette [n—l,n+m,n,n+l,...,n+m-1,i] .

so ist die neue (nt+m)-Tour T5 aus H' und

T T
= Kix"5 - B'xw"l = pt 1 ] - ht - bt - b!
0 = bix bix bn—l,n+m * bn,n+m * bi,n+m~-l bn—l,n n+m-1,n+m i,n+m
=z b! - b!
bi,n+m—l bi,n+m ?

analog folgt

(9)1)3’._{1_{‘j = o VieWAW' , j=1,...,m,
2

(10) b;._’nﬂ. =0 VieV-(WuW') , j = 1,...,m.
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a5) Ersetzen wir in T [n-l,n,i] durch [ n-1,n+1,n,n+2,...,nm,i], dann ist
TseH', und es folgt aus (4), (7), (8)
0=b'xl - prx’6 = p + b!

- Rt - R! = Rt -

n-1,n n+l,n+2 bn—l,n+l bn,n+2 bn+l,n+2 20 .

Analog schlieBen wir
1 - . .
(11) bn+i,n+j = 2a 1<i<j<m

bg Nach Lemma 19.1 bzw. Lemma 19.5 angewandt auf W' (hier gilt

. : 0
[w| = [V=(WyW')| > 2) gibt es zu n-1e W'-W = W' und zu jedem Knoten we W-W'

eine Tour SeH, die die Kante {n-1,w} enthilt. Nach Lemma 19.17 angewandt

auf W' enthdlt S entweder eine hamiltonsche Kette in W' oder eine solche in %’ .
Enthdlt S éine hamiltonsché Kette in-W', so kénnen.wir durch Umordnung der
Knoten von W' erreichen, daB diese in ne Wn W' endet. Enthilt S eine

. o . .
hamiltonsche Kette in W', so konstruieren wir eine neue Tour R wie folgt

J W,oW, n-1 w 3j W, w2 n-1 w
_ Ot OO = - = —0——Q, - ----o—q\
/\ ) /\ = 8§ NNADR = {_ \ R ,
~ ~O—e OO~ — = ~ -
v M
vy B 2 1 2
. 0
. a . . . ' s . - -
wobedl [Wl”" oI l] d}le hamiltonsche Kette in W' ist. Es ist a].wl_ 0, anwl - 0,
ajn > 0. Gilt {n,vl},{n,VQ} € Ea’ dann ist nach Voraussetzung ViV, € W und
ebenfalls nach Voraussetzung a = a = o und a " > o. Es folgt damit
R g : nvy - nvop . vivy —
ax - ax. = a., +t+a + a -a. -a - a > 0,
jn nwy V1V jwy nvy nvy —

das aber bedeutet: Re H.

Damit wissen wir, daB es eine Tour Se H gibt, die eine Kette

. ‘ o
k,n—l,w]enthél‘t, wobei {wl,...,wk,n—l} = W', we W gilt.

Ersetzen wir diese Kette durch [n,n+l,... SN, W

[p,wy5ene,m

FERRER L »W ] bzw. durch

[n,wl,...,wk,n-l,n+l,...,n+m,w],.so sind diese (n+m)-Touren 81,82 nach
Konstruktion aus H'. Mithin gilt
S S
= ptx"l - {14°2 - Rt ' 1 - B - Bt - b
0 blx b'x bn,n+l * bwl,n-l-m ¥ bwl,n—l 1)wln bn—l,n+l W,nHm
= bt .
bw,n—l

Analog folgt

(12) b‘:,{ 0 VieW'-W, YweW-W'.

. |E| .. : vy . e pr
.c) Sei be R definiert durch bij"- bij l<i<j<nund bo : bO 2mg, .
Jede Tour Te H enthdlt eine Kante {n,i}, ie V-{n}. Ersetzen wir diese Kante
durch die Kette [n,n+1,...,n+m,i], dann ist die so erhaltene (n+m)-Tour T'

aus H', das ergibt
Tt T m-1

b'x” - bx = IDb! + b

. . - b! = 2mo .
. n+i,n+i+l in
.1=0

1]
i,n+m
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Also folgt be = bo ¥ TeH.

Da nun aber ax < ao eine Facette von QI,; ist, existieren nach Satz 4.4

yeR™ und me R-{0} mit

n
b=yA+mTa und b =2 Iy, +ma_ .
o 521 j o
Aus der Struktur von A und Ea folgt
vyt Y; + mag s = bij V{l,]}eEa,
Yi + Yj = bij sonst.

Aus der teilweisen Kenntnis von a und b kdnnen wir schlieBen (siehe (4), (6),

(12)), wenn we W-W' beliebig ist:
Yot Ygq tTR o,

Y.+ ¥ + T2 = o,

n W
Y T Yp-1 =0.
Es folgt Yﬁ = a - To R Yw = Yn-sl = 0.

Ist ieWAW', so folgt aus (6)
@ = ma by by, TY Y,
Ist ieV-(WyW'), so folgt aus (5)

O=yn+yi=oc—7rcx+Yi.

Mithin

Y, S0 - T

Y; = Ta -0 iegV-(WyW')

= i t,

Yi 0 i1eWAW
Wir.definieren nun y'e R qurch

Y]!_ = Yis i=1,...,m,

Yr'ﬁ-i =g ~-~Tm0 , 1=1,...,m
und setzen w' o= o,

1]
Zerlegen wir de ]RJE l wie folgt

_ 1;.1,.1 m; .m; .m
d = (do[dl|d2[‘d3[...|d1|d2[d3)
dy = (dypsdygoenendy g )
1 _
4y = (di,n+l)ieV—(WuW')
1.
dy = (di,n+l)ieWAW'
1 _
dg = (dn,n+l)
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m el
4, = (di,n+m)i€V—(W.u W)
m —
d2_(dan3kWAW'
m - .
dg = (di,n+m)ie{n,...,n+m—l} >
dann gilt
Y'A' + w'a' = (yAIO,..;Ola—wa,..,a—ﬂaIQ(a—ﬂa)[...
IO,..,Ola—wu,..,a—nalQ(a-na),..,2(a—ﬂa))
+ (ma|0,..,0|m0,.. ma]2ma]. ..
[0,..,0]ma,..,ma|2wa,. . 210)
= (b]0,..,0|0,..50]20]...]0,..,0]a,..,0|20,..,20)
=b',
und
n+m n n+m
2 I y!+ n'aé =2 Iy.+ ma_ + . 2(a-ma) + 2mua
j=1 3 j=1 - j=n+1
= b + 2mo
o
=b' .
o

Daraus ergibt sich

et = (Y'-ADAY + n'a!
n+m

2 I (y!-AY)+mta',
jzp 0303 o

C'
o}
und der Beweis ist erledigt.[]

Die meisten in der Literatur bekannten Liftungssdtze fiir O0-1 Polytope
(vergleiche etwa [Padberg,1975], [Peled,1975b ],[Zemel,1975]) sind mehr als
Beweisverfahren denn als konkrete Facettengeneratoreﬁ zu sehen. Sie geben

im allgemeinen ein ganzzahliges Programm an, durch dessen Ldsung die
Koeffizienten der hdherdimensionalen Facetten bestimmt werden. In manchen
F4llen - wie etwa in § 18 - kdnnen diese ganzzahligen Programme einfach
geldst werden, was aber leider nicht immer so ist. Die in diesem Paragraphen
entwickelten Liftungssdtze haben gegeniiber den allgemeinen Liftungsverfahren

natlirlich den Nachteil, daB sie nur speziell fiir das symmetrische TSP

gelten; dafiir liefern sie aber beziiglich Q¥ konkrete Liftungskoeffizienten, was

bedeutet, daB man, ohne Rechenverfahren einschalten zu miissen, von einer
"Basisfacette" ausgehend explizit hdherdimensionale Facetten angeben kann.
Dadurch haben wir die M3glichkeit, aus gewissen "Basisfacetten" ganze Klassen

von Facetten entwickeln zu konnen.
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§ 21. Liftungssdtaze fir

Analog zu den Aussagen liber Q? in § 20 wollen wir nun mit Hilfe der Lemmata
aus § 19 Liftungssédtze fir 5? beweisen. Die SchluBweisen und Beweistechniken
sind die gleichen wie im vorigen Paragraphen. Die in 19.19 festgelegten

- o -~ 3 . -
Bezeichnungen [va’Eé]’ [W,C], W, W, Tn, Ha’ H wollen ylr auch in diesem

Paragraphen verwenden.

Satz 21.1.
Sel ax <a, eine Facette von @Z > aij >0, 1<%21<g<n Set [hQC] etne
maximale Clique von [Va,E’a], und set eine der fol