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Zusammenfassung

n

Bei diesem Aufsatz handelt es sich um die Ausarbeitung eines Vortrags beim
15. SteiermﬂrkischenlMathematischen Symposium vom 24. bis 27. Sep~

tember 1984 in Stift Rein, Osterreich. Hier wird anhand einiger Bei-
spiele ein tlberblick dber die Methoden und Resultate der polyedrischen
Kombinatorik gegeben. Auferdem wird die Entwicklung und Implementation
von Schnittebenenverfahren zur L8sung kombinatorischer Optimierungs-

probleme diskutiert.




f. Einleitung

Dieser Ubersichteartikel ist an Mathematiker gerichcet, die keine Spezia-
listen in der kombinatorischen Optimierung sind. Ziel des Aufeatzes ist
es, einen Einblick in die Methoder und Resultate der polyedrischen Kombi-

natorik und in die Entwicklung von Schnittebenenverfahren zu geben.

In Abschnitt 2 werden drei interessante kombinatorische Optimierungs-
probleme und einige ihrer Anwendungen beschrieben: das Travelling Sales—

man Problem, das Max~Cut Problem und das Linear Ordering Problem. (Diese
englischen Namen haben sich inzwischen auch iﬁ deutgchen eingeblirgert \ )

und werden daher nicht Ulbersetzt.)

Abschnitt 3 bringt eine Einflhrung in die polyedrische Kombinatorik.ﬁ

Dies ist ein Teilgebiet der kombinetorischen Optimierung,das sich in den
letzten Jahren besonders stark entwickelt hat. Es beschdftigt sich mit

der Anwendung der Polyedertheorie, der linearen Algebra und der Methoden o .

zur L3sung linearer Gleichungs- und Ungleichungssysteme in der Kombina-
torik,

In Abschnitt 4 werden die polyedertheoretischen Kenntnisse zu den in Ab-
schnitt 2 eingefilihrten Problemen zusammengefaBt,um zu zeigen, welcher
Art die Aussagen der polyedertheoretischen Methoden zu konkreten kombina-

torischen Optimierungsproblemen sind.

Anwendingen der in den Abschnitten 3 und 4 dargestellten Resultate bringt
der Abschnitt 5. Hier wird gezeigt, wie man fUr (jedes beliebige)
kombinatorische Optimierungsproblem Schnittebenenverfahren entwerfen kann
und wie dabei die polyedertheoretischen Erkenntnisse zum Entwurf re-—
lativ effizienter Algorithmen ausgenutzt werden kdnnen. In diesem Ab-

schnitt werden auch einige offene Fragen angesprochen.



2. Drei kombinatorische Optimierungsprobleme

Kombinatorische Optimierungsprobleme treten. in keum iberschaubarer

Zahl und Vielfalt in der Praxis und anderen Wissenschaftsbereichen

auf. (Man vergleiche etwa die Liste der NP-vollstindigen Probleme in
Garey & Johnson (1979).) Zentraler Anwendungsbereich weren frilher die
Wirtschafts~ und Ingenieurwissenschaften. Jedoch werden Methoden der
kombinatorischen Optimierung heute z. B. auch in den folgenden Ge-

bieten erfolgreich benutzt: Archéologie, Betriebs- und Volkswirtschaft,
Biologie, Chemie, Geographie, Linguistik, Raumplenung, Physik, Soziologie.

In diesem Abschnitt mSchte ich drei représentative kombinetorische Opti-
mierungsprobleme mit einigen ihrer Anwendungen vorstellen., Die Auswahl
liegt einerseits darin begriindet, daB ich mich in letzter Zeit mit diesen
Problemen aus polyedertheoretischer Sicht selber besché#ftigt habe, und
andererseits darin, daB sie verschiedenen Anwendungsbereichen entstammen

und lber sie relativ wviel bekannt ist.

2.1 Das Travelliqg:Salesman Problem

Die klagsische Formulierung, von der sicherlich jeder schon einmal ge~-

h8rt hat, dieses Problems ist die folgende.

Gegeben seten n Stddte und Entfernungen swischen dieeen, gesucht ist
eine Rundreise, die in Stadt 1 beginnt, durch alle anderen Stddte ge-
nau etnmal fithrt, wieder in Stadt 1 endet und die minimale Linge hat.
- 8ind die Entfernungen cij eymmetrisch, d. h. cij ='cji

v i,7 € {1,...,n), so heiBt das Problem symmetrisches Travelling Sales—

man Problem, andernfalls wird es aeymmetriech genannt.

Rundreiseprobleme dieser Art treten in dieser klasgischen Art durchaus

bei Tourenplanungsproblemen auf. Hufig gibt es zus#tzliche Nebenbedingun-
gen wie etwa: nach dem Besuch von jeweils hichstens oder geneu k St#dten
muf man zum Ort 1 zuriickkehren, eine Riickkehr muf erfolgen, wenn gewisse
Kapazitéten {iberschritten sind (z. B, Ladeflhigkeit eines Lastwagens,
Arbeitszeiten von Fahrern) etc..Viele dieser Varianten lassen sich durch
einfache Transformationen auf das Stendardproblem zurdckfiihren.

\



Eine besonders wichtige Anwendung tritt bei der Herstellung von Leiter-
platten und #hnlichen Objekten mit Hilfe numerisch kontrollierter Ma-
schinen (NC-Maschinen) auf. Hier milesen z. B. auf einer Platte Licher
(z. B. mit einem Laserbohrer oder Stanzer) gebohrt, Litstellen ange-
bracht, Punkte geschweift oder gemau plaziert chemische Mittel aufge-
bracht werden. Die NC-Maschine soll so {iber die Platte gefiihrt werden,
daB die durch den Bohrkopf (Ltkopf etc.) zuriickgelegte Wegstrecke mi-
nimal ist. Normalerweise hat eine derartige NC-Maschine eimen "Start-
punkt"” (Nullposition vor Einfilhrung der Platte im die Maschine), so
daB es sich hierbei um eine Rundreise vom Startpuskt zum Startpunkt
handelt. Probleme dieser Art sind iiblicherweise sehr grof. Mir sind An-

wendungsfille mit iiber 5000 zu bohremden Lichern bekanat.

Im nachfolgenden Bild 2.1 sind die Bohrstellen einer Leiterplatte im
MaBstab 1:1 wiedergegeben. Links unten ist der Startpumkt, insgessmt sind
442 Licher zu bohren. Dieses 443-Stldte Problem ist ungeldst. Die beste
uns bekannte und mit Heuristiken gefumdeme Rundreise bat eine Linge von
51.440 inches. Sie ist in Bild 2.1 angegeben.
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) A/,J

Bild 2.1



Als Travelling Salesman Problem lassen sich auch folgende Probleme foi~

mulieran:

a) Bestimmung einer optimalen Durchlaufreihenfolge der Fliissigkeiten

(Chargen) in einer Mehrproduktenpipeline,

b) Bestimmung der optimalen Verarbeitungsfolge von Lacken in einer Groi

lackiererei,
bei den Problemen a) und b) werden Reinigungszeiten minimiert,

¢) Bestimmung einer Reihenfolge des Walzens von Profilen in einem Walsw-
werk, so daB die Umrlistzeiten der WalzstraBe minimiert werden,

d) Bestimmung der zeitlichen Reihenfolge wvon archiclogischen Fundstdcii
{Grablegungareihenfolge von Gribern in einem Grdberfeld, Besiedluags:
reihenfolge von Orten) aufgrund von Ahnlichkeitsmafen (Distanzen),K ¢ .=

durch die aufgefundenen Fundstiicke definiert werden.

2.2 Das Max~-Cut-Problem

'

Formal ist dieses Prcoblem wie folgt definiert.

Gegeben sei ein Graph G = (V,E) mit Kantengewichten e, € IR flir alle
e € E, gesucht ist eine Zerlegung (Partition) der Knotemmenge V in
Mengen V,,V, mit V, UV, =7, vV, NV, = ¢ , eo daB die Summe der Ge-
wichte der Kanten, die einen Endknoten in V1 und den anderen in Vg
haben (eine solche Kantenmenge heiBt Sehnitt oder Cut), maximal ist,

Ich will hier kurz eine besonders interessante Anwendung dieses Problems
in der Physik skizzieren. Es handelt sich um die Bestimmung des Grundzu-

standes von Spinglidsern.

Ein Spinglas besteht aus nichtmagnetischem Materiel, das an einigen Stellen
durch magnetische Atome "verunreinigt" ist. Man interessiert sich flir die
Energie des Systems und die Orientierung der magnetischen Atome (Verun-
reinigungen) bei 0° K, also flir den sogenannten (géfrorenen) Grundzustend
des Spingleses. Dieser Grundznstend ist experimantell nicht herstellber,

und die Physiker haben unterschiedliche, sich z. T. widersprechende Theorien
Uber einige Eigenmscheften dieses Grundzustandes. Die im nachfolgenden be-
schriebenen Ideen k¥nnen vielleicht dezu beitragen, einigs Phinomene des

Magnetismus besser zu verstehen,



Mathematisch wirdw%ieses Problem wis folgt modelliert. Jeder Verunreinigung
i wird ein Vektor s, € ]R3 zugec:dnet, der (bei einem gegebenen Bezugs~
system) die Orientierung des Atomes im Raum, d. h. <en magnetischen Spin,
beschreibt. Zwischen zwei Verunreicigungen i,j besteht eine magnetische

Interaktion, die durch
H.., = J(r..)5,.8.
13 i3 1+ 3

beschrieben wird, wobei J(r,,) eirz Funkticn igc cie vom Abstand rij
der Verunreinigungen abhingt und Si‘Sj das innere Produkt der Vektoren

8:» Sj ist., In der Praxis wird J wie folgt bestimmt
J{r..):= cos(Kr, )/r?.
ij ij7rriy

wobei K eine materialabhingige Konatante ist (z. B. K = 2.4 x 108).

Die gesamte Energie einer Spinkonfiguration ist gegeben durch
H --zJ(rij)si«Sj +IF.S,

wobei F ein HuBeres magnetisches Feld ist. (Der Einfachheit:halber
nehmen wir im folgenden an F = 0.) Ein Zustand minimaler Energie ist

algo dadurch charakterisiert, das ZJ(rij) Si'sj maximel- ist.

Das hierdurch gegebene Maximieruugsproblem ist mathematisch kaum be=
handelbar. Von Ising wurde folgende Vereinfachung vorgéscﬁlagen. Statt
jeder beliebigen r#umlichen Orientierung werden jgder Verunreinigung nur
zwei Orientierungen erlaubt: "Nordpol oben" oder "Nordpol unten". Die
dreidimensionalen Vektoren Si werden dann in diesem Modell durch Va-
riable s, mit Werten in {1,~1} ersetzt, wobei unter Physikern Uber-
einstimmung dariibar besteht, daB dieses 1sing~Modell das wiahre Verhalten
von Spinglidsern gut widerspiegelt. Das obige Maximierungsproblem lautet

dann beziiglich des Ising Modells

max {ZJ(rij) sisj[ e, € {=1,1i} .
Der Schritt zum Max-Cut Problem ist nun leicht. W&r’definieren einen -
Graphen G = (V,E), wobei jeder Knoten aus V eine Verunreinigung re-
prisentiert, je zwei Knoten i,j sind durch aine Kante verbuaden, die
das Gewicht cij = —J(rij) trégt. (Ist rij groB, 8o ist nach DPefini-
tion cij sehr klein, und iiblicherweise werden Kanten mit kleinen Ge-

wichten cij gar nicht bériicksichtigt). Eine Partition von V in v,



und V, entspricht einer Orientierungsfestlegung dev Variatlesn, #. &

v,:= {i€ V[ i reprdsentiert eine Verunreiniguag mit Nerdpel obeal,
\'

—

= {i € V{ der Nordpol von 1 ist unten}, Bel gipedcuen Orieatlieiil -

N

S

der Atome (Partition Vo V2 vou V) is¢ die Euergile ¢as gplaglagies.

also wie folgt definiert

-

PN cij - Z c.j - Z cij'
. s PR L : s .
1€V1,J€V2 1,J€V1 1,JCV2
Der Zustand minimaler Energie kann also durch Maximiaxung des obige.. A
drucks bestimmt werden. Addieren wir zu diesem Ausdruck die Konstanca
= X Cii o5 8O folgt daraus, daB der Grundzustand eines Spinglases
i,JEV

durch die Ldsung des Max—Cut Problems

max { I £ e¢,.|V,,V, Partition von v}
iev, jey, 1772
1 2
bestimmt werden kann. Eine detailliertere Analyse dieses Prcblems und
die Bestimmung vieler Grundzustdnde von Spingldsern kann man in Barahona,

Maynard, Rammal & Uhry (1982) finden.

2.3 Das Linear Ordering Problem

Probleme dieses Typs tauchen immer dann auf, wenn gewisse Objekte in eine
Rangfolge (lineare Ordnung) gebracht werden sollen, und diese beziiglich
eines Kriteriums optimal sein soll. Das Linear Ordering Problem, das wir

hier skizzieren wollen, kann folgendermaBen beschrieben werden.

Gegeben sei ein vollstdndigeer gerichteter Graph D = (V’An)’ und jeder
Bogen (%,j) € A sei mit einem Gewicht i3 € R belegt. Gesucht wird

eine lineare Anordnung der Knoten, sagen wir 1.,,T,s...,% 80 daB
2 1, 2’ 4n9

n-I1 n
x z c..i N
J=1 ksj+1 t3%k

maximal ist, d. h. es wird eine Rangfolge der Knoten gesucht, so daB die
Summe der Gewichte der Bbgen, die mit der Rangfolge kompoiibel eind, mic:-

ximal Zst.

Dieses Problem hat vielfdltige Anwendungen. Eine der wichcigsten isc die
Triangulation von Input-Output-Matrizen, bei der eine "optimale" Hierarchie

der Sektoren einer Volkswirtschaft gesucht wird, die gewisse Strukturana-



lysen und Vergleiche unterschieclicher Liunder ermbglicht, sowie Aussagen
iiber die zirkulavitit (Grad der iate.men Sektorverflechtungen) der Volks-
wirtschaft eriaubi, siehe Grdrschel, Jiinger & Reineit (1983b). Anwendungen

gibt es z. B. zuca im Sporc (Avgvel.ong Von Turnierergeboissen), in der

Psychologie {Hievarchieuntersucturgen in Gruppen), in der Archidologie (Ahnen-

I3

bestimmung, Daciereng), in des Mastainenbelegungsplanung und im Marketing.

Tw Marketing .zici das Linear O.deuing Problem z. B. bei der Planung von
Marketingstizccigesi oder der hustail von Anzeigenseriea auf. Ein einfaches
"3zispiel ist das iolgende.

-
Von W. Gaul (Karlsruhe)} wurden {0 verschiedene Anzeigen fiir fraunzBsischen
Cognac auf ihre Wirkung hin unters.cht. Dazu wurden 37 Studenten gebeten,
je zwei der 10 Anzeigen paarweise zu vergleichen und eine als die bessere
zu bestimmen. (Diese "Methode des paarweisen Vergleichs" wird z. B. auch
bei der Bestimmung von mdglichst schmackbaftem Hundefutter etc. verweandet).
Addiert man die jeweiligen Einzelergebnisse auf, so erhdlt man Bogenge-
wichte cij’ die besagen, QaB cij Personen Anzéigg i besser féndgn'
als Anzeige j. Das Ergebuis dieses Experimeats ist in der folgeunden

(10,10)-Matrix zusammeungefaBt.

0 16 11 15 7 i1 17 12 11 8
29 0 1h 15 9.4 21 13 10 8
26 23 0 26 12 26 26 24 22 20
22 22 11 0 13 20 21 13 16 12
30 28 25 24 0 27 28 25 24 20
26 23 10 17 10 0 21 15 15 12
20 16 11 16 9 16 0 11 15 11
25 24 13 24 12 22 26 0 20 15
26 27 15 21 13 22 22 17 0 16
20 29 17 25 17 25 26 22 21 O

Die {eiudeutig bestimmte) optimale Ramgfolge ist
5,3,10,8,9,4,6,2,7,1 .

Daraus kann msan schlieBen, das man z. B. mit einer Serie bestehend aus
den Anzeigem 5,3,i0 und 8 insgesamt mehr Leute amspricht, als mit je—

der anderen aus vier dieser zehn Anzeigen bestehenden Serie.



VWeitere Informationen iiber das Linear Orderipg Problem und
wendungen finden gich in Beinelt (1984).

seine An-
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3, Polyedrische Kombinatorik

Viele kombinatcrische Optimie,urng:probieme kdnnen wie folgt beschrieben
werden. Gegeber ist eine endliche Grunduwenge E (z. B. die Xanten oder
Knoten eines Graphen), und jedem Element e € E ist ein Gewicht c, € R
zugeordnet. Feruey ist eine {eundliche} Menge I 25 von zuldssigen Lo=
sungen gegeben (z. B. die Menge allar hamiltonschen Kreise oder aller
Schnitte in eipem Graphen), und gesucht wird eine zuldsssige Lésung

I1 €1, sodag

»

c(I):= X ¢
e€1” ©

maximal (oder minimal) ist.

Jedem auf diese Weise gegebenen Problem kanmn ein Polyeder und damit ein
lineares Programm zngeordnet werden. Das Studium von derartigen Polyedern
und von linearen Programmen, die aus kombinatorischen Optimierungsproblemen
abgeleitet sind, ist das Thema der polyedrischen Kombinatorik. Umfangreiche
lberblicke {iber dieses Gebiet findet man in Pulleyblank (1982) und Grotschel
(1984).

Polyeder sind bekanntlich definiert als die L¥sungsmengen von (endlichen)
Ungleichungssystemen, d. h. als Durchschnitte von endlich vielen Halb-

riumen. Ein Polytop ist ein beschrinktes Polyeder und kann 3quivalent de-
finiert werden als die konvexe Hille endlich vieler Punkte. D. h. fiir ein

Polytop P cC R" haben wir zwei Darstellungen

{x€ B" | Ax s b},

(3.1) P

(3.2) P

&

conv(S) ,

m

wobei A € Rmxn, be€R und S C R  eine endliche Menge ist.

1

Lineare Programme (iiber beschrinkten Gebieten) kann man formal wie folgt

beschreiben:
. T
3.3 wax ¢ x, X € P,

Jedoch wird bei allen Algorithmen der linearen Optimierung (z. B. Simplex-

verfahren, Ellipsoidmethode) unterstellt, daB P in der Form (3.1) gegeben
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ist. Die in der polyedrischen Kombinatorik betrachteteam Polytope P
treten jedoch - wie nachfolgend beschrieben - in der Form (3.2) auf,

und eine der wichtigsten nnd interessantesten Aufgaben ist die Bestim-
‘mung von zugehdrigen Ungleichungssystemen, die P in der Form (3.1) be -

schreiben.

Nehmen wir an, daB ein kombinatorisches Optimierungsprobiem gegeben ist
durch eine Grundmenge E, eine Menge von zulidssigen LBsungen I- = 2 uns
Gewichte ¢, €ER Vec€E, kurz: das Problem ist durch (E,7,c) gegeben
Fﬁr FCE deflulereu wir den Inzidenzvektor (charakteristischen Vekto.)}

= (Xe) eEE € B® durch

m M

Xe*= 1o falls

F t falls
e

Der zu (E,I,c) gehbrige Polytop P ist die konvexe Hiille der Inzidenz-

vektoren der zulfssigen L8sungen d. h.
I E
- (3.4) - Pye= conv{y € ® |1 €1}.

Jeder Ecke von P; entspricht eine zuldssige Ldsung aus I - und umge-
kehrt, d. h. jede optimale Basislbsung des linearen Prograwms

(3.5) max ch , XE€ PI
entspricht einer optimalen Lsung unseres kombinatorischen Optimierungs—
problems und umgekehrt. Das Program (3.5) liegt jedoch in der "falschen"
Form vor. Um Methoden der linearen Programmierung anwenden zu kinnen, muf

ein System von Ungleichungen gefunden werden, so daB
E
Py={x € ® |Ax S b}
gilt.

Im nachfolgenden werden wir sehen, daB es - fiir algorithmische Zwecke -
h#ufig ansreicht, "hinreichend gute” Ungleichungssysteme mit der Eigen-
schaft !_‘I'i:_ {x|A'x S '} =zu 'b_estimen. Losungen von linearen Programmen
max cT;,<A'x £b' (mit "guten" Systemen A'x S b') liefern vielfach be-
reits Opt?mallﬁsungen oder sehr gute Schranken fiir die betrachteten koibina~

torischen Probleme.



Zundchst noch einige Definitionen. Ist P € ®" ein Polyeder, damn heiBt
eine Ungleichung ax £ a giiltig (bezliglich P), falls Pc< {x € ® |ax s
Ist ax S a giltig, dann ist die Menge F:= {x]| ax = a} N P eine Seiten-
fliehe von P. 1st F # @ eine Seitenfléiche von P wund gilt dim F =

dim P-1, dann heit F Facetlte von P.' (Fiir eine Menge S < R" ist dim

ol.

s

die maximale Anzahl in S enthaltener affin unabhingiger Punkte minus eins.)

Die affine Hiille von P , Bezeichrung aff(P), ist der von den Punkten in
P aufgespannte affine Teilraum von R". Ein Gleichungssystem Dx = d mit

der Eigenschaft

aff(P) = {x| px = d}

heiBt minimal (beziiglich P), falls die Zeilen von D 1linear unabhingig sind.

Will man ein Polytop P (gegeben in der Form (3.2)) duxch ein System von

Gleichungen und Ungleichungen beschreiben, so soll dieses System miglichst

nicht redundant sein, d. h. es soll keine Gleichungen oder Ungleichungen ent-~

halten, die weggelassen werdenm kinnen, ohne die Ldsungsmenge zu verindern.

(3.6) Satz. Sei # #Pc K ein Polyeder. Ein nicht redundantea System
von Gleichungen und Ungleichungen zur Beschreibung von P erhilt man
wie folgt.

(a) . Man bestimme ein minimales Gleichungesystem Dx = d filr P
{(diceee ist leer, falle dim P = n). '

(b} Filr jede Facette F von P beetwme man genau eine galttge
Unglezchung ar $a mit F= {:cl za}l np ﬂ

Fiir Polytope Prs die zu kombinato;ischen Optimierungsproblemen gehbren, .
ist es normalerweise einfach,ein minimales Gleichungssystem zu finden
(siehe Abschnitt 4). Erheblich schwieriger ist die vollstindige Charakteri-~
sierung aller Facetten von P; durch Ungleichumgen.

Fiir fast alle Problema, die in polynmualer Zeit peldst werden kﬁnnen, ist

eine vollstdndige (und hiufig auch nicht redundante) Beschrelbung der znpge-
hirigen Polytope bekannt. Beispiele hierfiir sind:

- das Matching-Polytop (Edmonds (1965)),
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~ das kapazitierte b-Matching-Polytop (Edmonds & Johnson (197C),
Cook & Pulleyblank (1984)), '

- das Matroid-Polytop (Edmends (1971)) (ein Spezialfall hiervonm ist
die konvexe Hiille aller Inzidenzvektoren von Wildern in Graphen).

Eine lange Liste fast aller bekannten Resultate dieser Art findet sich im

Gritschel, Lovasz & Schrijver (1985).

Dagegen ist kein NP-schwieriges kombinatorisches Optimierungsproblem be-
kannt, so daB fiir die Klasse der zugehSrigen Polytope eine vollistdndige Be-
schreibung gefunden worden wire. Aus komplexitHtstheoretischen Griinden
kbnnen Resultate dieser Art auch nicht erwartet werden, siehe Papadimitriou
(1984). '

Noch eine wichtige Bemerkung! Man konunte glanben, da8 einfache Probleme
(polynomial 18sbare) auch eine einfache polyedrische Beschreibumg habenm.
Dies stimmt im Hinblick auf die Anzahl der zur Beschreibung von Py mnot-
wendigen Ungleichungen nicht. Diese ist i. a. exponentiell imn IEI_. Be-
trachten wir z. B. die konvexe Hiille aller Inzidenzvektoren von Wildern
(das sind Kantermengen, die keine Kreise enthalten) des vollstdndigen
Graphen K = [V,E ], d. h. ' '

3.7 P(K ) ={conv )(F € ]RE“ | F e E, Waldl ,

dann ist durch das folgende System von Ungleichungen eine minimale nicht-
redundante Beschreibung von P(Kn) gegehen

-

x(B(W) S INl -1 firalle WV, W22,
(3.8) ,
x 20 fir alle e €E_ .
e n

Hierbei ist E(W) = {ij € En.l’i,j € W}. Die Anzahl der Ungleichnngen des
obigen Systems (3.8) betrigt 'Zn + (g) -n-1.

- Ist allerdings ein kombinatorisches Optimierungsproblem polynomial 13sber,
so knnen éuch sehf viele polyede'rtheoretische‘Fi:agen beziiglich der zugéj
hirigen Klasée von Polyedern in polynomialer Zeit geldst werden, sieche
Gr8tsche'1, Lovésa & Schrijver (1985). Beispiele hierfiir sind:



(3.9)

(3.10)-

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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Cegeben y € QE, entscheide, ob y € PI und falls dies nicht der
Fall ist, finde eimen Vektor c¢ € IRE (eine Schnittebene) mit

cTy >efx vaxe P, . (Dies ist das sogenannte Separierungsproblem).

Gegeben y € PI , bestimme Ecken X seesrX,  VOR PI » k £ ntl, so

daB y Konvexkombination dieser Ecken ist,

Cegeben y € PI » bestimme die Seitenfldche kleinster Dimension von

PI , die y enthilt,
Gegeben zwei Ecken von PI » entscheide, ob diese benachbart sind.
Gegeben eine gultlge Ungleichung ch sy fir PI . Finde Facetten

lx s a,,...,akx s a s k £n von PI s und rationale Zahlen
Aygeensh so daB
'! ] k !

k . k
c= I A, 1% aud Y 2 I A.a; .
. i
i=1 i=1

Mit anderen Worten: Auch apt1ma1e Lsungen des zu max ch, x € PI

dualen linesgren Programms konnen in polynomialer Zeit gefunden werden,



4. Einige Beispiele kombinatorischer Polyeder

Wir haben bereits gesehen, daB der Polytop P(Kn) der Wilder (3.7) des
vollstindigen Graphen K, durch das Ungleichungssystem (3.8) beschrieben
werden. kann. Derartige Resultate sind fiir dia drei im Abschmitt 2 vorge-
stellten Probleme nicht bekannt. Diese drei Probleme sind NP-vollstdndig,
und es wird wohl niemals mBglich sein, Systeme von Glaichungen und Un-
gleichungen anzugeben, die die zugehdrigen Polytope vollstdndig in der
Form (3.1) beschreibemn. Dennoch gibt es beziiglich dieser Probleme einige
interessante polyedertheoretische Resultate, die im nachfolgenden darge-
stellt werden und die zur Entwicklung relativ effizienter Algorithmen ge-
fiihrt haben.

4.1 Travelling Salesman Polytope

Einen unfangreichen Uberblick @iber derzeit alle ‘zum Travelling Salesmaa
Problem bekannten polyederthecretischen Resultate gibt der Aufsatz
Grdtschel & Padberg (1983). Wir wollen uns hier anf das symmetrische TSP

beschrinken und nor einige der interessemntesten Resultate zitierem.

Sei Kh - [V,Eﬁ], n 2 3, éin vollstindiger Graph, denn iat das T}avelling
Salesman Polytop Qg die konvexe Hiillle eller Inzidenzvektoren von hamil-

tonschen Kreisen (Tourem) in Kh', d. h.
n T Eﬁ N L, .

(4.1) Qp = conviy ER®| Tc E_ hamiltonzcher Kreis} .

Offensichtlich erfillem allé Punkte in Q; die Ungleichungen

- .

4.2) 0's x, $1 firalle e€E_. .

Jeder Knoten wird von jeder Rundreise genan einmal durchlaufen, d. h. genau.

: zu#i Kanten jeder Tonr sind inzident mit jedeﬁ'Kndten ens Kn; Algebraisch

138t sich diese Bedingung dnrch das folgende Gleichungssystem formulieren:
(4.3) x(§(v)) = 2 flirelle vEV,
wobei &6(v) = {vi EfEnl i € W{v}}. Das Gleichungssystem.(4.3) ist minimal -

besiiglich Q; » d. h. die L8sungsmange von (4.3) ist gieich eff(qg), und
die n Gleichungen sind lineer unabhingig, Deraus félgt

L TUE LU
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dim q¥ = {E} - V] .

Die Ecken des Polytops, das durch (4.2) und (4.3) bestimmt ist, sind ent-
weder Inzidenzvektoren von Touren, Inzidenzvektoren von disjunkten Kreisen,
wobei jeder Knoten des K auf genau einem Kreis liegt (solche Kantenmengen

heiBen 2-Matchings) oder Vektoren x, deren Komponenten die Werte

Sh ¢ s A ek B koot B

x, € {0,1;%} annehmen, wobei die denge der Kanten e €E_, die zu Kompo-
nenten X = % gehdren, aus disjunkten Kreisen ungerader Linge besteht.
Bild 4.1 zeigt im Falle n =6 ir (a), (b) und (c) diese drei Mdglichkeiten.

..

< D {

(a) Tour - . . (b) 2-Matching, das {c) gebrochene Lisung -
: keine Tour ist .

Bild 4.1

Die pgewellten Linien in 4.1 (c) entsprechen Kanten e € E6 , deren zuge-~
horige Komponenten den Wert %- haben, gerade Linien in (a), (b), (c) ent—
sprechen dem Wert 1.

Ist TCE eine Tour und W g V , so gilt offensichtlich T N E{W) £
lW}l - 1, d. h. Touren enthalten keine "kurzen" Kreise. Dies kdnnen wir

algebraisch durch die sogenannten

(4.4) Kuraazyklus-Uagleichungen
x(B(W)) s Iwl ~ 1 fiir alle WSV, W#V
ausdriicken. Es ist unmittelbar einsichtig, daB jeder Inzidenzvektor eines

2-Matchings, das keine Tour ist, eine der Ungleichungen (4.4) verletzt.

Daraus folgt:

E .
(4.5) Q) = convix € R ™| x erfullt (4.2), (4.3), (4.4) und

x ist ganzzahlig} .




- '§7 -

Wir kinnen somit das Travelling Salesman Problem als ganzzahliges lineares

Programm formulieren

(4.6) min ch
x erfiillt (4.2), (4.3),- (4.4),
x ganzzahlig . '

Jede Ldsung von (4.6) ist der Inzidenzvektor einer Tour und umgekehrt.

Das durch (4.2), (4.3) und (4.4) definierte Polytop hat jedoch noch ge-
brochene Ecken. Z. B. ist der zu Bild 4.1 (c) gehdrige Vektor eine solcha
gebrochene Ecke. Edmonds (1965) hat eine Klasse von Ungleichungen angegeben.,

die alle gebrochenen Bcken dieser Art eliminiert.

(4.7) 2-Matching Ungleichungen

. &
<(BEM) + I x(E(T,)) $ Inl -iz*l fir alle W, TipeeesT, SV
j=t

so da@ [H N To= 1, drpal = 1, o= 1,...,8
und & ungerade .
Edmonds konnte zeigen:

{4.8) Satz. Die Ecken des durch (4.2), (4.3) und (4.7) definierten Poly-
eders gind ganzzahlig, und mwar sind sie genau die Inzidenzvektorven
der 2-Matchings des K .

_Fiigt man jedoch die Ungleichﬁngen (4.4) zu (4.2), (4.3), (4.7) hinzn, so

werden neue gebrochene Ecken erzeugt. Um diese abzuschneiden wurden neue

Klassen von Ungleichungen durch Verallgemeinerung der Ungleichungen (4.7) Sox
abgeleitet. Chvital (1973) betrachtete zundchst sogendnnte Kannrﬂhgle1chungen,
diese wurden von Gr8tschel & Padbexg (1979) weiteremtwickelt und schlies-

lich durch Gr8tschel & Pulleyblank (1981) in eine - in einem prizisierbaren
Sinne - allgémeinste Form gebracht. Wir erinnern daran, da8 eine Clique

in zinem Graphen eine maximale Knotenmenge W ist, so da8 je zwe1 'Knoten

aus W benachbart sind.

(4.9) Definition. Ein Cliquenbaum ist ein susammenhingender Untergraph
C des K der aus Cliquen besteht, die die folgenden Eigenschaften
haben. |




(1)

(2)
(3)

(4)

(3)

(6)
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Die Cliquen bestehen aue zwei Mengen, den Griffen

#,, -l und den Zinken TopenesTy -
Tiﬂ.’i’j=¢,1§£<j$s.
Hi'nHj=ﬂ,1$i<er.
r
2Pl sn-2 und IT~ VU HQ1 21 j=1,...,8.
J J 1:=1 7 IJ » »

Jeder Griff hat einen nichtleeren Durchschmitt mit einer
ungeraden Anaahl von mindestens drei Zinken.

Falle TJ. NH.#7¢, dmn ist C\(TJ. NH.) unausammen—
hiingend. [

Bild 4.2 zeigt einen Cliquenbaum mit vier Griffen und elf Zinken.

Bild 4.2

(4.10) Satz., Filr jeden Cliquenbaum . C des K gegeben durch die Griffe
HysesrsB, und die Zinken T,,...,T, definiert die Cliquenbaum—
Ungleichung '

r

r 8 )
(G T oe(B(A)) + T S(E(T)) S T o)+ Xzl - 5L

1=1

2

8

J=1 © g=1 =1 2

eine Facette von Q;. . (Bierbeti ist tj die Anzahl der Griffe,
die mit der Zinke Tj einen nichtleeren Durchsclmitt haben.)

1
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Gilt fiir zwei Knoten u,v eines Cliqueubaums {u,v} < TJ nH, , so ist
der Koeffizient der Variablen x , auf der linken Seite von (4 1) zw=i.
Die Koeffizienten von Cliquenbeumungleichungen heben also Werte in
{0,1,2} .

Es ist nicht schwierig zu sehen, da8 die Ungleichungen (4.7) und. (4.4)
Spezialfdlle von (4.11) sind. Es sind noch einige andere Klessen von Un-
gleichungen bekannt, die Fecetten von Q; definieren. Aus Pletzgriinden

kinnen wir hier jedoch dareuf nicht eingehen.

4.2 Des Polytop der Schmnitte einez Grephen

Ist 6 = (V,E) ein Graph, so bezeichnen wir den durch W < V gegebenen
Schnitt mit &8(W), d. h.

8(w) = (i €E|i€w, j €.

-Der Schnittpolytop CUT(G) ist somit definiert durch

s(w)

cm'(c)-= conv{x € B | wev),

d. h. ein Max—Cut~Problem euf G kann man {iber daz lineere Programm
max ch, x € CUT(G) 13sen.

Studien zum Schrittpolytop und dem damit eng verwandten Polytop der bi-

parntan Te:.lgraphen von G sind in Barahona & Hahjoub (1983) und

) Barehona, Grﬁtschel. & Hah_joub {1983) durchgefiihrt worden. Unter anderem
konnte folgendes gezeigt werden. o

K

{(4.12) Satz. (Barahona & Mshjoub (1953)). Sel G = (V,E) ~ein Graph.

(a) Die folgenden Ungleichungen sind giiltig bezuiglich CUT(G):
4.13) 0s x, 21 far alle e € E,

(4.14) x(F) - x(C~F) S |F} ~ 1 Jir alle Kreiee ¢ cE und alle
T : 'FCC IFl  ungerade ,

 (4.15) z(BE(W)) s [%le]lémj fur alle WcV, m 23,

(4.16)  =(F) s 2p fir alle Fahrrad p-Rddér Fc E ,
' p 2 3 und ungerade .

S, ————



(b)

(4.13")

(4.14")

(4.15")

(4.16)
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Ferner gilt:

Die beiden Ungleichungen 0 % x, £ 1 aus (4.13) definieren
Facetten von CUT(G) genau dann, wenn e tin keinem Kreis
der Linge drei enthalten ist.

Eine Ungleichung (4.14) definiert eine Facette von CUT(G)
genau dann, wenn der Kreis C Kkeine Diagonale enthdlt.

Eine Ungleichung (4.15) definiert eine Facette von CUT(G) ge-
nau dann, wenn (Wl wungerade ist.

Alle Ungleichungen (4.18) definieren Facetten von CUT(G).

Ein Fahrrad p-Rad (bicycle p-wheel) F € E ist dabei eine Kantenmenge, die

eus einem Kreis der Linge p besteht, eus den Kanten, die von zwei weiteren

Knoten u,v 2zu allen Knoten des Kreiges filhren, und aus der Kante wuv. In

Bild 4.3 ist ein Fahrrad 5-Rad gezeichnet.

Bild 4.3

Ferner sind mehrere relativ allgemeine Verfebren bekannt, mit denen man

weitere Facetten aus den in Setz (4.12) angegebenen konstruieren kann.

Eine besonders interessante Beobachtung ist die folgende

(4.17) Satz. Sei G = (V,E} ein Graph. Dann gilt

CUT(6) = lz € B | % erfiullt (4.13) und (4.14)}
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genau dann, wenn G nicht zum volletdndigen Graphen K, kontra-
hierbar ist. '

Jedem Polytop P kann man einen Graphen G(P), das Skelett von P, wie
folgt zuordnen. Die Ecken des Polytops P sind die Knoten von G(P), und
zwei Knoten von G(P) sind adjazent, falls sie auf P durch aine Rante
verbunden sind. Der Abstand dist(u,v) sgweier Knmoten u,v eines zusamzea-
héngenden Graphen ist die Linge des kiirzesten Wages von u nach v. Deor
Diameter eines Graphen ist das Maximum aller Abstinde dist(u,v), und der
Diameter eines Polytopes ist der Diameter seines Skeletts.

Fiir den Diameter von CUT(G) sind scharfe obere und untere Schranken be-
kannt. Verbliiffend ist das folgende Resnltat

(4.18) Satz. Der Diameter von C’UT{Kn} igt eins.

0

Dies bedeutet, daB jede Ecke v;en CUT(Kn} mit jeder anderen Ecke be~
nachbart ist. Insbesondere folgt daraus, daB man bei der Losung aines li-
nearen Prbgréuns max ch, x € CDT(K ) von jeder Startecke im Prinzip in
einem Schritt des s:unplexalgont}ms zur Optimalecke gelangen kann. Man

weiB allerdings nicht wie !

4,3 Das zum Linear Ordering Problem gehdrige Polytop

‘Ein Turnier-in einem vollst3ndigen Digraphen l)n = (V,A) ist eine Bogen-
menge T € An s 80 daB je zwei Knoten 1i,j € V durch genau einen Bogen
verbnnden sind. Ein Turniar heiBt azyklisch, falls as keinen gerichteten
Kreis emthiilt. Mit diesen Bezeichnungen kann man das Linear Ordering
Problem folgendermaBen formulieran: . " -

Finde in b, ein asyklisches Turnier maximalen Gewichtes.

Das zum Linear Ordering Problem gahbrende Polytop P:O kann somit wie

folgt definiert werden:
vP:0:= co'nv{xT € RA“] TS A azyklischez Turniar} .
Linear Ordering Probleme kdnmen also mit Hilfe des linearen Programms

-max c x s X € P:O

geldst werden.
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In Grétschel, Jiinger & Reinelt (1982) wurde u. a. folgendes gezeigt.
(4.19) Satz. Sei o = (V,An) etn vollstdndiger Digraph, n 2 2. Dann
grlt:

{a) Das Gleichungssystem

= iir all . s € . F .
(4.20) Iij + mji 1  fir clle 1,5 €V, 2 # ]

ist ein minimales Gleichungssystem bezilglich PnLO . (Davaus folgt
dim P}, = (,).)

(b} Die Ungleichungen

(4.21) 0

tIA

w81 (L) €4

definieren Facetten von PZO « Dabei definieren jedoch die beiden

Ungleichungen Tsg £1 und zﬁz 0 Jjeweils ein und dieselbe Facette.
(¢) Fir jeden gerichteten Kveis C €4, dist die Ungleichung
(4.22) =(C) 5 11 = 1

giiltig beziiglich in . dJedoch definieren lediglich die au Kreisen
der Linge drei gehdrigen Ungleichungen Facetten von PnLO

(d) Es eeien k23 und n2 2k, U= {ul,...,uk} W= {wz,...,wk}
vnw=9¢. DwBogenmenge

= {(ui,wi)l is= 1.,...,k} ] {(wi,ujjl L E Fy 235 = 1,00,k

heiBt k-Zaun (siche Bild 4.4 (a)). Fiir alle k-Zdune F A .
definiert die Ungleichung . . ;

(4.23) 2(P) SH -~k +1

eine Facettg von P"LO . . “
Es sind noch weitere Facetten von on bekannt, etwa solche die von
Mobiusleitern (siehe Bild 4.4 (b)), k~Ridern und enderen Digraphen abge-
leitet sind. Die Definitiomen der zugeh6r1gen Ungleichungen sind Jedoch

relchhch kompliziert. Wir verweisen hierzu anf Reinelt (1984)
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i 2 3
¥ ¥ Y3
{a) 3-Zaun (b) Mébiusleiter

Bild 4.4

Auch P:o hat einen iiberraschend kleinen Diameter. Young (1978) konnte

zeigen,

(4.24) Satz. Der Diameter von FP,, ist awei fir n 2 2.



5. Schnittebenenverfahren

Gegeben sei ein System von Ungleichungen in n Variablen

A

(z.1) aix o, i=1,...,m

1

mit a; € ", a, € Q. Mit £, woilea wir die Inputlinge der i-ten Un-
gleichung bezeichnen, d. h. die Anzahl der Speicherplitze, die notwendig
sind, um den Vszkror a, und die Zaal a, binir darzustellen. Es sei
L= max{£i| is= 15..:,§}. Mi; Hilfe der Ellipsoidmethode kann man zeigen,
da8 lineare Programme max c x, x erfiillt (5.1) genau dann in einer Amn-
zahl von Rechenschritten geldst werden konnen, die polynomial in L und

der Inputlinge von ¢ ist, falls das

"(5.2) Separierungsproblem. Gegeben y € @n, entscheide, ob y (5.1)
erfillt und falls nicht, finde eine Ungleichung, die y verletst.

in einer Zeit geldst werden kann, die polynomial in L und der Inpntlinge
"von y ist, siehe Grétschel, Lovasz & Schrijver (1981). Man beachte hier-
* bei, daB 1 unabhingig von der Anzahl der Ungleichungen ist! In-der Tat

kSnnen - bei geeigneter Modifikation der Problemstellung - sogar unendlich

viele Nebenbedingungen zugelassen werden.

Wie wir gesehen bzw. angedeutet haben, entstehen bei der polyedrischen For-
mulierung von kombinatorischen Optimierungsproblemen (E,I,c) fast immer
lineare Programme mit einer Anzahl von Nebenbedingungen, die exponentiell
in der Variablenzahl |E| ist. Das oben zitierte Resultat zeigt jedoch,
dag die Anzahl der Ungleichung nicht wichtig ist, wenn man nur in der Lage

ist, alle Ungleichungen.in polynomialer Zeit (in L) zu fiberpriifen.

Ist (E,l,e) in polynomialer Zeit lésbar, so folgt aus dem obigen Resultat
insbesondere, daB das Separierungsproblem beziiglich des zugehSrigen Poly-
eders P in polynomialer Zeit geldst werden kann. Fiir NP-vollstindige
kombinatorische Optimierungsprobleme ist das natiirlich nicht zn erwarten
(andernfalls hitte man P = NP gezeigt). Von auBerordentlicher praktischer
Bedeutnng ist jedoch die Tatsache, da8 es hdufig auch bei Polytopen, die zu
NP-vollstindipen Problemen gehéren, Klassen von facetten-definierenden Un-
gleichungen gibt, fiir die das Separierungsproblem in polynomialer Zeit ge-
15st werden kann. Diese Ungleichungen kann man dann in Schnittebenenver-

fahren verwenden.
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Priuzipiell geht man hierbei wie felgt vor.

Zundchet wird die Ellipscidmethode durch das Simplexverfehren ersetz.. ..

Ellipscidmethode garentiert zwar theoretieck eine polyusiiale Laufzeit. .-.

aber praktisch (derzeit noch) sehr ineffizient und wumerisch iastabil. -
Simplexalgorithmus hat dagegen ein empirisch hervoriagenuas Luzufzeitve -

halten.

Ist nun ein kombinstorisches Optimierungsprcblem (E.1,c) gegeben; uad .ci

Py = ccnv{xI € lggl I € I} , sc betrachtet man das limeave Frogramm
T
(5.3) max ¢ x, X € Py .

Man versucht PI jin der Form (3.1) darzustellen. Nehmen wir an, es werdien

Ungleichnngssysteme Ui""’uk gefunden, so das gilt

(5.4) P, c{x€ B | xerfillt Uy,....0} und

k

(5.5) P, = convix € ]fg] x erfiillt u, und x ganzzahlig) .

Man beginnt mit dem linearen Programmn

(5.6) . max c’x ,» X erfiillt U;.
(Ist u, zu grof, um alle Ungleichungen aus U1 explizit aufzuschreibern,
wdhlt man natiirlich zuniichst ein Teilsystem U; c U‘I aus.) Der Simplex—

algorithmus liefert eine optimale LSsung x* von (5.6). Ist =x* ganz-
zahlig, sc hat man wegen (5.5) eine optimale L&sung von (5.3) gefunden,

also das kombinatorische Optimierungsproblem gelﬁst.

Ist x* gebrochen, so ruft man die Separierungsaléérithmen bezﬁglich-dér
Ungleichungssysteme UZ""’Uk aﬁf.AHird eine:(oder mehrere) verletzte
Ungleichung gefunden, so fiigt man sie als neue Restriktion zum gegen—
wirtigen LP hinzu, 18st das neue LP und fihrt aui diese Weise weiter

fort.

Allgemeine Strategieregeln zur Auswahl der Ungleichurngssysteme, die tibe~

priift werden, und die Anzahl der Ungleichungen; die ia jedem Scariti niuze -

gefiigt werden sollen, lassen sich micht angeben. Es scheirt so, daf men

bei jedem Problem spezielle empirische Erfahrungen hieriiber sammeln uac

-
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suswerten muB. Aufierdem hat es sich gezeigt, daB die Anwendung von Heuri-
stiken zur Schnittebenenerkennung (statt — falls vorhanden - exakter Se-
parationsverfanren, die z. T. techt hohe — jedoch polynomiale - Laufzeiten
haben) sinnvcii ist unud zu erhebiichen praktischen Laufzeitverbesserungen

£iihre.,

Bas oben beschriebene Verfakren eidat entweder mit einer optimalen Ldsung

von (5.3) oder mit einer gebrochenen optimalen Losung des gegenwdrtigen
linearen Propcaame, fiir die in den Ungleichungssystemen UI""’Uk keine
Schnittebene gefunden werden kana. In diesem Falle gibt man entweder mit
einer (i. a. sehr guten)-.oberen Schranke fiir den Wert von (5.3) auf oder
beginnt eine Branch & Beund Phase. Wie dies zu machen ist, ist offensichtlichy
allerdings i. a. recht mithsam und aur mit viel Arbeitsaufwand und empiri~ -
schen Rechenvergleichen zu implementieren.

Ist das System von Ungleichuigea U,,...,U, vollstindig beziiglich P, ,

so endet dieses Schnittebemenverfahren immer mit einer ganzzahligen L&~

sung. So kdmnten wir mit dieser verfahren z. B.=pinen maximalen Wald in

einem volistindigen Grephen (wihle Uﬁgleichuﬁgsgystem {(3.8)), ein maxi-~

males 2-Matching (wihle (4.2), (4.3) und (4:73§}§iehe (4.8)) und einen
maximalen Schnitt in einem Graphen, der nichtizu Ky kontrahierbar ist,
(wihle (4.13), (4.14), siehe (4.17)) bestimmen, ohne in die Branch & Bound
Phase eiatreten zu nmfissen. Empirisch het es sich gezeipt, daBbei manchen
NP-vollstindigen Problemen am Ende der Schnittebeneaphase seht haufig ganz—
zahlige L8sungen (und damit Optimall&sungen fir (5.3)) auftreten, siche

Z. B. Grotschel, Jiinger & Reipnelt (1983a), Barahona & Maccioni (3982), Beim
Travelling Salesman Problem hingegen tritt eine solche Situation wesentlich

seltener ein, siehe €rowder & Padherg (1980).

Fiir die in Abschaitt 4 besprochenen Probleme liegen die folgenden Er~

fahrungen in Bezug auf Schnittebenenverfehren vor.

5,1 Bas Travelling Salesman Problem

Bezﬁglich dieses Problems wurden die ersten sehr erfolgreichen Schnitt-
ebenenverfahren der oben beschriebenen Art entwickelt, siehe hierzu
GrStschel (1980), Hong & Padberg (1980) und Crowder & Padberg (1980).
Einen Uberblick liber Schnittebenenverfahren fiir das TSP und die dabei

auftretenden Probleme gibt Padberg & Grotschel (1983).
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Man beginnt mit den Ungleichungen {4.2) und dem Gleichungssystem (4.3).

Die Kurzzyklusungleichungen (4.4) und die Z—Eatching—Ungleichungen 4.7
sind in polynomialer Zeit iiberpriifbar mit NetzwerkfluSmethoder. Die drei
obea genannten Studien benutzen hierzu jedoch Heuristiken. Deanoch konnten
fravelling Salesman Probleme mit bis zu 318 StHdten in verniinftigen Rechen-
zeiten gel¥st werden. Bild 5.1 zeigt dieses bisher gréfite iravelling Sales-

man ?roblem. Es handelt sich wiederum um ein Bohrproblem. siahe Abschnitt 2.1.

28134
23634
3134
2063.4
18124
1563 4
1134
10534

[ X}

5630

e

&30
- 5000

Bild 5.1

Gegenwiirtig wird von O. Holland und dem Autor ein Schnittebenenverfahren
entwickelt, das die Erfiillung aller Ungleichungen (4.4) und (4.7) garancierc.

Wir zeigen kurz wie man die Kurzzyklusheﬂingungen'(4.4) in polynomialer Zeit
{iberpriifen kann., Sei x* die optimale LGsung des létzten LP. Wir definieren
den Graphen Gln (V,E¥) =it E*:= {ij € Enl xij > 0}. Die Kanten ij € E*
-erhalten die Kapazitit xij . Mit dem MaximalfluBfi~Algorithmus von Ford und
Fulkerson (oder -einer Variante digses Algorithmus) bestimmt man einen Schmitc:
8(W*) in G minimaler Rapazitdt x*{3(W*)). Gilt x*(8(Ww*)) 2 2, so sind
alle Kurzzyklushedingungen erfiillt, andernfalls — wie men leicht ans-

rechnet —-ist die Ungleichung x(E(WX)) S W] ~ 1 durch x¥ veflétzt und.
kann als Schnittebene hinzugefiigt werden. Ob es einen polynomialen Sepa-
rierungsalgorithmus fiir die Klasse der Cliquenbaum-Ungleichungen (4.11)

gibt, ist derzeit unbekannt. Selbst der Spezialfall der Kammungleichungen



{Cliquenbidume mit genau einem Griff} ist ungeldst. Ein schneller Sepa-
rierungsalgorithmus fiir (4.11) wiirde sicherlich die vorhandenen Schnitt-

ebenenverfahren fiir das TSP erhebiich beschleunigen.

Bemerkenswert ist, daB beim TSP in der Schnittebenenerkemmungsphase i, a.
nur recht wenige Schnitte gefunden werden. Hier hat man also aicht das
Problem eine “geeignete" Menge vcn Schnittebenen auswihlen zu miissen. Man

fligt ganz einfach alle gefundensn Ungleichungen zum gegenwdrtigen LP hinzu.

5.2 Das Max-Cut Problem

Die Schnittebenenstudien hierzu sind noch nicht allzu umfangreich, Eine
erste Implementation basierend auf Schnittebenenmerkennungsheuristiken
wurde in Barahona & Maccioni (1982) vorgenommen. Hier konnten Max-Cut
Probleme auf Graphen mit 150 Knoten und 600 Kanten gelist werden. Gegan-
wirtig wird in Augsburg ein Verfahren konzipiert, das einen exakten Se-

parierungsalgorithkmus fiir die Ungleichungen (4.14) enthilt.
Zur Losung eines Problems
T
max ¢ x , x € CUT(G)

startet man mit den trivialen Ungleichungen (4.13). bie (exponentiell
vielen) Kreisungleichungen (4.14) kBunen dadurch in polynomialer Zeit
iberpriift werden, daB das Separierungsprohlem fiir (4.14) in ein kombi-
natorisches Optimierungsproblem umformuliert werden kann, das durch
Anwendung eines Algorithmus zur Bestimmung kiirzester Wege geldst weden
kann. (Verwendet man diesen Separierungsalgorithmus zusammen mit der
Ellipsoidmethode, so folgt aus Satz (4.17), daB Max~-Cut Probleme auf
Graphen, die nicht zu K5 kontrahierbar sind, in polynomialer Zeit ge~-
18st werden konnen, siehe Barahona (1983).) Auch das Separierungsproblem
fiir die Fahrrad p-Rd#der Ungleichungen kann mit Hilfe von Kirzeste-Wege~
Methoden in polynomialer Zeit geldst werden, siehe Gerards (1984). Ob
-die Cliquenungleichunéen’(4.15) in polynomialer Zeit {iberpriift werden
kdnnen, ist derzeit nicht bekannt. Weitere offene Fragen in dieser Hinsicht

sind in Barahona, Grdtschel & Mahjoub (1983) zu finden.

5.3 Das Linear Ordering Problem

Fiir dieses Problem wurde in Grdtschel, Jiinger & Reinelt (1983) ein Schnitt-

ebenenalgorithmus entwickelt, der speziell zur Lésung von Triangnlations-
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problemen in der Input-Output Analyse gedacht war. Die meisten empirisch
erhobenen Input-Qutput Tabellen haben Zeilen- und Spaltenzahlen n, die
zwischen 40 und 60 liegen. Da das Triangulatiomsproblem von etheblicher
praktischer Bedeutung ist, wurden in der Vergangenheit eine Vielzahl von
Vecrfahren zur L8sung von Problemen dieser GrdBenordnung worgeschlagen.
Jedoch ist es erstmals mit einem Schnittebenenverfahren gelungen, in
diese Dimensionen vorzustoBen, und zwar wurden in Grdtschel, Jiinger

& Reinelt (1983b) alle den Autoren zuginglichen Input—Output Matrizen

innerhalb akzeptabler Rechenzeiten trianguliert.

Bei diesem Problem kann man aufgrund der Gleichungen (4.20) die Variablen-
zahl halbieren und beginnt die LP~Phase mit den trivialen Ungleichungen
(4.21). Da alle Kreisungleichungen (4.22) redundant sind auBer den Drei-
erkreisungleichungen, werden nur die Kreise der Liange drei durch Enumera-
tion i{iberpriift. Dies geschieht in 0(n3) Schritten. Bei den Rechenexperi-
menten in Grdtschel, Jiinger & Reinelt (19832), Reinelt (1984) wurde empi-
risch beobachtet, daR bei den ersten zwei bis drei Schnittebénenerken—
nungsphasen (Enumeration der Dreiecksungleichungen) bereits im Bereich

40 £ n = 60 einige Tausend verletzte Ungleichungen entdeckt werden kdnmen.
Die Hinzufiigung aller verletzten Ungleichungen wﬂrde sehr bald zn nicht
mehr handhabbaren linearen Programmen fiihren. In Reinelt (1984) sind
mehrere Strategien zur Reduzierung der LP-GrSBe in einem solchen Fall

beschrieben worden.

Fiir die k-Zaun-Ungleichungen (4.23), MSbiusleiter-Ungleichungen etc.
sind keine polynomialen Separatiomsalgorithmen bekannt. Hierfiir wurden

Heuristiken entwickelt, die in Reinelt (1984) diskutiert werden.
Erstaunlich ist bei diesem Problem, dag die.optiméie LP-L8sung in den
untersuchten rund 100 realen Problemen fast immefigénzzahlig war; also

80 gut wie nie die Branch & Bound Phase aufgerufen werden muBte.

5.4 Matching,Probleme

Den Schnittebenenansatz kann men -natiirlich auch auf kombinatorische
Optimierungsprobleuwe anwendén, fiir die gute kombinatorische Optimierungs-—
algorithmen existieren. A priori erscheint es natiirlich unsinnig, der-
artige Probleme mit Verfahren anzugehen, die potentiell eine exponentielie

Laufzeit haben konnen.
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In Grdtschel & Holland (1984) wurde dies fiir das Matching Problem (finde

in einem gerichteten Graphen G ein perfektes Matching minimalen Ge-
wichts) versucht. Das erstaunliche Resultat dieser Rechenstudie ist, daB
das in diesem Paper entworfene Schrittebenenverfahren etwa genau so schnell
.ist wie das derzeitig beste kombinatorische Verfahrem zur Ldsung von

Matching Problemen.

Hier zeigt sich also, daB dieser Ansatz auch bei "gutartigen" Problemen er-
folgreich sein kam. Dies ist insofern von Bedeutung als viele kombinato-
rische Probleme (wie z. B. das Matching Problem) selten in ihrer “reinen"
Form in der Praxis au%freten. H3ufig treten Nebenbedingungen auf, die bei
einem LP-Ansatz (mit-anschlieBender Branch & Bound Phase) berﬁcksicﬁtigt
werden kdnnen, die aber im Ralmen eines kombinatorischen Algorithmus nicht

behandelt werden kinmen.
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