{85) W. R. Pulleyblank: Progress in Combinatorial Optimization, Academic Press,
Toronto-New York-London 1984.

{86] G. C. Robinson, D. J. A. Welsh: The computational complexity of matroid pro-
perties, Math. Proc. Cambridge Phil. Society 87 (1980) 29-45.

2.7.2 Fortschritte in der polyedrischen Kombinatorik

von Martin Grétschel

1. Einleitung

Die polyedrische Kombinatorik beschiftigt sich mit der Anwendung von Sitzen und
Algorithmen der linearen Algebra, der Polyedertheorie und der linearen Program-
mierung auf kombinatorische Probleme und hier insbesondere auf Probleme der
kombinatorischen Optimierung.

Erste wichtige Resultate — abgesehen von einigen frithen Vorliufern — fin-
den sich in den fiinfziger Jahren. Sie wurden hauptsichlich durch die Entwicklung
des Simplexalgorithmus motiviert. Meilensteine in der Geschichte der polyedri-
schen Kombinatorik sind die Arbeiten von Edmonds [1, 2] zum Matching-Problem.
Basjerend auf den von Edmonds entwickelten Ideen setzte zu Beginn der siebazi-
ger Jahre eine stiirmische Entwicklung dieses Gebietes ein, die bis heute andau-
ert. Zunichst konzentrierten sich die Arbeiten auf Probleme, die polynomial 15sbar
sind. Es wurden vollstindige Beschreibungen von Polyedern angegeben, die derax-
tigen Problemen auf natiirliche Weise zugeordnet werden kénnen, und gleichzeitig
— unter Ausnutzung der polyedrischen Resultate — wurden polynomiale Algo-
rithmen zur Losung dieser Probleme entworfen. Heute stehen wesentlich stirker
N P—vollstéindige Probleme im Vordergrund, die besonders praxisrelevant sind. In
den letzten vier Jahren sind eine Vielzahl von Schnittebenenalgorithmen entwik-
kelt worden, die auf dem konzeptionellen Rahmen der Ellipsoidmethode beruhen,
jedoch den Simplexalgorithmus verwenden und polyedertheoretische Resultate ex-
tensiv ausnutzen. Diese Schnittebenenverfahren haben sich als auBerordentlich er-
folgreich bei der Losung praktischer Probleme erwiesen und scheinen (zumindest
zur Zeit) allen anderen Anséitzen fiberlegen zu sein, Diese Studien sind noch in
vollem Gange, und es diirfen hier noch einige wertvolle Beitridge zur Bewiltigung
von kombinatorischen Optimierungsaufgaben (besonders solcher, die in der Praxis
auftreten) erwartet werden.
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In diesem Aufsatz soll ein kurzer Uberblick iiber einige Fortschritte auf dem
Gebiet der polyedrischen Kombinatorik gegeben werden, die in den letzten zwanzig
Jahren erzielt wurden. Dabei wird — aus gegebenem Anlaf — insbesondere auf The-
menbereiche eingegangen, zu denen Géste und Mitarbeiter des Sonderforschungs-
bereichs 21 wichtige Beitrige geleistet haben. Die Arbeiten des Sonderforschungs-

bereichs werden jedoch nicht isoliert behandelt, sondern im Zusammenhang mit

der internationalen Entwicklung auf diesem Gebiet dargestellt. Der Uberblick ist in
keiner Hinsicht erschdpfend. Es werden lediglich anhand einiger reprisentativer Bei-
spiele Fortschritte in der Theorie und in der praktisch—algorithmischen Losbarkeit
aufgezeigt. Weitergehende Uberblicke mit zum Teil anderen Schwerpunkten sind
die Aufsdtze Grotschel (3], Pulleyblank [4] und Schrijver [5].

2. Lineare Programmierung und Separierung

Gegeben seien eine (m,n)-Matrix A, ein Vektor b € R™ und ein Vektor ¢ € R™,
dann nennt man die Aufgabe, einen Vektor z* € R™ zu finden, der die folgenden
Bedingungen erfiillt:

Az* < b,
Tz >l fiir alle z mit Az <b
ein lineares Programm. Man schreibt dafiir kurz
max c¢Tx T
. < bht.
(2.1) Az <b’ oder max{c’ z | Az < b}

Lineare Programme mit Tausenden von Variablen und Nebenbedingungen kdnnen
heutzutage in verniinftigen Rechenzeiten mit dem Simplexalgorithmus gelost wer-
den. Dieses Verfahren hat jedoch den (theoretischen) Nachteil, das es in einigen
— allerdings theoretisch nachweisbar ganz seltenen Fillen (siehe Borgwardt [6]) —
eine Schrittzahl braucht, die exponentiell in m und n ist. Das Simplexverfahren ist
also kein polynomialer Algorithmus. Von Khachiyan [7] wurde vor sieben Jahren
ein Verfahren angegeben, die sogenannte Ellipsoidmethode, die lineare Programme
in polynomialer Zeit 16st. Die Ellipsoidmethode ist (derzeit) jedoch bei praktischen
Rechnungen dem Simplexalgorithmus weit unterlegen.

Aus einer sorgfiltigen Analyse der Ellipsoidmethode (Grétschel, Lovész und
Schrijver {8]) konnte jedoch eine wichtige (und iiberraschende) Schluffolgerung
gezogen werden. Eine explizite vollstindige Kenntnis des Ungleichungssystems
Az < b ist zur Lésung von (2.1) nicht unbedingt notwendig. Man kann lineare
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Programme (2.1) genau dann in polynomialer Zeit 13sen, wenn das folgende Sepa-
rationsproblem in polynomialer Zeit gelst werden kann. '

(2.2) Separationsproblem.  Gegeben sei ein Vektor y € R"™, entscheide ob y das
(nicht notwendigerweise explizit gegebene) Ungleichungssystem Az < b erfiillt, und
falls das nicht der Fall ist, finde (explizit) eine Ungleichung des Systems, die von Y
verletzt wird. |

Dieses Resultat ist fiir die kombinatorische Optimierung von grofer Bedeutung,
denn hier treten — wie wir nachfolgend zeigen werden — im allgemeinen riesige
(aber strukturierte) Ungleichungssysteme auf. Aus der Ellipsoidmethode folgt also,
dafl man auch iiber sehr groBen Ungleichungssystemen linear optimieren kann, wenn
sie nur geniigend strukturiert sind, d.h. falls sie Eigenschaften besitzen, die es
ermoglichen, da8 (2.2) gelést werden kann.

Wir werden spéter Beispiele angeben, bei denen lineare Programme mit 21000
oder mehr Nebenbedingungen gelést wurden. Interessant ist dabei, dafl man theo-
retisch so rechnet, als wiirde man die Ellipsoidmethode verwenden, diese aber in
der Praxis durch das Simplexverfahren ersetzt, um akzeptable Rechenzeiten zu er-
reichen.

Die oben beschriebene Folgerung aus der Ellipscidmethode hat zwei weitere
wichtige Konsequenzen. Zum einen hat sie ein neues Forschungsgebiet initiiert,
namlich “Entwurf und Analyse von Separationsalgorithmen”, und zum anderen
gibt sie den polyedertheoretischen Resultaten zur kombinatorischen Optimierung
eine neue, praxisrelevante Bedeutung. Diese Erkenntnisse sind zu den wichtigsten
und fruchtbarsten Resultaten der letzten fiinf Jahre zu zdhlen.

Viele der polyedertheoretischen Ergebnisse (einige Beispiele werden wir in den
nachfolgenden Abschnitten kennenlernen) wurden hiufig als Nebenprodukte von
Algorithmen erzielt. Sie wurden zwar zum Teil in BeweiSen benutzt, hatten jedoch
sonst nur relativ theoretische Bedeutung. Die Ellipsoidmethode zeigt nun, dafi man
diese Resultate direkt durch den Entwurf von Separationsalgorithmen nutzen und in
praktisch effiziente Schnittebenenverfahren einbringen kann. Algorithmen, die Pro-
bleme des Typs (2.2) 16sen, waren bisher nur von rein theoretischem Interesse, und
deshalb gab es kaum Untersuchungen zu diesem Problemkreis. Nunmehr hat die
Ellipsoidmethode gezeigt, dal Separationsalgorithmen auch fiir die praktische Algo-
rithmenentwicklung wichtig sind, und mittlerweile sind viele mteressante Studien zu
den verschiedensten Separierungsproblemen vorgelegt worden. Als Beispiele seien
erwahnt: Conforti, Corneil und Mahjoub (9] zum K;~Cover-Polytop, Cunningham
[10] zum Matroid—Polytop, Grétschel und Pulleyblank [11] und Gerards [12] zum
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Polytop der bipartiten Subgraphen, Grétschel, Lovész und Schrijver [8] und [13]
zum Stabile-Mengen—Polytop, Padberg und Rao [14] zum Matching-Polytop, Pad-
berg und Wolsey [15] zum Polytop der Wélder.

Aus Platzgriinden kann dieser Problemkreis nicht vertieft behandelt werden.
Wir werden aber in den nachfolgenden Abschnitten noch mehrfach genauer auf
spezielle Separierungsprobleme eingehen. Eine umfassende Zusammenstellung der
bisher erzielten Ergebnisse wird in dem Buch Grtschel, Lovész und Schrijver [16]
erscheinen.

8. Polyedrische Kombinatorik

Viele kombinatorische Optimierungsprobleme kdnnen wie folgt beschrieben werden.
Gegeben ist eine endliche Grundmenge E (z.B. die Kanten oder Knoten eines Gra-
phen), und jedem Element e € E ist ein Gewicht ¢, € R zugeordnet. Ferner ist eine
(endliche) Menge J C 2F von zulissigen Lisungen gegeben (z.B. die Menge aller
Hamiltonschen Kreise oder aller stabilen Knotenmengen in einem Graphen), und
gesucht wird eine zulissige Lésung I* € I, so daB
e(I*) := Z Ce
ecI*

maximal (oder minimal) ist.

Wie wir nun zeigen werden, kann jedem auf diese Weise gegebenen Problem
ein Polyeder und damit ein lineares Programm zugeordnet werden. Zunéchst folgen
jedoch noch einige Definitionen.

Polyeder sind bekanntlich definiert als Losungsmengen von (endlichen) Unglei-
chungssystemen, d.h. sie sind Durchschnitte von endlich vielen Halbraumen. Ein
Polytop ist ein beschrinktes Polyeder und kann dquivalent definiert werden als die
konvexe Hiille endlich vieler Punkte. D.h., fiir ein Polytop P C R™ haben wir zwei
Darstellungen :

(3.1) P= {zeR" | Az < b},
(3.2) P =conv(S),

wobei A € R™**, b€ R™ und S C R" eine endliche Menge ist.
Lineare Programme (2.1) kann man formal also auch wie folgt beschreiben:

(3.3) maxc’z, z€P.

Jedoch wird bei allen Algorithmen der linearen Optimierung (z.B. Simplex—Ver-
fahren, Ellipsoidmethode) unterstellt, da P (explizit oder implizit) in der Form
(3.1) gegeben ist. Die in der polyedrischen Kombinatorik betrachteten Polytope P
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treten jedoch — wie nachfolgend beschrieben — in der Form (3.2) auf, und eine
der wichtigsten und interessantesten Aufgaben ist die Bestimmung von zugehérigen
Ungleichungssystemen, die P in der Form (3.1) beschreiben.

Nehmen wir an, daf ein kombinatorisches Optimierungsproblem gegeben ist
durch eine Grundmenge F, eine Menge von zuliissigen Losungen I C 2% und Ge-
wichte ¢, € R Ve € E, kurz: das Problem ist durch (E, I,c) gegeben. Fiir F C E
definieren wir den Inzidenzvektor x¥ = (xF)oecr € RZ durch

XF = {1 falls e € F,
0 fallseg F.
Der zu (E, I, ¢) gehdrige Polytop Py ist die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren der
zuldssigen Losungen, d.h. :

(34) Pr:=conv{x’ eR?|IeI}.

Jeder Ecke von Pr entspricht eine zulissige Liisﬁng aus ] und umgekehrt, d.h. jede
optimale Basislosung des linearen Programms

(3.5) maxcTz, zc Py

entspricht einer optimalen Lésung unseres kombinatorischen Optimierungsproblems
und umgekehrt. Wir haben also unser kombinatorisches Problem in ein lineares
Programm umformuliert. Das Programm (3.5) liegt jedoch in der “falschen” Form
vor. Um Methoden der linearen Programmierung anwenden zu kbnnen, muB ein
System von Ungleichungen gefunden werden, so daf§

Pr={zcR?| Az <b}

gilt. Ungleichungssysteme Az < b mit dieser Eigenschaft nennt man vollstdndig
beztiglich P;.

Fiir fast alle kombinatorischen Optimierungsprobleme, die polynomial 16sbar
sind, hat man vollstindige Beschreibungen der zugehorigen Polyeder gefunden.
(Eine Liste einiger noch offener Fille kann man in [3] finden.) Andererseits gibt es
komplexitétstheoretische Griinde dafiir (siche [17]), da man niemals vollstindige
Ungleichungssysteme zur Beschreibung von Polytopen, die zu N P-vollstindigen
Problemen gehoren, finden wird. In der Praxis hat es sich jedoch gezeigt, da8 auch
partielle Beschreibungen von derartigen Polyedern algorithmisch nutzbringend ver-
wendet werden kénnen. Zur Entwicklung praktisch effizienter Schnittebenenverfah-
ren “lohnt” es sich also, nach guten Approximationen der betrachteten Polyeder
durch “handhabbare” Systeme von Ungleichungen zu suchen.

Zum Verstindnis des weiteren sind die folgenden Definitionen wichtig. Ist
P C R" ein Polyeder, dann heifit eine Ungleichung aTz < a giiltig (beziiglich

345



P), falls P € {z € R" | aT2 < a}. Ist aTz < o giiltig, dann ist die Menge
F :={z| aTx = a} N P eine Seitenfliche von P. Ist F # 0 eine Seitenfliche von P
und gilt dim F =dim P — 1, dann heiit F' Facette von P, (Fiir eine Menge § C R"
ist dim S die maximale Anzahl in S enthaltener affin unabhingiger Punkte minus
eins.) ‘

Die affine Hiille von P, Bezeichnung aff(P), ist der von den Punkten in P aufge-
spannte affine Teilraum von R™. Ein Gleichungssystem Dz = d mit der Eigenschaft

aff(P) = {z | Dz = d}

heiitt minimal (beziiglich P), falls die Zeilen von D linear unabhingig sind.

Will man ein Polytop P (gegeben in der Form (3.2)) durch ein System von
Gleichungen und Ungleichungen beschreiben, so soll dieses System moglichst nicht
redundant sein, d.h. es soll keine Gleichungen oder Ungleichungen enthalten, die
weggelassen werden kénnen, ohne die Lésungsmenge zu verandern.

(3.6) Satz. Sei @ % P C R™ ein Polyeder. Ein nicht redundantes System von
Gleichungen und Ungleichungen zur Beschreibung von P erhilt man wie folgt.

(a) Man bestimme ein minimales Gleichungssystem Dz = d fiir P (dieses ist
leer, falls dim P = n).

(b} Fiir jede Facette F von P bestimme man genau eine giltige Ungleichung
aTr <amit F={z|aTz=0a}NP.

Fiir Polytope Py, die zu kombinatorischen Optimierungsproblemen gehdren, ist es
normalerweise einfach, ein minimales Gleichungssystem zu finden. Erheblich schwie-
riger ist die Beschreibung von Facetten oder gar die vollstindige Charakterisierung
aller Facetten von P;r durch Ungleichungen.

4. Matching—-Polytope

Matchingprobleme waren die ersten Beispiele nichttrivialer kombinatorischer Op-
timierungsprobleme, fiir die vollstdndige Beschreibungen der zugehdrigen Polyeder
bekannt waren. Die “Matchingtheorie” wird auch heute noch weiterentwickelt, und
viele der Ergebnisse iiber Matchings kdnnen als Prototyp—Resultate angesehen wer-
den, die in andere Gebiete iibertragen bzw. verallgemeinert wurden.

Ist G = [V, E] ein Graph, dann heilt eine Kantenmenge M C FE ein (perfek-
tes) Matching, falls jeder Knoten aus V' auf hchstens (genau) einer Kante aus M
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liegt. Mit MATCH(G) bezeichnen wir die konvexe Hiille aller Inzidenzvektoren von
Matchings in G, d'h.

MATCH(@®) = conv{x™ € R¥ | M ¢ E Matching }.

Dieser Polytop wird Matching-Polytop von G genannt.

In einem Graphen G = [V, E| bezeichnen wir fiir jede Knotenmenge W C
V die Menge aller Kanten aus E, die beide Endknoten in W haben, mit E(W),
und §(W) bezeichnet die Menge aller Kanten aus E mit einem Endknoten in W
und dem anderen in V\W. Wir schreiben §(v) statt §{{v}). Ferner kiirzen wir die
Summe ) ,.p z. durch z(F) ab. Mit dieser Terminologie kdnnen wir eines der
dltesten Resultate der polyedrischen Kombinatorik — tiblicherweise Birkhoff-von—
Neumann-Theorem genannt — angeben.

(4.1) Sats. Ist G = [V, E] ein bipartiter Graph, dann gilt
MATCH(@) = {zeRE| (1) 0<z. <1 fiir alle e € E,

(i5) =(6(v)) <1 fir allev e V}.
Ist G nicht bipartit, d.h. enthilt G einen Kreis ungerader Lange, so besitzt der durch
die Ungleichungen (i), (ii) aus {4.1) definierte Polytop gebrochene Ecken. In dem
bereits zitierten Paper [1] aus dem Jahre 1965 gelang es Edmonds, diese gebrochenen
Ecken “abzuschneiden” und die Voraussetzung “G bipartit” zu elimieren. Dies
muBte jedoch durch das Hinzufiigen von Ungleichungen erkauft werden, deren Zahl
exponentiell in |V ist.

(4.2) Sats.  Fiir alle Graphen G = [V, E} gilt:

MATCH(G) ={z e RE | (i) 0<z, <1 fiir alle e € E,
@) 2(6w) <1 fir alle v €V,
(¢52) z(EW)) L (W|l-1)/2 firalleW CV,
W} > 3 und
|W| ungerade}.

Bezeichnen wir mit PMATCH(G) die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren der per-
fekten Matchings in G, so folgt aus Satz (4.2) unmittelbar '

PMATCH(G) = {z € R |z erfiillt (i), (iii) aus (4.2), und
z erfiillt alle Ungleichungen (ii)
aus {4.2) mit Gleichheit}.
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Diese Resultate sind in vielfaltiger Hinsicht verschérft und verallgemeinert worden.
Wir wollen einige dieser Ergebnisse kurz beschreiben.

Ist be RY ein nichtnegativer ganzzahliger Vektor, dann heifit ein ganzzahliger
Vektor z € R? b-Matching von G, falls z(6(v)) < b, fiir alle v € V gilt. (Ist z.B.
b, = 1 fiir alle v € V, dann ist ein b~Matching nichts anderes als der Inzidenzvektor
eines Matchings.) Gilt z(6(v)) = b,, fiir alle v € V, s0 heifit das b-Matching z perfekt.
Ist eine Kapaszititsfunktion c.: E — Z, vorgegeben, dann heift ein (perfektes) b—
Matching = c-kapazitiert, falls x, < c. gilt fiir allee € E.

Edmonds und Pulleyblank (siche [18]) zeigten

(4.3) Sats. Ist G = [V, E| ein Graph und b € ZY¥, dann ist die konvexe Hiille aller
b—Matchings von G gegeben durch

(4) ze = 0 fiir alle e € E,
)} z(6(v)) < by fiir allev eV,
() z(EW)) < (BW)-1)/2 firalleW CV
mit 5(W) ungerade.

Die konvexe Hiille aller perfekten b—Matchings erhilt man dadurch, da8 in allen
Ungleichungen (ii) Gleichheit gefordert wird.

Der kapasitierte Fall wurde von Edmonds und Johnson {19] geklért.

(44) Sats. Ist G = [V, E)] ein Graph, b € Z¥ und ¢ : E — Z eine Kapa-
zitdtsfunktion, dann ist die konvexe Hiille aller c-kapazitierten b—Matchings von G
gegeben durch

(9 0<z,.

IA

Ce firallee€ E,
(#9) z(6(v)) £ by fir alle v € V,

(%)  z(E(W))+ =(F)

IA

(b((W)+c(F)—1)/2 firalle WCV
und F C §(W)
mit b(W) + ¢(F) ungerade.

Die konvexe Hiille aller perfekten c-kapaszitierten b~-Matchings erhélt man dadurch,
daB in allen Ungleichungen (ii) Gleichheit gefordert wird.
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Satz (4.4) konnte auch noch auf den Fall ausgedehnt werden, da8 obere und untere
Schranken fiir die Knoten und obere und untere Kapazititen fiir die Kanten zu
beriicksichtigen sind, siehe [5].

Die Sétze (4.1),..., (4.4) geben also vollstindige Beschreibungen von verschie-
denen (allgemeinen) Matching-Polytopen an. Auch wenn in der Zwischenzeit recht
kurze und elegante Methoden zum Beweis dieser Sitze gefunden wurden, so sind
diese Sitze dennoch alles andere als trivial.

Noch etwas schwieriger scheint es zu sein, die Facetten der oben betrachte-
ten Polytope vollstindig zu charakterisieren. Zunichst gelang dies fiir das Polytop
MATCH(G) Pulleyblank und Edmonds [20]. Ein Graph G = [V, E} heift foktor-
kritisch, wenn er kein perfektes Matching enthilt, aber jeder Graph, der aus G
durch Entfernen eines Knoten entsteht, ein perfektes Matching enthilt. Mit N(v)
bezeichnen wir die Knoten aus V\{v}, die mit v benachbart sind.

(4.5) Sats. Das folgende Ung]gicﬁungssystem ist minimal beziiglich MATCH(G)
(d.h., es ist vollstindig, jede Ungleichung definiert eine Facette und keine Unglei-
chung kann weggelassen werden):

(?) Te 0 fiir alle e € E,

(%) z(6(v)) < 1 fir alle v € V, 80 daf entweder
|N(v)| = 3 oder
IN(v)| = 2 und E(N(v)) =0 oder
{N(v)| = 1 und die Zusammenhangskom-
ponente von G, die v enthalt, enthalt nur
zwei Knoten,

\Y

() o(BW)) < (W|-1)/2 fir alleW CV,s0 da
{W{ > 3, und der von W induszierte
Untergraph von G ist faktorkritisch
und zweifach zusammenhéingend.

In [18] wurde ein minimales Ungleichungssystem zur Beschreibung der konvexen
Hiille aller b-Matchings von G angegeben. Schliefllich gelang es Cook und Pulley-
blank [21], alle Facetten des c-kapaszitierten b—Matching—Polytopé zu bestimmen.
Um dieses Resultat formulieren zu kdnnen, bendtigen wir die folgenden (techni-
schen) Definitionen.

Es scien G = [V, E] ein Graph, b € ZY und ¢ € ZF. Ist H = [W, F] ein
Teilgraph von G, dann sei 5§ := min{b,, c(5x(v))} fiir alle v € W. G heist (b, c)-
kritisch, falls G zusammenhéingend ist, |V| > 3 und fiir alle v € V ein c-kapazitiertes
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b-Matching Z von G existiert, so da8 F(6(v)) = b{¥°) — 1 und F(§(u)) = b
fir alle v € V\{v}. Eine (b,¢)-Separation von G ist ein Paar (E, E3), so da
Ey,Ea CE,E1UE; =E, E; # 0 # E; und falls (fiir ¢ = 1, 2) k; die grofite Summe
YoecE e aller c-kapazitierten b-Matchings von G mit z, = O fiir alle e € F\ E; ist,
dann ist k1 + k3 = max{} . %. | ¢ c-kapazitiertes -Matching von G}. Setzen
wir fiir alle Knoten v € V, b, :=. min{bu, 2_,e5(u)ns(v) Ce} fiir alle u € V\{v}, dann
bezeichnet V' die Menge aller Knoten v € V, die eine der folgenden Bedingungen
erfiillen.

(i) b'(N (v)) = b,, und v ist in einer Zusammenhangskomponente mit 2 Knoten
von G, und falls 3 ¢5(,) Ce = by, dann ist der Grad von v gleich eins.
(ii) b'(N(v)) = by + 1, und es gibt keine Kante ¢ = vyvy € E(N(v)) mit

b, = by, und b, = by,.
(i) Y (N(v) = b +2.

Ferner heifit ein Untergraph H = [W, F| von G kantenmazimal, falls es keine
Kante uv € E\F gibt mit u,v € W und mit 6% = b, und 479 = b,

(4.6) Satz. Ein minimales Ungleichungssystem zur Beschreibung der konvexen
Hiille der c-kapazitierten b—-Matchings von G = [V, E] ist gegeben durch

(¥) z. > 0 fir alle e € F,

(#2) z, < € fiir alle e € F,s0 daB
‘ e keinen Endknoten v besitat,
der eine der folgenden Eigenschaften hat:
by < c. oder b, = c, und deg(v) = 2,

(%) z(6(v)) < by fiir alle v € V',
(4v) o(F) < |68 (W)/2] fir alle kantenmaximalen

- Untergraphen H = |W, F] von
G, die keine (b, c)-Separation besitzen.

Dieses Ergebnis (zusammen mit seiner Version iiber total duale Ganzzahligkeit,
in [21]) kann als das allgemeinste derzeit bekannte Resultat der polyedrischen
Matching—Theorie bezeichnet werden.

Die Facetten von perfekten (c—kapazitierten -) Matchingpolyedern konnten je-
doch nur in einigen Ausnahmefillen charakterisiert werden. Betrachten wir lediglich
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den einfachsten Fall, das perfekte Matchingpolytop PMATCH(G). Um die Facetten
von PMATCH(G) zu bestimmen, muB die Dimension von PMATCH(G) bekannt
sein. Erst 1982 gelang es Naddef [22], eine — allerdings algorithmisch schwer aus-
wertbare — Formel fiir die Dimension von PMATCH(G) zu bestimmen. Edmonds,
Lovész und Pulleyblank [23] entwickelten dann eine Dekompositionstheorie (brick
decomposition), mit deren Hilfe ein polynomialer Algorithmus zur Berechnung der
Dimension des perfekten Matching—Polytops angegeben werden konnte. Ebenso
konnte hieraus ein vollstdndiges und nicht redundantes System von Gleichungen
und Ungleichungen zur Beschreibung von PMATCH(G) abgeleitet werden.

Der Fall der perfekten Matchings ist unter den “perfekten Problemen” der ein-
zige derzeit vollstandig geloste. Fiir die konvexe Hiille der perfekten, 1-kapazitierten
2-Maitchings wurde in Grotachel [24] eine vollstindige lineare Charakterisierung be-
stimmt, die allerdings nur im Falle des vollstindigen Graphen K, nicht redundant
ist. Welche der Ungleichungen aus Satz (4.4) (i) und (iii} redundant sind und
welche Facetten der konvexen Hiille der perfekten c-kapaszitierten b-Matchings de-
finieren, ist unbekannt. Auch der perfekte unkapazitierte Fall, siche Satz (4.3), ist
noch nicht gekldrt. Vermutlich diirfte eine Lsung mit Hilfe einer Verallgemeinerung
und genauen Analysen der brick—decomposition—Technik von Edmonds, Lovész und
Pulleyblank [23] moglich sein. Die Charakterisierungen der Facetten werden wahr-
scheinlich technisch recht kompliziert aussehen und erheblich aufwendiger als die
Bedingungen des Satzes (4.6) sein.

An dieser Stelle sei auf eine weitere wichtige Entwicklung aufmerksam gemacht.
Dekompositionsresultate standen zwar mit an der Wiege der Graphentheorie, siche
z.B. Wagners Charakterisierung der nicht zu Ky kontrahierbaren Graphen in [25],
in der kombinatorischen Optimierung spielten sie jedoch lange Zeit keine Rolle. In
Bezug auf die Matching—Theorie zeigt das Resultat von Edmonds, Lovasz und Pul-
leyblank [23] zur Bestimmung der Dimension von PMATCH(G), daff konstruktive
Beschreibungen von Graphen auch in der polyedrischen Kombinatorik wichtig sein
kénnen. In den letzten Jahren hat sich die Erkenntnis immer mehr durchgesetzt,
daf mit Hilfe von Dekompositionsresultaten wesentliche, neue Beitrage zur Algo-
rithmenentwicklung und zur polyedrischen Kombinatorik erbracht werden konnen.
So sind z.B. eine Vielzahl von Arbeiten zur Dekomposition von perfekten Graphen
erschienen. Dekompositionsmethoden wurden verwendet, um polynomiale Algorith-
men fiir Spezialfille N P-vollstdndiger Probleme zu entwerfen, siche z.B. Hsu, Ikura
und Nemhauser [26] und Grdtschel und Nemhauser {27]. Die wichtigsten Arbeiten
sind aber sicherlich diejenigen von Seymour zur Dekdmp osition von Matroiden. Spe-
ziell mochte ich hier die tiefliegende Charakterisierung von reguldren Matroiden,
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d.h. — fiir die kombinatorische Optimierung wichtig — von total unimodularen
Matrizen, siehe Seymour [28], erwdhnen. Truempers algorithmische Versionen die-
ser Resultate, siche z.B. Truemper [29)], sind noch nicht geniigend beachtet worden
und diirften sich auch noch als sehr bedeutsam fiir die Entwicklung polynomialer
Algorithmen erweisen.

Das Matching-Problem und das Travelling-Salesman-Problem (siche Ab-
schnitt 5) waren die ersten kombinatorischen Optimierungsprobleme, fiir die Sepa-
rationsalgorithmen entwickelt wurden, und zwar noch bevor die Ellipsoidmethode
die Bedeutung derartiger Verfahren deutlich machte. In Grotschel und Padberg
[30] wurde gezeigt, da8 fast alle der Ungleichungen, die Facetten des Polytops der
perfekten 1 —kapazitierten 2-Matchings definieren, die sogenannten 2-Matching—
Ungleichungen (siehe (5.6)), auch Facetten des Travelling—Salesman—Polytopen in-
duzieren. Es trat also die Frage auf, wie man die 2-Matching-Ungleichungen ef-
fizient in einem Schnittebenenalgorithmus fiir das Travelling-Salesman—Problem
verwenden kann. Padberg und Rao [14] haben dieses Problem nicht nur fir die
Ungleichungen (5.6), sondern in voller Allgemeinheit gelost. Sie haben ein Verfah-
ren angegeben, das das Separierungsproblem fiir den in (4.4) beschriebenen Polytop
(auch in seiner perfekten Version) in ein sogenanntes Odd-Cut-Problem transfor-
miert. Padberg und Rao haben auch gezeigt, da8i dieses Odd—Cut-Problem mit
einer Modifikation des Algorithmus von Gomory und Hu in polynomialer Zeit geldst
werden kann. Wieder einmal initiierte also das Matching-Problem (zusammen mit
der Ellipsoidmethode) eine neue Entwicklung in der kombinatorischen Optimierung.

Verwendet man den Separationsalgorithmus von Padberg und Rao innerhalb
der Ellipsoidmethode, so erhilt man ein polynomiales Verfahren, das sich ganz er-
heblich von den bisher bekannten Methoden zur Lésung von Matching—Problemen
unterscheidet (diese basieren alle auf dem Verfahren von Edmonds [2]}). Auf den
ersten Blick eracheint es unvorstellbar, daB8 dieses Verfahren mit dem Edmonds-
Algorithmus konkurrieren kdnnte. In Grdtschel und Holland (31] wurde dennoch
der Versuch unternommen, dieses Verfahren fiir das perfekte 1-Matching—Problem
(effizient) zu implementieren. Hierbei wurde die Ellipsoidmethode durch den Sim-
plexalgorithmus ersetzt, und die Schnittebenenerkennung wurde durch einige Heuri-
stiken erheblich beschleunigt. Das Resultat ist ein (theoretisch nicht polynomialer)
Schnittebenenalgorithmus fiir das Matching—Problem.

Das (durchaus erstaunliche) Ergebnis der Rechenstudie [31] ist, daB dieser
Schnittebenenalgorithmus in Bezug auf die tatsichlich erzielten Rechenzeiten kon-
kurrenzfahig und insbesondere bei grofien Problemen den derzeitig benutzten kom-
binatorischen Verfahren leicht liberlegen ist. Mit diesem Schnittebenenalgorithmus
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wurden 1-Matching-Probleme auf vollstindigen Graphen mit bis zu 1 000 Knoten
geldst. Das bedeutet, da8 die Optimallésungen von linearen Programmen mit bis zu
499 500 Variablen und bis zu 2999 Nebenbedingungen bestimmt wurden. Explizit
konnen derartige Programme natiirlich nicht behandelt werden (unser Universum
reicht nicht einmal zur Speicherung der Daten aus), aber durch die Schnittebenen-
technik mit der iterativen Generierung von verletzten Ungleichungen werden der-
artige Unternehmungen moglich.

5. Travelling—Salesman--Polytope

So wie das Matchingproblem (und seine Verallgemeinerungen) ein Prototyp-
Problem fiir die polynomial lésbaren Probleme ist, ist das Travelling-Salesman—
Problem (und seine Verallgemeinerungen) ein Standardproblem unter den NP-
vollstindigen Problemen. Viele der bei Untersuchungen zu diesem Problem ent-
wickelten Techniken und Beweisverfahren werden heute erfolgreich auf andere N P-
vollstindige Probleme iibertragen. Das gleiche gilt fiir die Algorithmenentwick-
lung. Fast alle derzeit in der Praxis verwendeten Verfahren zur Losung schwie-
riger kombinatorischer Optimierungsprobleme beruhen auf Methoden, die zunéchst
fiir das Travelling-Salesman—Problem entwickelt wurden: Branch & Bound~Verfah-
ren, Benutzung von Subgradientenverfahren zur Losung von Lagrange-Relaxierun-
gen, Schnittebenenverfahren. Desgleichen wurde auch das in (2.2) besprochene
Separierungsproblem zum ersten Mal explizit fiir das Travelling-Salesman-Pro-
blem formuliert und fiir einige interessante Klassen von Facetten gelost, sieche
Abschnitt 4.

Die klassische Formulierung des Travelling-Salesman-Problems ist die folgende:

Gegeben seien n Stddte und Entfernungen zwischen diesen, gesucht ist eine
Rundreise, die in Stadt 1 beginnt, durch alle anderen Siddte genau einmal fihrt,
wieder in Stadt 1 endet und die minimale Linge hat. Sind die Entfernungen ci;
symmetrisch, d.h. ci; = c;; Vi, € {1,...,n}, s0 heifit das Problem symmetrisches
Travelling-Salesman—Problem, andernfalls wird es asymmetrisch genannt.

Rundreiseprobleme dieser Art treten in dieser klassischen Art durchaus bei
Tourenplanungsproblemen auf. Hiufig gibt es zusédtzliche Nebenbedingungen wie
etwa: nach dem Besuch von jeweils hochstens oder genau &k Stddten muf man
zgum Ort 1 zurlickkehren, eine Riickkehr muB erfolgen, wenn gewisse Kapazitdten
{iberschritten sind (z.B. Ladefshigkeit eines Lastwagens, Arbeitszeiten von Fahrern)
etc. Viele dieser Varianten lassen sich durch einfache Transformationen auf das
Standardproblem zurlickfiihren.

Eine besonders wichtige Anwendung tritt bei der Herstellung von Leiterplat-
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ten und &hnlichen Objekten mit Hilfe numerisch kontrollierter Maschinen (NC-
Maschinen) auf. Hier miissen z.B. auf einer Platte Locher (z.B. mit einem Laser-
bohrer oder Stanzer) gebohrt, Lotstellen angebracht, Punkte geschweifit oder genau
plaziert chemische Mittel aufgebracht werden. Die NC~Maschine soll so tiber die
Platte gefiihrt werden, da die durch den Bohrkopf (Lotkopf etc.) zurlickgelegte
Wegstrecke minimal ist. Normalerweise hat eine derartize NC-Maschine einen
“Startpunkt” (Nullposition vor Einfiihrung der Platte in die Maachine), so da$
es sich hierbei um eme Rundreise vom Startpunkt zum Startpunkt handelt. Pro-
bleme dieser Art sind {iblicherweise sehr gro8. Mir sind Anwendungsfille mit {iber
5000 zu bohrenden Léchern bekannt.
' Einen umfangreichen Uberblick iiber gegenwartig alle zum Travelling—-
Salesman—Problem bekannten polyedertheoretischen Resultate gibt der Aufsatz
Grotschel und Padberg [32). Wir wollen uns hier auf das symmetrische TSP be-
schrinken und nur einige der interessantesten Resultate zitieren.

Sei K, = [V,Ey],n 2 3, ein vollstindiger Graph, dann ist das Travelling—
Salesman-Polytop Q% die konvexe Hiille aller Inzidenzvektoren von Hamiltonschen
Kreisen (Touren) in K,, d.h.

(5.1) Q% =conv{x? € R®* |T C E, Hamiltonscher Kreis}.
Offensichtlich erfiillen alle Punkte in Q7% die Ungleichungen
(5.2) 0<z,<1 fiir alle e € E,.

Jeder Knoten wird von jeder Rundreise genau einmal durchlaufen, d.h. genau zwei
Kanten jeder Tour sind inzident mit jedem Knoten aus K,. Algebraisch lait sich
diese Bedingung durch das folgende Gleichungssystem formulieren:
(5.3) =z(6(v))=2 firalleveV,
wobei §(v) = {vi € E, | i € V\{v}}. Das Gleichungssystem (5.3) ist minimal
beztiglich @%, d.h. die Losungsmenge von (5.3) ist gleich aff(Q%), und die n Glei-
chungen sind linear unabhangig. Daraus folgt

dim Q% = |E| - [V].
Die Ecken des Polytops, das durch (5.2} und (5.3) definiert ist, sind perfekte
1-kapazitierte 2-Matchings (d.h. Inzidenzvektoren von Vereinigungen disjunkter

Kreise in K,, so da jeder Knoten auf genau einem Kreis liegt) oder Vektoren
z, deren Komponenten die Werte z, € {0, 1, -%—} annehmen, wobei die Menge der
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Kanten ¢ € E,, die zu Komponeneten z, = % gehdren, aus disjunkten Kreisen
ungerader Linge besteht.

Um diejenigen ganzzahligen Ecken dieses Polytops abzuschneiden, die nicht
Inzidenzvektoren von Touren sind, wurden von Dantzig, Fulkerson und Johnson
[33] die folgenden

Kurzzyklus-Ungleichungen

(54) =z(EW))<|W|-1 firalleWCV, 0#W#V
eingefiihrt. Man sieht unmittelbar ein, daf

Q% = conv{z € R®" |z erfiillt (5.2), (5.3) und (5.4),

(5.5)
z ist ganzzahlig }

gilt. Das System (5.2), (5.3), (5.4) von Gleichungen und Ungleichungen wurde
auf vielfaltige Weise zur Losung von Travelling—Salesman—Problemen eingesetzt.
Im Jahre 1954 benutzten Dantzig, Fulkerson und Johnson [33] es im Rahmen eines
Schnittebenenalgorithmus. Held und Karp [34] optimierten lineare Funktionen iiber
(5.2), (5.3), (5.4) mit Subgradiententechniken der Lagrange—Relaxierung.

Polyedertheoretisch wurde das Travelling—Salesman-Problem erstmals in den
flinfziger Jahren studiert. Norman [35] gelang eine vollstindige und nicht redun-
dante Beschreibung von Q% fiir n = 3,4,...,7. Jedoch wurden keine “allgemeinen”
Resultate erzielt. In Grétschel und Padberg [30] wurde gezeigt, da8 die Kurzzyklus—
Ungleichungen fiir 3 < |W| < n -3 Facetten von Q% definieren, allerdings definieren
die beiden Ungleichungen z(E(W)) < |[W| ~ 1 und z(E(V\W)) < [V\W| -1 ein
und dieselbe Facette.

Das durch (5.2) und (5.3) definierte Polytop hat — wie oben beschrieben —
gebrochene Ecken. Edmonds [1] hat eine Klasse von Ungleichungen angegeben,
die alle gebrochenen Fcken dieser Art eleminiert (Spezialfall von (4.4) (iii)), die
sogenannten

2-Matching-Ungleichungen

a+1
2

S(BH)) + 3 o(ET)) < |H| -

=1

fir alle W, Ty,..., T, CV

(5.6)
sodaB |[HNT;| =1,|T\H|=1,7=1,...,s

und s ungerade.

Das durch (5.2), (5.3), (5.6) definierte Polytop hat nur ganzzahlige Ecken (perfekte
1-kapazitierte 2-Matchings). Fiigt man jedoch die Ungleichungen (5.4) zu (5.2),
(5.3), (5.6) hinzu, so werden neue gebrochene Ecken erzeugt. Um diese abzuschnei-
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den, wurden neue Klassen von Ungleichungen durch Verallgemeinerimg der Unglei-
chungen (5.6) abgeleitet. Chvital [36] betrachtete zunéchst sogenannte Kamm-~
Ungleichungen, diese wurden von Grétschel und Padberg [30 | weiterentwickelt und
schlieflich durch Grétschel und Pulleyblank [37] in eine — in einem prézisierbaren
Sinne — allgemeinste Form gebracht. Wir erinnern daran, da8 eine Clique in ei-
nem Graphen eine maximale Knotenmenge W ist, so da8 je zwei Knoten aus W
benachbart sind.

(5.7) Definition.  Ein Cliquenbaum ist ein susammenhangender Untergraph C des
K., der aus Cliquen besteht, die die folgenden Eigenschaften haben (s. Abb. 5.1):

(1)

(2)
(3)
(4)
(5)

() .

Die Cliquen bestehen aus zwei Mengen, den Griffen Hi,...,H, und den
Zinken T4,...,T,.

T.'ﬂTj=0,ISi<j$s.
H;ﬂHj=0,ISi<j$r.
2<|T;] <n—2und [T\ Uiy He| 2 1,5 =1,...,8.

Jeder Griff hat einen nichtleeren Durchschnitt mit einer ungeraden Anzahl
von mindestens drei Zinken. :

Falls T; N H; # 0, dann ist C\(T; N H;) unzusammenhéngend.

Abb, 5.1: Cliquenbaum mit vier Griffen und elf Zinken
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In [37] konnte gezeigt werden:

(6.8) Satz. F'iir jeden Cliquenbaum C des K, gegeben durch die Griffe Hy,...,H,
und die Zinken T,...,T, definiert die Cliguenbaum-Ungleichung

T

(59 =B + 3 o(BE) < 3 + (T ~t) - 23

: i=1 i=1

=1

eine Facette vonQ%. (Hierbei ist ¢; die Anzahl der Griffe, die mit der Zinke T}
einen nichtleeren Durchschnitt haben.)

Gilt fiir zwei Knoten u,v eines Cliquenbaums {u,v} C T; N H;, so ist der
Koeffizient der Variablen z,, auf der linken Seite von (5.9) zwei. Die Koeffizienten
von Cliquenbaum—Ungleichungen haben also Werte in {0, 1,2}. Die Kamm-Unglei-
chungen von Grétschel und Padberg [30] sind die Cliquenbaum-Ungleichungen (5.9)
mit nur einem Griff H;. Die Chvétalschen Kamm-Ungleichungen erhalt man aus
diesen durch die Zusatzforderung |Hy NT;| = 1,7 =1,...,s.

Die Cliquenbaum-Ungleichungen sehen strukturell noch einigermafien “hand-
lich” aus. In Grétschel [38] wurden weitere Ungleichungen definiert, die eine
auflerordentlich komplexe und nicht explizit beschreibbare Form haben. Ein Graph
G heifit bekanntlich Hamiltonach (begehbar), wenn er einen Hamiltonschen Kreis
(Weg) enthéls, Wir nennen einen Graphen G hypohamiltonsch (hypobegehbar), wenn
G nicht Hamiltonsch (nicht begehbar) ist, aber wenn fiir alle Knoten v von G der
Graph G — v Hamiltonsch (begehbar) ist. Es war lange Zeit nicht klar, ob reiche
Klassen hypohamiltonscher Graphen bzw. ob hypobegehbare Graphen iiberhaupt
existieren. Mittlerweile sind viele (und recht komplexe) Klassen dieser Graphen
konstruiert worden. Aus der Definition folgt unmittelbar, da8 fiir jeden hypohamil-
tonschen Untergraphen H = [W, F| von K,, die hypohamiltonsche Ungleichung

(6.10) =z(F)<|W|-1

giiltig beziiglich Q% ist. Desgleichen ist fiir jeden hypobegehbaren Untergraphen
H = [W, F] von K,, die hypobegehbare Ungleichung

(6.11) o(F) < W] -2

giltig. In [38] wurde gezeigt, dal — unter einigen technischen Voraussetzungen, die
allerdings fiir fast alle derzeit bekannten Klassen derartiger Graphen erfiillt sind ~—
die Ungleichungen (5.10) und (5.11) Facetten definieren.

Die in {38] geduBerte Frage nach der Schwierigkeit, hypohamiltonsche und hy-
pobegehbare Graphen zu erkennen bzw. das Separationsproblem beziiglich (5.10)
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und (5.11) zu l6sen, hat Papadimitriou und Yannakakis [39] zu einer allgemei-
nen Untersuchung der Komplexitat polyedertheoretischer Fragestellungen bei N P—
schwierigen kombinatorischen Problemen angeregt. Es zeigte sich, siehe auch Pa-
padimitriou [17], da8 viele dieser Fragen in einer Komplexitdtsklasse liegen, die NP
umfaft, dafl also die polyedertheoretischen Probleme, die hier auftreten, zum Teil
schwieriger als die Ausgangsprobleme sind.

Dennoch ist der Erfolg der algorithmischen Anwendungen dieser Untersuchun-
gen erstaunlich. Lineare Programme {iber dem System von Gleichungen und Un-
gleichungen (5.2), (5.3) sind mit dem Simplexalgorithmus sehr schnell 16sbar. Pad-
berg und Hong [40] haben bemerkt, da man das Separierungsproblem beziiglich
der Kurzzyklus-Ungleichung (5.4) als Min—Cut~Problem formulieren kann. Es ist
somit durch MaximalfluBalgorithmen recht effizient 16sbar. Wie in Abschnitt 4.
ausgefiihrt, haben Padberg und Rao [14] gezeigt, daBl das Separierungsproblem
beziiglich der 2-Matching-Ungleichungen (5.6) durch eine Variation des Gomory-
Hu-—Al[gorithmus in polynomialer Zeit 16sbar ist. Folglich sind lineare Programme
iiber (5.2), (5.3), (5.4) und (5.6) mit Hilfe der Ellipsoidmethode in polynomialer
Zeit 16sbar. Benutzt man statt dieser den Simplexalgorithmus, so erhilt man —
bei geeigneter Implementation — Schnittebenenverfahren, die in der Praxis zufrie-
denstellend arbeiten, siche [40], [41] und [42]. Diese auf dem Simplexalgorithmus
basierenden Schnittebenenverfahren sind derzeit die besten Methoden zur Lésung
von Travelling-Salesman~Problemen und allen anderen Verfahren weit iiberlegen.
Obwohl die Kamm-Ungleichungen bzw. Cliquenbaum-Ungleichungen (5.9) eine
konstruktiv recht einfache Beschreibung haben, ist derzeit nicht bekannt, ob das
zugehdrige Separierungsproblem in polynomialer Zeit geldst werden kann. Dies-
beziigliche Fortschritte wiirden den polyedertheoretischen Ansatz zur Lésung von
Travelling—Salesman—Problemen vermutlich algorithmisch noch attraktiver machen.

Derzeit werden viele der oben angegebenen Resultate-auf Varianten des
Travelling—Salesman—Problems iibertragen. Polyedertheoretische Untersuchungen
hierzu liegen z.B. von Cornuéjols, Fonlupt und Naddef [43] und Fleischmann [44]
vor. Fiir derartige Routenplanungsprobleme sind auch bereits Schnittebenenver-
fahren entwickelt worden, mit denen weitaus gréfere Probleme gelost werden
konnten als mit den bisher bekannten Verfahren, siche [45].

6. Weitere Belspiele

Es gibt inzwischen eine stattliche Anzahl von polynomial l6sbaren und N P-
vollstdndigen kombinatorischen Optimierungsproblemen, zu denen umfangreiche
polyedertheoretische Untersuchungen (wie Adjazenzcharakterisierungen, Facetten-
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beschreibungen, Dimensionsberechnungen, Bestimmung von total dual ganzzahligen
Systemen etc.) vorliegen. Aus Platzgriinden ist es unmdglich, auf diese Resultate
so detailliert wie in den beiden vorhergehenden Abschnitten einzugehen. Es sollen
hier nur noch einige (reprisentative) Beispiele aufgefiihrt werden, die die derzeitigen
Entwicklungen deutlich machen.

8.1 Das Max—Cut—Problem

Gegeben sei ein Graph G = [V, E] mit Kantengewichten ¢, fiir alle e € E. Eine
Kantenmenge F C E heifit bipartit, wenn der Graph [V, F] bipartit ist. Die Schnitte
§(W) fiir W C V sind spezielle bipartite Kantenmengen. Das Maz-Cut-Problem
oder Schnittproblem (Bipartite-Subgraphen—Problem) ist die Aufgabe, einen Schnitt
§(W*) (eine bipartite Kantenmenge F*) von G zu finden so da8 ¢(é6*(W)) (¢(F*))
maximal ist.
Diese beiden Probleme sind N P-volistandig, und, falls ¢, > O fiir alle ¢ € E,
liefern sie die gleichen Optimalldsungen. Die zugehérigen Polytope
CUT(G) := conv{x" € R® | F C E Schnitt }
BIP(G) := conv{x” € R | F C E bipartit }
sind in letzter Zeit deswegen sehr intensiv untersucht worden, weil das Schnitt-
problem und das Bipartite-Subgraphen—Problem interessante Anwendungen in der

Physik haben (Bestimmung des Grundzustandes von Spingldsern, siche Barahona,
Maynard, Rammal und Uhry [46]).

Es ist unmittelbar einzusehen, dafl die Ungleichungen
(61) 0<Lz.<1 fiir alle e € E,

(6.2) z(C) <|C|—1  fir alle ungeraden Kreise C C E ‘
giiltig beziiglich BIP(G) und CUT(G) sind. Grotschel und Pulleyblank [11] haben
diejenigen Graphen, fiir die das durch (6.1) und (6.2) definierte Polytop mit BIP(G)
{ibereinstimmt, schwach bipartit genannt. Es konnte gezeigt werden, daff u.a. alle
bipartiten, alle planaren und alle Graphen, die nicht zu K kontrahierbar sind (der
Beweis von Fonlupt, Mahjoub und Uhry [47] benutzt Wagners bereits zitierten De-
kompositionssatz), schwach bipartit sind. Gegenwirtig wird an einer vollstandigen
Charakterisierung dieser Graphen gearbeitet. Vielleicht ist eine Charakterisierung
durch verbotene Minoren méglich.

Von Barahona, Grotschel und Mahjoub [48] wurden weitere Klassen von Facet-
ten von BIP(G) bestimmt (bicycle wheel inequalities, Ka4+1-inequalities etc.), die
eine recht umfangreiche partielle lineare Beschreibung von BIP(G) geben. Diese
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Resultate sind von Barahona und Mahjoub [49] auf den Schnittpolytop CUT(G)
tibertragen worden. Barahona [50] konnte beweisen, daf das System von Unglei-
chungen (6.1) und

z(F) — 2(C\F) < |F| ~ 1 fiir alle Kreise C C E
und alle F C C,|F| ungerade

den Polytopen CUT(G) genau dann volistindig beschreibt, wenn G nicht zu Kj
kontrahierbar ist. (Auch hier werden wieder Dekompositionstechniken benutzt.)
Diese Resultate wurden in Barahona und Grotschel [51] zur Beschreibung der kon-
vexen Hiille der Inzidenzvektoren der Kreise in bindren Matroiden verallgemeinert.
Diese matroidalen Ergebnisse umfassen auch andere graphentheoretische Spezi-
alfalle. Zum Beispiel folgt aus ihnen eine vollstindige und nicht redundante Be-
schreibung der konvexen Hiille der Inzidenzvektoren der Eulerschen Teilgraphen
eines Graphen.

Inzwischen sind auch einige interessante Separierungsalgorithmen fiir Klassen
von Facetten von BIP(G@) und CUT(G) entwickelt worden, siehe z.B. [11], [12] und
z.T. noch nicht verdffentlichte Arbeiten. Eine erste Implementation eines Schnitt-
ebenenverfahrens fiir das Max—Cut—Problem von Barahona und Maccioni [52] ist
recht vielversprechend. Sie wird gegenwirtig {iberarbeitet, um grofie Max-Cut-
Probleme, die aus physikalischen Anwendungen stammen, zu losen.

(6.3)

6.2 Das Linear—Ordering—Problem

Probleme dieses Typs tauchen immer dann auf, wenn gewisse Objekte in eine Rang-
folge (lineare Ordnung) gebracht werden sollen, und diese beziiglich eines Kriteri-
ums optimal sein soll. Das Linear~Ordering—Problem, das wir hier skizzieren wollen,
kann folgendermaBen beschrieben werden.

In einem vollstandig gerichteten Graphen D,, = (V, A,), sei jeder Bogen (i,7) € A,
mit einem Gewicht c;; € R belegt. Gesucht wird eine lineare Anordnung der Knoten,
3agen wir 11,12,...,4n, 30 daff

n-1 n
2 2 G
i=1k=j+1

mazimal ist, d.h. es wird eine Rangfolge der Knoten gesucht, so daf die Summe
der Gewichte der Béogen, die mit der Rangfolge kompatibel sind, mazimal ist.

Dieses Problem hat vielfiltize Anwendungen. Eine der wichtigsten ist die Tri-
angulation von Input-Qutput-Matrizen, bei der eine “optimale” Hierarchie der
Sektoren einer Volkswirtschaft gesucht wird, die gewisse Strukturanalysen und
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Vergleiche unterschiedlicher Lander ermdoglicht sowie Aussagen iiber die Zirkula-
ritét (Grad der internen Sektorverflechtungen) der Volkswirtschaft erlaubt, siche.
Grétschel, Jinger und Reinelt [53]. Diese Anwendung hat tatsichlich zu den nach-
folgend dargestellten polyedertheoretischen Untersuchungen gefiihrt. Anwendungen
gibt es z.B. auch im Sport (Auswertung von Turnierergebnissen), in der Psycholo-
gie (Hierarchieuntersuchungen in Gruppen), in der Archéologie (Ahnenbestimmung,
Datierung), in der Maschinenbelegungsplanung und im Marketing. Im Marketing
tritt das Linear—Ordering-Problem 2.B. bei der Planung von Marketingstrategien
oder der Auswahl von Anzeigenserien auf. :

Ein Turnier in einem vollstdndigen Digraphen D, = (V, A,,) ist eine Bogen-
menge T' € A,, so daf je zwei Knoten 4,7 € V durch genau einen Bogen ver-
bunden sind. Ein Turnier heifit azyklisch, falls es keinen gerichteten Kreis enthalt,
Mit diesen Bezeichnungen kann man das Linear—Ordering-Problem folgendermafien
formulieren:

Finde tn D, ein azyklisches Turnier mazimalen Gewichtes.

Das zum Linear-Ordering-Problem geh6rende Polytop Pf, kann somit wie
folgt definiert werden: '

P?o = conv{xT € R4 | T C A, agyklisches Turnier}.
Linear-Ordering-Probleme kénnen also mit Hilfe des linearen Programms
max eTz, z € PP,
gelost werden.
In Grétschel, Jiinger und Reinelt [54] wurde u.a. folgendes gezeigt.
(8.4) Satz  Sei D,, = (V, A,) ein vollstindiger Digraph, n > 2. Dann gilt:

(a) Das Gleichungssystem
T+ =1ftiralles,j€V, 1 <3
ist ein minimales Gleichungssystem beztiglich P}. (Daraus folgt dim P}, =
()

(b) Die Ungleichungen
0 < zy; < 1fiar alle (i,j) €A,
definieren Facetten von P7,. Dabei definieren jedoch die beiden Ungleichungen
zi; < 1 und 2;; 2 0 jeweils ein und dieselbe Facette.
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(c) Fiir jeden gerichteten Kreis C C A,, ist die Ungleichung
z(C) <|C| -1
giiltig beztiglich P}y . Jedoch definieren lediglich die su Kreisen der Lénge drei
gehérigen Ungleichungen Facetten von P7,.

(d) Es seien k > 3 und n > 2k, U = {uy,...,ux}, W = {wy,...,w}, UNW = 0.
Die Bogenmenge
Fo={(us,w) |2=1,...,k} U {(ws,u) |1 #5,%,5=1,...,k}
heifit k~Zaun. Fiir jeden k—-Zaun F C A, definiert die Ungleichung
2(F) <k® —k+1
eine Facette von PJy.

Es sind noch weitere Facetten von P}, bekannt, etwa solche, die von Mcbiusleitern,
k-Rédern und anderen Digraphen abgeleitet sind. Die Definitionen der zugehorigen
Ungleichungen sind jedoch reichlich kompliziert. Wir verweisen hierzu auf Reinelt
[65].

In Grétachel, Jinger und Reinelt [56] wurde fir das Linear—Ordering—Problem
ein Schnittebenenalgorithmus entwickelt, der speziell zur Losung von Triangula-
tionsproblemen in der Input—Qutput Analyse gedacht war. Die meisten empirisch
erhobenen Input—-Output Tabellen haben Zeilen~ und Spaltenzahlen n, die zwischen
40 und 60 liegen. Da das Triangulationsproblem von erheblicher praktischer Be-
deutung ist, wurden in der Vergangenheit eine Vielzahl von Verfahren zur Losung
von Problemen dieser Groflenordnung vorgeschlagen. Jedoch ist es erstmals mit ei-
nem Schnittebenenverfahren gelungen, in diese Dimensionen vorzustofien, und zwar
wurden in [53] alle den Autoren zuginglichen Input-Output-Matrizen innerhalb
akzeptabler Rechenzeiten trianguliert.

Fiir die k~Zaun—Ungleichungen, Mébiusleiter-Ungleichungen etc. sind bisher
keine polynomialen Separationsalgorithmen bekannt. Hierfiir wurden Heuristiken
entwickelt, die in Reinelt [55] diskutiert werden. Erstaunlich ist bei diesem Problem,
daf die optimalen LP-Lésungen in den untersuchten rund 100 realen Problemen fast
immer ganzzahlig waren, also so gut wie nie eine Branch & Bound-Phase aufgerufen
werden mufte.

7. Folgerungen und Ausblick

Die polyedrische Kombinatorik, ein Teilgebiet der kombinatorischen Optimierung,
hat sich in den letzten 20 und vor allem in den letzten 10 Jahren auflerordentlich
stark entwickelt. An dieser Entwicklung waren Géste und Mitglieder des Sonder-
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forschungsbereichs 21 mafgeblich beteiligt. Wurden zu Beginn dieses Zeitraumes
die Resultate der polyedrischen Kombinatorik vielfach lediglich als theoretische Ku-
riositaten betrachtet, die gelegentlich bei Beweisen und Interpretationen niitzlich
waren, 8o hat sich vor allem in den letzten fiinf Jahren die praktische Verwend-
barkeit dieser Theorie gezeigt. Angeregt durch die Arbeiten zur Ellipsoidmethode
wurde Polyedertheorie gezielt betrieben, um Schnittebenenverfahren fiir kombinato-
rische Optimierungsprobleme zu erméglichen. Diese Studien waren auerordentlich
fruchtbar und erfolgreich. Sie haben zu neuen Klassen von Algorithmen fiir kombi-
natorische Optimierungsprobleme gefiihrt, die den bisherigen Methoden {iberlegen
sind, und haben dazu beigetragen, da8 Probleme aus der Praxis geldst werden
konnten, die noch vor wenigen Jahren unangreifbar erschienen.

Diese Entwicklung ist eigentlich erst an ihrem Anfang. Die meisten der bis-
her erzielten Resultate scheinen noch in vielfaltiger Weise verfeinert und verallge-
meinert werden zu kénnen. Dadurch diirften noch bessere Problemkenntnisse und
—klassifikationen méglich werden. Manche Problemkreise und spezielle Problemty-
pen sind noch gar nicht bearbeitet worden. Viele Probleme der Praxis, die heute
nur mit Heuristiken behandelt werden kénnen, diirften in naher Zukunft auch mit
exakten Verfahren anzugehen sein, die auf polyedertheoretischen Resultaten beru-
hen und auf raffinierte Weise Schnittebenenverfahren der linearen Optimierung mit
Heuristiken und Enumerationstechniken verkniipfen.
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2.7.8 Dualitét und Polaritéit in diskreten Strukturen

von Achim Bachem

1, Einleitung

Dualitat und Polaritdt gehoren schon seit Beginn des Operations Research zum
unerlaSlichen Instrumentarium der Mathematischen Programmierung, deren Uber-
tragbarkeit auf diskrete Strukturen aufgrund der ihr inhirenten kontinuierlichen
Mathematik bisher fraglich erschien. Wir wollen in dieser Ubersichtsarbeit einige
der Forschungsergebnisse der Projektgruppe C2 des Sonderforschungsbereichs 21
zusammenfassen, die sehr deutlich zeigen, daf Dualitdt und Polaritit einen aus-
gepragten kombinatorischen Charakter besitzen.

Wir beginnen in Abschnitt 2 mit dem Zusammenhang zwischen Dualitdt und
effizienten Algorithmen und zeigen, da8 eine Dualitétstheorie ganz wesentlich zur
Konstruktion effizient nachpriifbarer Stoppkriterien beitrigt. Hierbei zeigt sich,
daB ein Alternativsatz vom Typ des Farkas Lemmas der eigentliche Inhalt einer
Dualitétstheorie ist, was am Beiapiel der linearen Programmierung besonders deut-
lich wird. In Abschnitt 3 betrachten wir Verallgemeinerungen des Farkas Lemmas
fiir inear diophantische Systeme und ganzzahlige Programmierungsprobleme.

In Abschnitt 4 definieren wir orientierte Matroide als die diskrete Struktur, in
welche eine verallgemeinerte Version des Farkas Lemnmas Giiltigkeit besitzt. Die
Eigenschaften dieser diskreten Struktur werden in Abschnitt 5 von verschiedenen
Seiten beleuchtet, und es zeigt sich, daB orientierte Matroide auch einen Kon-
vexitatsbegriff zulassen bzw. selbst durch konvexe Hiillenoperatoren definiert wer-
den kénnen.
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