Den Kohl heile riiberbringen...

Mathematische Methoden der
Transportoptimierung

Eréffnungsvortrag von Prof. Dr. Martin Grétschel, Berlin

Bei der Entwicklung vieler mathematischer Teilgebiete, insbesondere der Diskreten Mathematik (Kombinatorik, Graphentheo-
rie), der Optimierung (ganzzahlige Programmierung) und des Operations Research, haben Transportprobleme eine wichtige
Rolle gespielt. So ist etwa Eulers beriihmtes Konigsberger Briickenproblem, das den Anla8 zur Entwicklung der Graphentheorie
gab, ein (Unterhaltungs-) Transportproblem. Die Lineare Programmierung, das wahrscheinlich meistgenutzte und erfoigreichste
mathematische Optimierungsverfahren, wurde unabhiingig voneinander Ende der dreiliger Jahre in der ehemaligen Sowjetunion
zur Losung dkonomischer Planungs- und Verteilungsprobleme und Ende des zweiten Weltkrieges in den USA zur Losung von
Transport- und Logistikaufgaben entwickelt.

Doch die Beschiftigung mit Transport-
problemen reicht noch viel weiter zuriick.
Die ersten tauchten schon vor iber 1200
Jahren in dem Buch "Propositiones ad acu-
endos iuvenes" auf, der altesten Sammlung
mathematischer Aufgaben in lateinischer
Sprache. Sie entstand im achten Jahrhun-
dert nach Christus und wird Alcuin von
York zugeschrieben. Alcuin war einer der
filhrenden Gelehrten seiner Zeit und Bera-
ter Karls des GroBen am frankischen Hof.
Die meisten seiner Aufgaben entstammen
noch ilteren chinesischen, &gyptischen,
griechischen oder anderen Quellen.
Alcuins vier "FluBiiberquerungsprobleme”
scheinen jedoch neu zu sein. Sie stellen
die sltesten bekannten Transportprobleme
in der mathematischen Literatur dar.
Alcuins FluBiiberquerungsprobleme hat-
ten keinen EinfluB auf die Entwickiung der
Mathematik; die Probleme warer. schlicht
Denksportaufgaben. Tatséichlich weisen
die Aufgaben aber bereits alle Charakteri-
stika groBer realer Transportprobleme auf,
wie sie heute betrachtet und gelgst werden.
Aus heutiger Sicht hitten die FluBiiber-
querungsprobleme deshalb der Ausgangs-
punkt zur Entwicklung des Operations Re-
search und der ganzzahligen Programmie-
rung sein kénnen. Wir weisen dies anhand
von Alcuins Problem 18 iiber einen Wolf,
cine Ziege und einen Kohlkopf nach:
18. "Propositio de lupo et capra et fa-
sciculo cauli.” -
Ein Mann muBte einen Wolf, eine Ziege I\
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und einen Kohlkopf iber einen FluB brin-
gen und konnte nur ein Schiff finden, das
nicht mehr als zwei Gegenstinde tragen
konnte. Es war ihm aber vorgeschrieben,
daB er sie alle unverletzt hintberbringen a)
sollte. Sage, wer es kann, wie er sie unver- ;
letzt hinliberbringen konnte. Abbildung 1. Alcuins Lésung: “Ich bringe zucrst die Zi s
den Wolf und den Kokikopf zuriick. Denn fahre ich zuriick und bringe den Wolf
hint s3 ian drisen und oringe die Ziege zarick . Dann lasse ich die Ziegg: aus
i n Kohikopf hintiber, fahre rocnmal zurick und bricge die
Ziege &l die Kaunfahr: ohine Schaden ausgefiihre, und ohne dall cines L
das ancere verscalingt.”
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T 3
\Minimiere
t=4 =1

unter den Nebenbedingungen

z(0) = (1,1,1)
y(0) = (0,0,0)
t=1) = 2t -yt +1) falls 0 < t < T gerade ist
Wt=1) = () +ylt+1) St=2 8
rt+1) = z(@) +ylt+1) .
falls0 <t < T -
1) = =(2) oyt 1) alls 0 < ¢t < T ungerade ist
y(t. 1) —yt.2)+y3) <1 firalle0<t<T
rit 1) — z(t.2 <
A Ig o ) . <1 falls 0 < ¢t < T ungerade ist
z(t.2) + z{t.3) <1
/ { B
—z{t.1) + z2(t,2) + z(t.3) <1 .
<t<
A1) - 2(2) - 2(63) <1 falls 0 < t < T gerade ist
2(T) = (1,1,1)
0 < z(t,i),y(t.i),2(t,4) <1 firalle0<t<T,1<2<3.

Abbildung 2

Durch eine sorgfilige Analyse dieses
Problems mit modernen mathematischen
Methoden wollen wir dem Zuhérer eine
allgemeinverstandliche und unterhaltsame
Einfihrung in dic modeme Theorie der
ganzzahligen Programmierung geben.

Der erste Schritt besteht aus der Herlei-
tung einer mathematischen Formulierung
des Wolf-Ziege-Kohl-Problems als ganz-
zahliges Programm. Dazu gehen wir von
der in der linken Hélfte von Abbildung 1
gezeigten Losung aus, die Alcuin fiir sein
"Kohl-Problem" angegeben hat. Dort sym-
bolisiert ein W, Z bzw. K die Anwesenheit
des Wolfes, der Ziege bzw. des Kohikop-
fes und ein Strich '-° ihre Abwesenheit.
Dic Abbildung zeigt, wic man sukzessive
Wolf, Ziege und Kohlkopf von der linken
zur rechten Seite des Flusses verschifft, so
daB alle "heile" rechts ankommen. Ersetzt
man nun dic W. Z und K durch ¢ine 1 an
der entsprechenden Stelle und schreibt 0
statt -, so crhilt man die in der rechten
Hilfte von Abbildung 1 gezeigte Lsung.
Diese erlaubt ¢s uns nun, mit Wolfen, Zie-
aen und Kohlkdpfen zu “rechnen”. Weiter
bezeichnen wir mit X{(t), (1) bzw. «(1) die,
wie man sagt. Inzidenzvektoren der Wolf-
Zicge-Kohlkopt-Kontiguration auf der lin-

STzt

ken FluBseite, auf dem Boot bzw. auf der
rechten FluBseite nach t FluBiiberque-
rungen. Die Anfangs- und Endbedingun-
gen (=0 bzw. =T) und die Irterpretation
von Alcuins Phrase "unverleizt" flihren
dann nach einigen zusitzlichen Uberle-
gungen und Umformulierungen zu der in
Abb. 2 gezeigten mathematischen Formu-
lierung des Wolf-Ziege-Kohlkopf-Pro-
blems:

Fir die Losung dieses ganzzahligen Pro-
gramms diskutieren wir anschlieBend ver-
schiedene Techniken. Wir zeigen die Viel-
seitigkeit und Flexibilitat dieser Art der
mathematischen Modellierung, indem wir
erliutern, wie auf (zwar nicht mechanische
aber) cinfache Weise Variationen und Er-
weiterungen des Problems behandelt wer-
den kénnen. Wir erkldren, wie ein solches
ganzzahliges Programm mit Hilfe von li-
nearer Programmierung angegangen und
schlieBlich im Rahmen ecines Schnittebe-
nenverfahrens und/oder eines Branch &
Bound-Verfahrens gelost werden kann.
Speziell zeigen wir, wie und warum man
mit Hilfe von ganzzahliger Programmie-
rung eine mathematisch beweisbar beste
Losung oder (falls das Verfahren aus Zeit-
mangel oder anderen Grinden vorzeitig

abgebrochen wird) eine Losung, die hoch-
stens  einen  beweisbaren  Prozentsatz
schiechter als die (unbekannte) Optimalls-
sung ist, erhalten kann. In anderen Worten,
wir fithren vor, wic und warum solche
Verfahren Lésungen von beweisbarer Gute
liefern. Die von uns dabei diskutierten
Techniken sind genau die Verfahren, die
heute zur Lésung von grofien realen
Transportproblemen verwendet werden.

Zum AbschluB unseres Vortrages schlie-
Ben wir dann den Bogen von Alcuin zu
den Transportproblemen von heute, indem
wir noch zwei derartige Probleme - an de-
nen wir derzeit arbeiten - vorstellen: die
Behindertenbefdrderung in Berlin und die
Busumlaufplanung in Hamburg,

Die Stadt Berlin betreibt eine Flotte von
etwa hundert Spezialbussen zur Beforde-
rung von Rollstuhlfahrern. Jeder Bus kann
gleichzeitig zwischen zwei und vier Roll-
stuhlfahrer transportieren. Zur Zeit neh-
men etwa 23.000 Behinderte diesen Ser-
vice in Anspruch. Taglich werden zwi-
schen 1.000 und 1.500 Transporte durch-
gefiihrt. Das Problem, das wir hier unter-
sucht haben, bestand aus der tdglichen Zu-
ordnung der individuellen Transporte auf
die Busse, so daB einerseits eine moglichst
piinktliche Abholung der Personen ge-
wihrleistet ist und anderseits die dabei an-
fallenden Kosten so gering wie moglich
sind. Wir haben dieses Problem als ein
spezielles ganzzahliges Programm, ge-
nauer, als ein sogenanntes Set-Partitioning
Problem, formuliert, dessen Matrix aus
etwa 1.000 bis 1.500 Zeilen besteht und
zwischen 100.000 und einer Million Spal-
ten enthilt. Dieses Problem kénnen wir
derzeit zwar noch nicht optimal ldsen,
doch gelingt es uns, in wenigen Minuten
CPU-Zeit Naherungslésungen zu bestim-
men, die um hdchstens 10% bis 20% vom
(unbekannten) Minimum abweichen. Eine
erste Version unseres Systems ist seit Juni
1995 in Berlin im Einsatz und fiihrte zu
einer Kostenersparnis von etwa 25% im
Vergleich zu der friher "von Hand"
durchgefiihrten Zuordnung.

Die Busumiaufplanung besteht aus fol-
gendem Problem: ein Transportunternch-
men (in unserem Fall der Sffentliche Nah-
verkehr der Stadt Hamburg) hat sich unter
Beriicksichtigung diverser Nebenbedin-
eungen und Einschrankungen fur die Rou-
ten und Fahrplane der Busse entschieden.
Das Unternehmen betreibt mehrere Depots
und Busiypen. Die Aufgabe besteht nun
darin. die Busse so den cinzelnen Einsat-
zen zuzuordnen, dafl zum einen jede Fahrt
von einem "zulissigen” Bustyp bedient
wird und zum anderen die FlotengroBe
und die Anzahl der Leerfahrien so klein
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wie mdglich ist. Auch dieses Problem laBt
sich wieder als ein spezielles ganzzahliges
Programm formulieren. Diesmal ist es ein
sogenanntes ganzzahliges MehrgiiterfluB-
problem. Fiir das Problem der Stadt Ham-
burg enthilt dieses Programm etwa 30
Millionen Variablen. Eine optimale Lo&-
sung kénnen wir in etwa 2 Tagen berech-
nen. Testrechnungen mit Daten verschie-
dener Verkehrsbetricbe zeigen, daB die
Einsparungsmoglichkeiten in Bezug auf
die Anzahl benétigter Busse und die Ko-
sten fiir die notwendigen Leerfahrten be-
trachtlich sind.
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