| Bemerkungen zur Optimierung
~ Okonomischer Modelle

Bernhard Korte und Martin Grétschel

Okonomische Modelle weisen im allgemeinen folgende Merkmale auf:
1. Die groBe Zahl der in einer Volkswirtschaft produzierten Giiter wird
zu einer relativ kleinen Zahl m von ,représentativen® Giitern aggregiert.
2. Einige Giiter werden als nicht produzierbar und innerhalb, des Modells
als von auflen gegeben angenommen. Diese Giiter heien Primirgiiter.
Ihre Anzahl sei r. 3. Die vielen verschiedenen Produktionsprozesse werden
zu n ,représentativen Prozessen zusammengefa(t.

Ein Modell einer Okonomie besteht nun darin, daB eine Abbildung

SiR*™>R"xR’,  f(x):=(g(x), h(x))=(y, 2)

spezifiziert wird, die angibt, welche Menge der erwiinschten Giiter pro-
duziert und wieviel von den Primirgiitern verbraucht wird, wenn die
Produktionsprozesse auf dem , Niveau* xcIR" arbeiten.

Ublicherweise wird angenommen, daf Produktionsprozesse nicht auf
negativem Niveau arbeiten kdnnen, also x=0. '

Da in keiner Okonomie alle Primirfaktoren (etwa Kapital, Arbeit)
in unbeschrinktem MaBe vorhanden sind, andererseits aber auch ein
Verbrauch gewisser Quantitéten (etwa an Arbeit) als politisch wiinschens-
wert angesehen wird, verlangt man im allgemeinen, daB der Verbrauch der
Primérfaktoren in einem Bereich Z <R liegt. Desgleichen werden hiufig
aufgrund technischer oder politischer Uberlegungen Mindest- und Hchst-
grenzen der Produktion gewisser erwiinschter Giiter vorgegeben, d.h.
fir (y, z)=f(x) muB} gelten g(x)=yeY<IR™

Optimierungsprobleme ergeben sich auf natiirliche Weise, wenn auf-
grund gewisser BewertungsmafBstibe und Zielvorstellungen ein Produk-
tionsniveau x, eine Giiterproduktion y und ein Verbrauch von Primir-
giitern z gesucht werden, so daB f(x)=(y, z), x=20, ye¥, zeZ gilt und daB
(x,y,z) im Rahmen der Zielvorstellungen bestméglich ist. Driicken wir
die Bewertung von Produktionsniveau, Giitererzeugung und Primér-
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giiterverbrauch durch eine Funktion

c: R'xR"xR"-R

-

aus, so ldBt sich dieses Optimierungsproblem als das folgende mathe-
matische Programm schreiben

c(x, y, z)=max!

x=0
_ glx)—y=0
f@=0,2=0 bzw. {h(x)_z=0
yeY
zeZ. ]

Dabei riihrt allein die Bedingung
f(x)~(,z)=0 A

von dem die Vokswirtschaft beschreibenden Modell her, wihrend die
Bedingungen ye€Y, zeZ wohl durch Kenntnis des Modells beeinfluBt
sein konnen, im wesentlichen jedoch politische oder technische Einschrin-
kungen oder gar im schlechtesten Fall nur Vorurteile des Modellbauers
reflektieren. ' '

Viele der in der Literatur vorgeschlagenen &konomischen Modelle
(vgl. KRELLE [1967], HILDENBRAND [1975], CHENERY und CLARK [1959],
DorrFMAN, SAMUELSON und SorLow [1958], KoniG [1959]) sind linear,
d.h. die Abbildung f: R" - IR™ x IR" ist linear. Speziell wird héufig, wenn
Optimierungsansitze betrachtet werden, eine lineare Technologie zugrunde
gelegt. Die weiteren technischen und politischen Beschrinkungen Y,Z
werden ebenfalls im allgemeinen durch konvexe Mengen oder Polyeder
angegeben, die durch eine endliche Zahl von konvexen bzw. linearen
Nebenbedingungen definiert sind. In den meisten dkonomischen Modellen,
die auf empirischen Erhebungen beruhen und konkrete Analysen und
Planungsalternativen mit Optimierungsansdtzen ermitteln wollen, sind
sowohl die Zielfunktion als auch das zugrunde liegenden Modell und die !
Nebenbedingungen linear, da zum einen lineare 6konomische Modelle :
einfacher geschéitzt und zum anderen nichtlineare Optimierungsaufgaben g
etwas anspruchsvollerer GroBenordnung kaum gelSst werden konnen.
Das bedeutet, dal das betrachtete Optimierungsproblem ein lineares
Programm {iber einem Polyeder ist, der durch die zugrundeliegende
Technologie und spezielle weitere Restriktionen definiert ist. Als Ziel-
funktionen werden héufig gewdhlt:

;
i
B
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Maximierung gewisser Komponenten der Endnachfrage mit eventueller
Gewichtung durch Nutzenindizes, Minimierung des Einsatzes gewisser
Primérfaktoren, Minimierung der Umweltbelastung oder Maximierung
der Auslastung des Arbeitskriftepotentials.

Praktische Rechnungen nach diesen Vorschligen haben zum Teil
unbefriedigende Resultate erbracht, da die optimalen L&sungsvektoren
entweder Okonomisch unsinnig waren (z.B. waren nur wenige Kom-
ponenten des Endnachfragevektors echt positiv) oder da sie insofern
trivial waren, als sie bei beliebiger Zielfunktion den Werten von x, y und z
in der dem Modell zugrundeliegenden Basisperiode entsprachen. Wie wir
weiter unten zeigen werden, hat das fiir einen Teil der Probleme seinen Grund
in der Struktur der Skonomischen Modelle.

Nehmen wir verniinftigerweise an, daB von keinem erwiinschten Gut y,
negative Mengen produziert, desgleichen, daB von keinem der Primir-
giiter z, negative Betriige verbraucht werden sollen, und nehmen wir an,
daB sich die Bedingungen yeY, zeZ durch ein System von Funktional-
ungleichungen darstellen lassen, so kdnnen wir unser Programmierungs-
problem wie folgt schreiben

c(x,y, z)=max!
g(x)—y=0
h(x}—z=0
(P) F(x,y,2)Sb
x=0
yz0
220,
¢ wobei wir keine speziellen Forderungen an die Art des Funktionensystems

F(x, y, z) S b stellen wollen; desgleichen kann ¢(x, y, z) zunéchst eine beliebige
Abbildung sein. ‘

Betrachten wir das folgende Programm

¢;(x)=max!
(B) E(x)<b

x=0,

ey

S

wobei F(x):=F(x, g(x), h(x))
¢;(x): =c(x, g(x), h(x)) gelten soll.

|
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Bemerkung 1
a) Ist (x, y, z) zuldssig fiir (P), dann auch x fiir (B) und c(x, y, z)=c,(x),

b) Ist x zuldssig fir (B) und g(x) =0, h(x) 20, dann ist (x, y, z): =(x, g(x), h(x))
zuldssig fiir (P) und c(x, y, z) = c,(x).

Beweis: Folgt trivialerweise durch Einsetzen in die Definitionen. |

Folgerung 2
(P) und (R) sind genau dann Zquivalent, wenn

g(x)=20 und A(x)20 Vx20 mit E(x)<b. |

Nehmen wir nun an, dal m=n und daB die Abbildung g: R" —IR" bijektiv
ist, d.h., daB die Anzahl der Produktionsprozesse gleich der Anzahl der
erwiinschten Giiter ist und daB es zu jeder erwiinschten Giiterkombination
(Nachfrage) genau ein Produktionsniveau gibt, das diese erzeugt (sofern
geniligend Primérfaktoren vorhanden sind).

Sei g~! die Umkehrabbildung von g, und betrachten wir folgendes
Programm :
max!

b
0,

(¥
&) : Ky

)
)

1A

<
v

wobei E(y):=F(g~*(y), y,hog™'(y))
| ca(v):=c(g='(), y, hog='(y)) gelten soll.

Bemerkung 3

a) Ist (x, y, z) zuliissig fiir (P), dann auch y fiir (B) und c(x, y, z) =c,(y).

b) Ist y zuldssig fiir (B) und g='(y)=0, hog=(»)20, dann ist (x, y, z):=
(g=(), y, hog=1(y)) zuliissig fiir (P) und c(x, y, z) =c,(y).

Beweis:
a) (x,y, z) zuldssig fiir (P} = y=0 und b= F(x, y, 2)
=F(g=' (), y, hog™(v))
=F(),
also ist y zuldssig fiir (B).
c(x,y, 2)=c(g™*(¥), y, hog ') =2 ().
b) analog. |
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Folgerung 4
(P) und (B) sind dquivalent genau dann, wenn g~*(y)=0 und hog=1(y)=0
Vyz0mit ()sb. 1

Offensichtlich haben die Programme (B) und (B) gegeniiber (P) den
Vorteil, daBl sie wesentlich weniger Variable und Restriktionen besitzen
und daher bei numerischen Rechnungen einfacher gelost werden kénnen.
Dariiber hinaus konnten, falls (P) und () bzw. (P) und (B) dquivalent
sind, erheblich gréBere Probleme betrachtet werden. Es ist also sinnvoll
zu fragen, bei welchen der fiir empirische Studien wichtigen Modellen das
Programm (P) durch eines der Programme (B) oder (B) ersetzt werden
kann. AuBerdem kann dabei studiert werden, inwieweit die zugrunde-
liegende Technologie iiberhaupt fiir die Aufstellung eines optimalen
Programms restriktiv. ist bzw. ob die Optimallésung allein von den zu-
sdtzlichen Beschrinkungen abhingt. ~

Wir nehmen zunichst an, daB die Volkswirtschaft in » Produktions-
sektoren unterteilt ist, n Giiter produziert werden und jedes Gut in genau
einem der Sektoren produziert wird.

Sei X=(x;), i,j=1,...,n, eine (empirisch erhobene) interindustrielle
Transaktionsmatrix, d.h. x;; gibt die Lieferungen des i-ten Sektors an den
J-ten Sektor an, y=(y,, ..., y,) sei der Vektor der Gesamtendnachfrage, und

x:=Xe+y
sei der Vektor der Bruttoproduktionswerte (e:=(1, ..., 1)7).
X:=Xdiag(x)™" (diag( )=Diagonalmatrix des Vektors ( ))

ist dann die”Matrix der klassischen Inputkoeffizienten. Daraus erhalten

wir das Leontief-System _
I—-X)x—y=0.

Folgende Eigenschaften der Matrix A:=(I—X) sind wohlbekannt (vgl.
etwa Hildenbrand [1975]).

Bemerkung 5

a) ;<0 i%*j, ;>0 ij=1,...,n

b) A ist reguldr (sei M:=A"'), da die Spaltennorm von X echt kleiner als
eins ist.
¢) Zu jedem y=0 existiert genau ein x=0 mit

Ax=y (x:=My) (Frobenius-Perron bzw.
Simon-Hawkins Eigenschaft).
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d) Aus Ax=0 folgt x=0.
e) L:={xeR":Ax=0} ist ein Kegel mit Spitze in 0, der ganz im positiven
Orthanten enthalten ist und innere Punkte enthilt. |}

Eine Verallgemeinerung dieses Modells besteht darin, daB erlaubt wird,
daB verschiedene (lineare) Produktionsprozesse dasselbe Gut herstellen
kdnnen, weiterhin aber jeder Prozefl nur ein Gut produziert. Solche Modelle
heien Input-Output-Systeme mit Substitution. Die die. Technologie beschrei-
bende Matrix A ist.dann eine (m, n)-Matrix mit m>n, wobei jede Spalte
von A analog zu den Spalten von A im einfachen Modell definiert ist.
Jedes Gut i werde von n; Prozessen hergestellt und die Prozesse seien so
geordnet, daB Gut 1 von den ersten n, Prozessen, Gut 2 von den Prozessen
ny+1,...,n +n, etc. hergestellt wird.

Sei

i
kor=0 und ki:=3%n, i=1,..,n.
j=1

Fiir die so definierte Matrix A gilt dann

Bemerkung 6

a) a;>0, falls je{k;_,+1, ..., k;}, a;;<0 sonst.

b) A ist, da n>m, nicht reguldr, hat aber vollen Rang m.

¢) Zu jedem y=0 gibt es ein x 20 mit Ax=y.

d) Ist Ax=0, so ist nicht notwendig x>0, aber es gibt ein X 20 mit
Ax=Ax,.

e) Li={xeR": Ax20} ist ein Kegel mit Spitze in 0 und enthilt innere
Punkte.

Beweis: . :
a) Nach Definition. | 4
b) ¢) d) Nach Definition ist jede (1, n) Untermatrix von A mit der Eigen-
schaft, daB es zu jedem Gut (Zeile) einen ProzeB (Spalte) gibt, der dieses
produziert, eine Input-Output-Matrix des klassischen Typs, also regulir,
d.h. A hat vollen Rang. Aus Bemerkung 5c¢) folgen dann c) und d).
-¢) Offensichtlich. §

Kehren wir zuriick zu unseren Programmen {P), (P,), (P,) und nehmen
wir an, dal die Beziehungen zwischen Intensititsniveau und Giiterproduk-
tion durch ein einfaches Leontief-Modell oder eines mit Substitution dar-
gestellt sind, d.h.



Bemerkungen zur Optimierung dkonomischer Modelle 463

c(x, y, z2)=max!
Ax—y=0
h(x)—z=0
(P) F(x,y,2)Sb
x20
y20
z=0

¢;(x)=max!
(£) E(x)sb
x=0

c,(y)=max!
() Ky)=b
y20.

Im allgemeinen wird im Rahmen der Input-Output-Theorie vorgeschlagen,
fir den Verbrauch an Primérfaktoren Leontief-Walrassche Produktions-
funktionen oder Produktionsfunktionen des Arrow-Solow-Typs (siche
etwa SCHUMANN [1968]) zu wihlen. Alle 6konomisch sinnvollen Funktionen
dieser Art haben die Eigenschaft, daB bei nichtnegativem Intensititsniveau
x auch der Verbrauch h({x) an Primérfaktoren nicht negativ ist. Unter dieser
Annahme folgt dann

Bemerkung 7

Die Programme (P) und (B) sind dquivalent, wenn 4 die Matrix des ein-
fachen Leontiefsystems ist und h(x) eine der klassischen Produktions-
funktionen ist.

Beweis: :

Ist / eine der klassischen Produktionsfunktionen, dann gilt k(x)z0, falls
x20. Ist 4. die Leontief-Matrix und yz0, dann ist nach Bemerkung 5¢)
Aly=:1x20, folglich auch h(4-'y)=0. Mit Folgerung4 folgt die Be-
hauptung. 1

Die Bemerkung 7 sagt also aus, daB in dem Falle, wo die Beziehungen
zwischen Produktionsniveau und Giiterproduktion durch ein einfaches
Leontief-Modell wiedergegeben werden, das Optimierungsprogramm (P)
durch das wesentlich einfachere Optimierungsproblem (P,) ersetzt werden
kann. Nehmen wir als Beispiel eines der i.a. iiblichen linearen Optimierungs-
modelle.
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cy=max!
Ax—y=0
Zx—2z=0
B, xsbh;
B,ysbh,
B3zZb,
x=0, y=0, z=0.

Die Endnachfrage bei Gewichtung der einzelnen Giiter soll maximiert
werden unter Beachtung verschiedener Kapazitdtsbeschrinkungen. Sei
M:=A"! dann ist dieses Programm #quivalent zu

cy=max!
B/M /by
B, y= | b,
By ZM b,
yz0.

Das zweite Programm ist wesentlich handlicher als das erste und reflektiert
vor allen Dingen, wenn man bedenkt, wie simpel meistens die Struktur
der Matrizen B,, B,, B; bei empirischen Modellen ist, kaum noch die
Technologie des Input-Output-Modells. Das Problem ist reduziert auf
ein Programm, das eine optimale Giiterproduktion bestimmt unter Neben-
bedingungen, die meistens die Meinung des Modellbauers iiber sinnvolle
Ober- oder Untergrenzen reflektieren. Das Optimum ist allein von den
gewihlten Schranken abhéngig und bis auf die Matrixtransformationen
unabhiingig von der Struktur des Input-Output-Modells.

Da die Matrix 4 im Input-Output-Modell mit Substitution nicht in-
vertierbar ist, lassen sich in diesem Fall &hnliche SchluBfolgerungen natiir-
lich nicht zichen. :

Betrachten wir nun die Beziehungen zwischen den Programmen (P)
und (P,). Zunichst ist (P) offensichtlich zu folgendem Programm #quivalent

¢, (x)=max!
(5) Ax=0
h(x)=0
F(x)=b
x=0.

R e S T e i e T e e T U i e
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Das Programm (P,) entsteht aus (P;) durch Weglassen der Ungleichungs-
systeme Ax =0, h(x)=0. Wir wollen untersuchen, wann diese weggelassen
werden kdnnen, ohne daB die Optimallsung geéndert wird.

Analog zur Diskussion im vorhergehenden Falle konnen wir bei jeder
praktischen Rechnung annehmen, daB fiir die Nachfrage nach Primér-
glitern gilt: h(x)=0 falls x=0, d.h. daB die Nebenbedingung h(x)=0 von
x 20 impliziert wird, also redundant ist.

Die Menge L:={x: Ax20} ist nach Bemerkung Se) bzw. 6¢) ein Kegel,
der im Falle des einfachen Leontief-Systems sogar im positiven Orthanten
liegt. Im Falle des Modells mit Substitution ist L nicht Teilmenge von
IR™, aber es gilt auch nicht R < L. Ohne zusitzliche Einschrinkungen
konnen wir also die Nebenbedingungen xeL nicht fallen lassen.

Nehmen wir an, daB die Zielfunktion ¢: R"xR™xIR"— R konkav ist,
daB die Abbildung F: R™ x R"—1R? konvex ist, und daBl die Produktions-
funktion h: IR™ —R" linear ist, d.h. daB eine Leontief-Walras-Produktions-
funktion vorliegt. Es folgt dann

Bemerkung 8 _
¢;: R™—> R ist konkav und F;: R"— IR? konvex.
Beweis: Sei 0£A£1, dann gilt: B
61 (}.xl + (1 - j.)xz) - C(l x1 + (1 - }«)xz s A(ﬂ« xl + (1 - l)xz), h(}‘xl + (1 - l)xZ))
=C(}«x1, A}"xl’ h(’q'xl))-}-((1 - ’l)x29 A(l _)')x29 h’((l - }')xZ))
= c(}"(xh A'xl ] h(xl))+(1 —)-)(xz, sz, h’(x2)))
g )‘c(xl ’ Axl » h(xl))+ (1 - }‘)c(xl ’ A X2, h’(xZ))
=Acy(x)+ (L= A)c; (x,).
Analog sieht man, daB F; konvex ist. 1
Die zuldssigen Bereiche der beiden Programme (P) und (P,) sind somit
als Durchschnitt konvexer Mengen konvex. Die Zielfunktionen beider
Programme sind konkav.
Bezeichnen wir den Rand des Kegels L={xeR": Ax=0} mit RdL.

Ein Vektor xeL ist also genau dann aus Rd L, wenn mindestens eine Kom-
ponente des Bildvektors 4 x gleich Null ist. Es gilt dann

Bemerkung 9 _

Sei c: R*"xR™xR"— R konkav, h: R" =R’ linear, h(x)=0 fiir x=0 und
F:R"xR™xIR"—R” konvex. Sei (x, y, z) optimal fiir (P) und x, optimal
fiir (B,).

30 Quant. Wirtschaftsforschung
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Dann gilt

(@) ¢ (xy)>c(x,y,2)=>xeRd L.

(b) ¢y (xy)=c(x,y,2) und x, ¢L=>.
Es existiert ein fiir (P) zuléissiger Vektor (x,, y,, z,) mit x,e RdL und
c(xZ: Va2, ZZ)—“:C(X, Vs Z)°

Beweis:
Da die Programme (P) und (B,) dquivalent sind und der Definitionsbereich
von (P,) den von (B) enthilt, ist der Wert der Optimallésung von (P))
immer mindestens so grof} wie der Wert der Optimalldsung von (P;) bzw. (P).
(a) Angenommen x¢Rd L. Da x, ¢L gibt es ein a mit 0<a<1, so daB
Xgi=0X; +(1—a)xeRd L. Sei y,:=Ax,, und z,:=h(x,). Da x,€L, ist nach
Definition y,20, und da x=0, x, =0, ist auch x,=0, folglich nach An-
nahme z,=0. Aufgrund der Konvexitit von F folgt

F(Xy, Yoy 2) =F(ax; + (1 —a)x, ad x, +(1 —o) Ax, ahx; +(1 — &) hx)
=F(o(xy, Axy, hxy)+(1 —0)(x, Ax, hx))
SaF(xy, Ax;, hx)+ (1 —a)(x, Ax, hx)
=qF (x)+(1—a)F(x,y,2)Sab+(1—a)b=b.
Mithin ist (x,, ¥,, 2,) zuldssig fiir (P). Da ¢ konkav ist, ergibt sich
C(Xgs Var Zg) =c(e(Xy, A2y, hX) +(1— ) (X, AX, hx))
Zac(xy, Axy, hx)+(1—a)e(x, y, 2)
=0¢ (%) +(1—a)e(x, v, 2)
>c(x, y, 2).
Das aber ist ein Widerspruch zur Optimalitét von (x, y, z).
(b) Ist (x, y, z) optimal fiir (P)und x¢ Rd L, so konstruieren wir wie oben

den gesuchten Vektor (x,, y,, z,), mit x,eRdL. 1

Wie ist nun diese Aussage zu interpretieren? Aufgrund des relativ hohen
Aggregationsgrades aller empirisch erhobenen Okonomischen Modelle
(speziell in der Input-Output-Analyse) ist anzunehmen, dall nur solche
Giiter in das Modell aufgenommen werden, die in der Volkswirtschaft
produziert werden und auch weiterhin produziert werden sollen.

Ein Optimierungsmodell, das als Losung angibt, daB kein Stahl mehr
produziert werden soll, muB fehlspezifiziert sein. Ublicherweise werden in
die Optimierungsprogramme positive Unter- und Obergrenzen fiir die
Giiterproduktion aufgenommen, was heiit, daB in diesem Fall alle den Kegel
L definierenden Restriktionen redundant sind, d.h., daB die Bedingung

.
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Ax=0 weggelassen werden kann, ohne die L&sungsmenge zu verdndern.
Das aber bedeutet nun, da3 unter den Voraussetzungen von Bemerkung 9,
die in allen uns bekannten empirischen Studien etfiilit sind, das Programm
(P) durch das Programm (P,) ersetzt werden kann. Denn liefert das Pro-
gramm (P,) eine Losung x,,s0 dafl Ax; ¢R™ ,dann gibt es nach Bemerkung 9
eine Optimalldsung (x, y, z) von (P), so daB mindestens eine Komponente
von y Null ist. Unter den iiblichen Voraussetzungen, die bei empirischen
Studien von Okonomien gemacht werden, heiit das aber, da das Opti-
mierungsprogramm flir verniinftige Aussagen iiber das Modell fehl-
spezifiziert ist.

Fiir Modellbauer, die Planungsalternativen durch Optimierung von
Systemen, die dkonomische Modelle enthalten, ermitteln wollen, ergibt
sich aus den vorangegangenen Uberlegungen, daB sich die Programme
durch Reduktion der Variablenzahl und Weglassen vieler Ungleichungen
wesentlich vereinfachen lassen. Weiter zeigt sich, dafl hdufig das zugrunde
gelegte Okonomische Modell gar keinen Einfluf auf die Losungsmenge
des Programms hat, was bedeutet, daB die Optimallésungen allein von den
zusétzlichen Beschrinkungen abhidngen, die leider manchmal nur nach .
gewissen Daumenregeln angesetzt werden. Fiir die Entwicklung von
Optimierungsmodellen, die fiir empirische Zwecke Verwendung finden
sollen, ergibt sich daraus der Schluf}, daBl wesentlich mehr Sorgfalt auf die
Erstellung der zusdtzlichen Restriktionen gelegt werden mufB, da diese
im allgemeinen allein die Lage des Optimums beeinflussen.
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