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Zusammenfassung: Wir betrachten die Formulierung des asymmetrischen Travelling Salesman Prob-
lems als lineares Programm und leiten mehrere Klassen neuer Ungleichungen ab, die eine schdrfere
Charakterisierung des Travelling Salesman Polytopen (konvexe Hiille der Touren) in Form von Un-
gleichungen ergeben,

Es zeigt sich, daf einige der neuen Ungleichungen und auch einige der bekannten Kurzzyklus-
Bedingungen tatsichlich Facetten des Travelling Salesman Polytopen sind, d.h. dafl sie zu der Klas-
se von Ungleichungen gehéren, die die konvexe Hiille aller Touren eines n-Stidte Problems in ein-
deutiger Weise charakterisiert.

Summary: We consider the linear programming formulation of the asymmetric travelling salesman
problem. Several new inequalities are stated which yield a sharper characterization in terms of
linear inequalities of the travelling salesman polytope, i.e. the convex hull of tours.

In fact some of the new inequalities as well as some of the well-known subtour elimination con-
straints are indeed facets of the travelling salesman polytope, i.e. belong to the class of inequalities
that uniquely characterize the convex hull of tours to a n-city problem.

1. Einleitung

Das Travelling Salesman Problem (TSP) hat in der Literatur grofe Beachtung gefun-
den als ein interessantes und fiir die Praxis wichtiges kombinatorisches Optimierungs-
problem. (Fiir einen Uberblick iiber die bis 1968 dazu erschienenen Arbeiten, siche
Bellmore, Nemhauser [1968], Miiller-Merbach [1970), Steckhan, Thome [1972]). Neue
Anregungen hat die Bearbeitung des TSP durch Arbeiten von Chvdtal [1973b], Held
und Karp [1970], [1971], Hong {19711, Karp [1972] sowie Padberg und Rao [1974]
erfahren. Insbesondere die Arbeit von Karp [1972] ist in diesem Zusammenhang er-
wihnenswert, da in ihr gezeigt wird, daf das TSP zu seiner Losung einen — im Sinne
der Definition von Karp [1972] — ebenso komplexen Algorithmus bendtigt wie das
scheinbar viel allgemeinere lineare Programmierungsproblem in Null-Eins-Variablen. In
der Arbeit von Padberg und Rao [1974)] wird gezeigt, daf der Diameter der konvexen
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Hiille aller Touren eines TSP immer kleiner oder gleich zwei ist, d.h. da die minimale
Kantendistanz zweier beliebiger Touren des TSP auf der konvexen Hiille aller Touren
héchstens zwei ist. Damit fillt das TSP beziglich dieser Charakteristik konvexer Poly-
tope in dieselbe Kategorie wie zahireiche kombinatorische Programmierungsproble-
me, fiir die es — im Sinne von Edmonds [1965] — ,.gute** Algorithmen gibt (so z.B. fiir
das Zuordnungsproblem, das Matching-Problem, etc.).

Mathematisch wird das TSP im allgemeinen wie folgt formuliert: Es sei 7 der Poly-
top des (n,n)-Zuordnungsproblemes (Assignment Problem, kurz AP), siehe etwa Miil-
ler-Merbach [1970],

n n

Pl = xER:x>0; % x,,=1 fiirj=1,...,m Tx, =1 firi=1,...,n}
4 i=1 =t

Dann ist jede Tour des TSP mit n Stiidten eine Basislosung von AP, aber nicht umge-

kehrt.

Mit Hilfe des AP kann durch Hinzufiigen der Kurzzyklus-Bedingungen (Subtour Eli-
mination Constraints) das TSP als ganzzahliges lineares Programm formuliert werden:
Essei SC {l,...,n}=: V eine beliebige nicht-leere echte Teilmenge von V. Dann
sind die Kurzzyklus-Bedingungen definiert durch

S) £ -2 x'.j<|S|—l, SCV mit 1L<[|S|€n— 1.
ieS jes
Definieren wir nun P} als diejenige Teilmenge aller Losungen von Py , die () erfiilt,
d.h. P{ = {x € P}| x erfiillt (S)}, so sind bekanntlich die ganzzahligen Ecken von P
gerade die Touren des Travelling Salesman, d.h. der Polytop P} des n Stadte-TSP ist
gerade die konvexe Hiille der ganzzahligen Losungen aus P§, P} = conv {x € P§|x
ganzzahlig}.

Eine vollstindige lineare Charakterisierung von PF, d.h. ein lineares Gleichungs- und
Ungleichungssystem, dessen Losungsmenge P ist, ist nicht bekannt. Es gilt aber die
Relation P} C P§ C P} . Fiir die Losung eines TSP bedeutet das, da8 man die Optimal-
l6sungen iiber P} und P§ heranziehen kann, um eine Abschitzung der Zielfunktion fiir
das TSP zu erhalten. Allgemeiner: da jede Tour auch Ecke von P% bzw. P ist, geniigt
es vielfach iiber die Polytopen P} bzw. Pg zu optimieren, um die Optimalitit einer ge-
wissen Tour nachzuweisen. Dabei hat offensichtlich der Polytop P§ gegeniiber Pj den
Vorteil, dafl er schdrfere Schranken liefert und die Optimalitit einer Tour mit grofierer
Wahrscheinlichkeit nachgewiesen werden kann.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es nun, schdrfere partielle lineare Charakterisierun-
gen von PF zu erstellen, d.h. lineare Ungleichungssysteme (US) zu finden, so daf gilt:

PLCP = {x EPg| x erfilt (Us) cPgCPy.

Historisch gesehen ist die Suche nach solchen schirferen linearen Charakterisierungen
motiviert durch eine bereits 1954 publizierte Arbeit von Dantzig, Fulkerson und John-
son [1954], in der vermittels ebensolcher Uberlegungen die Optimalitit einer Tour
eines TSP mit 49 Stidten gezeigt wurde. Trotz weiterer Einzelfille, in denen es gelun-
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gen ist, Probleme mit einer relativ groBen Anzahl von Stidten exakt zu losen, siche
etwa Thompson und Karg [1964), Helbig Hansen, Krarup [1974], kann man dennoch
sagen, daf in der Regel Probleme mit n > 60 Stddten heuristisch geldst werden miissen,
da der Rechenaufwand sonst in unvertretbarer Weise ansteigt. Das bedeutet in der Pra-
xis, daf® man Optimalitit einer heuristisch gefundenen Lésung vielfach nicht nachwei-
sen kann und in der Regel nur eine grobe Abschiitzung der Entfernung vom ,,wahren*
Optimum zur Verfiigung hat. Wesentlich ist in Zusammenhang mit unserem Vorgehen
die Beobachtung, da hiufig eine nur relativ kleine Teilmenge aller linearen Unglei-
chungen, die P} charakterisieren, ,,aktiviert* werden muf} (in Verbindung mit den Ne-
benbedingungen des AP), um die Optimalitit von Touren nachzuweisen, siehe Dantzig
et al, [1954], Hong [1971].

Die vorliegende Arbeit bietet in Hinblick auf die vorangegangenen Bemerkungen
Ansitze fiir schirfere Kriterien zur Uberpriifung auf Optimalitidt von Touren, und es
werden in ihr erstmals Ungleichungen daraufhin untersucht, ob sie ,Facetten* von P;'.
sind, d.h. lineare Beziehungen darstellen, die zu einer nicht-redundanten linearen Cha-
rakterisierung von P} auch tatsichlich benotigt werden. (Solche Ungleichungen sind in
gewissem Sinne ,,strongest cutting planes*). Damit steht dieser Aufsatz in einer Reihe
von neueren Arbeiten, die darauf abzielen, ganzzahlige Optimierungsprobleme dadurch
einer Losung niherzubringen, da Strukturuntersuchungen an der konvexen Hiille der
ganzzahligen zuliissigen Punkte durchgefiihrt werden, siehe etwa Balas [1975], Chvatal
{1973a), Glover [1973], Hammer, Johnson, Peled [1975b], Padberg [1971, 1973,
1975], Wolsey [1975].

In Abschnitt 2 geben wir einen Uberblick iiber einige der bisher bekannten theoreti-
schen Resultate und die Darstellung unserer Notationsweise. In Abschnitt 3 werden die
von Chvétal [1973b] gefundenen Kammungleichungen auf das asymmetrische TSP
iibertragen, anschliefend werden drei neue Klassen giltiger Ungleichungen abgeleitet.
Der Abschnitt 4 bringt die Berechnung der Dimension von P7. In Abschnitt S werden
verschiedene Klassen von Ungleichungen daraufhin untersucht, ob sie Facetten von Py
definieren. In Abschnitt 6 wird gezeigt, daB die neuen Ungleichungen eine schirfere —
wenngleich nur partielle — lineare Charakterisierung von P liefern. Schliefilich werden
in Abschnitt 7 die erhaltenen Resultate zusammengestellt, einige Vermutungen iiber
PF geduBert und Moglichkeiten zur weiteren Arbeit aufgezeigt. Die Verwendung der
hier erhaltenen Ergebnisse im Bezug auf die numerische Losung von TSP’s — etwa im
Sinne des Verfahrens von Hong [1971] — ist einer weiteren Arbeit vorbehalten.

2. Notation und Vorbemerkungen

Ein (gerichteter) Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge ¥ (Knoten)
und einer endlichen Menge E C ¥ X V (Kanten). Ist W C V, so bezeichnet F (W) den
von W aufgespannten Untergraphen, dh. F (W)=E N W X W. Mit | W| bezeichnen wir
die Michtigkeit von W.

Ein (schlingenloser, gerichteter) Graph G = (¥, E) heifit vollstandig, falls
E=VXV—{Gnli=1,...,n}
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Graphentheoretisch 1a83t sich das TSP nun wie folgt formulieren: Es sei G = (V, E)
ein vollstindiger Graph. Eine Kante (i, j) in G reprisentiert den Weg von der Stadt i
zur Stadt j. Bewerten wir jede Kante mit einer Weglinge cyj, S0 ist ein Hamiltonscher
Kreis in G zu suchen, so dafl die Summe der Kantenbewertungen minimal ist. In einem
symmetrischen TSP ist € = Cjis das bedeutet, da man ein solches Problem mit Hilfe
ungerichteter Graphen, somit also mit der Hilfte der Kanten formulieren kann. In die-
sem Aufsatz werden wir uns jedoch nur mit dem asymmetrischen TSP befassen.

Um das TSP als Problem der ganzzahligen Programmierung zu formulieren, ordnet
man jeder Kante (i, j) € E eine Variable x;; € {0,1} zu und setzt x; = 1, falls der
Handlungsreisende von i nach j geht, x;; = 0 sonst. Im weiteren schreiben wir x als
Vektor x = (11, X12,. - -, X1y, X215 - - - , Xy, ) € R®" . Jede zyklische Permutation
m= <y, ..., l,> interpretieren wir als Vektor x mit Hilfe der Vorschrift x,; = 1, falls
(i, j) in der Permutation vorkommt, x;; = 0 sonst. Fiir jede Tour eines Handlungsreisen-
den haben wir also nun drei dquivalente Darstellungen a) als Permutation, b) als Vek-
tor x und c) als Folge von Kanten (Hamiltonzyklus), (i1, i,), (ia, i3), . - . , (i, i1 ). Wir
nennen zwei Touren linear unabhiingig, wenn sie als Vektoren des R’ dargestellt li-
near unabhingig sind. Seit Dantzig et al. [1954] wird das TSP im allgemeinen wie folgt
als ganzzahliges Programm formuliert:

. n n
i i=zl ]'=zl ci]x‘i
n
unter (1) Exl.l.=l firj=1,...,n
i=1
n
2) Zx;=1 firi=1,...,n
=1 Y
€) x; €01} fir 1<ij<n,
(L) TP x,21VSCVS#p
ies jevs VY
oder
(S) > x,<I|SI—1 VSCV,1<i5|<n.

a@nerEsy Y

Die Ganzheitsbedingung (3) fordert, daB eine Kante (i, j) entweder in einer Tour ist
oder nicht. Die Bedingungen (1) und (2) besagen, daf jede Stadt genau einmal besucht
wird; (1) und (2) geben gerade die Nebenbedingungen des (n, n)-Zuordnungsproblems
(AP) wieder. Fiir die Nebenbedingungen (1) und (2) schreiben wir in Matrizenschreib-
weise: Ax = e. Fiir das n-Stddte Problem sei dann

Py = xER |Ax=e¢, x >0}, P = conv {x € P} | x ist Tour}

P; = {x EPQ' | x erfiillt (S)}.
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7 ist die Menge aller Losungen des Zuordnungsproblems, das aufgrund der totalen
Unimodularitit von A die Eigenschaft hat, daB alle Ecken ganzzahlig sind. Dagegen be-
sitzt Pg auch nichtganzzahlige Ecken, jedoch reprisentieren alle ganzzahligen Ecken
Touren. P% besitzt wiederum nach Definition nur ganzzahlige Ecken, die Touren dar-
stellen, jedoch ist kein lineares Gleichungs- und Ungleichungssystem bekannt, das P7
vollstindig charakterisiert. Erste Schritte zu einer nicht-redundanten, vollstindigen li-
nearen Charakterisierung von P7 werden in dieser Arbeit unternommen. Dazu bemer-
ken wir zunichst der Vollstindigkeit halber, daf die Loop-Constraints (L) dquivalent
sind zu den Subtour-Elimination Constraints (S) sowie daB es geniigt, eine echte Teil-
menge aller Nebenbedingungen der Form (S) zu betrachten.

Bemerkung 2.1: Die Loop Constraints (L) sind dquivalent zu den Subtour Elimination
Constraints (S).
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Beziehung:

n
) xi.:—Z Exi.=)3 Zx’..——E b) X ]
aper©) ¥ ies jes ¥ iesj=1 1 ies jevs Y

Bemerkung 2:2: Es geniigt, die folgenden Ungleichungen (S) zu betrachten

2 x,<IS|—1firalleSC Vmitl<|§|<[Z]
Gnerey 7 2

Der Beweis der Bemerkung 2.2 folgt im wesentlichen ebenfalls aus der oben angegebe-
nen Beziehung. O
Da es im Falle ,,n gerade* geniigt, die Hilfte allerS C V'mit |S | = [%] zu betrachten,

werden insgesamt also P | Ungleichungen vom Typ (S) bendtigt und darin sind »
Restriktionen der Form X <0,i=1,...,n, enthalten, d.h. wir kénnen im folgenden
zur Vereinfachung der Schreibweise immer annehmen, daf} xX;= Ofiri=1,...,n

3. Ungleichungen fiir den Travelling Salesman Polytopen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Klassen neuer Ungleichungen ableiten, die
giiltig fiir das TSP sind, d.h. daB alle Touren diese Ungleichungen erfiillen. Sinnvoller-
weise sollten diese Ungleichungen ,,scharf* sein, geometrisch bedeutet das, daf die
neuen Ungleichungen zusammen mit den Subtour Elimination Constraints einen Po-
lytopen liefern, der in Pg. echt enthalten ist und moglichst viele Facetten mit P; ge-
meinsam hat. Chvdtal [1973b] hat sogenannte ,,Kammungleichungen* angegeben, mit
deren Hilfe er neue notwendige Bedingungen fiir die Existenz Hamiltonscher Kreise in
ungerichteten Graphen fand. Seine Kammungleichungen lassen sich direkt auf gerich-
tete Graphen iibertragen.
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a) Cl-Ungleichungen
Definition: SeiK,, K4, . .., ch V,firi=0,1,...,k>0undgelte [K; > 2,
*
k
| Ko nKl.l =Li=1,...,k.SeiKk=U F(Kl.). Dann heit (K, Ko, Ky, . . ., Kk)
i=0

oder kurz X ein CI-Kamm. Die Kantenmengen F (K, ), ..., F(K k) nennen wir Zinker.

Beispiel: Es seien Ky = {1,2,3}, K| = {1,4},K, = {2,4}und K; = {3, 5,6} . Dann
hat der durch K gelieferte Untergraph von G folgendes Aussehen.

a—
VA

Unsere C1-Kimme sind unmittelbare Verallgemeinerungen der Chvitalschen
»»combs* auf den Fall eines gerichteten Graphen. Fiir einen C1-Kamm X gilt folgen-
de Ungleichung:

Fig. 1

k
2 X x.= X z (xi]-+x.)+ X ( =z xil+

= , x.
Gnek Y ek, (pek " h=1 dperk,) ir)

p)
UDEF (K,-K o)

n k
<z T Gy tx)+ % (2 x,;. + z x.)
i€k, j=1 §7TH g WHEFK,) Y GpeFK, Ky 7

k k
<2Kol+ T -1+ -
ol Z (UKI=D+ T (K,1-2)

k
=2|Kol +2 h2=)1 (K, — 1) —k
Da x,, ganzzahlig ist, gilt fiir jeden Kamm X:
if

k .
Z  x;<IKql+ —D—(z)=:5K
WO e i<Wt 2 (1= <:> $®

Wir nennen Ungleichungen vom Typ (UC1) C1-Kammgleichungen. s (K) heifit die
Grofe des C1-Kammes K. (Ist g eine reelle Zahl, so bezeichnen wir mit (z) die kleinste
&anze Zahl > a und mit [a] die gréBte Zahl < a). Alle Touren eines Handlungsreisen -
den erfiillen die Ungleichungen des Typs (UC1), d.h. die C1-Kammgleichungen sind
giiltige Ungleichungen fiir das TSP.
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Bemerkung 3.1: Sei § ¥ W C V, dann ist F (W) ein C1-Kamm.
+

Beweis: Sei i,€W, dann definiere Ko = {io}, K, =W, K =F(W). O

Folgerung 3.2: Die Subtour Elimination Constraints sind C1-Kammgleichungen des
Typs (UC1). O

Da es offensichtlich eine sehr grole Anzahl von C1-Kimmen gibt, wollen wir zu-
nichst versuchen, solche C1-Kimme auszusondern, die mit Sicherheit keine Facetten
definieren. Ist ax < a, eine giiltige Ungleichung, ay > 0, und gibt es giiltige Unglei-

chungen bix <bhi=1,...,ssowie einen Vektor A€ R2% mit

s . s . 2n
a< X b'+M,a,> % by + Z A\, s0heit ax <aq dominiert.
i=1 i=1 i=1

Dominierte Ungleichungen brauchen offensichtlich bei einer nicht-redundanten Be-
schreibung eines Polytopen nicht beriicksichtigt zu werden.

Satz 3.3 C1-Kimme mit einer geraden Anzahl von Zinken werden dominiert. Der Be-
weis von Satz 3.3 ist unmittelbar klar aus der Ableitung der Ungleichung (UC1), da fiir

.k k
gerades k gilt 2 = <2> .0
Von nun an betrachten wir nur noch C1-Kiimme mit einer ungeraden Anzahl von
Zinken.

Satz 3.4 Sei(K; Ko, K,, ... ,Kk) ein C1-Kamm und gibtes i, j € {1, ..., k} mit
K;NK y + @, dann wird die zugehorige Kammungleichung dominiert.

Beweis: Sei0.B.dA. K, NK, ¥9
a) K, NK,; NK, = . Wir definieren folgenden Kamm

(K';Ko, K5, . .. ,K;c) mit Ky : =Ko UK, UK,,K;: =K, i=3,...,k
Dann gilt

k k—2
T x, < X x,<Kplt+ T (KIN-D+{—=—"
apek ¥ apex ¥ 70 zZ, (k=1 2

=Kol + Ky |+ K2l — 1Ko N K,y | — Ko NK;| — 1Ky N K,
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b) i €Ky NK3 NKo,0BdA.ig & K, i=3,...,k
Wir definieren (K'; Ky, K3, . . . ,K;) durch Ko = Ko — (a}.K;=K;i=3,... .k

Dann gilt
b xi.< X x.+ ¥ x.. + p)i X..
anpek ¥ Gpek Y apnerk,-i,}) Y Gperk,-i,h Y

n
+ I (x. +

i=1 Yo

X 1)

k —
<Kol =1+ % (LKi|—1)+<sz>+ Kyl =2+ Ky —2+2=5(K) O
i

Bemerkung 3.5
a) Aufgrund der Nebenbedingungen (1), (2) sind auch alle C1-Kimme mit
n
Ko={lo}, K;l=2 i=2,... kiberflissigda £ x.< I (x, .+x, )
Gpek ¥ j=1
=2 =5 (K) gilt.

b) Offensichtlich werden auch alle C1-Kimme mit |[Ky| > 2 und nur einer Zinke domi-
niert. (Beweis analog zu 3.4 Teil b)) O

b) C2-Ungleichungen

Von den C1-Kimmen leiten wir nun eine neue KLasse von Untergraphen von G =

(V, E), ab, die uns wiederum fiir das TSP giiltige Ungleichungen liefert. Diese neuen
Untergraphen gewinnt man dadurch, daf man zu der Menge K, eines C1-Kammes eine
Quelle und eine Senke in geeigneter Weise hinzufiigt.

k
Definition: SeiK,, Ky, . . . K ¢ V,fiiri=0,...,k>0;p,gEV— U K'.und gelte
i=0
K] >2, Ko NKi=1,i=1,...,k.SeiK3 =K, U {p, q}
k
undK? = U F(K)U {(p./)l] €EKo} U {(, ) 1/ € Ko} U {(p, )}. Dann heifit
i=0

(K%;K2,K,,... ,K) oder kurz K? ein C2-Kamm. (K; Ko, Ky, . . ., K heifit der zu
K? gehorige C1-Kamm.

Beispiel: Es seien Ko = {1,2},K; = {1,3},K; = {2, 4, 5} und p # q beliebig, aber
verschieden von 1, 2, 3, 4, 5. Dann hat der durch X? gelieferte Untergraph von G fol-
gendes Aussehen:
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———
@—0D—Q0—9@

7 I\

O—

Fig. 2

Fiir C2-Kdmme K? gilt folgende Ungleichung:

2 X ox;=2( 2 xp+ T (x;, tx )tx
Gpek* ¥ ((i./)EK y ieKo( iq **p)

pq)

n h
<ZI Z (xi/.+xji)+ p)

x.. + z x,..)
i€k, j=1 h=1 GNeFK,) T GneFK, K, Y

n n k
+j§1xpl.+i§1xip<2 lKol+h=21 (lKhI—-l + lKh]——2)+2

k
=21Kol+2 Z —1)—k+2
o h=1(lKh| )

Da x;; ganzzahlig, gilt fiir jeden C2-Kamm K2:

k. k—2
P + —1N—"\= +
ey T, xy <Kol T (K1~ 2> sK)+1

Ungleichungen vom Typ (UC?2) werden wir C2-Kammgleichungen nennen.

Bemerkung 3.6: Offensichtlich lassen sich alle Dominanziiberlegungen fir C1-Kimme
auf C2-Kdmme {ibertragen.

¢) C3-Ungleichungen

Wir wollen nun mit Hilfe der Ungleichungen (S) und der Gleichungen (1), (2) eine
weitere Klasse von Teilgraphen des vollstindigen gerichteten Graphen G bestimmen,
die scharfe Ungleichungen fiir das TSP liefern.

Definition: Seien i, i,, i; drei beliebige (aber verschiedene) Knoten des vollstindigen
gerichteten Graphen G = (¥, E) mit |V| = n. Es seien K, und X, disjunkte, nicht leere
Teilmengen von ¥ mit K, N {i}, i, i3} = {{y}und K3 N {iy, iy, i3} = {i3}.

Dann heifit K* = F (K, ) UF (K3) U {(i1, 1) |7 €K2} U {(ia, 1), (13, i1), (ia, i3)} ein
C3-Kamm von G.
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Beispiel: Sei {iy,i,, i3} = {1,2,3}und K, = {1,4,5},K, = {2,6, 7, 8).
Dann hat der C3-Kamm folgende Form:

@)

Fig. 3

wobei F (K ;) und F (K,) nur schematisch angegeben sind.

Setzen wir 0.B.d.A. i) =1,i, = 2,3 = 3, dann gilt fiir jeden C3-Kamm die Unglei-
chung:

n n n n n
4 I x.<{Zx,;+2 x.,.+2 x,.+ 2 x.,+2Zx
apekr Y {i=l LA = L S = R A B £ | 3!

+ z Xy + z Xy + z X+ z Xy
(L.)EFK,) (iLHEFK,) @nefk,- 1} ¥ wpefx,- 21
n
p)) X xij+

n n
+2(Z x,,+Z
i jek, i=1

x x,, + z X
a7y j=1 n GH)eF(K,- {1hH 'l)
SSHIK | — 1+ K| =1+ K [ =2+ Ky —2+2(2+ Ko | + 1K1 —2)

=4 IK||+4|K2|_1

Folglich gilt beziiglich des TSP fiir jeden C3-Kamm die Ungleichung:

(UC‘3) ([]’)EEK3 xi/<W1|+le|—1-

Ungleichungen des Typs (UC3) werden wir C3-Kammungleichungen nennen.
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d) D k-Ungleichungen
Definition: Sei {iy, i, ..., ik} CV,3<k<n—1;dann heifit

k-1 k-1 j-1

k-1
Ex“. +x.i+22x..+EZx.:<k—l
=1 s Wh =2 4% j=3 =2 Yi'a

D)
eine Dk_l-UngIeichung.
Beispiel: Fiir k = 3, 4, 5 erhalten wir folgende Teilgraphen des vollstindigen gerichte-

ten Graphen, deren Kantenmengen Dy, _, -Ungleichungen definieren. (Dabei haben wir
doppelt (also mit zwei) bewertete Kanten jeweils doppelt gezeichnet):

TP AR

| ®, W—Q \@ ‘//

Bemerkung 3.7: Jede D,-Ungleichung ist dquivalent zu einer C2-Ungleichung mit
k=1, Kol = 1und |K; | =n— 2 (und umgekehrt).

Beweis: Wir konnen annehmen, da die D,-Ungleichungen die folgende Indizierung
aufweist:

x12+2.7c21 +Jc23 +J:31 <2

n n
Wegenx,, =1— 1223 Xy undx,; =1 —f§3 Xy erhalten wir

n
Xy, Fxyy Xy <i§3 (xli +x2j),

n n n
und folglich wegen x,; +x2/ =1 —k2_23 Xgp X1 +x55 tXxgy +/233 kgs xk1<" -2

Letztere Ungleichung ist aber von der behaupteten Form. Die Umkehrung ist offensicht-
lich ebenfalls richtig.(]

Bemerkung 3.8: Jede D;-Ungleichung ist dquivalent zu einer C3-Ungleichung mit
IKy|=2und |K;{=n—3 (und umgekehrt).
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Beweis: Wir konnen annehmen, dafl die D -Ungleichung die folgende Indizierung auf-
weist:
*12 + 2"21 +x23 + 2;"31 +x32 +x34 +x41.<3'

n n
Wegenx2l txy3= 1 —_234 Xy undx.:‘1 +x32 +x34 =1 _,Es X3

erhalten wir

n n
Jc12-+-x21 Jf-x31 +x41 <1+ 1224 x2j+]_;125 Xj
n n
Dax2/+x3j =1 -—xli—k§4 Xpy undx,” =1 X, X5, —k2=25 Xpgr

folgt daraus

X —
12 +k2 X1 txy txgy +x34 tx4t E EJ xkj<n 2.
Letztere Ungleichung ist aber von der behaupteten Form. Die Umkehrung folgt eben-
so. 0

Sarz 3.9: Fir 2 <k <n— 2 sind D, -Ungleichungen giltige Ungleichungen fir das
TSP.

Beweis: Wegen Bemerkung 3.7 und 3.8 gilt die Aussage fir kK = 2 und k = 3. Wir zei-
gen nun: Ist 3 <k <n—2und sind die D, ; Ungleichungen giiltig, so sind auch die
Dk-Ungleichungen giiltig fiir das TSP. O.B.d.A. sei die Dk-Ungleichung gegeben durch

k j-1
U (x)~ 2 x”+1 X1 +21222xj1 +123h§2xjh€k

Wir nehmen an, dafl die D, _ I-Ungleichung

e+ 5% x <k—1
Ug.g @) = ”+1+"k1+2i§2"i1 ol
giiltig ist. Dann gilt:
k+1

k+1
2U, < z X.+ X x,..+ 2 x.,+U, x
k%) GHeF((1,2,... e+1}) T =1 K500 1 ()

<k+1+1+k—1=2k+1

Aufgrund der Ganzzahligkeit der x;; folgt somit U, (x) <k. O
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Wir geben noch eine weitere Ungleichung fiir das TSP an, zu deren Ableitung ihn-
liche kombinatorische Uberlegungen gefiihrt haben wie im Falle der D, -Ungleichungen.
Wie wir im Abschnitt 5 zeigen werden, ist die folgende Ungleichung, die sich auf ver-
schiedene Arten verallgemeinern lif3t, eine scharfe Ungleichung fiir das TSP,

Definition: Sei {iy, iy, i3, i} C ¥; dann heifit

P
(E?’)zxin iy +x‘.1i +2x'z'1 +xi1ia +xi:ix +x’4'1 <3

eine E5-Ungleichung.

Satz 3.10: F'5-Ungleichungen sind giiltige Ungleichungen fiir das TSP.

Beweis: O.B.d.A.seii; = 1,iy = 2,i3 = 3,iy =4, dann gilt
2U(x)= 2(23:12 tx,H2xy; Fx,y, txgy +x42)

< b)) x..+(2x +x, ., +xa. +x )+
GNEF({1,2,3,4}) ¥ 12 T X14 T X321 T Xy

ey y F 2y, txyy Fxy ) <3 424+2=7

Aufgrund der Ganzzahligkeit der X, folgt U(x)<3. O

4. Die Dimension von P"T

Ftir n = 1, 2 ist das TSP offensichtlich uninteressant; es sei also im weiteren
n 2 3. Bekanntlich hat die Matrix A des Zuordnungsproblems den Rang 2 n — 1.
Daraus folgt, dafl Ii der Durchschnitt eines affinen Unterraumes der Dimension

n* —2n + 1 und des positiven Orthanten ist. Der Vektor x mit Xy = -:;, 1<ij<n

ist strikt positiv und in Pz enthalten, daraus ergibt sich unmittelbar

dim Pz =n? — 2n + 1. Damit ein Vektor x € R"? eine Tour eines Handlungsreisen-
den reprasentiert, mu x, = Ofiri =1, ..., n gelten, d.h. PLCPINxE R"2|
x;=0,i=1,... , n}. Die Gleichung Ax = e zusammen mitx;=0,i=1,...,n,
liefert uns ein Gleichungssystem Mx = b. Man sieht sofort, daft der Rang von M gleich
3n— 1l ist, und erhilt daraus dim PR < dim Kern M =n* —3n + 1.

Satz4.1: dmPr=n*-3n+1=n(n—3)+1=:d,, n>3.

Beweis: Sei n > 7. Zu zeigen ist nur noch: dim P" 2d,.Wenn wird, + 1 affin unab-
hiingige Touren angeben konnen, ist damit die Behauptung des Satzes bewiesen. Der
Beweis verlduft wie folgt: Aus der Menge aller Touren wihlen wir d,, + 1 Touren aus,
stellen diese als Vektoren des R”* dar und fassen sie zu einer @, + 1 n*) — Matrix M,
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zusammen. Wir zeigen, da M, eine regulire (d,, + 1,d,, + 1) — Untermatrix N ent-
hilt, woraus folgt, dal der Rang von M, gleich d,, + 1 ist, also die ausgewihlten Tou -
ren linear (damit auch affin) unabhingig sind. Zur Auswahl der Touren geben wir ein
Verfahren an, das wir Ringschiftverfahren nennen wollen; dabei merken wir uns zu je-
der konstruierten Tour auch einen Spaltenindex (i, j) (wir erinnern daran, daf die Spal-
tenindizes gerade die Tupel (4, /) 1 < {, j < n sind), der uns zur Konstruktion der Untezr-
matrix Vg von M, dienen wird.
a) Ringschiftverfahren:

Wir schreiben wie iiblich Touren als zyklische Permutationen # = &y, iy, ..., i, -

Schritt 1: Wir beginnen mit einer beliebigen Tour (i}, i,, i3, . . ., i,,) und merken uns
den Spaltenindex (i,, i;). Das Verfahren besteht nun darin, daf das an der Position 1
stehende Element i; festgehalten wird und die an den Positionen 2, . . ., n stehenden
Elemente zyklisch vertauscht werden, d.h. das Element, das an Position 2 steht, rickt
an die Position n, alle anderen Elemente (aufer i, ) rikcken um eine Position vor. Wir
merken uns dabei jeweils die Spaltenindizes (i}, i}-),)‘ =2,...,n. Auf diese Weise er-
halten wir die folgenden n — 1 Touren bzw. Spalten:

<ill i21i3)-";in) (illil)

Gy, ds, dayeeeyiyia) (i, da)

Gyy i, B3, ydy ) (i, dy)

Schritt 2: Beginnend mit Gy, 4, 1, - -« 0p, d2s - - - % =2,...,n,erzeugen wir
jeweils n — 3 neue Touren dadurch, da® wir die Elemente an den Positionen 1 und 2
also iy, i; festhalten und die restlichen n — 2 Elemente zyklisch vertauschen. Als Spal-
tenindex der zu konstruierenden Matrix Vo merken wir uns jeweils das Paar (i/, i),

ke 2,...,n}— {,j+1},bzw.k € {3,...,n— 1} fiirj = n. Auf diese Weise erhal-
ten wir (n — 1) * (n — 3) Touren und Spalten der folgenden Form:

(i, TP PR S CYRRTIT BT zjﬂ) (ll.,l]-+2)
(i, L PR Y IREREL R TE P t,-+2) (1]., z].+3)
CI A S TR Y AP Y (i)

b) Insgesamt haben wit somitn— 1 + (n — 1) (n — 3) = d,, + 1 Touren und Spaltenn
angegeben. Wir listen nun die Touren in der Reihenfolge ihrer Konstruktion unterein -
ander auf und erhalten die Matrix M. Wir streichen alle Spalten (4, i),i=1,...,n, so-
wie die Spalten (i, i14.1), (5, 1),/ =2, ... ,n— 1,und Spalten (i,,, 1), (i, i) Es ver-
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bleiben d,, + 1 Spalten. Diese ordnen wir so um, dal der zur k-ten Tour gehdrige Spal-
tenindex die k-te Spalte bezeichnet. Wir nehmen nun noch eine Anderung vor und
zwar tauschen wir die Tour (iy, iy, i3, is, . . . , i1, i2) gegen die Tour

iy, Iy, 04, 05, - . ., 1y 3, By 1, By_9, Iy, i3) aus. Die zu dieser Tour gehorige Spalte

(i,, 13) wird nicht ausgewechselt. Mit Ny bezeichnen wir die auf diese Weise erhaltene
Matrix. Die neue Tour wollen wir Ausnahmetour nennen. Die Ausnahmetour kommt
unter den in Schritt 1 und 2 konstruierten Touren offensichtlich nicht vor und exi-
stiert erst fir n=> 7.

c) Die Matrix N, hat nach Konstruktion folgendes Aussehen:

i) Alle Hauptdiagonalelemente sind 1, da zur k-ten Tour 7 (k-te Zeile) der k-te
Spaltenindex (i, /) gehort und dieser gerade so gewihlt wurde, dad 7, als Vektor
geschrieben, in der Komponente (i, j) eine 1 enthilt.

ii) Die ersten n — 1 Zeilen, das sind die Touren, die im Schritt 1 konstruiert wer-
den, enthalten jeweils nur ein Einselement (und zwar auf der Hauptdiagonalen
von No). Das liegt daran, dal die Spalten (i, j), in denen diese Touren Einsele-
mente enthalten, beim Ubergang von M, zu N, gestrichen wurden.

iii) Nur die Spalten (ij, i),/ =2,...,n—2,
(i), 7=2,...,n,
(in.lx il), (in_p in.2)!(in: l3)
enthalten nach Konstruktion mehr als ein Einselement. Alle anderen Spalten
enthalten genau eine 1 (auf der Hauptdiagonalen).

d) Wir zeigen nun, da8 die Determinante von V, von Null verschieden ist. Zundchst
kénnen wir aufgrund des Determinantenentwicklungssatzes und der Uberlegungen in
Teil ¢} alle Spalten und Zeilen streichen, bis auf die Spalten

()i =2, ... ,n—2 sowie (i, 1, 02), (i, by 5)s (i, 3)

und die dazugehorigen Zeilen. Es bleibt eine (n, n)-Matrix L, iibrig, die dieselbe Deter-
minante wie Ny hat. L, sieht nach Konstruktion wie folgt aus:

(5]
RS

wabei P die (n — 5, n — 5)-Bandmatrix mit Einsen auf der Hauptdiagonalen, Einsen
auf der unteren Nebendiagonalen und Nullen sonst ist; Q eine (n — 5, 5)-Matrix mit
einer Eins auf der Position (1,5) und Nullen sonst; R eine (5, n — 5)-Matrix mit einer
Eins auf den Positionen (1, n — 5) und (5,1), Nullen sonst; und schlieflich § eine
(5,5)-Matrix der Form

10000
11000
§=] 01100
01010
11011
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Da |P| = 1, folgt fiir die Determinante von Lg:
PO ~1 p-1
Lo l=|{ps|=IP1 |S—RP"QI=|S—RP” Q].

Setzen wir § = (— 1), so folgt, da die Inverse P™* explizit berechnet werden kann,
daf}

10008
11000
|S—RP'Q|=|01100 | =2—-6>1
01010
11012

und damit, da die wie oben konstruierten Ringschifts unter Hinzunahme der Ausnah-
metour d,, + 1 linear unabhingige Touren liefern. Zum Abschluf} des Beweises des Sat-
zes 4.1 fehlt noch die Betrachtung der Fille n = 3,4, 5, 6: Falls n = 3, gibt es nur zwei
Touren. Falls n = 4, gibt es 6 Touren, diese sind alle voneinander linear unabhingig.
Falls n= 5, konstruieren wir alle Touren wie im obigen Beweis und tauschen die Tour
iy, is, I3, 1s, I2) gegen iy, s, I3, I3, ig) aus. Falls n = 6, wihlen wir alle im obigen Be-
weis konstruierten Ringschifts und tauschen nicht aus. Die lineare Unabhingigkeit die-
ser Touren zeigt man durch einfaches Ausrechnen. Damit ist der Satz 4.1 fir alle n > 3
bewiesen. [

Bemerkung 4.2: Wie es sich im Fall n = 4, 6 bereits andeutet, ist die Hinzunahme der
Ausnahmetour fiir gerades n nicht nétig. Es ist schon die allein durch Ringschifts kon-
struierte Matrix N, regulir, was sich auch einfacher als im obigen Beweis zeigen laft.
Im Falle,,n ungerade‘ muf diese Austauschprozedur durchgefiihrt werden, die den Be-
weis etwas weniger durchsichtig macht, aber dafiir in allen Fallen das gewiinschte Er-
gebnis liefert. Der Beweis von Satz 4.1 zeigt, daf man nun mit jeder beliebigen Tour #r
beginnend mit Hilfe des Ringschiftverfahrens d,, + 1 linear unabhingige Touren kon-
struieren kann. Im weiteren werden wir dieses Konstruktionsverfahren hdufig anwen-
den und einfach sagen: Wir konstruieren die zu 7 gehdrigen d,, + 1 linear unabhingi-
gen Touren oder die zu 7 gehdrigen d,, + 1 Ringschifts. Dabei soll natiirlich auch die
Ausnahmetour eingeschlossen sein. Benétigen wir nur die in Schritt 1 des Ringschift-
verfahren konstruierten Touren, so nennen wir diese n — 1 Touren die zu  gehdren-
den Ringschifts des Typs 1. (]

Bemerkung 4.3: Aus historischen Griinden und der Vollstindigkeit halber sei noch an -
gemerkt, daBl die Behauptung des Satzes 4.1 erstmals von Heller [1953]und Kuhn
[1955] aufgestellt worden ist.

Bei diesen Veroffentlichungen handelt es sich jedoch um sehr kurze Abstracts, die
keinerlei Beweise oder Beweisideen enthalten und von deren Existenz wir erst nach
Fertigstellung dieser Arbeit im Verlaufe einer intensiven Literatursuche erfahren ha-
ben. O
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5. Facetten des Travelling Salesman Polytopen

In diesemn Abschnitt geht es darum, Aussagen iiber die lineare Struktur von Pf zu
machen, d.h. Ungleichungen zu finden, die Facetten von P} definieren. Eine Facette
eines Polytopen P ist eine Teilmenge F C P mit folgender Eigenschaft: Es existiert eine
giiltige Ungleichungax < b fir Pmit F= {x:ax =b} N Pund dim F = dimP — 1.
Hiufig werden wir auch eine Ungleichung ax < b mit obiger Eigenschaft Facette nen-
nen,

Die Beweise in diesem Abschnitt sind konstruktiv und verlaufen wie folgt: Gegeben
sei eine fiir das 7SP giiltige Ungleichung @ x < b. Dann ist zu zeigen:

(i) P4 N {x | ax = b} enthilt d,, linear (also affin) unabhingige Touren, und (ii) es gibt
eine Tour xoq € P} mit axq <b.

Im weiteren werden wir Ungleichungen immer mit einem Grofbuchstaben und
einem Index (natiirliche Zahl) bezeichnen. Der GroBbuchstabe reprisentiert die Klasse,
aus der die Ungleichung stammt, der Index / gibt die rechte Seite der Ungleichung an.
Durch dieses Bezeichnungsverfahren ist eine Ungleichung — bis auf Vertauschen der
Stidte - eindeutig definiert.

a) Subtour-Elimination Constraints
Zunichst wollen wir die Subtour Elimination Constraints untersuchen; ist
0+ W ;Z& V, so sind diese von der Form

) > X <IWl—1
(LOEF (W)

Wir bezeichnen die Ungleichungen (§), die Kurzzyklen mit £ + 1 Stidten eliminieren,
mit S k-

Satz 5.1: Ungleichungen des Typs S, liefern im n-Stidte Problem, n 2> 5, Facetten von
.

Beweis: Wir betrachten 0.B.d.A. die Ungleichung x,, + x,, < 1. Es gibt zwei Typen A
und B von Permutationen, fiir die in dieser Ungleichung Gleichheit gilt: Typ A ist
durch (1, 2, @ und Typ B durch (1, &, 2) gegeben, wobei a eine beliebige Permutation
der Zahlen 3,4,. .., nist. Aus Typ A erzeugen wir die zu (2, 3, 4, . . ., n) gehorigen
linear unabhingigen Ringschifts 7. Dann sind auch die Touren (1, 7 linear unabhéngig.
Von diesen Touren gibt es (n — 1) (n — 4) + 2 = n® — 51 + 6. Wie in Satz 4.1 haben
wir uns zu jeder Tour einen Spaltenindex gemerkt, der uns ebenfalls wie in Satz 4.1
zur Konstruktion einer reguldren (d,,, d,;)-Untermatrix der Matrix der Touren verhe]-
fen soll. Wir miissen nun noch weitere 2n — 5 Touren und Spalten auswihlen. Aus
Typ B erzeugen wir zunéchst n — 3 Touren der Form (=, n, 2), indem wir die Ring-
schifts des Typs 1 von (1, 3,4, ...,n— 1)bilden und uns die Spaltenindizes (1, ) fir

j=3,...,n— 1 merken. Ferner erzeugen wir aus Typ B n — 4 Touren, indem wir
ausgehend von der Tour (1,4, 5, .. .,n, 3, 2) die Ringschifts des Typs 1 von
(1,4,5,...,n,3)bilden. Von den zugehdorigen Touren merken wir uns die Spaltenin-

dizes (, 2) fiir j = 3,4, .. ., n— 2. Zu den so ausgewdhlten 2n — 7 fiigen wir zwei wei-
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tere Touren hinzu, und zwar die Tour(1,3,n,4,5,6,...,n—2,n— 1, 2) mit Spal-
tenindex (n — 1, 2), sowie die Tour(l,n,3,4,...,n—2,n— 1, 2) mit Spaltenindex
(1, n). Damit haben wir insgesamt eine (d,,, d,,)-Untermatrix der Matrix aller Touren
vom Typ A und B gefunden. Sie hat folgendes Aussehen:

()

M= :

* Nl

wobei N, durch die Ringschiftkonstruktion von Satz 4.1 gewonnen worden, also regu-
lir ist. Keine dieser Ringschiftspermutationen (1, 2, o) besitzt einen von Null verschie-
denen Wert in den Komponenten (1,4),i=3,...,nund({,2),i=3,...,n—l,als0
ist der rechte obere Block eine Nullmatrix. V; hat nach Konstruktion 1-Elemente auf
der Hauptdiagonalen und Nullen oberhalb der Hauptdiagonale. Ferner ist der mit * be-
zeichnete Teil der Matrix M mit Nullen und Einsen besetzt, die uns nicht weiter inter-
essieren. Da | M | = [Np| |N,| # O;und da ferner fiir (1, 3, 2,4, 5, ..., n) die Unglei-
chungx,, + x5, <1 mit strikter Ungleichheit erfiilt ist, liefern die Ungleichungen
(S.) Facetten von P}. O

Satz 5.2: S,-Ungleichungen liefern fiir n > 5 Facetten von P;’.

Beweis: Wir betrachten 0.B.d.A. die Ungleichung
X1z +X13 + X3y + X232 + X3; + X35 <2.Fiir folgende Typen von Touren gilt in die-
ser Ungleichung Gleichheit:

A (1,2,3,® , B: (,3,2,00 , C: (1,2,0,3) ,
D: {1,3,¢,2 , E: (1,0,2,3 , F: (1,0,3,2) ,

wobei « eine beliebige Permutation der Zahlen 4,5, . . ., nist. Aus Typ A konstruie-
ren wir gemif dem Ringschiftverfahren des Satzes 4.1 alle linear unabhiingigen Ring-
schiftszu (3,4, 5,...,nund erhaltenso(n —2) (n—5) +2 = n? —7n + 12 Touren
des Typs (1, 2, 3, m. Aus Typ B konstruieren wir n — 3 Touren, indem wir ausgehend
von der Tour (1,3,2,4,5, ...,n die Ringschifts des Typs 1 zu (2,4, 5, ... ,n) bilden
und uns die Spaltenindizes (2, ) fiitj = 4, . . . , n merken, Aus Typ Ckonstruieren wir
entsprechend n — 3 Touren ausgehend von (1, 2,5,6, ..., n, 4, 3) durch die Ring-
schifts des Typs 1 zu ¢2,5,6, .. . ,n,4)und merken uns die Spaltenindizes (7, 3) fir
j=4,...,n.Dasselbe Verfahren wird auf die Touren vom Typ D und E angewandt:
Aus dem Typ D erhiilt man ausgehend von der Tour (1,3, 5,6, . .., n,4,2) vermittels
der Ringschifts des Typs 1 zu 3,5,6,...,n, 4y n — 3 Touren und die Spaltenindizes
(,2)firj=4,...,n;sowie aus dem Typ E ausgehend von der Tour
{1,4,5,6,...,n,2,3) vermittels der Ringschifts des Typs 1zu1,4,5,6,...,m
ebenfalls n — 3 Touren und die Spaltenindizes (1,/) firj =4, ...,n. Damit heben wir
insgesamt d,, — 1 Touren aus den fiinf ersten Typen von Touren, die die obige S,-Un-
gleichung mit Gleichheit erfiillen. Wahlen wir aus dem Typ F die Tour
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(1,4,5,6,...,n, 3,2 und den Spaltenindex (3, 2), so erhalten wir eine (dn, d,)Ma-
trix M der folgenden Struktur:

Noe O
M=
* Nl

wobei N, die Ringschiftmatrix aus Satz 4.1, also regulir ist. Keine der Permutationen
von Typ A hat in den unter B, . .., F ausgewihlten Komponenten einen von Null ver-
schicdenen Wert. Also ist der rechte obere Block eine Nullmatrix.

Die Matrix N; hat folgendes Aussehen:

24 25 . . m 43 S3 . . n3 42 52 . . n2 14 15 in 32
13245...n 1 1
13256 .. n5 1 1
132056 . . n—1 1 1
1256 . . n43 1 1
1267 . n453 1 1

) 1 )
1245..n-1n3 |1 1
1356 .. n42 1
1367 . n452 1
1345 . .n—1n2 1
1456 . .n23 11
156 . . n423 1 1
1n45 . . n—123 1 1
1456 . . n32 1 1 1

Durch Entwickeln nach Zeilen und Spalten folgt, dafl

101
[Ny I=}110|=2,
011

und somit, dafl

[IM|=|Nog| IN, [#0.
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SchlieBlich gilt fiir die Tour (1, 4,3,5,2,6,7,...,n) in der obigen S, -Ungleichung
strikte Ungleichung. O3

Vermutung 1: Alle Subtour Elimination Constraints liefern Facetten von P"T firn= 5.

b) C2-Kdmme
Wir zeigen nun, daB ein Teil der C2-Kimme Facetten liefert.

Definition: Ein C2-Kamm (K?; K3,K,, . . ., Ky) heiBt Traube, falls k = 1 und
| Ko |=1.

Wir bezeichnen Traubenungleichungen mit T';, wobei der Index i wiederum die
Grofe der rechten Seite angibt. Z.B. ist T, die Ungleichung

X g, b X X Y, X S 2
Satz 5.3: Im n-Stidte Problem, n > 4, liefern T, , -Traubenungleichungen Facetten
von Py.

Beweis: Wir wihlen 0.B.d.A. die folgende T, _,-Ungleichung:

Xy2 T x93 T X3 + z xijén—z.
(i)EF(V-{1,2})

Diese Ungleichung wird von (1,4, 2,3,5,6, ..., n mit strikter Ungleichheit und von
folgenden Typen von Touren mit Gleichheit erfiillt:

A: {1,2,&, B: (,3,2, , C ,3,8,2 , D: (1,8,3,2) ,

wobei « eine beliebige Permutation der Zahlen 3,4, ..., nund § eine beliebige Permu-
tation der Zahlen 4,5, ..., nist.

Aus Typ A konstruieren wir wie iiblich alle linear unabhingigen Ringschifts zu
Q,3,4,...,n),die(n—1) (n—4) + 2 =n* — 5n + 6 linear unabhéngige Touren
{1, 2, m) ergeben. Ebenso merken wir uns die vom Ringschiftverfahren mitgelieferten
Spaltenindizes. Vom Typ B wihlen wir nur eine Tour und eine Spalte, namlich die
Tour(l,3,2,4,5,...,n und die Spalte (1, 3). Vom Typ C konstruieren wir ausge-
hend von der Tour {1, 3,5,6,...,n,4,2)n— 3 Touren vermittels der Ringschifts des
Typs 1zu (3, 5,6, . ..,n,4) und merken uns die Spaltenindizes (,2) fir
j=4,5,...,n. Ebenso verfahren wir mit den Touren vom Typ D: Ausgehend von
{1,4,5,...,n,3,2) erzeugen wir n— 3 Touren vermittels der Ringschifts des Typs 1
zu{l,4,5,...,n)und merken uns die Spaltenindizes (1,)) firj=4,5,...,n Somit
haben wir n* — 51+ 6 + 2n — 6 + 1 =d,, Touren und Spalten ausgewihlt. Keine der
Touren vom Typ A enthilt in einer der unter B, Cund D ausgewihiten Spalte ein von
Null verschiedenes Element. Es ergibt sich folgende Matrix.

No O
M=
* Nl
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N, ist wiederum reguldr, V; enthilt 1-Elemente auf der Hauptdiagonalen und Nullen
oberhalb der Hauptdiagonalen, daraus folgt [ No | #0, | N, | # 0 also
(M|{=|No| N, |#0. O

Beispiel: Es sei n =5 und die folgende T,,_, -Ungleichung gegeben:

X12 +x13 +X32 +X34 +x35 +X43 '+‘X45 +x53 +X54 < 3.

Dann werden durch das Konstruktionsverfahren des Beweises des Satzes 5.6 folgende
Touren und die folgende Matrix M geliefert:

Typ A: {1,2,3,4,5 (2,3) TypB: (1,3,2,4,5 (1,3)
1,2,4,5,3 (2,4)
(1,2,5,3,4 (2,5) TypC: (1,3,5,4,2 (4,2)

1,2,3,5,4 (3,5 1,3,4,5,2 (5,2)
(1,2,4,3,5) (4,3) TypD: (1,4,5,3,2 (1,4)
1,2,5,4,3 (5,4) 1,5,4,3,2 (1,5)
1
]
1
1 11
1 11
1 11
M=
1 1
1 111
L1
1
11 1

Bemerkung 5.4: Aufgrund der in Bemerkung 3.7 gezeigten Aquivalenz von T, ,-Un-
gleichung und D,-Ungleichung folgt, dafl jede D,-Ungleichung eine Facette definiert.
Wir bemerken, da D, -Ungleichungen wesentlich weniger von Null verschiedene Koef-
fizienten aufweisen als die dquivalenten T, ,-Ungleichungen. OJ

Satz 5.5: T,-Ungleichungen liefern fiir n > 6 Facetten von P;
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Beweis: O.B.d.A. zeigen wir die Behauptung fiir die Ungleichung:
X12 +X13 T X235 +X24 + X472 <2.41,4,3,2,5, ..., m erfilllt diese Ungleichung mit
Ungleichheit und folgende Typen von Touren erfiillen diese mit Gleichheit:

A: <1!2!3la)) B: (1561)4)2)3)62)) C: <153’ﬁ112)41ﬁ2>1
D: <1;3561!412’ﬂ2)! E: <1)2’4,5>:

wobei a eine beliebige Permutation der Zahlen 4, 5, . . ., nist,§ = (8,, B,) eine belie-
bige Permutation der Zahlen 5,6, . . ., nist; und & eine beliebige Permutation von
3,5,6,...,nist. Aus den Touren des Typs A konstruieren wir alle Ringschifts zu
3,4,5, ..., n) gemid Satz 4.1 und erhalten (n —2) (n —5) + 2 =n* —Tn+ 121li-
near unabhingige Touren der Art <1, 2,3, a). Aus den iibrigen Typen konstruieren wir
n— 2 Touren im Falle des Typs B, und jeweils n — 3 Touren in den iibrigen Féllen, die
wir der Einfachheit halber auflisten. Dabei geben wir wieder zu jeder Tour den zu mer-
kenden Spaltenindex an:

B: a) (1,4,2,3,5,6,...,m Spalte (1,4)
b) (1,5,4,2,3,6,7,...,m Spalte (1, 5)
{1,6,4,2,3,7,...,n,% Spalte (1, 6)
1,7,4,2,3,8,...,n,5,6 Spalte (1,7)
{1,n,4,2,3,5,6,...,n— 1) Spalte (1, n)

c) (,5,6,...,n,4,2,3) Spailte (3,1)

C: a) (1,3,5,6,...,n,4,2) Spalte (2, 1)
b) 1,3,4,2,5,6,...,m Spalte (2,5)
1,3,4,2,6,7,...,n,5 Spalte (2, 6)
1,3,4,2,n,5,6,...,n— 1} Spalte (2, n)

D: a) (1,3,2,4,5,6,...,m Spalte (3, 2)
b) (1,3,6,_7,...,n,5,2,4) Spalte (5, 2)
«1,3,7,8,...,n,5,6,2,4 Spalte (6, 2)
{,3,5,6,...,n,2,4 Spalte (n, 2)

E: a) (1,2,4,3,5,6,...,m Spalte (4, 3)
b) (1,2,4,6,7,. .,n,573 Spalte (5, 3)
i,2,4,7,8,...,n,5,6,3 Spalte (6, 3)

1,2,4,5,6,7,...,n,3 Spalte (n, 3)
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Damit haben wir n? — 7n + 12 + n— 2 + 3 (n — 3) = d,, Touren gefunden.

Ny N' .
M=\, 0 N sei die Matrix, die durch diese Touren und die obige Spaltenauswahl

1

definiert ist. N ist bekanntlich regulir. Zu jeder unter A: — E: konstruierten Tour ha-
ben wir gerade eine solche Spalte (i, j) ausgewiihlt, die durch die bisher bestimmten
Touren nur mit Nullelementen belegt ist. Folglich ist N' eine Nullmatrix. Nach Kon-
struktion ist ferner N, eine untere Dreiecksmatrix mit 1-Elementen auf der Hauptdia-
gonalen, also | Ny | = 1. Damit haben wir | M | = [NoIIV, | # 0. O

Beispiel: Fir n =6 erhalten wir aus dem Konstruktionsverfahren des Satzes 5.5 fol-
gende Touren und die folgende Matrix M:

34 35 36 46 54 65 14 15 16 31 21 25 26 32 52 62 43 53

63

123456 11
123564 1

123645 1

123465 |1 1 1
123546 1 1 1
123654 1 1 1

142356 1 1
154236 1 1

164235 1 1

156423 1 1

135642 1 1

134256 |1 1

134265 {1 1 1

132456 1
136524 1 1 1
135624
124356 1 1
124653 1 1
124563

Vermutung 2: Alle T;-Ungleichungen liefern fiir n > n; (n; ist zu bestimmen) Facetten
von PJ.

¢) C3-Kimme und D;-Ungleichungen

Wir zeigen nun, dafd C3-Kimme mit | K,|=2und K, |=n—3 Facetten des
Travelling Salesman Polytopen liefern, Nach Bemerkung 3.8 sind diese C3-Kdmme
iquivalent zu D;-Ungleichungen. Die Behauptung folgt somit aus dem folgenden Satz:

Satz 5.6: D;-Ungleichungen liefern Facetten von Py fiirn> 5.

Beweis: 0.B.d.A. zeigen wir die Behauptung fiir die Ungleichung:
X1g + 2xa1 +Xz3 + 2x3; X3z X34 FX41 <3
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Folgende Typen von Touren erfiillen diese Ungleichung mit Gleichheit:

A (1,0,2,3), B: (1,,3,2), C: {1,2,e,3), D: (1,6:,3.4,6,,2),
E: (1,8,2,3,4, F: (1,2,3,p, G: (1,2,3,8,4, H: (1,2,8,3,4),

wobei o eine beliebige Permutation der Zahlen 4, 5, . . ., n und 8 eine beliebige Permy.
tation der Zahlen 5,6, ...,nist. Fir{1,4,3,5,6,...,n,2) gilt in obiger Unglei-
chung strikte Ungleichheit.

Aus den Touren des Typs A erzeugen wir alle linear unabhingigen Ringschifts zu
(1,4,5, ..., n); dann sind auch die Touren (1, 7, 2, 3) linear unabhiingig; wie iiblich
merken wir uns die zur Konstruktion der Matrix notwendigen Spalten. Auf diese Weise
erhalten wir (n — 2) (1 — 5} + 2 =n? — 7Tn + 12 Touren und Spaltenindizes. Folgende
Spalten enthalten in den bisher konstruierten Touren nur Nullelemente : (1,2);(2,0)
furi=1,4,5,...,n,(3,i)firi=2,4,5,...,n@ 1) firi=2,4,5,...,n,und
(i,3)firi=1,4,5,...,n. Die restlichen Touren werden nun so ausgewihlt, daf eines
der obigen Tupel vorkommt, alle anderen Tupel moglichst schon einmal benutzt wur-
den. Dazu konstruieren wir fiir den Typ B ausgehend von der Tour
(1,5,6,...,n,4,3,2) n— 3 Touren des Ringschifttyps 1 zu {1, 5,6, . .., n, 4 und
merken uns die Spaltenindizes (j, 3) fiirj =4, .. . , n. Wir verfahren ebenso beim
Typ C, indem wir von der Tour {1, 2, 4,5, .. ., n, 3) ausgehen und die Ringschifts des
Typs1zu2,4,5,...,n) bilden. Als Spaltenindizes behalten wir (2, j) fiir
j=4,5,...,n Vom Typ D wihlen wir die Tour (1,5,6,...,n,3,4,2) mit Spalten-
index (3, 4) sowie die Tour (1, 3,4, 5, ... ,n,2) mit Spaltenindex (1, 3). Vom Typ E
nehmen wir die Tour(1, 5,6, . ..,n, 2, 3, 4) und den Spaltenindex (4, 1). Die restli-
chen 2n — 8 erforderlichen Touren erzeugen wir aus Typ F und G wie oben: Ausge-
hend von der Tour(1,2,3,4,6,7,...,n,5) vom Typ F konstruieren wir n — 4 Tou-
ren vermittels der Ringschifts des Typs 1 zu 4,6,7, ..., n, 5)und merken uns die
Spaltenindizes (f, 1) fiirj =5, ..., n. Vom Typ G Konstruieren wir n — 4 Touren aus-
gehend von (1, 2,3,5,6,. . ., n,4) vermittels Schritt 1 des Ringschiftverfahrens zu
3,5,6, ...,n und merken uns die Spaltenindizes (3,/) firj = 5,6, . .., n. Damit ha-
ben wir n* —7n+ 12+ 2 (n — 3) + 2+ 1 = d,, Touren gefunden und uns d,, Spalten-
indizes aus der Matrix der Touren gemerkt. Auf diese Weise erhalten wir eine
d,, d,)-Matrix

M=
* M

wobei NV, die gemif des Ringschiftsverfahrens gewonnene regulidre Matrix ist und N,
eine untere Dreiecksmatrix mit 1-Elementen auf der Hauptdiagonalen ist. Da nach
Konstruktion die rechte obere Blockmatrix eine Nullmatrix ist, folgt
[IM|={NolIN,|#0. 0O

Vermutung 3: Alle D) -Ungleichungen, 2 < k < n — 2, liefern Facetten von P;'.

Satz 5.7: Ej-Ungleichungen liefern Facetten von Pf fiirn > §.
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Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir die Ungleichung:
lel +X14 + 2x“ +x23 +X31 +X42 <3

(1,3,2,4,5, ...,n erfiillt diese Ungleichung mit strikter Ungleichheit, und folgende
Typen von Touren erfiillen sie mit Gleichheit:

A (1,2,3,0) B: {1,2,a,3) C: (1,4,8,2
D: (1,8,4,2) E: (1,4,2,3,v F: 1,4,2,7,3)
G: (1,4,v,2,3 H: {1,7,4,2,3,

wobei a beliebige Permutation von 4, 5, . . . , n, § eine beliebige Permutation von
3,5,6, ..., nund v eine beliebige Permutation von 5,6, ... ,n ist. Aus den Touren
des Typs A erzeugen wir beginnend mit<(1,2,3,4,...,ndie(n—35) - (n— 2) +2

= n® — 7n + 12 linear unabhingigen Ringschifts zu (3, 4, . . . , n). Wie iiblich merken
wir uns zu jeder Tour einen Spaltenindex. Folgende Spalten enthalten in den bisher
konstruierten Touren nur Nullelemente G, ), nfuri=3,...,m
(i,2)furi=3,...,n;2,)firi= 1,4,5,...,nund(i,3) firi=1,4,5,...,n. Aus
den restlichen Touren B: — H: wihlen wir nun solche aus, die eine dieser Spalten ent-
halten und eine untere Dreiecksmatrix ergeben.

B: (1,2,4...,n,3) Spalte (2, 4)
{,2,5,...,4,n,3) Spalte (2, 5)
a,2,n-1,4,5,...,n-2,n,3) Spalte (2,n — 1)

E: (,4,2,3,5,6,...,n Spalte (4, 2)

G: (1,4,6,7,...,n,5,2,3) Spalte (5, 2)
a,4,7,...,n,5,6,2,3 Spalte (6, 2)
{1,4,5,6,...,n,2,3 Spalte (n, 2)

H: (1,5,6, n,4,2,3) Spalte (1, 5)
1,6,7, ,n,5,4,2,3 Spalte (1, 6)
1,n,5,6,...,n—1,4,2,3) Spalte (1,n)

C: (1,4,n,3,5,6,...,n—1,2) Spalte (2, 1)
{1,4,3,n,5,6,...,n—=1,2) Spalte (4,3)
{1,4,3,5,6, n—1,n2 Spalte (n,2)

B: (,2,n,5,6,...,n—1,4,3) Spalte (2, n)

F: (1,4,2,n,6,7,...,n—1,5,3 Spalte (5,3)
{1,4,2,n,7,...,n—1,5,6,3) Spalte (6, 3)
{1,4,2,n,5,6,...,n—1,3 Spalte (n — 1, 3)

D: (1,3,5,6, ,n,4,2) Spalte (1,3)
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Listen wir die Touren und Spalten in der Reihenfolge der Konstruktion auf, so erhal-
ten wir eine Matrix

Ne O
M = ,
* N,
wobei N, die aus dem Ringschiftverfahren resultierende Matrix und NV, eine untere

Dreiecksmatrix mit 1-Elementen auf der Hauptdiagonalen ist. Also ist
IM|=|NollNy|#0. O

6. Lineare Charakterisierungen des Travelling-Salesman-Polytopen

Dadim Pf = (n— 1)* — nist, ist P7 in einem echten affinen Teilraum von R"* ent-
halten. Das bedeutet, daf es iiberabzihlbar viele Maglichkeiten gibt, eine Facette von
Pf durch eine Linearform auf R"” darzustellen (siehe 2.B. 3.7, 3.8 fiir dquivalente Dar-
stellungen). Sei Ry = {(2, 20) ER" *|ax < a, ist Stiitzebene von P},

F=P} N {x ER"’|ax = ay}} die Menge aller Darstellungen einer Facette F durch
Linearformen auf R"* | dann erleichtert die Kenntnis von , Normalformen“ unter den
Darstellungen von F das Auffinden von Ungleichungen, die alle verschiedene Facetten
von Pf liefern. Man iiberlegt sich leicht, da8 man sich zunichst auf Linearformen mit
nicht-negativen Koeffizienten beschrinken kann. Ist A F die Menge nicht-negativer Dar-
stellungen von F, so kann man sich auf Linearformen aus 4 F mit minimalem Triger
beschranken; das sind solche Linearformen, deren Anzahl positiver Koeffizienten mini-
mal ist. Ungeklirt ist noch, ob diese Einschrankung eine endliche Anzahl von Darstel-
lungen liefert oder sogar eindeutig ist. (Diese Frage soll in einem weiteren Aufsatz be-
handelt werden). Die vorangegangegen Uberlegungen haben uns dazu gefiihrt, die T -,
D;-,D;-und E, -Ungleichungen abzuleiten.

Im folgenden zeigen wir, daf firr hinreichend grofies n € N die in Abschnitt S ge-
fundenen Ungleichungen verschiedene Facetten von P definieren. Aus den Beweisen
von Satz 5.1, 5.2, 5.3,5.5, 5.6, 5.7 kann man die Anzahl der Touren errechnen, die
diese Ungleichungen mit Gleichheit erfiillen (sieche 7.1,7.2,7.4,7.5,7.8,7.10). Daraus
ergibt sich, daB auf den S, -, S, -, T,-, D, -,D3-Facetten verschieden viele Touren lie-
gen, d.h. diese Klassen von Ungleichungen liefern voneinander verschiedene Klassen
von Facetten. Die Dy - und 5 -Ungleichungen werden zwar von der gleichen Anzahl
von Touren mit Gleichheit erfiillt, aber aus der kombinatorischen Struktur dieser Tou-
ren ersieht man, da auch diese Klassen von Facetten voneinander verschieden sind.

Wir miissen nun noch zeigen, daf8 verschiedene Ungleichungen innerhalb einer Klasse
jeweils voneinander verschiedene Facetten des P} liefern. Fiir die §, - und S, -Unglei-
chungen ist das unmittelbar klar. Dieser Nachweis wird fiir die iibrigen Klassen von Un-
gleichungen wie folgt erbracht: Wir geben einen Punkt x EPY an, der alle Ungleichun-
gen des Typs T, (bzw.D,, bzw. E3) erfiillt bis auf eine, dann bedeutet das, daB die

von dieser Ungleichung definierte Facette von allen anderen verschieden ist. Weiter
folgt daraus, daB die partielle lineare Charakterisierung von P, die man unter Benut-
zung der neuen Ungleichungen erhilt, in der Tat wesentlich scharfer ist als diejenige,
die durch P§ gegeben ist. Da die jeweilige Nachpriifung der Subtour Elimination
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Bedingungen (S) zwar langwierig, jedoch nicht kompliziert ist, werden wir hier nur
einen Hinweis geben, wie dies im einzelnen erfolgt: Jeder der angegebenen Punkte x ist
so gewahlt, daB alle Koordinaten in einer gewissen Teilmenge V! x V* CE, V! C V,
konstant sind (£ ist die Indexmenge der Koordinaten von x). Um nachzupriifen, daf
eine §;, -Ungleichung

T x<IWi-1
GHEWX W
mit k = | W|— 1 erfiillt ist, zerlegt man
WXW=W'XW UW' X W* UW* X W' UW?X W, wobei W! = Wri V! und
W =W—W . Istdannx;=aVi#j,(;)EW X W' soist die obige Ungleichung
erfullt, falls

IWH(W' | —Da+ £ 2 x;+ X T x.+ X I x.<|W-—1
icew' jew? Y tewijewr ¥ iewr jews YV

gilt. Mit diesem Hinweis kénnen dann die S, -Ungleichungen im Einzelfall iiberpriift
werden. Ebenso priift man in den folgenden Sitzen leicht nach, dal — bis auf eine —
alle weiteren Ungleichungen des betrachteten Typs erfiillt sind. Da} die Zuordnungsre-
striktionen (1), (2) erfiillt sind, ist unmittelbar aus der Konstruktion der angegebenen
Punkte einsichtig.

Satz 6.1: Fiir n > 6 liefern die T, -Ungleichungen voneinander verschiedene Facetten
des P2.
T

Beweis: Man wiihle den Punkt x wie folgt:

1
iviy Xy, T X, T X T X, Ty (6.1.1)
- _ 1 L
i, X =g VEKEV (6.12)
_ _ 1 .
xi.k _xki‘~m Y kEV 6.1.3)
2n—11 .
i TIm-5(n-a YI*LGEDE yix vt (6.14)
x.. =0 sonst (6.15)

i

wobei V' =V — (i, iy, i5,i4}. O

Satz 6.2: Firn2> 5 liefern die D, -Ungleichungen voneinander verschiedene Facetten
des P}
T
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Beweis: Man wihle den Punkt x wie folgt:

_ — - =1L
Xih, =%, T X, X0, T (6.2.1)
_ _ _ _ 1
Yk Tk, Tk =¥k, T3g_3 U k€ v ©2-2)
X, =n1_3 v i#j,(,)EVI X V! 6.2.3)
x.. =0, sonst

i

wobei V' =V — {i, i5,i3}. O

Satz 6.3: Fiir n > 6 liefern die D;-Ungleichungen voneinander verschiedene Facetten
des Pf.
T

Beweis: Man wiihle den Punkt x wie folgt:

_ - - - - =1 -
X, = Xii, = Xid, = ¥iyi, = X, = Xii, T %iyi, =0 (6.3.1)
= _ _ _ 1
Yik =Xk =%k, =%k, T34 Y key! (63.2)
Xy =g Vi#[GDE Vx 6.3.3)
x; = 0 sonst 6.3.4)

wobei l/l =V—- {il- iz, i3, i4 } O

Satz 6.4: Fiir n 2 6 liefern die E;-Ungleichungen voneinander verschiedene Facetten
von P}.
T

Beweis: Wihle x € Pg wie folgt:

- _ - -1 -
xiliq =x"1’-z _xiziL _xi:is _xiail -2 xi-tiﬂ =0 (64-1)
=x,, =x,, =x,, T, x, , =—— VKEV'  (64.2
Xik = Xki, ~*ki, ~*ki, “2(n—4) ' Yk n—4a “4.2)
 2(n—4)—3 iy i
X =3n-H =5 v EGHEV XV, i#jf 64.3)
Xi T 0 sonst

wobei Vl =yV—- {ilx ig, ig, 14} a
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Wie wir in Abschnitt 3 gezeigt haben, sind die T, -Ungleichungen, bzw. die D4 -Un-
gleichungen, spezielle C2-Ungleichungen und die D;-Ungleichungen spezielle C3-Un-
gleichungen. Definieren wir P~ wie folgt:

Pl = {x €P§|x erfillt (UC1),(UC2),(UC3)und (E;)}
dann folgt aus den vorangehenden Sitzen der folgende
Satz 6.5: Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

Pr.

7 C Pg C P_;.' C PY. Fir hinreichend grofles n ist ferner PE‘. echt verschieden

von Pg. O
Eine Verschirfung des Satzes 6.5 formulieren wir als

Vermutung 4: Jede nicht-ganzzahlige Ecke von Pg ist unzulissig fiir ;.

7. Zusammenfassung

In Abschnitt 5 konnten wir eine Anzahl von Ungleichungstypen bestimmen, die
nicht nur giiltig fiir das TSP sind, sondern nach Abschnitt 6 sogar verschiedene Facet-
ten von P7 liefern. Wir geben nun einen systematischen Uberblick iiber die bekannten
Facetten, die Zusammenhinge zwischen den verschiedenen Ungleichungstypen und die
im Vorhergehenden geduflerten Vermutungen. Es sei Anz, die Anzahl der verschiede- -
nen X;-Ungleichungen(-Facetten) Anz, die Anzahl der auf einer X;-Facette liegenden
Touren.

7.1 S,-Ungleichungen, n= 5:
Xii +xi,i,<1

1
_[(n\ _n(n—1
=) 242

Anz, =2(n—2)!

7.2 S;-Ungleichungen, n = 5:

xixfz +xi1is +xizi1 +xi:i: +xisi1 +xi:i1 <2
n nn—1)(n—2
Anz, = (3) = 6

Anz, =6(n—3)!
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7.3 Vermuturg 1: Alle Sp-Ungleichungen liefern fir n > 5 Facetten von Pr:

z
GJ)EF (W)

= )

Anz, = (W) ' (n—|W)!

X, <IW|—1, WCV,2< | W|<n—2

7.4 T,-Traubenungleichungen liefern Facetten desP; fir n=6:

xi,i, +x,.l’.’ +x‘.2i’ +x'.1

i, +xi‘ i <2

Anz, = 4! (3)="(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)
Anz, =5(n—3)!

7.5 T,_,-Traubenungleichungen liefern Facetten fiir n > 4:

i, Y Rt e

x,.].< n—2
@peFwv-{i, i, h

Anz, =6 (g‘) =n(n—1)(n—2)
Anz, = (n—2)!+3 (n— 3)!
7.6 Vermutung 2: Alle T,-Ungleichungen liefern Facetten firi<n—2,n2n;

L.+ X +x. . + z
xl‘lz x:,l, x!,l, (LHEF (W)

=[5 5)

7.7 D,-Ungleichungen liefern, da dquivalent zu Tn_l-Ungleichungen, dieselben Facet-
ten wie diese.

Xy SIWLWCV— {ir, iy}

7.8 Ds-Ungleichungen liefern Facetten fix n2>5:

xi,i, +2"i,x‘, +xi,i, +2x,.3|. +x,.:,. +x, ., tx. . <3

2 'I 14 "xl

Anz, = (:) fl=n(n—1)(n—2)(n—3)
Anz, =4((n—3)!'+ (n—4)))

1

7.9 Vermutung 3: Alle D, -Ungleichungen liefern fiir 2 < k < n — 2 Facetten vonP;“.
Anz; = W ! (val) ' fir WOV, (W =k+1




et-

Ny

Lineare Charakterisierungen von Travelling Salesman Problemen 63

7.10 E;-Ungleichungen liefern Facetten vonP; fir n> 6.

Anz, =12 (2)

Anz, =4 ((n—3)!+(n—4)!)

7.11 Vermutung 4. Die Kammungleichungen (UC1), (UC2) und (UC3) schneiden
alle nicht-ganzzahligen Ecken von Pg ab.

7.12 Durch , Komplementierung* vermittels der Gleichungen (1), (2), erhilt man ver-

schiedene, aber dquivalente Darstellungen von Facetten des P} durch verschiede-
ne Ungleichungen, z.B. D5-Ungleichungen und spezielle C3-Kdmme, etc. Was ist die
zweckmifigste solcher Darstellungen? Gibt es eine eindeutige derartige Darstellung, ist
etwa diejenige mit minimalem Trdger ( = minimaler Anzahl von Null verschiedenen
Koeffizienten in der Ungleichung) eindeutig?

7.13 Sicherlich ist die in dieser Arbeit gegebene lineare Darstellung von P} nicht voll-

stindig. Gibt es ein Verfahren, P} auf einfache Weise und vollstindig durch ein
lineares Gleichungs- und Ungleichungssystem, das dariiber hinaus nichtredundant ist,
zu charakterisieren?

Der zweite Autor mdchte an dieser Stelle Professor Egon Balas von der Carnegie-
Mellon University herzlich danken fiir zahireiche Anregungen und Diskussionen zu
dem Thema dieser Arbeit. Insbesondere sind einige spezielle Formen der C2-Unglei-
chungen des Abschnitts 3b sowie die Formulierung des Satzes 4.1 gemeinsam mit
Professor Balas [1973] erarbeitet worden.

Einige der obigen Vermutungen sind seit Fertigstellung dieser Arbeit beantwortet,
desgleichen weitere Resultate iiber die Struktur von P erzielt worden, siehe Grot-
schel [1977].
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