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Vorwort

Bei dem vorliegenden Skript handelt es sich um die Ausarbeitung der vierstiindigen
Vorlesung ,, Algorithmische Diskrete Mathematik II (Diskrete Optimierung)* (mit zuge-
hérigen Ubungen und Tutorien), die die zweite Vorlesung des dreisemestrigen Zyklus
,Algorithmische Diskrete Mathematik® bildet. Diese Vorlesung wurde von mir im Som-
mersemester 2015 zusammen mit Dr. Axel Werner an der TU Berlin gehalten, der auch
an der Ausarbeitung des vorliegenden Vorlesungsskripts beteiligt war.

Wir gehen in dieser Vorlesung davon aus, dass die Studierenden die Vorlesung , Algo-
rithmische Mathematik I (Einfiihrung in die Lineare und Kombinatorische Optimierung)*
gehort haben und das zugehorige Vorlesungsskriptum

www.zib.de/groetschel/teaching/WS1415/Skriptum_ADM_I-2015-02-16.pdf

kennen. Wir werden im vorliegenden Skript haufig auf das ADM I Skript Bezug nehmen
und tibernehmen die Notation aus diesem Skript.

Der Inhalt dieser Vorlesung besteht aus einer (bunten) Mischung von Polyedertheo-
rie, Matroid- und Graphentheorie, linearer, kombinatorischer und gemischt-ganzzahliger
Optimierung. Einige Themen aus ADM I werden erneut aufgegriffen und vertieft. Wir
versuchen dabei, verschiedene Aspekte der diskreten Mathematik miteinander zu ver-
schranken und Bezlige zwischen den einzelnen Themenbereichen sichtbar zu machen.
Die (algorithmische) diskrete Mathematik besteht nicht aus voneinander unabhéngigen
Einzelthemen und hochspezialisierten Werkzeugkasten, erst die Kombination der vielen
Strukturen, Analysemethoden und algorithmischen Ansétzen macht diese sich stark ent-
wickelnde Teildisziplin der Mathematik zu einem Gebiet, das neben schoner Theorie eine
grofse Vielfalt an realen Anwendungen bietet.

Es gibt kein einzelnes Buch, das den gesamten, in dieser Vorlesung abgehandelten
Themenkreis abdeckt. Daher sind in die einzelnen Kapitel Literaturhinweise eingearbeitet
worden. Hinweise auf aktuelle Lehrbiicher, die als Begleittexte zur Vorlesung geeignet sind
finden sich auf der zur Vorlesung gehorigen Webseite:

www.zib.de/groetschel/teaching/SS2015/Lecture-SS2015deutsch.html

Die vorliegende Ausarbeitung ist ein Vorlesungsskript und kein Buch. Obwohl mit der
gebotenen Sorgfalt geschrieben, war nicht geniigend Zeit fiir das bei Lehrbiichern not-
wendige intensive Korrekturlesen und das Einarbeiten umfassender Literaturhinweise.
Die daher vermutlich vorhandenen Fehler bitte ich zu entschuldigen (und mir wenn mog-
lich mitzuteilen). Das Thema wird nicht erschépfend behandelt. Das Manuskript enthélt
nur die wesentlichen Teile der Vorlesung. Insbesondere sind die in der Vorlesung erfolgten
Schilderungen komplexer Anwendungsfille, der Schwierigkeiten bei der mathematischen
Modellierung praktischer Probleme, des Aufwandes, der bei der Implementierung der
vorgestellten Algorithmen betrieben werden muss, der Probleme bei der praktischen Um-
setzung und die Darstellung der Erfolge, die in den letzten Jahren beim Einsatz der hier
vorgestellten Methodik in der Industrie erzielt wurden, nicht in das Skript aufgenommen
worden.

Martin Grotschel


www.zib.de/groetschel/teaching/WS1415/Skriptum_ADM_I-2015-02-16.pdf
www.zib.de/groetschel/teaching/SS2015/Lecture-SS2015deutsch.html
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1 Polyedertheorie

Polyeder spielen in der Optimierung und in der Diskreten Mathematik eine grofe Rolle.
Wir haben in ADM I in Abschnitt 2.3 wichtige Begriffe und Bezeichnungsweisen einge-
fithrt und in Kapitel 8 einige grundlegende Resultate bewiesen. Wer sich nicht mehr an
die Begriffe Kegel, Fourier-Motzkin-Elimination, Projektion, Seitenfliche, Facette, Ecke,
spitz, oder gar den Dualitétssatz der linearen Optimierung erinnert, moge bitte im Ma-
nuskript der vorangegangenen Vorlesung ADM I nachschlagen.

Der zweite Teil des Vorlesungszyklus beginnt mit dem Ausbau der Polyedertheorie.
Wir werden weitere Darstellungen von Polyedern angeben und neue Operationen mit
Polyedern einfiihren, welche spéter an verschiedenen Stellen benotigt werden. Wir wer-
den dabei meistens von der geometrischen Anschauung ausgehen und die Begriffe von
dieser Sicht aus motivieren. Besonderes Augenmerk wird allerdings auch auf die analy-
tische Beschreibung der geometrischen Konzepte gelegt. Weiterfiihrende Details zur Po-
lyedertheorie finden sich z. B. in |Griinbaum| (2003), Ziegler| (2010]) oder auch Matousek
(2002).

Wir erinnern daran, dass ein Polyeder P die Losungsmenge eines linearen Unglei-
chungssystems Az < b ist und benutzen dafiir die Bezeichnung P = P(A,b). Polyeder
der Form {z € K" | Az = b,z > 0} bezeichnen wir mit P=(A,b). Ein Polytop ist ein
beschrinktes Polyeder.

1.1 Transformationen von Polyedern

Wir haben in der Vorlesung ADM I bereits Projektionen von Polyedern (entlang eines
Richtungsvektors ¢) untersucht und in Satz (10.13) festgestellt, dass eine derartige Pro-
jektion wieder ein Polyeder ist. Wenn man mehrfach hintereinander projiziert, bleibt diese
Eigenschaft natiirlich erhalten. Sind A € K(™™) b e K™ und k,r > 0 mit k +r = n, so
nennt man die Menge

Q= {:1: e K* |3y € K" mit (x> € P(A,b)}
Yy
eine Projektion von P(A,b) auf IK*. Hierbei ist A € K™ eine Matrix, die durch Spal-
tenvertauschung aus A hervorgeht. Offensichtlich folgt aus Satz (10.13):

(1.1) Bemerkung. Jede Projektion eines Polyeders P(A,b) C K" auf K¥, k < n, ist
ein Polyeder. A

Dieser Sachverhalt ist in groferer Allgemeinheit giiltig. Erinnern wir uns daran, dass
jede affine Abbildung f : K™ — K* gegeben ist durch eine Matrix D € K*™ und einen
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Vektor d € K, so dass
flz)=Dzx+d VzeK"

Fiir derartige Abbildungen gilt:

(1.2) Satz. Affine Bilder von Polyedern sind Polyeder. JAN

Beweis. Seien P = P(A,b) C K" ein Polyeder und f(x) = Dz +d eine affine Abbildung
von K” in den K*, dann gilt

f(P)={y e K" |3z € K" mit Az < bund y = Dz + d}

= [y € K¥ | 3z € K" mit B(x) <),

)
wobei
A 0 b
B=|D 1|, b=|[-d
-D I d

Wenden wir nun das Projektionsverfahren (10.11) aus ADM I iterativ auf B,b und
die RichtungsvektoreILel,eg, ...,en an, so erhalten wir nach Satz (10.12) ein System
C(‘;) < c¢mit C = (0,C), und es gilt:

VyE]Kk: (EIxE]K” mit B(x) <b <= Jz e K" mit C’<m> <c
Y Y
— Oy < c).
Daraus folgt f(P) = {y € K¥ | Cy < ¢} ist ein Polyeder. O

Man beachte, dass der Beweis von Satz durch die Anwendung der Fourier-
Motzkin-Elimination sogar ein Verfahren zur expliziten Konstruktion des affinen Bildes
von P(A,b) beinhaltet.

Wir erinnern hier an unsere Konventionen zur Bildung von linearen, affinen, konvexen
und konischen Hiillen von Mengen und Matrizen, die in Abschnitt 2.2.3 des ADM I
Skripts zu finden sind. Aus Satz ergibt sich dann direkt die folgende (auch aus
anderen Griinden unmittelbar einsichtige) Beobachtung.

1.3) Korollar (Satz von Weyl). Fiir jede Matriz A € K™™) gilt:
(1.3) y J g

lin(A)
aff (A)

conv(A)
cone(A) A

ist ein Polyeder.



1.1 Transformationen von Polyedern

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir die konische Hiille. Alle anderen Félle beweist
man analog.

cone(A) ={z € K™ | Jy > 0 mit x = Ay}
I —A\
={reK"|JyeK"mit | -1 A ()SO}.
o -1/

Die letzte Menge ist die Projektion eines Polyeders im K™*" auf den K™, also nach (1.1)
bzw. (|1.2)) ein Polyeder. O

Offenbar besagt die obige Folgerung nichts anderes als: Die lineare, affine, konvexe oder
konische Hiille einer endlichen Teilmenge des IK” ist ein Polyeder. Fiir die konische Hiille
hat dies WEYL (1935) gezeigt (daher der Name fiir Korollar (|1.3)).

(1.4) Korollar. Die Summe P = Py + P, zweier Polyeder Py, Py ist ein Polyeder. A
Beweis. Es seien P = P(A,a), P, = P(B,b), dann gilt:

P=P+P={z+ycK"| Az <a,By <b}
={zeK"|Jzr,y e K" mit Az < a,By <b,z=z+y}
={zeK"|3z,y e K" mit A(z—y) <a,B(z—z)<bz=x+y}

x a
={zeK"|Jz,yecK"'mit D|y| <|b]|}
z 0
mit
0 —-A A
-B 0 B
D= 1 1 -1
-1 -1 1

Also ist P die Projektion eines Polyeders des K" auf den K", und somit nach (1.1)) ein
Polyeder. O

Verbinden wir nun die Erkenntnis aus (1.3)), dass conv(A) und cone(B) Polyeder sind,
mit (1.4)), so erhalten wir:

(1.5) Korollar. Es seien A € K™ B ¢ Km™)  dann gilt
P = conv(A) + cone(B)
st ein Polyeder. A

Die obige Folgerung erscheint (durch geschickte Vorbereitung) vollig trivial, sie ist
jedoch eine durchaus beachtenswerte Erkenntnis, denn wir werden bald zeigen, dass in
der Tat alle Polyeder von der Form conv(A) + cone(B) sind.
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1.2 Kegelpolaritat

Es gibt mehrere Moglichkeiten die Umkehrung von zu beweisen. Eine besonders
elegante, die eine geometrische Version des Farkas-Lemmas benutzt, fiihrt iiber die Ke-
gelpolaritdt. Diese Operation mag zunéchst nur als technisches Hilfsmittel erscheinen.
Sie und ihre Verallgemeinerungen (allgemeine Polaritaten, Blocker, Antiblocker) sind je-
doch bedeutende Methoden in der Polyedertheorie und der linearen sowie ganzzahligen
Optimierung.

Wir beginnen mit einer Neuinterpretation des Farkas-Lemmas (11.2)(c) aus ADM L.
Dieses besagt

dz>0,Ax =b <— Vu(ATUZO:uTbZO).

Durch diese Aussage sind offenbar auch alle rechten Seiten b charakterisiert, fiir die z > 0,
Az = b eine Losung hat. Nach Definition gilt cone(A) = {b € K™ | 32 > 0 mit Az = b},
also konnen wir aus der Aussage (11.2)(c) des ADM I Skripts folgern:

(1.6) Bemerkung. Fiir alle Matrizen A € K(™") gilt:

cone(A) = {b € K™ | uTb <0 Vu € P(AT,0)}. A

Bemerkung kann man geometrisch wie folgt beschreiben. Die Menge der zulés-
sigen rechten Seiten b von Az = b, x > 0 ist genau die Menge aller Vektoren b € K™,
welche einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren des Kegels P(AT',0) bilden. Allgemei-
ner definieren wir nun fiir jede beliebige Menge S C K"

S°:={yeK"|yle <0vVzeS})

S° ist die Menge aller Vektoren, die einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren aus S
bilden. S° heikt polarer Kegel von S. (Uberzeugen Sie sich, dass S° ein Kegel ist!) Wir
erinnern hier an das in der linearen Algebra definierte orthogonale Komplement

St={yeK"|yle=0vze S}

Offensichtlich gilt S+ C S°. Unter Benutzung der obigen Definition kénnen wir Bemer-
kung (1.6)) nun auch wie folgt aufschreiben.

(1.7) Korollar. Fir alle Matrizen A € K™") gilt

P(AT,0)° = cone(A) wund P(A,0)° = cone(A”). A

Korollar (1.7) und die vorher gemachten Beobachtungen wollen wir an einem Beispiel

erlautern. Es sei
-3 1
a=(3 ).

dann sind die Kegel P(A,0) und P(A,0)° in Abbildung gezeichnet.



1.2 Kegelpolaritét

3
] P(A,0)
Ay ;
3 2 1 1 2 3
P(4,00° A
-2

Abbildung 1.1: Kegel und polarer Kegel

P(A,0)° besteht also aus allen Vektoren, die mit den Elementen des Kegels P(A,0)
einen stumpfen Winkel bilden, und das sind gerade diejenigen Vektoren, die als konische
Kombination der Normalenvektoren A;. dargestellt werden kénnen, also

P(A,0)° = cone (< ‘f’), (_12>> |

Ferner gilt: Az = b, x > 0 ist genau dann lésbar, wenn b € P(A,0)° gilt. Daraus folgt
z.B., dass Az = ((1)), x > 0 nicht I6sbar ist, wihrend Az = (_01), x > 0 eine Losung hat.

Aus der Definition des polaren Kegels und des orthogonalen Komplements ergeben
sich unmittelbar einige triviale Bezichungen, deren Beweis wir dem Leser zur Ubung

iberlassen. Wir schreiben im Weiteren
Soo - (SO)O

(1.8) Bemerkung (Hausaufgabe). Fir 5,5, CK", i=1,...,k gilt:

wahr? YA
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(1.9) Bemerkung (Hausaufgabe). Fiir welche Mengen S C K" gilt

(a) §° = 5%,

(b) S =58°7 A
Die Aussage @ impliziert insbesondere:

(1.10) Korollar. cone(A”)° = P(A,0). A

Beweis. (cone(AT))° = cone((AT)°) = (AT)° = {z | Az <0} = P(4A,0). O

Das folgende Korollar aus (1.7) und (1.10) wird in der Literatur hiufig mit einem
Namen belegt.
(1.11) Satz (Polarensatz). Fiir jede Matriz A € K™ gilt:
P(A,0)°° = P(A,0),
cone(A)°° = cone(A).

A
Beweis.
P(A4,0) "2 cone(aT)° & p(4, 0y,
cone(A) P(AT, 0)° £ cone(A)°° O

Unser kurzer Exkurs iiber Kegelpolaritit ist damit beendet.

1.3 Darstellungssatze

Wir wollen nun zeigen, dass Polyeder nicht nur in der Form P(A,b) dargestellt werden
konnen und benutzen dazu die bisher entwickelte Maschinerie.

(1.12) Satz (Minkowski (1896)). FEine Teilmenge K C K™ ist genau dann ein poly-
edrischer Kegel, wenn K die konische Hiille von endlich vielen Vektoren ist. Mit anderen
Worten: Zu jeder Matriz A € K(™™) gibt es eine Matriz B € K™% | so dass

P(A,0) = cone(B)
gilt und umgekehrt. A

Beweis. P(A,0) cone(AT)° P(BT,0)° cone(B). O
(1.13) Satz. Es seien A € Kmn) b e K™, dann existieren endliche Mengen V, E C K"
mit

P(A,b) = conv(V) + cone(E). A



1.3 Darstellungssétze

Beweis. Setze

vr((d 2).0)

dann gilt: * € P(A,b) <~ (f) € H. H ist nach Definition ein polyedrischer Kegel.
Also gibt es nach Satz eine Matrix B € K™+1F) mit H = cone(B). Aufgrund der
Definition von H hat die letzte Zeile von B nur nichtnegative Elemente. Durch Skalieren
der Spalten von B und Vertauschen von Spalten kénnen wir B in eine Matrix B so
umformen, dass gilt

B_<]:/T 5;), cone(B) = H.

Daraus folgt:

1
= r=VA+Epmit \T1=1, \,u>0
<= 1z € conv(V) + cone(E). O

x € P(A)b) — <x> €H

(1.14) Korollar. Fine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polytop, wenn P die
konvexe Hiille endlich vieler Vektoren ist. A

Beweis. Sei V' C K" endlich und P = conv(V'), dann ist P nach ein Polyeder. Ist
x € P,sogilt x = Zle Aivi, v; € V, A >0, Zle Ai = 1, und somit ||z < Zle llvill,
d.h. P C{z |||z <> ,cv [lv[l}. Also ist P beschrdankt, d.h. P ist ein Polytop.

Ist umgekehrt P ein Polytop, so gibt es nach Satz (|1.13]) endliche Mengen V', E' mit
P = conv(V) 4 cone(E). Gibt es einen Vektor e € E mit e # 0, so gilt fiir alle n € IN:
x+ne € P fir alle x € conv(V). Also ist P unbeschrinkt, falls £\ {0} # ). Daraus folgt
E € {0,{0}}, und dann gilt trivialerweise conv(V') = conv(V') + cone(E) = P. O

(1.15) Satz (Darstellungssatz). Eine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polyeder,
wenn P die Summe eines Polytops und eines polyedrischen Kegels ist, d. h. wenn es
endliche Mengen V, E C K™ gibt mit

P = conv(V') + cone(E). A
Beweis. Kombiniere ((1.12)), (1.13]), (1.14) und (1.5). O

Ist P C K™ ein Polyeder, so wissen wir nunmehr, dass es fiir P zwei mogliche Darstel-
lungen gibt. Es gilt ndmlich

P = P(A,b) = conv(V) + cone(E),

wobei A eine (m,n)-Matrix, b € K™ und V, E endliche Mengen sind. Diese beiden Dar-
stellungen sind grundsétzlich verschieden, was natiirlich in vielerlei Hinsicht niitzlich sein
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kann. Manche Aussagen iiber Polyeder sind vollig trivial, wenn man von der einen Be-
schreibung ausgeht, wihrend sie aus der anderen Beschreibung nicht unmittelbar folgen.

Die Darstellung P(A,b) nennt man auch dufere Beschreibung von P. Der Grund fiir
diese Bezeichnung liegt darin, dass man das Polyeder P wegen

m
P = ﬂ{x | Aj.x < b;} C {z| Az <b},
i=1
als Durchschnitt von gréfseren Mengen betrachten kann. P wird sozusagen ,yon aufsen®
durch sukzessives Hinzufiigen von Ungleichungen (bzw. Halbraumen) konstruiert.

Hingegen nennt man conv(V') + cone(FE) eine innere Beschreibung von P. Ist E = ),
so ist die Bezeichnung offensichtlich, denn V' C P und somit wird P durch konvexe
Hiillenbildung von Elementen von sich selbst erzeugt. Analoges gilt, wenn P ein poly-
edrischer Kegel ist. Sind jedoch V und FE nicht leer, dann ist E nicht notwendigerweise
eine Teilmenge von P, jedoch gelingt es eben aus den Vektoren v € V zusammen mit
den Vektoren e € E das Polyeder P ,yvon innen her“ zu konstruieren.

Die Sétze , und beinhalten weitere wichtige Charakterisierungen
von polyedrischen Kegeln, Polytopen und Polyedern. Wir erinnern uns aus der linearen
Algebra daran, dass jeder lineare Teilraum L des K™ eine endliche Basis hat, d.h. eine
endliche Teilmenge B besitzt, so dass B linear unabhéngig ist und L = lin(B) gilt.
Die linearen Teilraume des K™ sind also diejenigen Teilmengen des K", deren Elemente
durch Linearkombinationen einer endlichen Menge erzeugt werden kénnen. Nach
sind Polytope genau diejenigen Teilmengen des K", die durch Konvexkombinationen einer
endlichen Menge erzeugt werden kénnen.

Wir werden spéter sehen, dass es sogar eine eindeutig bestimmte minimale (im Sinne
der Mengeninklusion) endliche Menge V' C K" gibt mit P = conv(V'), d.h. Polytope
haben sogar eine eindeutig bestimmte ,konvexe Basis“. Nach sind polyedrische
Kegel genau diejenigen Teilmengen des K", die ein endliches ,Kegelerzeugendensystem*
haben. Auch hier gibt es natiirlich minimale endliche Mengen, die die Kegel konisch
erzeugen. Aber nur unter zusétzlichen Voraussetzungen haben zwei minimale konische
Erzeugendensysteme auch gleiche Kardinalitét, und Eindeutigkeit gilt lediglich bis auf
Multiplikation mit positiven Skalaren. Haufig nennt man eine Teilmenge 1" des IK" endlich
erzeugt, falls T = conv(V') 4+ cone(F) fiir endliche Mengen V', E gilt. Nach sind
also die Polyeder gerade die endlich erzeugten Teilmengen des IKK™. Fassen wir zusammen,
so gilt:

(1.16) Bemerkung. Ist T'C K", so gilt

a

b

(a) T ist ein linearer Teilraum <= T ist die lineare Hiille einer endlichen Menge.
(b) T ist ein affiner Teilraum <= T ist die affine Hiille einer endlichen Menge.

(
(d

)
)
c) T ist ein polyedrischer Kegel <= T ist die konische Hiille einer endlichen Menge.
) T ist ein Polytop <= T ist die konvexe Hiille einer endlichen Menge.

)

(e) T ist ein Polyeder <= T ist endlich erzeugt. JAN



1.3 Darstellungssétze

Exkurs: Andere Darstellungsformen von Polyedern

Satz und Bemerkung zeigen, dass Polyeder auch durch Hiillenbildungspro-
zesse (linear, affin, konisch, konvex) und nicht nur durch Durchschnitte (Halbraume,
Hyperebenen), die uns in ADM I (siehe (2.1)) zur Definition gedient haben, charakte-
risiert werden konnen. Dies sind jedoch nicht die einzigen Moglichkeiten, Polyeder zu
beschreiben. Wir kénnen hierauf nicht vertieft eingehen, sondern erwéhnen nur zwei Bei-
spiele.

Der harmlos aussehende absolute Betrag |.| ermoglicht in manchen Féllen enorm kom-
pakte Darstellungen. Wir betrachten als Beispiel

K(n):=conv{ey,...,en, —€1,...,—€n},

wobei e; den i-ten Einheitsvektor im K" bezeichnet. K(n) wird in der Literatur Kreuz-
polytop genannt. Zur Definition des Kreuzpolytops K (n) durch Hiillenbildung benétigt
man also 2n Vektoren. Will man K (n) als Durchschnitt von Halbrdumen darstellen, so
sind (beweisbar) 2" Ungleichungen erforderlich:

Kn)={recK"|a'z <1Vae {-1,1}"}.

Erlaubt man die Benutzung des Absolutbetrages, so ergibt sich

K(n)={xeXK" ) |u <1}

=1

Eine einzige Ungleichung geniigt in diesem Falle also zur Darstellung des Kreuzpolytops.
Das Kreuzpolytop K (3) im dreidimensionalen Raum ist das bekannte Oktaeder.

Tiefliegende Sétze der reellen algebraischen Geometrie, die auf Brocker (1991) und
Scheiderer (1989) zuriickgehen, siehe hierzu |Bochnak et al.| (1998), zeigen, dass der Sta-
bilitatsindex jeder ,basic closed semi-algebraic set” im Raum R™ den Wert m := %
hat.

Polyeder sind spezielle ,basic closed semi-algebraic sets”. Ubersetzt in ,unsere Sprache
und bezogen auf Polyeder besagt das Resultat von Brocker und Scheiderer, dass es zu
jedem Polyeder P Polynome pi,...,py in n reellen Variablen mit reellen Koeffizienten

gibt, so dass

n(n+1)
—5

gilt. Der Beweis ist rein ,existenziell* und liefert kein Konstruktionsverfahren fiir diese m
Polynome. Es gibt allgemeine semi-algebraische Mengen, bei denen man auch beweisbar
m Polynome braucht.

Fiir den Spezialfall von Polyedern wurde in Bosse et al. (2005) gezeigt, dass man im
RR™ die benétigten Polynome algorithmisch bestimmen kann und dass man sogar mit 2n
Polynomen auskommt. Dieses Resultat wurde von Averkov und Brocker| (2012) verbessert.
Sie zeigten, dass sogar n Polynome zur Darstellung von Polyedern ausreichen (und dass
diese auch konstruiert werden koénnen). Da es Polyeder gibt, fiir die man mindestens n
Polynome zur Darstellung benétigt, ist dieses Resultat bestmdglich.

P={zeR"|pi(z)>0,i=1,...,



1 Polyedertheorie

Eine Konsequenz der oben geschilderten Ergebnisse ist, dass das Kreuzpolytop K(n)
statt mit 2" linearen Ungleichungen mit lediglich n Polynomungleichungen beschrieben
werden kann.

1.4 Giiltige Ungleichungen, Seitenflichen und Dimension

In Abschnitt haben wir bereits einen Polarentyp, die Kegelpolare, zur Beweisverein-
fachung eingefiihrt. Hier wollen wir eine weitere Polare betrachten, die es uns ermogli-
chen wird, eine Charakterisierung beziiglich P(A,b) in eine Charakterisierung beziiglich
conv(V') + cone(E) zu tibertragen.

(1.17) Definition. FEs seien S C K", a € K", a € K. Die Menge
ST = {<a> ceK"! a2z <avVeeS)
a

heif§t ~v-Polare von S. A

Die v-Polare S7 kann als die ,Menge aller giiltigen Ungleichungen beziiglich S“ be-
trachtet werden. Wir wollen nun die v-Polare eines Polyeders charakterisieren.

(1.18) Satz. Essei P C K", P # (), ein Polyeder mit den Darstellungen P = P(A,b) =
conv(V) + cone(E), dann gilt:

a n+1 T T ,T AT 0
(a) P? = o ceK'" | Fu>0,u'A=a ,u b<a; = cone 1)

o = (@) ew (5 () - (B D.0) o

Beweis.
(3) (a) € PY « Az <b,a’z > « inkonsistent
a
— Ju>0,v>0mit ul A —val =0,u’b —va <0 (ADM I, (11.5))
< Ju>0mit ul' A= aT,uTb <«

- f{a AT 0\ (u
<= du >0,A > 0 mit <a>_<bT 1) <)\>
a AT 0
= N €cone | )
() <a>€P7:>aTvgaVveVundaT(v—i—)\e)SaVUEV,eeE,)\ZO

— a’'e <0 (andernfalls wire a’ (v + \e) > a fiir geniigend groRes \)
vl -1\ [(a
<
= (e ()=

10



1.4 Giiltige Ungleichungen, Seitenflichen und Dimension

Gilt umgekehrt das letztere Ungleichungssystem, und ist € P, so existieren vy, ...,v, €
Vunder,...,eq € B, A, ..., 0 >0, 32 i Ni =1, pa,...,pg > 0, so dass

p q
xr = Z Ui + Z,ujej.
i=1 j=1

Und daraus folgt
p q p q
aly = Z )\,-aTvi + Z ,ujaTej < Z Ao+ Z ;0 = a,
i=1 j=1 i=1 j=1

also gilt <a> € P7. O
a

(1.19) Korollar. Die y-Polare eines Polyeders ) # P C K™ ist ein polyedrischer Kegel
im K+ A

(1.20) Korollar. Ist ) # P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein Polyeder und o’z < o
eine Ungleichung, dann sind dquivalent:

(i) aTz < « ist giiltig beziiglich P.
(ii) Ju >0 mit uw'A=dT, uTh < a.

(iii) alv<aVYvoeV undafe <0Ve e E.

(iv) <a> e p. A

(07

Wir erinnern an einige Begriffsbildungen aus der ADM I (siehe Definitionen (8.2) und
(8.6) des ADM I Skripts): Eine Teilmenge F' C P eines Polyeders P ist eine Seitenfliche
von P, wenn es eine giiltige Ungleichung ¢’z < ¢y beziiglich P gibt mit F = P N {z |
'z = cg}. Ist P = P(A,b) und M die Zeilenindexmenge von A, dann ist fiir eine
Teilmenge F' C P die Gleichheitsmenge eq(F') := {i € M | A;.x = b; Vx € F'}, die Menge
der fiir alle x € F' bindenden Restriktionen. Fir I C M ist fa(l) :=={x € P | Ar.x = bs}
die von I induzierte Seitenfliche.

Wir zeigen nun, dass man die Gleichheitsmenge einer Seitenfléche explizit berechnen

kann.

(1.21) Satz. Seien P = P(A,b) ein Polyeder und ) # F = {x € P | "'z = ¢} eine
Seitenfliche von P. Dann gilt

eq(F)={ie M |3u>0 mitu; >0 und ul A=c" ulb=c}. A

Beweis. Nach Voraussetzung und Folgerung (11.19) aus ADM I haben die beiden linea-
ren Programme

11
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T min u’b
max ¢ T
A< b (P) und WA= (D)
- u>0

optimale Losungen mit gleichem Zielfunktionswert cg, und F ist die Menge der Optimal-
l6sungen von (P)). Sei nun i € eq(F). Aufgrund des Satzes (11.26) vom starken komple-
mentéren Schlupf existieren Optimallésungen Z, % von (]ED, @ mit 4; > 0 A;. 2 = b;..
Wegen T € F gilt A;. & = b;, also gibt es einen Vektor v mit den geforderten Eigenschaf-
ten.

Gibt es umgekehrt einen Vektor u > 0 mit u; > 0 und u7A = 7', uTb = ¢, so ist u
optimal fiir @, und aus dem Satz vom schwachen komplementéaren Schlupf (11.25) folgt
Aj.x =1b; fiir alle x € F, d.h. i € eq(F). O

(1.22) Satz. Seien P = P(A,b) ein Polyeder und F # () eine Teilmenge von P, dann
stnd dquivalent:

(i) F ist eine Seitenfliche von P.
(ii) I C M mit F = fa(I) = {I’ epP ‘ Arx = b[}.
(i) F = fa(eq(F)). A

Beweis. Gelten (ii) oder (iii), dann ist F' offenbar eine Seitenfliche von P.

(i) = (ii): Sei F ={x € P|cl'z = ¢y} eine Seitenfliiche. Setzen wir I := eq(F),
dann gilt nach Definition F C {z € P | Ar.x = br} =: F'. Ist x € F’, so gilt = € P; es
bleibt zu zeigen, dass ¢’z = ¢g gilt. Zu jedem i € I gibt es nach einen Vektor u(®
mit u® >0, ugi) >0, (u)TA=c" und (u)Tb = ¢). Setze

dann gilt nach Konstruktion u; > 0 Vi € I und ferner u; = 0 Vi € M\ I (andernfalls wére
i € I nach (1.21))). Die Vektoren z und u sind zuléissig fiir die linearen Programme (P), (D)
des Beweises von . Aus dem Satz vom schwachen komplementéren Schlupf (11.25)
aus ADM I folgt, dass sie auch optimal sind. Daraus folgt ¢’z = ¢y und somit x € F.
(i) == (iii) folgt direkt aus dem obigen Beweis. O

Aus Satz folgt, dass zur Darstellung einer Seitenfliche von P(A,b) keine zusétz-
liche Ungleichung benétigt wird. Man braucht lediglich in einigen der Ungleichungen des
Systems Ax < b Gleichheit zu fordern. Da jede nichtleere Seitenfliche auf diese Weise
erzeugt werden kann, folgt:

(1.23) Korollar. Sind A € K™ b € K™, dann hat das Polyeder P(A,b) hichstens
2™ 4+ 1 Seitenflichen. A

12
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Beweis. M = {1,...,m} hat 2™ Teilmengen. Fiir jede Teilmenge I C M ist P N {z |
Aj.x = by} eine Seitenfliche von P. Dazu kommt u. U. noch die leere Seitenfléche. O

Man kann Seitenflachen auf dhnliche Weise durch Einfiihrung von Abbildungen analog
zu eq bzw. fa beziiglich der Darstellung P = conv(V') + cone(E) charakterisieren. Diese
Kennzeichnungen von Seitenflichen sind jedoch technisch aufwendiger. Der interessierte
Leser sei dazu auf |Bachem und Grotschel (1982) verwiesen.

Wir wollen nun zeigen, dass man auch die Dimension einer Seitenflache eines Polyeders
explizit berechnen kann. Zunéchst fithren wir einen Hilfsbegriff ein.

(1.24) Definition. Ein Element x eines Polyeders P heifft innerer Punkt von P, wenn
x in keiner echten Seitenfliche von P enthalten ist. A

Achtung! Innere Punkte eines Polyeders P sind nicht notwendig auch topologisch
innere Punkte im Sinne der natiirlichen Topologie des IK". Unsere inneren Punkte sind
topologisch innere Punkte im Sinne der Relativtopologie auf P.

(1.25) Satz. Jedes nichtleere Polyeder besitzt innere Punkte. VAN

Beweis. Sei P = P(A,b) und I =eq(P(A,b)), J=M\1I. Gilt I = M, so hat P keine
echten Seitenflichen, also ist jedes Element von P ein innerer Punkt. Andernfalls ist das
System Ax < b dquivalent zu

Apx=byp,
Ajx <by.

P hat innere Punkte heifft dann, dass es ein = gibt mit A;.x = by und Ajy.xz < by.
Zu jedem i € J existiert nach Definition ein Vektor ¢y € P mit A;.y(9 < b;. Setze
Y= ﬁ Yics y® dann ist y Konvexkombination von Elementen von P, also y € P, und
es gilt Aj.y < by. Mithin ist y ein innerer Punkt von P. O

(1.26) Satz. Sei F' Seitenfliche eines Polyeders P(A,b) und & € F. Der Vektor T ist
ein innerer Punkt von F' genau dann, wenn eq({Z}) = eq(F). A

Beweis. 7 ist genau dann ein innerer Punkt von F', wenn die kleinste (im Sinne der
Mengeninklusion) Seitenfliche von F', die Z enthélt, F' selbst ist. Offenbar ist fa(eq({z}))
die minimale Seitenfliche von P, die & enthilt. Daraus folgt die Behauptung. O

(1.27) Satz. Ist F # () eine Seitenfliche des Polyeders P(A,b) C K", dann gilt

dim(F) = n — rang(Aeq(r).)- A
Beweis. Sei I := eq(F'). Aus der linearen Algebra wissen wir, dass n = rang(Ay.) +
dim(kern(Ay.)) gilt. Zu zeigen ist also: dim(F) = dim(kern(A;.)). Seien

r := dim(kern(4y7.)) und s:=dim(F).

13
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,r > 8% Dadim(F) = s, gibt es s+ 1 affin unabhéngige Vektoren =g, z1,...,zs € F.
Dann sind die Vektoren z1 —xy, . .., zs—x linear unabhéngig und erfiillen A;.(x; —x¢) =
0. kern(A;z.) enthélt also mindestens s linear unabhéngige Vektoren, also gilt r > s.

»s > 1 Nach (|1.25)) besitzt F einen inneren Punkt & € F. Nach (|1.26)) gilt eq({z}) =
eq(F') = I, und daraus folgt fiir J := M \ I:

Az = by,
Aj.T <by.
Ist r =0, so gilt s > 0 wegen & € F. Sei also r > 1, und {x1,...,z,} sei eine Basis von
kern(Ay.). Fir p=1,...,r und j € J setze:
0, falls Aj.x, =0
(5jp = bj — Aj..i‘
Aj..%'p

e:=min{d;, | j € J,pe{l,...,r}}.

andernfalls,

(Setze € # 0 beliebig, falls ¢;, = oo fiir alle j,p.) Fiir i € I und alle p € {1,...,r} gilt
nun
A (Z + Ea?p) = A, T+ e’:‘Ai.:L‘p = A, T = b,
da A;.xz, = 0. Fiir j € J gilt
Aj (T +exp) = Aj.T +cAjxp

< Ajx A+ 0gpdjay

= Aj.f + bj — A]’.i‘

=b;.

Daraus folgt z + ez, € F fiir alle p € {1,...,7}. Da die Vektoren exy,...,ex, linear
unabhéngig sind, sind die Vektoren Z, £ +¢cx1,...,T+ecx, affin unabhéngig. Das heifst, F'
enthélt mindestens r + 1 affin unabhéngige Vektoren, und somit gilt dim(F) = s >r. O
(1.28) Korollar. P = P(A,b) C K" sei ein nichtleeres Polyeder, dann gilt:

(a) dim(P) =n — rang(Acqy(p).)-
(b) Ist eq(P) =0, dann ist P volldimensional (d.h. dim(P) = n).
(c) Ist F eine echte Seitenfliche von P, dann gilt dim(F) < dim(P) — 1. A

Mit Hilfe von Satz ((1.27]) kann man auch die affine Hiille einer Seitenfliche auf einfache
Weise bestimmen.

(1.29) Satz. Sei F # () eine Seitenfliche des Polyeders P(A,b), dann gilt

aﬁ(F) = {I ’ Aeq(F)~$ = beq(F)}‘ AN
Beweis. Es seien [ :=eq(F') und T := {z | A;.z = bs}. Offenbar ist T ein affiner Raum
und wegen F' C T gilt aff(F) C aff(T") = T'. Sei s = dim(F’), dann folgt aus Satz (|1.27)),

dass dim(kern(Az.)) = s und somit dim(7") = s gilt. Aus dim(aff(F')) = dim T und
aff(F') C T folgt aff(F') =T. O

14



1.5 Facetten und Redundanz

1.5 Facetten und Redundanz

Wie wir bereits bemerkt haben, kann man zu einem Ungleichungssystem Ax < b be-
liebig viele Ungleichungen hinzufiigen, ohne die Losungsmenge des Systems zu dndern.
Wir wollen nun untersuchen, wie man ein gegebenes Polyeder mit moglichst wenigen
Ungleichungen darstellen kann. Dies ist speziell fiir die lineare Optimierung wichtig, da
der Rechenaufwand zur Auffindung einer Optimallésung in der Regel von der Anzahl
der vorgelegten Ungleichungen abhéngt. Gesucht wird also eine Minimaldarstellung ei-
nes Polyeders, um rechentechnische Vorteile zu haben. Es wird sich zeigen, dass hierbei
diejenigen Ungleichungen, die maximale echte Seitenflichen eines Polyeders definieren,
eine wesentliche Rolle spielen. Deshalb wollen wir derartige Seitenflichen untersuchen.

(1.30) Definition. Ax < b sei ein Ungleichungssystem, und M sei die Zeilenindezmenge
von A.

(a) Sei I C M, dann heifst das System Ar.x < by unwesentlich oder redundant beziiglich
Az < b, wenn P(A,b) = P(App ., bang) gilt.

(b) Enthalt Ax < b ein unwesentliches Teilsystem Ar.x < by, dann heifit Ax < b redun-
dant, andernfalls irredundant.

(c) FEine Ungleichung A;.x < b; heifit wesentlich oder nicht redundant beziiglich Az < b,
wenn P(A,b) # P(App qiy., ban\iy) gilt.

(d) FEine Ungleichung A;.x < b; heifit implizite Gleichung beziiglich Az < b, wenn i €
eq(P(A,b)) gilt.

(e) FEin System Az < a, Bx = b heifst irredundant, wenn Ax < a keine unwesentliche
Ungleichung beziiglich des Systems Ax < a, Bx < b, —Bx < —b enthdlt und B vollen
Zeilenrang hat.

(f) Eine nichttriviale Seitenfliche F' von P(A,b) heifft Facette von P(A,b), falls F' in
keiner anderen echten Seitenfliche von P(A,b) enthalten ist. A

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass Redundanz bzw. Irredundanz keine Eigen-
schaft des Polyeders P(A,b) ist, sondern eine Eigenschaft des Ungleichungssystems Az <
b. Wir werden sehen, dass ein Polyeder viele irredundante Beschreibungen haben kann.
Ferner ist auch die Annahme falsch, dass man immer durch das gleichzeitige Weglassen al-
ler unwesentlichen Ungleichungen eines Systems Ax < b eine irredundante Beschreibung
von P(A,b) enthdlt. Wir wollen nun zunéchst unwesentliche Ungleichungen charakteri-
sieren.

(1.31) Satz. FEin Ungleichungssystem Ar.x < by ist unwesentlich beziiglich Ax < b genau
dann, wenn es eine Matriz U € ]KSl”’m) gibt mit UA = Ay, Ub <by und U.;r = 0. AN

Beweis. Fiir jedes i € I ist nach (1.20) die Ungleichung A;.x < b; giiltig beziiglich
P(Apn1.,ban 1) genau dann, wenn es einen Vektor @; > 0 gibt mit ﬂfAM\[, = A;. und
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ﬂinM\ 7. < b;. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine Matrix U € ]Kglﬂ’m) gibt mit

UA= A, Ub<b;und U.; = 0. O

(1.32) Korollar. A;.z <b; ist genau dann redundant beziglich Az < b, wenn es einen
Vektor u € K7 gibt mit uwl'A=A;., u"b<b;, uy =0. A

Der néchste Satz zeigt, wann man Ungleichungen nicht mehr weglassen kann, ohne das
Polyeder zu éndern.

(1.33) Satz. P = P(A,b) # 0 sei ein Polyeder. Sei ) # I C M \ eq(P) und P’ :=
P(Appg.,ban1)- Dann gilt

P # P' <= 3 nichttriviale Seitenfliche F C P mit eq(F) C I Ueq(P). A

Beweis. Im Weiteren bezeichnen wir mit eqps die ,equality set“~-Abbildung beziiglich P’.
Es gilt offenbar eqp, (F') C eq(F).

,<=* Angenommen, es gilt P = P’, und F sei eine beliebige nichttriviale Seitenfliche
von P (und somit auch von P’). Da F eine nichttriviale Seitenflache von P’ ist, gibt es
eini e (M\I)\eqp (P') mit i € eqp/(F). Daraus folgt eq(F) € I Ueq(P).

,=—* Angenommen, es gilt P # P’. Wegen P C P’ heift dies, es existiert ein Vektor
v € P'\ P, und somit gibt es eine Indexmenge () # K C I mit der Eigenschaft A; v <
b Vi e M\ K und A;.v > b; Vi € K. Nach Satz hat P einen inneren Punkt, sagen
wir w, d.h. es gilt A;.w = b; Vi € eq(P) und A;.w < b; Vi € M \ eq(P).

Wir betrachten nun einen Punkt y auf der Strecke zwischen v und w, d.h. y = Aw +
(I — A)v mit 0 < X\ < 1. Aufgrund der Voraussetzungen gilt:

Aiy=10b; Vi€eq(P)
Ay <b; Vie M\ (eq(P)UK), falls A > 0.
Ist i € K, so gilt

Aiy <b <= Mw+ (1 —-N)A,.v<b;
= M. (w—v) <b — Ajv

b, — A;.v

> v A, _ )

= )\_Ai_(w—v) (da A;.(w—wv) <0)
Setzen wir
bi—Ai.U 3
= —_— K

1 maX{Ai.(w—U)HG },

) b, — A;v

dann gilt z :=pw+ (1 —p)ve P, 0 L C K C I und

Aiz=bVieL
Ajz<bVie K\ L.
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Daraus folgt, z ist ein innerer Punkt von F' := fa(L U eq(P)). Nach (1.26]) gilt dann
eq(F) = eq({z}) = LUeq(P), und das bedeutet, dass F' eine nichttriviale Seitenflédche
von P mit eq(F) C I Ueq(P) ist. O

Wir werden nun wichtige Eigenschaften von Facetten bestimmen, Nichtredundanz
kennzeichnen und Facetten charakterisieren.

(1.34) Satz. Sei F eine Facette von P = P(A,b), dann gilt:
() eq(P) G eq(F).
(b) Fir alle i € eq(F) \ eq(P) gilt

F=fa({i}) = {z € P| Aj.x = b} A

Beweis. (a) gilt offensichtlich fiir alle nichttrivialen Seitenflichen von P.
(b) Die Abbildung fa ist inklusionsumkehrend, d. h.

1CJ = fa(I) D fa(J).

Daraus folgt F' = fa(eq(F')) C fa({i}). Dai & eq(P), muss fa({i}) eine echte Seitenfliche
von P sein. Aus der Maximalitdt von F' folgt die Behauptung. O

(1.35) Korollar. Sei P = P(A,b) ein Polyeder und F die Menge der Facetten von P.
Dann gilt:

(a) hEFBeF Fi+4#F — eq(Fl) ﬂeq(Fg) = eq(P).
(b) |F| <m —[eq(P)].

(¢) Es gibt eine Menge I C M mit folgenden FEigenschaften
(c1) I € M\ eq(P),
() 111 = |7,
(c3) FeF < 3 genau eini € I mit F = fa({i}). A

Jede Menge I C M mit den Eigenschaften , wollen wir Facetten-Indez-
menge nennen. Satz zeigt, dass man Facetten von P dadurch erhilt, dass man
in nur einer Ungleichung A;.z < b; des Systems Ax < b Gleichheit fordert. Jedoch ist es
keineswegs so, dass fiir alle ¢ € M die Menge fa({i}) eine Facette von P ist! Dies gilt nur
fiir solche ¢ € M, die in einer Facettenindexmenge enthalten sind.

(1.36) Satz. Seien P = P(A,b) # () ein Polyeder und F die Menge der Facetten
von P. Seien M die Zeilenindezmenge von A, I C M \ eq(P) und J C eq(P). Sei
P ={x|Ajx=0by,Ar.x <bs}, dann gilt:

(a) P=P <= (a1) VFeFgitIneq(F)#0 und
(ag) rang(Aj.) = rang(Aeqp).)-
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1 Polyedertheorie
(b) P = P(AIUeq(P)«7bIUeq(P)) <~ VF e F gilt Iﬂeq(F) 7é 0. A

Beweis. Mit J = eq(P) folgt (b)) direkt aus (fa)). Wir beweisen ().

»,— Nach Definition gilt offenbar J = eqp/(P’). Angenommen (ag) ist nicht er-
fiillt, d.h. rang(A,.) < rang(Aeqp).). Dann folgt aus der Dimensionsformel @)
dim(P’) > dim(P) und somit muss P # P’ gelten. Widerspruch!

Angenommen (aj) ist nicht erfiillt. Dann gibt es eine Facette F' von P mit eq(F) C
M\ I=(M\I)Ueq(P). Folglich gilt P # P’ nach Satz (1.33)). Widerspruch!

<" Wir zeigen zunéchst, dass unter der Voraussetzung (ag) gilt:

Ajx=b; = Aeq(P)-x = beQ(P)'

Da P' # 0, gilt rang(A,.,bs) = rang(A;.) = rang(Aeqp).) = rang(Acq(p)., beq(p))-
Das heift, fiir alle i € eq(P) existieren K C J und A, k € K, mit A;. = >, p MeAg.,
bi = > ek Akby. Erfiillt also der Vektor x das System A .z = by, so gilt fiir alle i € eq(P)

Ai.x = Z )\kAkLL’ = Z )\kbk = bi.
keK keK

Nach (a;) gilt fiir jede Facette F' von P: eq(F) € M \ I, und da Facetten maximale echte
Seitenflachen sind und eq inklusionsumkehrend ist, folgt daraus eq(G) € M \ I fiir alle
echten Seitenflaichen G von P. Aus Satz ([1.33)) folgt daher P = P’. O

(1.37) Korollar. Seien P = P(A,b) # 0 ein Polyeder, I C M \ eq(P), J C eq(P) und
P={z|Ajx =0by,Ar.x < br}. Diese Darstellung von P ist genau dann irredundant,
wenn gilt:

(a) I ist eine Facetten-Indexmenge von P.

(b) Aj. ist eine (rang(Acq(p).), n)-Matriz mit vollem Zeilenrang. A

(1.38) Korollar. Sei P = P(A,b) C K" ein volldimensionales Polyeder (also eq(P) =
0, bzw. dim(P) = n), dann gilt fiir alle I C M

P(Aj.,br) ist eine irredundante Beschreibung von P

<= [ ist Facetten-Indexmenge von P. A

(1.39) Satz. Sei P = P(A,b) ein Polyeder, und F sei eine nichttriviale Seitenfliche
von P. Dann sind dquivalent:
(i) F ist eine Facette von P.

(ii) F ist eine maximale echte Seitenfldche von P.

(iii) dim(F) = dim(P) — 1.
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1.5 Facetten und Redundanz

(iv) F enthalt dim(P) affin unabhingige Vektoren.

(v) Sei cT'x < ¢y eine beziiglich P giiltige Ungleichung mit F = {x € P | c'z = ¢},
dann gilt fiir alle giiltigen Ungleichungen d*x < § mit F C {x € P |d'xz = §}: Es
gibt einen Vektor u € KP) ynd o € K, o > 0 mit

d¥ = acl + uTAeq(p).,

0 = acg + uTbeq(p). A

Beweis. (i) <= (ii): nach Definition.

— : trivial.
(i) = : Angenommen F ist keine Facette, dann existiert eine echte Seitenfliche G

von Pmit F C G C P. Aus (1.28) (d) folgt dann dim(F) < dim(G)—1 < dim(P)-2,
Widerspruch!

i) = : Sei I’ eine beliebige Facette von P. Wir nehmen zunéchst an, dass
Ar.x < by, Aj.x = by eine irredundante Darstellung von P(A,b) ist mit 1 € I und
dass FF = {x € P | Aj.x = by} gilt. Sei nun d’2z < § eine giiltige Ungleichung
mit £ C {z € P | d'x = §}. Aufgrund von Folgerung gibt es Vektoren
v > 0 und w mit vT A7, + wT Ay, = d¥ und vTb; + wTby; < 6 (in der Tat gilt
hier Gleichheit, da {z | d”2 = §} eine Stiitzhyperebene ist). Angenommen, es gibt
einen Index 7 € I\ {1} mit v; > 0, dann gilt nach i € eq(F'). Dies ist aber
ein Widerspruch dazu, dass I eine Facettenindexmenge ist. Hieraus folgt .

(v) == (ii1): Da F eine echte Seitenfliche von P ist, gilt dim(F) < dim(P) — 1.
Angenommen dim(F') < dim(P) — 2. O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass F' =
{r € P| Aj.x = b1} gilt. Aus ((1.27) folgt

rang(Aeq(r).) > rang(Aeqpy.) + 2.

Mithin gibt es einen Index i € eq(F) \ (eq(P) U {1}), so dass der Zeilenvektor A;.
linear unabhéngig von den Zeilenvektoren A;., j € eq(P)U{1}, ist. Das aber heifit,
dass das System

Ai. = OéAl. + uTAeq(p)_

keine Losung «, u hat. Wegen F' C {x € P | A;.x = b;} ist dies ein Widerspruch zu
(v)- O

(1.40) Korollar. Seien P = P(A,b) C K" ein volldimensionales Polyeder und F =
{x € P|clz = cy} eine Seitenfliche von P. Dann sind dquivalent:

(i) F ist Facette von P.

(i) dim(F)=mn—1.
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1 Polyedertheorie

(iii) Fir alle giiltigen Ungleichungen d*x < 8, d #0, mit F C {x € P | d"x = 6} gilt:

FEs existiert ein o« > 0 mat

dT = ac”,

0 = acg. A

(1.41) Beispiel. Wir betrachten das Polyeder P = P(A,b) C R?, das wie folgt gegeben

ist (siehe Abbildung[L.2).

Aq. 1 -1 0
As. -2 2 0
As, 10 b | 2
Ay, 0 1]’ - 2
As. -1 0 -1
Ag. -1 -1 -2

Fy

2. 3

1 0

F2
i é

Abbildung 1.2: Ein 1-dimensionales Polyeder in R?

P hat 4 Seitenflachen, ndmlich (), P und F; = {(g)}, F, = {(})} F1 und F» sind
Facetten von P. Es gilt eq(P) = {1,2}, eq(F1) = {1,2,3,4}, eq(F>) = {1,2,5,6}, eq(0) =
{1,...,6}. Die Mengen {3,5}, {3,6}, {4,5}, {4,6} sind die Facettenindexmengen von P.
Eine irredundante Beschreibung von P ist z. B. gegeben durch

P={x]| A2 =0,As3.2 < b3, As.x < bs}.

Ubrigens sind die Ungleichungen A;.x < b;, i = 3,4, 5,6 redundant beziiglich P(A,b).
Die Ungleichungssysteme Ay.x < by mit I = {3,5} oder I = {4,6} sind z. B. ebenfalls
redundant. Aber A;.x < by ist nicht redundant beziiglich P(A,b), falls I = {3,4,5}. A

1.6 Rezessionskegel, Linienraum und Homogenisierung

An dieser Stelle ist es niitzlich einige weitere Objekte einzufithren, die man Polyedern
(bzw. allgemeinen Mengen) zuordnen kann. Das Studium dieser Objekte ist fiir sich
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1.6 Rezessionskegel, Linienraum und Homogenisierung

selbst betrachtet sehr interessant. Wir wollen diese Mengen jedoch nur als Hilfsmittel
zur Vereinfachung von Beweisen verwenden, weswegen wir nicht weiter auf theoretische
Untersuchungen dieser Mengen eingehen werden.

(1.42) Definition. Sei S C K™ eine beliebige Menge. Wir definieren
(a) rec(S) :={y e K" |Jx €S, so dass VA >0 gilt x + \y € S},

(b) lineal(S) :={y € K" |3z € S, so dass VA € K gilt x + \y € S},
(c) hog(S) :={(]) € K" |z € S}°.

Die Menge rec(S) heifst Rezessionskegel von S, lineal(S) heifit Linealitdtsraum oder
Linienraum von S, und hog(S) heifst Homogenisierung von S. JAN

Wir wollen nun die oben eingefiithrten Mengen beziiglich Polyedern charakterisieren.
Nennen wir einen Vektor y mit x4+ Ay € S fiir alle A > 0 eine ,,Richtung nach Unendlich®,
so besteht der Rezessionskegel einer Menge S aus allen Richtungen nach Unendlich. Fiir
Polyeder gilt Folgendes:

(1.43) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder, dann gilt
rec(P) = P(A,0) = cone(E). A

Beweis. (a) rec(P)= P(A,0).

Ist y € rec(P), so existiert ein x € P mit x + Ay € P YA > 0. Daraus folgt b >
A(z + \y) = Az + AAy. Gébe es eine Komponente von Ay, die grofer als Null ist, sagen
wir (Ay); > 0, so wére der Vektor x + Aoy mit

Ao = +1
‘ (Ay);

nicht in P(A,b), Widerspruch!

Isty € P(A,0),sogilt fiirallex € P(A,b) und A > 0, A(z+\y) = Az+ Ay < b+0 = b,
also ist y € rec(P).

(b)  rec(P) = cone(E).

Die Inklusion cone(E) C {y € K" | Vo € S;YA > 0: 2+ Ay € S} C rec(P) ist
offensichtlich. Umgekehrt sei y € rec(P), dann existiert wieder ein € P wie oben. An-
genommen y ¢ cone(E), dann gibt es nach dem Farkas-Lemma (ADM I Skript (11.2)(c))
ein u mit u £ < 0 und u”'y > 0. Fiir jedes z € P folgt dann mit gewissen \;, 0 < \; < 1,
YA =1und p; > 0:

M1
ulz = UTZ)\iV.i +uTz,uZ-E.i = Z)\iuTV.i +ul'E : < Z)\iuTV.i
i i i g i

< max u'V;
1

Andererseits gilt aber u” (z + \y) = uTx + AuTy — oo, fiir A — oo, ein Widerspruch zu
x+ Ay € P fir alle A > 0. O
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1 Polyedertheorie

Insbesondere folgt aus dem Beweis auch, dass rec(P) = {y € K" | Vo € P und YA >0
gilt © + Ay € P} fiir Polyeder P gilt. Ist P ein Kegel, so gilt natiirlich P = rec(P), und
offenbar ist ein Polyeder P genau dann ein Polytop, wenn rec(P) = {0}. Abbildung
zeigt ein Polyeder und seinen Rezessionskegel.

rec(P)

Abbildung 1.3: Ein Polyeder und sein Rezessionskegel

Aus Definition (|1.42) folgt lineal(P) = rec(P) N (—rec(P)). Offenbar ist lineal(P) ein
linearer Teilraum des K", und zwar ist es der grofste lineare Teilraum L C K", so dass
x4+ L C P fir alle z € P gilt. Analytisch konnen wir lineal(P) wie folgt darstellen.

(1.44) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder, dann gilt

lineal(P) = {z | Az = 0} = cone({e € E | —e € cone(E)}). A

Beweis. Wegen lineal(P) = rec(P)N(—rec(P)) folgt die Behauptung direkt aus ((1.43]).0

Wir kommen nun zur Homogenisierung. Die Definition der Homogenisierung erscheint
etwas kompliziert: Man wende zweimal die Kegelpolaritdt auf die Menge S an! Geome-
trisch betrachtet ist hog(.S) der Durchschnitt aller Ungleichungen mit rechter Seite 0, die
giiltig beziiglich {(7) | z € S} sind.

(1.45) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder. Sei
A —b
p=(0 2)

hog(P) = P(B,0) = cone({(}) | v € V}) + cone({(§) | e € E}). A

dann gilt
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1.6 Rezessionskegel, Linienraum und Homogenisierung

Beweis. Setzen wir Py := {(]) € K" | 2 € P}, so gilt offensichtlich
Py =conv({(}) | ve V}+cone({() | e € E}.

Aus Folgerung (|1.20) ergibt sich dann:

P ={zeK" | Tu<0vVue P}
={ze K" |1()) <0vweV, " ({) <0Vec E}

G o)== (G 0)0)

Mit Folgerung (1.7) P(A,0)° = cone(AT) erhalten wir nun

0 Vi) oy’ V E
hog(P) = P; :P<<ET 0>,0> :cone(]lT 0T>.

Die zweite Charakterisierung von hog(P) folgt aus einer anderen Darstellung von Py.

Es gilt ndmlich mit Satz (1.18):
PP={(§) e K" |yTz+ A1 <0V e P} ={(}) e K" | yTz < -AVz e P}

() e K| () € PY = {(2) e K[ (2 )econe@f ?)}

B AT 0
= cone T 1)

Folgerung (|1.10) impliziert nun

hog(P) = P° = (cone <:4;; _()1>)° =P <<€ :ll)> ,O> . 5
In Abbildung sind ein Polyeder P C R!, die im obigen Beweis definierte Menge P;
und hog(P) dargestellt.
(1.46) Bemerkung. Sei P C K" ein Polyeder, dann gilt:
(a) z € P < (}) € hog(P).
(b) @ € rec(P) <= (i) € hog(P). A

Beweis. @ ist trivial.
() Sei P = P(A,b) eine Darstellung von P, dann gilt hog(P) = P(B,0) mit B =

<61 :l1)> Folglich gilt nach (|1.45)) und (|1.43

(5) cosr) = (7)€ PB.0) = Ar <0 = s erep)
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1 Polyedertheorie

hog(P)

P

Abbildung 1.4: 1-dimensionaler Polyeder und seine Homogenisierung

1.7 Extremalen von spitzen Polyedern

Wir wollen nachfolgend einige Aussagen {iber spitze Polyeder beweisen, die sich — ent-
sprechend modifiziert — auch fiir allgemeine Polyeder zeigen lassen. Dabei treten jedoch
einige unschone technische Komplikationen auf, so dass wir hier auf die Behandlung dieser
Verallgemeinerung verzichten.

Wir erinnern daran, dass ein Polyeder spitz genannt wird, wenn es eine Ecke (null-
dimensionale Seitenflache) besitzt. Die folgende Aussage erweitert Satz (8.11) aus dem
ADM I Skript.

(1.47) Satz. Sei P = P(A,b) C K" ein nichtleeres Polyeder, dann sind dquivalent:
(1) P ist spitz.

(2) rang(A) = n.

(3) rec(P) ist spitz, d. h. 0 ist eine Ecke von rec(P).

(4) Jede nichtleere Seitenfliche von P ist spitz.

(5) hog(P) ist spitz.

(6) P enthdlt keine Gerade.

(7) rec(P) enthdlt keine Gerade.

(8) lineal(P) = {0}. A

Beweis. Die Aquivalenz von , und wurde schon in ADM I in Satz (8.11)
gezeigt.
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1.7 Extremalen von spitzen Polyedern

Aus der Aquivalenz von und folgt direkt die Aquivalenz der Aussagen ,
und , da

rec(P) = P(A,0), nach (1.43),
A —b
hog(P) = P <<O _1> ,0) , nach ([1.45).

() = (6). Angenommen P enthilt eine Gerade G = {u+ v | A € K}, v # 0, dann
gilt b > A(u + \v) = Au + AAv fir alle A € K. Daraus folgt A(Av) < 0 fiir alle A € K
und somit v, —v € rec(P), d.h. 0 = Jv + (—v) ist eine Konvexkombination. Also ist 0
keine Ecke von rec(P).

@ = . Ist rec(P) nicht spitz, so ist 0 echte Konvexkombination von Vektoren
aus rec(P), sagen wir 0 = Au+ (1 — AN)v, u # 0 # v, 0 < XA < 1. Dann aber ist neben u
auch —Au = (1 — A\)v € rec(P) und folglich ist G = {pu | u € K} eine Gerade in rec(P),
und fiir alle z € P ist © + G eine Gerade in P.

Die Aquivalenz von und zu den iibrigen Aussagen ist nun offensichtlich. O

Der folgende Hilfssatz {iber innere Punkte wird im Weiteren bendtigt.

(1.48) Lemma. Ist F eine nichtleere Seitenfliche von P = P(A,b), gilt I = eq(F),

und ist B = {y',...,y*} eine Basis des Kerns von Aj., dann gibt es zu jedem inneren
Punkt x € F von F eine > 0, so dass x +ey/ € P fiir alle j = 1,....k gilt. AN
Beweis. Ubungsaufgabe. O

(1.49) Definition. Sei P ein Polyeder. Ein Vektor z € rec(P) \ {0} heiffit Extremale
(oder Extremalvektor) von P, wenn cone({z}) ein Extremalstrahl von rec(P) ist. A

Nur spitze Polyeder haben Extremalen. Denn ist P nicht spitz, so ist nach
rec(P) nicht spitz, also ist der Nullvektor eine echte Konvexkombination zweier von Null
verschiedener Vektoren, sagen wir 0 = Au+ (1 — A)v, 0 < A < 1. Ist F = cone({z})
ein Extremalstrahl von rec(P), so gibt es eine beziiglich rec(P) giiltige Ungleichung
'z < 0mit F = {z € rec(P) | 'z = 0}. Nun gilt 0 = ¢70 = T (Mu+ (1 — M) =
Melfu+ (1= N)efv <0. Aus ¢Tu <0, ¢f'v <0 folgt ¢T'u = ¢Tv = 0 und somit u,v € F,
ein Widerspruch. Aussagen {iber Extremalen machen also nur fiir spitze Polyeder Sinn.

Ist K speziell ein spitzer polyedrischer Kegel, so ist (wegen rec(K) = K) eine Extremale
von K ein Vektor z € K, so dass cone({z}) ein Extremalstrahl von K ist. Das heifst,
jeder auf einem Extremalstrahl von K gelegener und von Null verschiedener Vektor ist
eine Extremale von K.

(1.50) Satz. Seien P = P(A,b) C K" ein spitzes Polyeder und z € rec(P)\ {0}. Dann
sind dquivalent:

(1) z ist eine Extremale von P.

(2) cone({z}) ist ein Extremalstrahl von rec(P).
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(3) z lasst sich nicht als echte konische Kombination zweier linear unabhingiger Elemen-
te von rec(P) darstellen.

(4) (rec(P) \ cone{z}) U {0} ist ein Kegel.
(5) rang(Aeq(fz}).) =n — 1 (wobei sich eq auf das System Az <0 bezieht). A

Beweis. () <= (2). Definition.

@) = @) Ist F := cone({z}) ein Extremalstrahl von rec(P), so ist F eine eindi-
mensionale Seitenflache von rec(P), d.h. F' kann keine zwei linear unabhéngigen
Vektoren enthalten. Insbesondere gibt es eine beziiglich rec(P) giiltige Ungleichung
'z <0 mit F = {x € rec(P) | ¢z = 0}. Gibt es zwei linear unabhingige Vekto-
ren u,v € rec(P) und A,z > 0 mit z = Au + pw, so gilt 0 = ¢T'z = T (Au+ wv) =
AeTu + pe’v < 0. Daraus folgt ¢’v = ¢’v =0, d.h. u,v € F, ein Widerspruch.

@) <= (@). Trivial.

B) = (©). Sei I = eq({z}), dann ist z innerer Punkt von F := {z € rec(P) |
Ar.xz = 0}. Ist rang(Ar.) < n — 1, dann enthélt der Kern von Aj. einen von z
linear unabhéngigen Vektor u. Nach Lemma ((1.48) gibt es ein € > 0, so dass

T

z+teu € rec(P) gilt. Dann aber gilt z = 3(z+eu)+5(z—eu), d. h. z ist echte konische

Kombination von zwei linear unabhéngigen Elementen von rec(P), Widerspruch.

Offenbar ist rang(A;.) # n.

B) = ([@). Sei I = eq({z}), dann folgt fiir F = {x € rec(P) | Aj.xz = 0} aus der
Voraussetzung, dass dim(F") = 1 gilt. Da rec(P) spitz ist, enthélt nach (1.47) rec(P)
keine Gerade, also muss die eindimensionale Seitenfliche F' der Strahl cone({z})
sein. O

Wir wollen nun noch eine Beziehung zwischen den Ecken und Extremalen eines spitzen
Polyeders und den Extremalen seiner Homogenisierung aufzeigen.

(1.51) Satz. Sei P C K" ein spitzes Polyeder, dann gilt:

T

(a) z ist Ecke von P <= (Y) ist Extremale von hog(P).

z

(b) z ist Extremale von P <= (7) ist Extremale von hog(P). A
Beweis. Sei P = P(A,b), dann gilt nach Satz (1.45) hog(P) = P(B,0) mit

p=(5 0

(@) Sei I = eq({z}) beziiglich P(A,b). z ist Ecke von P <= rang(A;.) = n (nach
Satz (8.8) aus dem ADM I Skript) < rang(Beq({(x)})_) = n (denn die neu hin-
1

zugekommene Ungleichung ist nicht mit Gleichheit erfiillt) B, (T) ist Extremale
von hog(P).
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(1.50)

(]ED z ist Extremale von P <= z ist Extremale von rec(P) <= rang(Aeq{2}).) =
n—1 < rang(Beq({(z)}).) —n & (5) ist Extremale von hog(P). O
0

1.8 Weitere Darstellungssatze

Wir kniipfen hier an Abschnitt an, wo wir bereits verschiedene Darstellungsséitze be-
wiesen haben. Einige dieser Sétze konnen wir mit Hilfe der nun gewonnenen Erkenntnisse
verschérfen.

Ist K ein polyedrischer Kegel und gilt K = cone(E), dann nennen wir E eine Kegelbasis
von K, wenn es keine echte Teilmenge E’ von E gibt mit K = cone(E’) und wenn jede
andere minimale Menge F' mit K = cone(F) dieselbe Kardinalitdt wie E hat. Ist P
ein Polytop, dann heifst eine Menge V' mit P = conv(V') konvexe Basis von P, wenn V'
keine echte Teilmenge besitzt, deren konvexe Hiille P ist, und wenn jede andere minimale
Menge W mit P = conv(W) dieselbe Kardinalitdt wie V' hat.

Trivialerweise sind die Elemente einer Kegelbasis FE konisch unabhdngig, d.h. kein
e € F ist konische Kombination der iibrigen Elemente von E; und die Elemente einer
konvexen Basis sind konvexr unabhdngig, d. h. kein Element von V ist Konvexkombination
der tibrigen Elemente von V. Es gilt aber keineswegs, dass jeder Vektor x € cone(E) bzw.
x € conv(V) eine eindeutige konische bzw. konvexe Darstellung durch Vektoren aus E
bzw. V hat. In dieser Hinsicht unterscheiden sich also Kegelbasen und konvexe Basen
von Vektorraumbasen.

(1.52) Satz. Sei {0} # K C K" ein spitzer polyedrischer Kegel, dann sind dquivalent:
(1) E ist eine Kegelbasis von K.

(2) E ist eine Menge, die man dadurch erhdlt, dass man aus jedem Extremalstrahl von
K genau einen von Null verschiedenen Vektor (also eine Extremale von K ) auswdahlt.

A

Beweis. Ist z Extremale von K, so ist K’ := (K \ cone({z}))U{0} nach ein Kegel.
Folglich gilt cone(E) C K’ fiir alle Teilmengen E von K’. Also muss jede Kegelbasis
von K mindestens ein (aus der Basiseigenschaft folgt sofort ,,genau ein“) Element von
cone({z}) \ {0} enthalten.

Zum Beweis, dass jede wie in spezifizierte Menge eine Kegelbasis ist, benutzen wir
Induktion {iber d = dim K. Fiir Kegel der Dimension 1 ist die Behauptung trivial. Sei
die Behauptung fiir Kegel der Dimension d richtig und K ein Kegel mit dim K = d + 1.
Sei y € K \ {0} beliebig und ¢ € K" \ {0} ein Vektor, so dass die Ecke 0 von K die
eindeutig bestimmte Lésung von max{c’z | z € K} ist (c existiert nach Satz (8.8) aus
dem ADM I Skript). Sei z € {x | ¢f'z =0} \ {0}. Dann ist fiir die Gerade

G={y+ Xz | A€ K}
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die Menge K N G ein endliches Streckenstiick (andernfalls wire z € rec(K) = K, und
wegen ¢! z = 0 wire 0 nicht der eindeutige Maximalpunkt). Folglich gibt es zwei Punkte
z1 und zp, die auf echten Seitenflichen, sagen wir F; und F5, von K liegen, so dass
K NG = conv({z1, 22}). Die Dimensionen der Seitenflichen Fy, F3 sind hochstens d, Fy
und F5 sind Kegel, und die Extremalstrahlen von F} und F3 sind Extremalstrahlen von
K. Nach Induktionsvoraussetzung werden z; und zo durch die in festgelegten Mengen
beziiglich F; und F5 konisch erzeugt. Daraus folgt, dass y durch jede Menge des Typs

konisch erzeugt werden kann. Dies impliziert die Behauptung. O

(1.53) Korollar. Jeder spitze polyedrische Kegel besitzt eine — bis auf positive Skalierung
der einzelnen Elemente — eindeutige Kegelbasis. VAN

(1.54) Korollar. Jeder spitze polyedrische Kegel K # {0} ist die Summe seiner Extre-
malstrahlen, d. h. sind cone({e;}), i = 1,...,k die Extremalstrahlen von K, so gilt

k
K = cone({ey,...,ex}) = Z cone({e;}).
i=1

Der folgende Satz verscharft ((1.13)) fiir spitze Polyeder.

(1.55) Satz. Jedes spitze Polyeder P ldsst sich darstellen als die Summe der konvexen
Hiille seiner Ecken und der konischen Hiille seiner Extremalen, d. h. sind V' die Ecken-
menge von P und cone({e}), e € E, die Extremalstrahlen von rec(P) (bzw. ist E eine
Kegelbasis von rec(P)), so gilt

P = conv (V') + cone(E). A

Beweis. Sei hog(P) die Homogenisierung von P. Da P spitz ist, ist hog(P) nach
ein spitzer Kegel. Nach ist hog(P) die Summe seiner Extremalstrahlen cone({e}}),
i=1,...,k O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass e, = (vf), i=1,...,p,und €, = (%i),
i =p+1,...,k gilt. Aus folgt: V' = {v1,...,vp} ist die Eckenmenge von P
und E = {epy1,...,e,} ist die Extremalenmenge von P. Nach gilt x € P <=
(f) € hog(P) und somit folgt z € P <= z ="  Nuv; + Zi:pﬂ Wi€iy Niypi > 0,

P Ai=1,dh z€conv(V)+ cone(E). O

(1.56) Korollar (Satz von Krein-Milman). Sei P ein Polyeder und V die Menge
sewner Ecken, dann gilt

P ist ein Polytop <= P = conv(V). A

(1.57) Korollar. Polytope haben eine eindeutige konvexe Basis. A

Fiir die lineare Optimierung ist die folgende Beobachtung wichtig.
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1.8 Weitere Darstellungssétze

(1.58) Satz. Seien P C K" ein spitzes Polyeder und ¢ € IX"™. Das lineare Programm

maxclx, x € P ist genau dann unbeschrinkt, wenn es eine Extremale e von P gibt mit

Te>0. AN

Beweis. Seien V' die Eckenmenge von P und FE eine Kegelbasis von rec(P), dann gilt
nach ([1.55) P = conv(V)+cone(E). Es ist v := max{c v | v € V} < oo, da V endlich und
v =max{clz | x € conv(V)}. Gilt cT'e <0 Ve € E, so ist v = max{c'z | x € P} < c0.
Falls also max{c!z | x € P} unbeschrinkt ist, muss fiir mindestens ein e € E gelten
c’e > 0. Die umgekehrte Richtung ist trivial. O

Wie bereits bemerkt, haben Elemente von spitzen Polyedern P i. A. keine eindeutige
Darstellung als konvexe und konische Kombination von Ecken und Extremalen. Man
kann jedoch zeigen, dass zu einer derartigen Darstellung von Elementen von P nicht
allzu viele Ecken und Extremalen bendtigt werden.

(1.59) Satz. FEs seien K C K" ein spitzer Kegel und 0 # x € K. Dann gibt es
Extremalen y1, . ..,yq von K, wobei d < dim(K) < n gilt, mit

d
i=1

A

Beweis. Es seien cone({e;}) die Extremalstrahlen von K, i =1,...,k, dann gibt es nach

(1.54) Skalare \; > 0,7 =1,...,k, mit

k
xr = E )\iei.
i=1

Unter allen moglichen Darstellungen von x dieser Art sei die obige eine, so dass I =
{ie{l,...,k}| A\ > 0} minimal ist. Sagen wir, es gilt [ = {1,...,d}. Angenommen die
Vektoren e;, ¢ € I sind linear abhingig, dann gibt es w1, ..., uqg € K, nicht alle p; Null,

so dass gilt
d
Z pie; = 0.
i=1

Angenommen p; > 0 fir i = 1,...,d, und 0.B.d. A. sei g1 > 0. Dann ist —e; =
ZfZQ %ei eine konische Kombination, und nach Satz gilt e; € lineal(K). Dies
widerspricht nach der Voraussetzung K ist spitz.

0O.B.d. A. kénnen wir daher annehmen, dass gilt ¢; < 0 und

A A
2= max{],ui<0}.
Hi

251
Daraus folgt
d i d \
1
el:_z lela -T:Z()‘i_ :ul)el
=2 =2 s
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Literaturverzeichnis

Diese Darstellung von x ist eine konische Kombination, denn

A
i >0 = A\ — =t >0,
M1
Y A A
<0 = <l — N >2hy,
2% H1 H1

also kann x mit weniger als d Extremalen konisch dargestellt werden, Widerspruch zur
Minimalitat! Da ein Kegel hochstens dim(K) linear unabhéngige Vektoren enthilt, folgt
d < dim(K). Setzen wir y; = Ne;, i = 1,...,d, so sind die Vektoren y; Extremalen von
K mit der gewiinschten Eigenschaft. O

(1.60) Korollar. Ist P C K" ein spitzes Polyeder und ist x € P, dann gibt es Ecken
Vo, V1, .- ., Uk und Extremalen egy1,€xia,...,eq von P mit d < dim(P) und nichtnegative
Skalare X, ..., A\, mit Zf:o Xi = 1, so dass gilt

k d
z=> Avi+ > e
i=0

i=k+1 A

Beweis. Nach (1.47)) ist hog(P) ein spitzer Kegel, und die Dimension von hog(P) ist
dim(P)+1. Nach (|1.46) gilt z € P <= () € hog(P). Nach Satz (1.59) ist (7) konische
Kombination von d + 1 < dim(P) + 1 Extremalen von hog(P). O.B.d. A. kénnen wir

annehmen, dass gilt
k d
Ty Yi €
(1)=20) 32 (6)

i=k+1

wobei \; > 0,7 =0,...,k. Fir v; := )\iyl gilt dann

k d k
LE:Z)\Z’UZ—F Z €, Z)\Zzl
=0 =0

i=k+1

Ferner sind nach (1.51) die Vektoren v; Ecken von P und die Vektoren e; Extremalen
von P. Also haben wir die gewiinschte Kombination von x gefunden. O

Das folgende direkte Korollar von (1.60) wird in der Literatur haufig Satz von Ca-
ratheodory genannt.

(1.61) Korollar. Ist P C K" ein Polytop, dann ist jedes Element von P Konvexkom-
bination von hochstens dim(P) + 1 Ecken von P. A
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2 Matroide und Unabhangigkeitssysteme

Wir werden nun einige sehr allgemeine Klassen kombinatorischer Optimierungsproble-
me kennenlernen. Diese enthalten die in den Kapiteln 5 bis 7 in ADM I betrachteten
Probleme. Der in Kapitel 5 von ADM I eingefiihrte Greedy-Algorithmus wird hier von
besonderer Bedeutung sein. Allerdings treten bei der algorithmischen Behandlung der in
diesem Kapitel besprochenen allgemeinen Probleme einige Schwierigkeiten auf, die wir
eingehend darstellen und diskutieren werden.

Gute Biicher iiber Matroidtheorie sind Oxley (1992)), [Truemper (1992)) und Welsh
(1976), ein lesenswerter Ubersichtsartikel ist [Welsh| (1995). Optimierungsprobleme auf
Matroiden werden z. B. in Bixby und Cunningham| (1995)) und |Lee| (2004), Seiten 49-74,
ausfithrlich behandelt. Eine umfassende Ubersicht iiber Matroide, submodulare Funktio-
nen und verwandte Strukturen findet sich in Part IV, Volume B von |Schrijver (2003) auf
den Seiten 649-852.

2.1 Allgemeine Unabhangigkeitssysteme

E sei im folgenden immer eine endliche Menge, 2 bezeichne die Menge aller Teilmengen
von E.

(2.1) Definition. Eine Menge T C 2F heiffit Unabhingigkeitssystem (oder monotones
Mengensystem ) auf E, wenn Z die folgenden Axiome erfiillt:

(L1) 0ezZ,
(I12) FCGel=Fel.

Hiufig wird auch das Paar (E,Z) Unabhdingigkeitssystem genannt. Die Teilmengen von
E, die in T enthalten sind, heiffen unabhingige Mengen, alle ibrigen Teilmengen von E
heiffen abhidngige Mengen. A

Mit jedem Unabhéngigkeitssystem (E,Z) sind auf kanonische Weise andere Mengen-
systeme verbunden, die wir nun kurz einfithren wollen.

Die beziiglich Mengeninklusion minimalen abhéngigen Teilmengen von E heifsen Zir-
kuits (oder Kreise), d.h. C C E ist ein Zirkuit, wenn C' abhéngig ist und wenn C
keine von sich selbst verschiedene abhéngige Teilmenge enthélt. Die Menge aller Zirkuits
(bzgl. eines Unabhéngigkeitssystems Z) heifst Zirkuitsystem und wird mit C bezeichnet.

Ist F' C FE, so heiftt jede Teilmenge von F', die unabhéngig ist und die in keiner anderen
unabhéangigen Teilmenge von F' enthalten ist, Basis von F', d.h.

B Basis von F < (B,B'€Z,BC B'CF= B=D).
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

Die Menge aller Basen der Grundmenge FE heift Basissystem (bzgl. Z) und wird mit B
bezeichnet.
Fiir jede Menge F' C FE heifit die ganze Zahl

r(F) := max{|B| | B Basis von F'}

Rang von F. Die Rangfunktion r ist also eine Funktion, die 2 in die nicht-negativen
ganzen Zahlen abbildet.

Offenbar induziert jedes Unabhéngigkeitssystem Z auf E ein eindeutig bestimmtes Zir-
kuitsystem, ein eindeutig bestimmtes Basissystem und eine eindeutig bestimmte Rang-
funktion. Es gilt auch die Umkehrung, wie wir nachfolgend (ohne Beweis) skizzieren.

Zirkuitsysteme und Basissysteme sind nach Definition Antiketten (Clutter), d.h. Sys-
teme von Mengen, so dass keine zwei Mengen ineinander enthalten sind.

Ist B # () eine Antikette auf E, so ist

I:={ICFE|3BecBmnitlC B}

ein Unabhéngigkeitssystem auf E, und B ist das zu Z gehorige Basissystem.
Ist C # {0} eine Antikette auf E, so ist

Z:={I C E | I enthélt kein Element von C} (2.2)

ein Unabhéngigkeitssystem, und C ist das zu Z gehérige Zirkuitsystem.
Die oben definierte Rangfunktion hat folgende Eigenschaften. Sie ist subkardinal, d. h.
fiir alle F' C F gilt
r(F) < |F],

sie ist monoton, d. h. fir alle F,G C E gilt
FCG=r(F)<r(G),

und sie ist stark subadditiv, d.h. fiir alle F' C FE, fiir alle ganzen Zahlen k > 1, fiir alle
endlichen Indexmengen K C IN und fiir alle Familien (F});cx von Teilmengen von F' mit
der Eigenschaft, dass [{i € K | e € F;}| = k fiir alle e € F, gilt

k-r(F) <) r(F).
€K
Ist 7 : 2 — Z. eine subkardinale, monotone, stark subadditive Funktion, so ist

T:={ICE|rI) =]}

ein Unabhéngigkeitssystem, dessen Rangfunktion die Funktion r ist.
Unabhéangigkeitssysteme Z auf einer Grundmenge E definieren also mathematische
Strukturen, die dquivalent durch Zirkuitsysteme, Basissysteme oder Rangfunktionen ge-
geben werden konnen. Unabhéngigkeitssysteme sind sehr allgemeine Objekte und besit-
zen zu wenig Struktur, um wirklich tiefliegende Aussagen iiber sie machen zu kénnen.
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2.1 Allgemeine Unabhéngigkeitssysteme

Sei fiir jedes Element e € E ein Gewicht ¢, € K gegeben. Fiir F' C E setzen wir wie

tiblich
o(F) := Z Ce.
eeF

Das Problem, eine unabhéngige Menge I* € 7 zu finden, so dass ¢(I*) maximal ist, heifst
Optimierungsproblem tiiber einem Unabhdngigkeitssystem I, d.h. wir suchen

max{c(I) | I € T}. (2.3)

Offenbar macht es hier keinen Sinn, Gewichte c. zu betrachten, die nicht positiv sind.
Denn wenn I* € T optimal ist, gilt I’ := I*\ {e € E | ¢c. < 0} € T (wegen (L2))
und ¢(I') > ¢(I*), also ist I’ ebenfalls eine optimale unabhingige Menge. Deswegen
werden wir uns im Weiteren bei Optimierungsproblemen iiber Unabhéngigkeitssystemen
auf Gewichtsfunktionen beschrinken, die positiv oder nicht-negativ sind.

Bei Optimierungsproblemen iiber Basissystemen ist es dagegen auch sinnvoll, negative
Gewichte zuzulassen. Ist ein Basissystem B auf der Grundmenge E gegeben und sind
ce € IK Gewichte, so nennen wir

min{c(B) | B € B} (2.4)
Optimierungsproblem tiber einem Basissystem B.
(2.5) Beispiel.

(a) Sei G = (V,E) ein Graph. Eine Knotenmenge S C V heift stabil (Clique), falls
je zwei Knoten aus S nicht benachbart (benachbart) sind. Die Menge der stabi-
len Knotenmengen (Cliquen) ist ein Unabhéngigkeitssystem auf V. Die Aufgabe —
bei gegebenen Knotengewichten — eine gewichtsmaximale stabile Menge (Clique) zu

finden, ist ein Optimierungsproblem iiber einem Unabhéngigkeitssystem, vergleiche
ADM T (3.13).

(b) Ein Wald in einem Graphen G = (V, E) ist eine Kantenmenge, die keinen Kreis ent-
hélt. Die Menge aller Wilder bildet ein Unabhéngigkeitssystem auf E. Das Problem,
einen maximalen Wald in G zu finden, war Hauptthema von ADM I, Abschnitt 5.2.
Offenbar ist in einem zusammenhédngenden Graphen G die Menge der aufspannenden
Baume genau die Menge der Basen des Unabhéngigkeitssystems der Wélder. Das Pro-
blem, einen minimalen aufspannenden Baum zu finden (siche ADM I, Satz (5.13)),
ist somit ein Optimierungsproblem iiber einem Basissystem.

(c¢) Ein Matching in einem Graphen G = (V, E) ist eine Kantenmenge M C E, so dass je-
der Knoten aus V' in hochstens einer Kante aus M enthalten ist. Die Menge aller Mat-
chings ist ein Unabhéngigkeitssystem auf F. Das Matchingproblem ADM I, (3.10)
ist also ein Optimierungsproblem iiber einem Unabhéngigkeitssystem. Die Aufgabe,
in einem vollstdndigen Graphen mit Kantengewichten ein minimales perfektes Mat-
ching zu finden, ist ein Optimierungsproblem iiber einem Basissystem. Analog bilden
die zuléssigen Losungen eines 1-kapazitierten b-Matchingproblems ein Unabhéngig-
keitssystem.
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

(d) Gegeben sei ein vollstandiger Digraph D,, = (V, A) mit n Knoten und Bogenléngen
¢ fiir alle (4, 5) € A. Eine Tour (gerichteter Hamiltonkreis) ist ein gerichteter Kreis
in D, der jeden Knoten enthilt. Die Aufgabe, eine Tour mit minimalem Gewicht zu
finden, heifst asymmetrisches Travelling-Salesman-Problem, siche ADM 1, (3.12). Die
Menge T aller Touren ist kein Unabhéngigkeitssystem, jedoch eine Antikette, also
Basissystem eines Unabhédngigkeitssystems. Das asymmetrische TSP ist somit ein
Optimierungsproblem iiber einem Basissystem. Wir kénnen es aber auch als Opti-
mierungsproblem iiber einem Unabhéngigkeitssystem auffassen. Dies geht wie folgt:
Setzen wir

T:={ICA|3T T mit I CT},
cgj = max{|ci| | (4,7) € A} + 1 — ¢y,

so ist T ein Unabhingigkeitssystem, und jede Lésung von max{cd'(I) | I € 7'} ist
eine Tour, die — beziiglich der Gewichte ¢;; — minimales Gewicht hat. (Auf die gleiche
Weise kann man viele andere Optimierungsprobleme {iber Basissystemen in Optimie-
rungsprobleme {iber Unabhéingigkeitssystemen iiberfiihren.) Ebenso ist das symme-
trische TSP ein Optimierungsproblem iiber einem Basissystem.

(e) Gegeben sei ein gerichteter Graph D = (V, A). Ein Branching in D ist eine Bo-
genmenge B C A, die keinen Kreis (im ungerichteten Sinne) enthélt, und die die
Eigenschaft hat, dass jeder Knoten v € V Endknoten von hochstens einem Bogen
aus B ist. Die Menge aller Branchings ist ein Unabhéngigkeitssystem auf A. Das Pro-
blem, in einem vollstdndigen Digraphen eine minimale aufspannende Arboreszenz zu

finden, ist ein Optimierungsproblem {iber einem Basissystem, sieche ADM I, (3.11).
A

Uberlegen Sie sich, welche der iibrigen Beispiele aus ADM I, Abschnitt 3.3 als Opti-
mierungsprobleme iiber Unabhéngigkeits- oder Basissystemen aufgefasst werden kénnen
und welche nicht.

Verschiedene praktische Fragestellungen fiithren auch zu Optimierungsproblemen iiber
Zirkuits. Sind die Elemente e € E durch Gewichte ¢, bewertet, so kann man das Problem
untersuchen, ein Zirkuit C' € C zu finden, das minimales Gewicht ¢(C') hat. Die Aufgabe,
in einem Graphen einen kiirzesten Kreis zu bestimmen, ist z. B. von diesem Typ.

Allgemeiner noch ist folgende Frage von Interesse. Wir sagen, dass eine Menge Z C F
ein Zyklus ist, wenn Z die Vereinigung von paarweise disjunkten Zirkuits ist, d.h. wenn
es Zirkuits Cy,...,C gibt mit C;NC; = 0,1 < i < j < k, so dass Z = UleCi.
Sind die Elemente e € E mit Gewichten ¢, belegt, so sucht man nach einem Zyklus
maximalen Gewichts. Das Chinesische Postbotenproblem (siehe ADM I, (3.12)) und das
Max-Cut-Problem (siche ADM I, (3.15)) sind z. B. von diesem Typ. Aus Zeitgriinden
kénnen wir auf Optimierungsprobleme iiber Zirkuits bzw. Zyklen nicht eingehen, siehe
hierzu Barahona und Grotschel (1986) und |Grotschel und Truemper| (1989).
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2.2 Matroide

2.2 Matroide

Wie die Beispiele aus dem vorigen Abschnitt zeigen, enthalten Optimierungsprobleme
iiber Unabhingigkeitssystemen sowohl polynomial losbare als auch NP-vollstindige Pro-
bleme. Man wird daher nicht erwarten konnen, dass fiir diese Probleme eine ,gute”
Losungstheorie existiert. Wir wollen nun eine Spezialklasse von Unabhéngigkeitssyste-
men einfiihren, fiir die es so etwas gibt. In einem noch zu prézisierenden Sinn (siehe
Folgerung ) ist dies die Klasse der Unabhéngigkeitssysteme, fiir die der Greedy-
Algorithmus (siche ADM I, (5.7)) eine Optimallosung liefert.

(2.6) Definition. FEin Matroid M besteht aus einer Grundmenge E zusammen mit
einem Unabhdngigkeitssystem T C 2F, das eine der folgenden dquivalenten Bedingungen
erfillt:

(13) I,JeZ,|I|=|J|—-1 = FgeJ\Imit IU{j} €T,
(L3 I,JeZ|I|<|J| = IKCJ\Imit ITUK|=|J|, sodass [UK €T,

(I.3") F C FE und B, B" Basen von F — |B| = |B|. A

Das heifst also, das Unabhéngigkeitssystem eines Matroids auf F ist ein Mengensystem

Z C 2F, das die Axiome , und eines der Axiome , , erfiillt. Ein
solches System erfiillt automatisch auch die beiden iibrigen der drei Axiome , ,
3.

Ein Wort zur Terminologie! Nach der obigen Definition ist ein Matroid M ein Paar
(E,Z) mit den oben aufgefiihrten Eigenschaften. Wenn klar ist, um welche Grundmenge
FE es sich handelt, spricht man héufig auch einfach von dem Matroid Z, ohne dabei E
explizit zu erwdhnen. Man sagt auch, M (bzw. Z) ist ein Matroid auf E.

In Definition haben wir von den ,Aquivalenten Bedingungen* , ,
gesprochen. Diese Aquivalenz muss natiirlich bewiesen werden. Da wir hier jedoch keine
Vorlesung iiber Matroide halten wollen, konnen wir auf die Beweise (aus Zeitgriinden)
nicht eingehen. Das gleiche gilt fiir die nachfolgend gemachten Aussagen iiber Zirkuit-
und Basissysteme und Rangfunktionen. Beweise der hier gemachten Aussagen findet der
interessierte Leser z. B. in |Oxley (1992) und Welsh/ (1976]).

Wie wir bereits gesehen haben, kénnen Unabhéngigkeitssysteme iiber Zirkuits, Basen
oder Rangfunktionen beschrieben werden. Ist M = (E,Z) ein Matroid und sind C, B, r
das zugehorige Zirkuit-, Basissystem bzw. die zugehdrige Rangfunktion, so ist natiirlich Z
durch die Angabe von C, B oder r eindeutig beschrieben. Gelegentlich werden daher auch
die Paare (E,C), (E,B), (E,r) als Matroide bezeichnet, meistens dann, wenn es bei einer
speziellen Untersuchung sinnvoller erscheint, mit Zirkuits, Basen oder Rangfunktionen
statt mit Unabhangigkeitssystemen zu arbeiten.

Sicherlich induzieren nicht alle Zirkuit- oder Basissysteme oder alle Rangfunktionen
Unabhéngigkeitssysteme von Matroiden. Diese Antiketten bzw. Funktionen miissen spe-
zielle Eigenschaften haben, damit das zugehorige Unabhéngigkeitssystem das Axiom
erfiillt. Einige solcher Eigenschaften wollen wir kurz auflisten.
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

(2.7) Satz.
(a) Eine Antikette C C 2¥, C # {0}, ist das Zirkuitsystem eines Matroids auf F
genau dann, wenn eine der beiden folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:
(C1) C1,C2€C,CL#Cy, zeC1NCy = 3C3 € C mit C3 C (C1UC2) \{z},
(Cl) C1,C,€C,C1 #£Cy,ye C1\Cy = Va e CyNCy 3C5 € C mit
yeCsC (Cl UCQ) \ {.%'}
ine Antikette B C 2 1st das Basissystem eines Matroids au enau
(b) Eine Antikette B C 2, B # (), ist das Basissy ines Matroids auf E ¢
dann, wenn das folgende Axiom erfillt ist:
(B.l) Bi1,By € B, x € B \ By — dy € By \ By mit (Bl U {y}) \ {J}} eB.

(c) Eine Funktion r : 2F — 7 ist die Rangfunktion eines Matroids auf E genau
dann, wenn eines der beiden folgenden dquivalenten Axiomensysteme erfillt ist:

(R.1) r(@) =0,
(R2) FCE,ecE = r(F)<r(FU{e}) <r(F)+1,

(R.3) F(Q)E, frg € Emitr(FU{g}) = r(FU{f}) =r(F) = r(FU{g,f}) =
r(F),

beziehungsweise
(R1) FCFE = 0<r(F)<|F| (ristsubkardinal),
(R2) FCGCE = r(F)<r(G) (r ist monoton),

(R3) FFGCE = r(FUG)+r(FNG)<r(F)+r(G) (ristsubmodular).
A

Es gibt noch einige hundert weitere dquivalente Definitionen von Matroiden (die Aqui-
valenz ist — auch in den obigen Féllen — nicht immer offensichtlich). Wir wollen uns jedoch
mit den obigen begniigen.

Ist Z; ein Matroid auf einer Grundmenge F; und Zy ein Matroid auf Es, so heiffen 7
und Zy isomorph, falls es eine bijektive Abbildung ¢ : E1 — Fo gibt mit
©(F') ist unabhéngig in Zy <= F ist unabhéngig in Z;.
Eine Teilmenge F' C E heiflt abgeschlossen (beziglich T ), falls gilt
r(F) <r(FU{e}) firallee € E'\ F.
Die Matroidtheorie kann man als eine gemeinsame Verallgemeinerung gewisser Aspekte

der Graphentheorie und der linearen Algebra ansehen. Die beiden Beispiele, aus denen
die Matroidtheorie entstanden ist, wollen wir daher zuerst vorstellen.
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2.2 Matroide

(2.8) Beispiel.

(a)

Graphische Matroide

Das in (]ED definierte Unabhéingigkeitssystem der Walder eines Graphen G =
(V, E) ist ein Matroid. Ist F' C E, so zerfallt (V, F) in Zusammenhangskomponen-
ten Gy = (V4, F1),...,Gr = (Vi, F)). Die Basen der Zusammenhangskomponenten
G1,...,Gg sind die aufspannenden Baume von Gy, ...,Gg. Jede Vereinigung von
aufspannenden Bdumen von Gy, ..., Gy ist eine Basis von F'. Die Zirkuits von Z sind
die Kreise des Graphen G (daher der Name!). Der Rang einer Menge F' C F ist
gegeben durch

r(F) = |V(F)| — Anzahl k der Komponenten von (V(F), F'),

wobei V(F) die Menge aller Knoten v € V' bezeichnet, die in mindestens einer Kante
aus F' enthalten sind, vergleiche ADM I, Korollar (5.5).

Die Matroide, die wie oben angegeben auf einem Graphen definiert werden kénnen
(bzw. isomorph zu solchen sind), heiften graphische Matroide.

Matrix-Matroide

Sei A = (ay;) eine (m,n)-Matrix iiber einem beliebigen Kérper K mit Spaltenvek-
toren A.q,...,A,. E = {1,...,n} sei die Menge der Spaltenindizes von A. Eine
Teilmenge F' C E heifst unabhéngig, wenn die Vektoren A.;, j € F', linear unabhén-
gig in K™ sind. Da jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge wiederum linear
unabhéngig ist, ist das so definierte Mengensystem Z offenbar ein Unabhéngigkeits-
system. Die Menge aller Basen von F ist die Menge aller B C F, so dass die Vektoren
A.j, j € B, eine Basis des durch die Spaltenvektoren von A aufgespannten linearen
Teilraums von K™ bilden. Das Basisaxiom ist in diesem Falle aufgrund des
Steinitz’schen Austauschsatzes erfiillt. (Dieser Satz war die Motivation fiir (B.I).)
Matroide, die auf die hier angegebene Weise konstruiert werden konnen, heifsen
Matriz-Matroide oder lineare Matroide. Die Rangfunktion von Z entspricht der aus
der linearen Algebra bekannten Rangfunktion des K™ beschriankt auf die Spalten
von A. Ist Z ein Matroid auf E und gibt es einen Koérper K und eine (m,n)-Matrix
A iiber K, so dass Z zu dem Matrix-Matroid beziiglich A isomorph ist, dann heifst
T reprasentierbar (iber K ). (Natiirlich kann man hier etwas verallgemeinern und
anstelle von Korpern Schiefkérper oder andere geeignete Objekte betrachten und
Représentierbarkeit iiber diesen studieren.) Matroide, die iiber dem zweielementigen
Korper GF(2) représentierbar sind, heifen bindr. Eine umfassende Untersuchung
dieser wichtigen Klasse von Matroiden findet sich in [Truemper| (1992). Matroide, die
iiber allen Korpern reprasentierbar sind, nennt man reguldr.

Bindre Matroide

Die iiber dem zweielementigen Korper GF(2) reprasentierbaren Matroide kann man
auf sehr einfache Weise durch eine 0/1-Matrix reprasentieren. Seien M ein binéres
Matroid auf E, T eine Basis von E und S := F\T. Wir kénnen o. B. d. A. annehmen,
dass T'={e1,...,em} und S = {em+1,...,en} gilt. Eine das Matroid M (mit Rang
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

m) reprasentierende Matrix A erhdlt man wie folgt: A hat m Zeilen und n Spalten.
Die i-te Zeile ,représentiert” das i-te Basiselement e;, 1 <1¢ < m, die j-te Spalte das
j-te Element e;, 1 < j < n, von E; A hat die folgende Form (genannt Standardform
oder Standardreprisentation):

A= (I, B),

wobei I, die (m,m)-Einheitsmatrix ist. Die j-te Spalte von A, m +1 < j < n,
wird wie folgt konstruiert. Fiigt man das Element e; zur Basis 7" hinzu, so kann
man beweisen, dass genau ein Zirkuit C entsteht, genannt das Fundamentalzirkuit
zu e;. Fiir das Element a;; von A definieren wir dann: a;; = 1, falls das Basiselement
e; zu C gehort, a;; = 0 sonst. Fiir das graphische Matroid des Beispielgraphen in
Abbildung ergibt sich so die folgende Standardrepréasentation:

123 456 7 8 9 10
11 0000 O
2 1 0 |01 11 0
3 1 0101 0
41 0 1 1110 0
5 111 1.0 0 O

10

Abbildung 2.1: Graph mit 10 Kanten

(d) Reguldre Matroide und totale Unimodularitét

40

Da jedes reguldre Matroid M binir ist, hat es auch eine binére Standardreprasenta-
tion (I, B). Und hier besteht eine Verbindung zu Kapitel 13 aus ADM 1. Ist (I, B)
eine bindre Standardreprésentation eines bindren Matroids M, so kann man bewei-
sen, dass M regular genau dann ist, wenn die ,bindren Einsen®, also die Werte b;; = 1
von B, so jumsigniert* (d.h. durch eine der beiden rationalen Zahlen +1 oder —1
ersetzt) werden konnen, dass die entstehende Matrix B’ total unimodular (als Matrix
iber Q betrachtet) ist. A

Es folgt nun eine Liste weiterer interessanter Matroide.



2.2 Matroide

(2.9) Beispiel.

(a)

Cographische Matroide

Gegeben sei ein Graph G = (V| E). Ein Cokreis ist eine Kantenmenge, deren Entfer-
nung aus G die Komponentenzahl erh6ht und die (mengeninklusionsweise) minimal
beziiglich dieser Eigenschaft ist. Ein Schnitt ist eine Kantenmenge der Form

W)={ijeE|ieW,jeV\W}, WCW

Jeder Cokreis ist offenbar ein Schnitt, und es ist einfach einzusehen, dass die Co-
kreise gerade die minimalen nicht-leeren Schnitte von G sind. Sind 6(W) und 6(W”)
verschiedene Cokreise und ist die Kante ij in beiden enthalten, so ist 6(WAW’) ein
Schnitt, der ij nicht enthélt. (Hier bezeichnet WAW’ die symmetrische Differenz
(WUWH\ (WnW'.) Ist §(WAW') kein Cokreis, so enthélt er einen Cokreis, der
natiirlich 75 auch nicht enthéalt. Daraus folgt, dass die Antikette der Cokreise das Axi-
om erfiillt und somit das Zirkuitsystem eines Matroids auf E ist. Ein Matroid,
das isomorph zu einem so definierten Matroid ist, heifst cographisch. Ist G = (V, E)
ein zusammenhéngender Graph und M das cographische Matroid auf G, so ist das
Basissystem B von M gegeben durch

B ={B C E | 3 aufspannender Baum 7' C E mit B = E\ T}.

Uniforme Matroide

Sei E eine Menge mit n Elementen, dann ist die Menge aller Teilmengen von F
mit héchstens k Elementen ein Matroid auf E. Dieses Matroid heifst uniform und
ist durch die Angabe von k& und n bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Dieses
Matroid wird mit Uy, bezeichnet. Das Basissystem von Uy, wird durch die Menge
der Teilmengen von E mit genau k Elementen gebildet. Das Zirkuitsystem von Uy,
besteht aus den Teilmengen von E mit k+ 1 Elementen. Die Matroide U, ,, (d. h. die
Matroide, in denen alle Mengen unabhéngig sind) heifien frei (oder trivial). Fiir freie
Matroide gilt C = (), B = {E}, r(F) = |F]| fir alle F C E. Das uniforme Matroid
Us,4 ist das kleinste nicht bindre Matroid. Uberlegen Sie sich einen Beweis hierfur!

Partitionsmatroide

Sei E eine endliche Menge, und Ej, ..., Ej seien nicht-leere Teilmengen von E mit
E;NE; =0,1+# j, und U?Zl E; = E. Seien by, ..., by nicht-negative ganze Zahlen,
dann ist Z := {I C E | [INE;| < b;,i = 1,...,k} ein Matroid auf E, genannt
Partitionsmatroid.

Transversalmatroide

Sei E eine endliche Menge, (E;);cs sei eine endliche Familie von Teilmengen von E.
Eine Teilmenge T' C E ist eine teilweise Transversale (oder partielles Repriasentan-
tensystem) von (E;);cr, falls es eine Indexmenge J C I gibt mit |J| = |T'| und eine
Bijektion 7 : T — J, so dass t € Er fiir alle ¢ € T'. Die Menge aller teilweisen
Transversalen ist das Unabhéngigkeitssystem eines Matroids auf E. (Dieses Ergebnis
ist nicht trivial und hatte einen wesentlichen Einfluss auf die Transversaltheorie.) A

41



2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

Wir wollen nun noch einige konkrete Beispiele von Matroiden angeben und ihre Basis-,
Zirkuitsysteme etc. explizit auflisten.

Betrachten wir den folgenden, in Abbildung dargestellten Graphen G = (V, F) mit
E = {1,2,...,13}. Das Zirkuitsystem C des graphischen Matroids auf E ist gegeben
durch die Menge aller Kreise in G, d. h.

¢ ={{1,2,3},{4,5,6,7},{9,10,11}, {11,12, 13}, {9, 10, 12, 13} }.

13

Abbildung 2.2: Graph G mit 13 Kanten

Das Zirkuitsystem C* des cographischen Matroids auf F ist gegeben durch die Menge
aller minimalen Schnitte, d. h.

= {{1,2},{1,3},{2,3},{4,5},{4,6}, {4, 7}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}, {8},
{9,101, {9, 11,12}, {9, 11,13}, {10, 11,12}, {10, 11,13}, {12, 13} }.

Das Basissystem B des graphischen Matroids des folgenden Graphen G = (V, E) (siehe
Abbildung mit F = {1,2,3,4} ist gegeben durch

B ={{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4}},

und das Basissystem B* des cographischen Matroids beziiglich G ist die folgende Anti-
kette:

B" = {{4}, {3}, {2}}

Das graphische Matroid des in Abbildung dargestellten Graphen ist das uniforme
Matroid Us 3. Uniforme Matroide kénnen also auch isomorph zu graphischen sein. Das
uniforme Matroid Us 4 ist jedoch nicht graphisch (Ubungsaufgabe).
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2.2 Matroide

Abbildung 2.3: Graph G mit 4 Kanten

Abbildung 2.4: Graph zum uniformen Matroid Us 3

Betrachten wir die Matrix
1 -1 1 -1
A= (0 1 1 0 >

als Matrix {iber dem Korper R oder Q. Das Zirkuitsystem C des Matrix-Matroids M
beziiglich A ist offenbar gegeben durch

C={{1,2,3},{2,3,4},{1,4}},

und das Basissystem B des Matrix-Matroids M ist

B= {{17 2}7 {173}7 {27 3}7 {274}7 {374}}'

Ein aus der endlichen Geometrie stammendes Beispiel ist das Fano-Matroid, das
héufig mit dem Symbol F; bezeichnet wird. Betrachten Sie Abbildung Dies ist eine
graphische Darstellung der Fano-Ebene. Die Fano-Ebene hat 7 Punkte und 7 Geraden.
Die 7 Geraden werden durch die 6 geraden Linien {1,2,6}, ..., {3,6,7} und den Kreis,
der durch die Punkte {4,5, 6} geht, reprasentiert. Das Fano-Matroid F7 ist auf der Menge
E ={1,...,7} definiert. Eine Teilmenge B von F ist genau dann eine Basis von F7, wenn
|B| = 3 und wenn die drei zu B gehorigen Punkte nicht kollinear sind, also nicht auf
einer Geraden liegen. Die Menge {1,2,3} ist somit eine Basis, {4,5,6} dagegen nicht.
Das Fano-Matroid ist bindr. Wéhlen wir die Basis T = {1, 2, 3}, so ergibt die in
beschriebene Konstruktion der Standardrepréasentation die folgende Matrix:

7

[\
S O = =
S = O N
_ o O W
— = O
— O = Ot
O = = O

1
1
1
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

Abbildung 2.5: Fano-Ebene

die das Fano-Matroid F7 iiber GF(2) reprisentiert. Das Fano-Matroid F ist nicht regulér.
Ohne naher darauf einzugehen, sei ein tiefliegender Satz von Tutte zitiert:

Ein bindres Matroid ist reguldr genau dann, wenn es weder Fr noch das zu
F; duale Matroid als Minor enthdlt.

Wir wollen nun noch einen einfachen, aber interessanten Zusammenhang zwischen
Unabhingigkeitssystemen und Matroiden erwahnen.

(2.10) Satz. Jedes Unabhingigkeitssystem ist als Durchschnitt von Matroiden darstell-
bar, d. h. ist T ein Unabhdngigkeitssystem auf E, dann gibt es Matroide I, ..., T auf
mit

i=1 . AN

Beweis. Sei C das zu Z gehorige Zirkuitsystem. Jedes Zirkuit C € C definiert eine
Antikette {C} C 2| die trivialerweise das Axiom (C.1)) aus (2.7) erfiillt. Also ist das zu
dem Zirkuitsystem {C'} gehorige Unabhéngigkeitssystem Z¢ ein Matroid. Wir behaupten

nun
7= ﬂ Zc.

Ist I € Z, so ist kein Zirkuit C' € C in I enthalten, folglich ist nach (2.2) I € Z¢ fiir alle
C € C. Sei umgekehrt I € Zo fiir alle C' € C, so heifst dies, dass kein Zirkuit C' € C in [
enthalten ist, und somit, dass I ein Element von Z ist. O

Die im Beweis von Satz (2.10) angegebene Konstruktion zur Darstellung eines Unab-
hangigkeitssystems als Durchschnitt von Matroiden produziert i. A. eine riesige Zahl von
Matroiden, die das Gewlinschte leisten. Haufig kommt man mit viel weniger Matroiden
aus.
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2.3 Orakel

Betrachten wir z. B. die Menge der Branchings Z C 24 in einem Digraphen D = (V, A).
Man kann einfach zeigen, dass das zugehorige Zirkuitsystem C aus den inklusionsmini-
malen Mengen der Vereinigung der folgenden Antiketten C; und Cy besteht:

C1:={C C A||C| =2 und die Endknoten der beiden Bégen in C sind identisch},
Co :={C C A | C ist ein Kreis (die Bogenrichtungen spielen keine Rolle)}.

C; ist das Zirkuitsystem eines Partitionsmatroids auf A, dessen Unabhéngigkeitssystem
gegeben ist durch {B C A | |[BNd~ (v)| < 1Vv € V}, und Cy ist das Zirkuitsystem des
graphischen Matroids auf D (hierbei wird D als Graph aufgefasst, d.h. die Bogenrich-
tungen werden ignoriert). Daraus folgt, dass das Unabhéngigkeitssystem der Branchings
Durchschnitt von 2 Matroiden ist. Fiir den vollstédndigen Digraphen D mit n Knoten
hétte die Konstruktion im Beweis von Satz insgesamt

n<”21> .S (Z)(k—l)!

k=2

verschiedene Matroide geliefert.

Das Unabhiingigkeitssystem 7 der Teilmengen von Touren im vollstindigen Digra-
phen D,, mit n Knoten, siche @, ist als Durchschnitt von 3 Matroiden darstellbar
(Ubungsaufgabe). Also ist das asymmetrische Travelling-Salesman-Problem als Optimie-
rungsproblem iiber dem Durchschnitt von 3 Matroiden formulierbar.

2.3 Orakel

Um Eigenschaften von Matroiden oder Unabhéngigkeitssystemen iiberpriifen zu kénnen,
muss man sich natiirlich fragen, wie man Matroide geeignet darstellt, um z. B. ein Com-
puterprogramm schreiben zu kénnen, das Matroide als Input akzeptiert.

Betrachten wir zum Beispiel das in formulierte Optimierungsproblem max{c(I) |
I € T} iiber einem Unabhéngigkeitssystem Z auf E (Spezialfall: (E,7) ist ein Matroid).
Ist 7 als Liste aller unabhéngigen Mengen gegeben, so ist das Optimierungsproblem vol-
lig trivial. Wir durchlaufen die Liste, rechnen fiir jede Menge I der Liste den Wert ¢(I)
aus und wihlen eine Menge I, so dass ¢(/*) maximal ist. Die Laufzeit dieses Enumera-
tionsalgorithmus ist linear in der Inputldnge des Unabhangigkeitssystems.

Viele der Matroide und Unabhéngigkeitssysteme, die wir in den voraufgegangenen Ab-
schnitten definiert haben, sind jedoch in wesentlich kompakterer Form gegeben. Zum
Beispiel ist ein Matrix-Matroid (]ED durch eine Matrix A (mit der Information, dass
I C FE unabhingig genau dann ist, wenn die Spalten A.;, i € I, linear unabhéngig sind)
gegeben, ein graphisches Matroid durch einen Graphen G = (V, E) (zusammen
mit der Information, dass I C E unabhéngig ist genau dann, wenn I keinen Kreis ent-
hélt), ein cographisches Matroid (2.9)(a) durch einen Graphen G = (V, E) (zusammen
mit der Information, dass C' C E ein Zirkuit ist genau dann, wenn C' ein Cokreis ist).
Wiirden wir die Inputldnge des Matroids als die Lange der Kodierung der Matrix A (fiir
([2-8)(0)) bzw. als die Lénge der Kodierung des Graphen G (fiir (2.8))(a))) definieren, hitte
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

unser trivialer Enumerationsalgorithmus exponentielle Laufzeit in der Kodierungslinge
dieses kompakten Inputs.

Die Frage ist also: Was ist eine ,,geeignete” Kodierung eines Matroids? Motiviert durch
die gerade angegebenen Beispiele konnte man glauben, dass die Angabe einer Liste aller
unabhéngigen Mengen eine unokonomische Methode sei. Jedoch geht es im allgemeinen
nicht viel besser. Man kann namlich zeigen, dass es mindestens

22n/2 Matroide mit n Elementen

gibt. Daraus folgt, dass es bei jeder beliebigen Kodierungsart immer Matroide gibt, deren
Kodierung eine Lange hat, die mindestens 2/2 betragt.

Aufgrund dieser Tatsache hat sich ein anderes Konzept der Reprisentation von Ma-
troiden durchgesetzt und als aufserordentlich niitzlich erwiesen. Matroide werden durch
,Orakel* dargestellt.

Wir treffen folgende Definition. Die Kodierungslinge eines Matroids M = (E,T) ist die
Anzahl der Elemente von E. Das Matroid selbst ist in einem Orakel ,versteckt®, wobei das
Orakel als ein Computerprogramm (Subroutine) interpretiert werden kann, das Fragen
eines speziellen Typs beantwortet. Wir geben einige Beispiele (diese gelten natiirlich nicht
nur fiir Matroide, sondern analog auch fiir Unabhéngigkeitssysteme) und gehen davon
aus, dass wir die Grundmenge E kennen.

(2.11) Beispiel.

(a) Unabhéngigkeitsorakel
Fiir jede Menge F' C E konnen wir das Orakel fragen, ob F' unabhingig ist. Das
Orakel antwortet mit ,,ja“ oder ,nein‘.

(b) Zirkuitorakel
Fiir jede Menge F' C E koénnen wir das Orakel fragen, ob F ein Zirkuit ist. Das
Orakel antwortet mit ,,ja“ oder ,nein‘.

(c) Basisorakel
Fiir jede Menge F' C E konnen wir das Orakel fragen, ob F' eine Basis von F ist.
Das Orakel antwortet mit ,,ja“ oder ,nein“.

(d) Rangorakel
Fiir jede Menge F' C FE konnen wir das Orakel fragen, wie groft der Rang von F' ist.
Die Antwort des Orakels ist ,,r(F)“. A

Man sieht sofort, dass dieses theoretische Orakelkonzept dem Konzept von Unterpro-
grammen der Programmierung entspricht.

Wenn wir also Algorithmen betrachten wollen, die Eigenschaften von Matroiden {iber-
priifen, so gehen wir immer davon aus, dass ein Matroid (oder Unabhéngigkeitssystem)
durch die Grundmenge E und ein Orakel gegeben ist, das im Verlaufe des Algorithmus
befragt werden kann. Bei der Komplexitatsanalyse von Algorithmen fiir Matroide (Unab-
héngigkeitssysteme) wird dann ein Orakelaufruf (Unterprogrammaufruf) als ein Schritt
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2.3 Orakel

gezihlt. Achtung! Die Laufzeit beim Lesen der Antwort wird wie {iblich berechnet. Gibt
also ein Orakel eine Antwort, die z.B. 2/#| Speicherplitze benétigt, so hat der Algo-
rithmus automatisch eine exponentielle Laufzeit. Bei den in angegebenen Orakeln
kommt so ein Fall allerdings nie vor! Man nennt Verfahren, die Orakel aufrufen kénnen,
Orakelalgorithmen. Ist ihre Laufzeit in dem oben angegebenen Sinne polynomial in |E|,
so sagt man, dass die Verfahren orakelpolynomial sind.

Hat man einen Algorithmus, dessen Laufzeit orakelpolynomial in |E| ist, so ist der Al-
gorithmus fiir alle die Matroide (Unabhéngigkeitssysteme) im tiblichen Sinne polynomial,
fiir die das Orakel durch einen in |E| polynomialen Algorithmus realisiert werden kann.
Dies ist zum Beispiel fiir Matrix-Matroide der Fall. Ein Unabhéngigkeitsorakel kann man
bei einer gegebenen Matrix durch Rangbestimmung mit Gauf-Elimination realisieren
(analog die drei anderen Orakel). Dies gilt auch fiir graphische und cographische Ma-
troide, die durch einen Graphen G = (V, E) gegeben sind. Zum Beispiel kann man die
Unabhéngigkeit einer Menge F' im graphischen Matroid (F' enthélt keinen Kreis) durch
Depth-First-Search testen; auch die iibrigen drei Orakel kann man durch Algorithmen
realisieren, deren Laufzeit polynomial in |E| ist.

Eine wichtige Frage ergibt sich sofort. Sind die verschiedenen Orakel algorithmisch
saquivalent“? Das heifst, kann man ein Orakel durch ein anderes Orakel in orakelpoly-
nomialer Zeit simulieren und umgekehrt? Zum Beispiel: Ist ein Unabhéngigkeitsorakel
gegeben, kann man dann einen Algorithmus entwerfen (der nur dieses Orakel benutzt
und orakelpolynomial ist), der fiir jede Menge F' C E korrekt entscheidet, ob F' ein
Zirkuit ist oder nicht?

Fiir Matroide und die vier oben angegebenen Orakel wurde diese Frage von |Hausmann
und Korte (1981]) wie folgt beantwortet.

(2.12) Satz. Sei M = (E,Z) ein beliebiges Matroid.
(a) Das Unabhingigkeitsorakel und das Rangorakel sind beziglich M ,dquivalent”.

(b) Das Basisorakel und das Zirkuitorakel kénnen durch das Unabhéingigkeitsorakel sowie
durch das Rangorakel in orakelpolynomialer Zeit simuliert werden.

(¢) Es gibt keine anderen orakelpolynomialen Beziehungen zwischen diesen Orakeln. A

Man kann diesen Satz graphisch durch Abbildung [2.6] veranschaulichen. Ein Pfeil in
diesem Diagramm besagt, dass das Orakel am Ende des Pfeils durch polynomial viele
Aufrufe des Orakels an der Spitze des Pfeils simuliert werden kann. Ist zwischen zwei
Késtchen kein Pfeil (in irgendeiner der beiden Richtungen), so besagt dies auch, dass es
keine orakelpolynomiale Simulation dieser Art gibt. Z. B. kann man das Basisorakel nicht
durch das Zirkuitorakel in orakelpolynomialer Zeit simulieren und umgekehrt. Dies zeigt
man dadurch, dass man eine Klasse von Beispielen angibt, bei denen zur Entscheidung
der Frage, ob eine Menge I eine Basis (ein Zirkuit) ist, eine Anzahl von Aufrufen des
Zirkuitorakels (Basisorakels) notwendig ist, die exponentiell in |E] ist.

Hausmann und Korte| (1980) haben dieselbe Fragestellung auch fiir allgemeine Unab-
hangigkeitssysteme untersucht, die — wie wir in Abschnitt gesehen haben — dquivalent
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2 Matroide und Unabhangigkeitssysteme

Basis UNABHANGIGKEIT

ZIRKUIT RaANG

Abbildung 2.6: Orakelpolynomiale Reduktionen fiir Matroide

durch Zirkuitsysteme, Basissysteme oder Rangfunktionen gegeben werden kénnen. Der
entsprechende Satz ist bildlich in Abbildung veranschaulicht (Interpretation wie bei

Abbildung .

—

UNABHANGIGKEIT |—> RANG

Abbildung 2.7: Orakelpolynomiale Reduktionen fiir allgemeine Unabhéngigkeitssysteme

ZIRKUIT

Insbesondere folgt, dass bei Unabhingigkeitssystemen das Rangorakel das stérkste
ist. Durch dieses lassen sich die iibrigen Orakel in orakelpolynomialer Zeit simulieren.
Jedoch sind hier keine zwei Orakel algorithmisch ,dquivalent” (sie sind natiirlich logisch
aquivalent).

2.4 Optimierung iiber Unabhadngigkeitssystemen

Wir wollen nun die Frage untersuchen, ob bzw. wie gut ein Optimierungsproblem der
Form ([2.3])

max{c(l) | I € I},
wobei Z ein Unabhéngigkeitssystem auf einer Grundmenge E ist, gelost werden kann.

Wir betrachten dazu den folgenden trivialen Algorithmus, vergleiche ADM I, (5.7).

(2.13) Algorithmus GREEDY-MAX fiir Unabhéngigkeitssysteme.

Eingabe: Grundmenge F = {1,...,n} mit Gewichten ¢; € R fiir alle ¢ € E. Ferner ist
ein Unabhingigkeitssystem Z C 2¥ durch ein Unabhiingigkeitsorakel (siehe (2.11]) )
gegeben.
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Ausgabe: Eine unabhéngige Menge I, € Z.

1. Sortiere die Gewichte in nicht aufsteigender Reihenfolge (d. h. nach Beendigung von
Schritt 1| konnen wir annehmen, dass ¢; > ¢g > -+ > ¢, gilt).

2. Setze I := 0.

3. FORi=1TO n DO:
Ist ¢; <0, gehe zu 4]
Ist I U {:} unabhéngig (Orakelaufruf), dann setze I := I U {i}.

4. Setze I, := I und gib I, aus. A

Der Greedy-Algorithmus durchlauft (nach der Sortierung in Schritt (1) die Elemente von
FE genau einmal, entweder er nimmt ein Element in die Menge I auf, oder er verwirft es
fiir immer. Die am Ende des Verfahrens gefundene Losung I, nennen wir Greedy-Lésung.

Fiir eine Menge F' C F setzen wir

ro(F) := min{|B| | B Basis von F'}
und nennen 7, (F) den unteren Rang von F. Wir setzen
¢:= min ru(F)
FCEr(F)>0 r(F)
und nennen g den Rangquotient von Z. Ist (E,Z) ein Matroid, so gilt nach natiirlich

ro(F) = r(F) fiir alle F C E und somit ¢ = 1. Das folgende Resultat wurde von |Jenkyns
(1976)) bewiesen.

(2.14) Satz. Sei T ein Unabhingigkeitssystem auf E, seien I, eine Greedy-Lisung von
und Iy eine optimale Losung von (2.3)), dann gilt

1
g< o)
c(1o)
und fir jedes Unabhdngigkeitssystem gibt es Gewichte ¢; € {0,1}, i € E, so dass die erste
Ungleichung mit Gleichheit angenommen wird. A
Beweis. Wir konnen o.B.d. A. annehmen, dass ¢; > 0 fiir ¢ = 1,...,n und dass ¢; >
cg > --+ > ¢y, gilt. Aus notationstechnischen Griinden fiihren wir ein Element n + 1 ein

mit cp41 = 0. Wir setzen
E;:={1,...,i}, i=1,...,n.

Es gilt dann offenbar:

49



2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

Da Iy N E; C Iy, gilt Iy N E; € Z, und somit |Ip N E;| < r(E;). Die Vorgehensweise des
Greedy-Algorithmus impliziert, dass I, N E; eine Basis von F; ist, also dass |1, N E;| >
ru(E;) gilt. Daraus folgt

Tu (Ez)

I,NE;)| > |IgyNE;
B 2 | B TS

> ’I()mEi‘q, 1=1,....n

und somit

=q ) |[HoNEi|(c;i — ciyr)

(2

=1
= c(1y)q.

Die Ungleichung 1 > zgg ; ist trivial. Damit haben wir die Giiltigkeit der Ungleichungs-
kette bewiesen.

Sei nun F' C E mit g = T;*((;;). Wir kénnen annehmen, dass F' = {1, ..., k} gilt und dass

B ={1,...,p} C F eine Basis von F ist mit |B| = r,(F). Wirsetzen¢; = 1,71 =1,...,k,
und ¢; = 0,7 =k +1,...,n. Dann liefert der Greedy-Algorithmus die Greedy-Loésung
I, = B mit ¢(I;) = r,(F), wihrend fiir jede Optimallosung I gilt ¢(ly) = r(F). Also
wird fiir diese spezielle 0/1-Zielfunktion die linke Ungleichung in der Aussage des Satzes
mit Gleichheit angenommen. O

(2.15) Korollar. SeiZ ein Unabhingigkeitssystem auf E. Dann sind dquivalent:
(a) (E,ZI) ist ein Matroid.

(b) Fiir alle Gewichte ¢ € R¥ liefert der Greedy-Algorithmus eine Optimalldsung
von (2.3)).

(c) Fir alle Gewichte mit 0/1-Koeffizienten liefert der Greedy-Algorithmus eine
Optimallosung von ([2.3)). VAN

wurde von verschiedenen Autoren unabhéngig voneinander bewiesen. [Edmonds
(1971) zeigte insbesondere, wie man den Greedy-Algorithmus fiir Matroide als ein Ver-
fahren zur Losung spezieller linearer Programme deuten kann. Er liefert in der Tat auch
duale Losungen. Wir gehen darauf in ein.

Da der Algorithmus (5.7) GREEDY-MAX aus ADM I offenbar eine Spezialisierung
des Greedy-Algorithmus fiir das graphische Matroid ist, liefert Folgerung

einen weiteren Beweis von ADM I, Satz (5.8).
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2.4 Optimierung tiber Unabhéngigkeitssystemen

Satz ist ein Prototyp von Abschitzungssitzen fiir die Qualitidt von heuristi-
schen Losungen, wie wir sie spiter noch mehrfach kennenlernen werden. Der Greedy-
Algorithmus ist offenbar orakelpolynomial. Immer dann, wenn wir den Orakelauf-
ruf (Unabhéngigkeitstest) in Schritt [3| durch einen polynomialen Algorithmus realisieren
konnen, ist der Greedy-Algorithmus ein polynomialer Algorithmus (im tiblichen Sinne).
Eine solche polynomiale Realisierung ist z. B. auf triviale Weise fiir das Cliquenproblem,
Stabile-Menge-Problem, Travelling-Salesman-Problem und das azyklische Subdigraphen-
problem moglich. Wiirde der Greedy-Algorithmus auch in diesen Féllen immer Optimalls-
sungen liefern, hatten wir einen Beweis fiir P = NP gefunden, da alle gerade aufgelisteten
Probleme N P-schwer sind. Wir kénnen also nicht erwarten, dass der Greedy-Algorithmus
immer optimale Antworten produziert. Die Frage, wie schlecht im schlechtest moglichen
Falle eine Greedy-Losung ist, beantwortet Satz auf bestmdogliche Weise. Er gibt
eine sogenannte Giitegarantie an, die besagt, dass der Wert ¢(/y) jeder Greedy-Losung
nicht schlechter ist als ge(1,), wobei ¢ der bereits erwdhnte Rangquotient ist. Der Rang-
quotient liefert also eine Giitegarantie fiir die Losungsqualitidt des Greedy-Algorithmus.
Der Rangquotient ist im allgemeinen nicht einfach auszurechnen. Eine Abschétzung wird
gegeben durch:

(2.16) Satz. SeiZ ein Unabhdngigkeitssystem auf E, und (E,Z;), i =1,...,k sei eine
minimale Zahl von Matroiden mit T = ﬂle Z;, dann qult

min TU(F)

>
FCExr(F)>0 m(F) —

=

A

Daraus folgt zum Beispiel: Ist Z ein Unabhéngigkeitssystem, das Durchschnitt von 2
Matroiden ist, dann ist der Wert der Greedy-Losung mindestens halb so grof wie der
Wert der Optimallésung von . Insbesondere liefert also der Greedy-Algorithmus fiir
Branchingprobleme Lésungen, deren Wert mindestens die Hélfte des Optimums betragt.

Fiir das Branching-Problem gibt es einen polynomialen Lésungsalgorithmus. Es gibt
also offenbar auch Probleme iiber Unabhéngigkeitssystemen, die keine Matroide sind und
fiir die effiziente Optimierungsverfahren existieren. Ein sehr tiefliegendes Resultat ist der
folgende von |[Edmonds (1979) und Lawler| (1975) gefundene Satz.

(2.17) Satz. Seien (E,Z) und (E,Zy) zwei Matroide gegeben durch Unabhéingigkeitso-
rakel, dann ¢ibt es einen Algorithmus, der fir jede beliebige Zielfunktion ¢ das Problem
max{c(I) | I € Ty NIy} in orakelpolynomialer Zeit lost. A

Der Algorithmus, der den Beweis des obigen Satzes liefert, ist relativ kompliziert, und
sein Korrektheitsbeweis benotigt Hilfsmittel aus der Matroidtheorie, die uns hier nicht
zur Verfiigung stehen. Deshalb verzichten wir auf eine Angabe und Analyse dieses (sehr
interessanten) Verfahrens.

Man fragt sich nun natiirlich sofort, ob auch iiber dem Durchschnitt von 3 Matro-
iden in (orakel-)polynomialer Zeit optimiert werden kann. Dies geht (vermutlich) i. A.
nicht. Man kann zeigen, dass das Optimierungsproblem fiir Unabhéngigkeitssysteme, die
Durchschnitte von 3 Matroiden sind, Probleme enthalt, die NP-schwer sind.
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

Ein Beispiel hierfiir ist das asymmetrische Travelling-Salesman-Problem (ATSP). Das
zugehorige Unabhéngigkeitssystem H ist wie folgt definiert:

H:={S C A, | S ist Teilmenge eines gerichteten hamiltonschen Kreises
in D, =(V,A,)},

wobei D,, der vollstédndige gerichtete Graph auf n Knoten ist. Wir modifizieren D,, zu dem
Graphen D), = (V'  A]), indem wir den Knoten 1 € V' in zwei neue Knoten 1,n+1 € V’
aufspalten. Alle Bégen aus A,,, die den Knoten 1 aus D,, als Anfangsknoten haben, haben
auch 1 € V' als Anfangsknoten; die Bogen aus A,, die 1 € V als Endknoten haben,
bekommen den neuen Knoten n+ 1 € V'’ als Endknoten zugewiesen. Diese Konstruktion
bewirkt, dass jedem gerichteten hamiltonschen Kreis in D,, ein gerichteter hamiltonscher
Weg von 1 nach n+1 in D), entspricht und umgekehrt. Das ATSP-Unabhéngigkeitssystem
‘H ist dann (bis auf Benamung einiger Knoten und Bogen) identisch mit

H':={S C A} | S ist Teilmenge eines gerichteten hamiltonschen Wegs
von 1 nach n+ 1 in D) }.

Definieren wir auf A/, die drei folgenden Unabhingigkeitssysteme

W= {W C A, | W ist Wald },
P ={FCA ||IFNdé (v)|<1WYweV'}
PHi={FCA,||IFN§T(v)| <1VveV'},

so sind W, P~, Pt Unabhingigkeitssysteme von Matroiden auf A/, und es gilt H' =
WnP NPT

Wir wollen uns nun noch kurz dem Optimierungsproblem (2.4)) iiber Basissystemen
zuwenden. Wie bei Baumen und Wéldern vorgefiihrt (siche ADM I, Abschnitt 5.2), kann
man ein Maximierungsproblem des Typs mit Hilfe einer polynomialen Transforma-
tion in ein Minimierungsproblem iiberfithren und umgekehrt. Analog lésst sich auch
aus ein Minimierungsalgorithmus ableiten.

(2.18) Algorithmus GREEDY-MIN fiir Basissysteme.

Eingabe: Grundmenge F = {1,...,n} mit Gewichten ¢; € R fiir alle i € E, ein Unab-
hingigkeitssystem Z C 2F gegeben durch ein Unabhingigkeitsorakel.
Ausgabe: Eine Basis B, € 1.

1. Sortiere die Gewichte in nicht absteigender Reihenfolge (so dass nach Beendigung
von Schritt 1| gilt: ¢; <o < -+ < ¢p).

2. Setze I := 0.

3. FORi=1TO n DO:
Ist I U{i} € T (Orakelaufruf), dann setze I := I U {i}.

4. Setze By := I und gib B, aus. A
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2.5 Ein primal-dualer Greedy-Algorithmus

Offenbar ist By eine Basis der Grundmenge F des Unabhangigkeitssystems Z, gehort
also zum zugehorigen Basissystem B. Folgerung ([2.15)) impliziert:

(2.19) Satz. SeiZ ein Unabhangigkeitssystem auf E und B das zugehiorige Basissystem.
Dann sind dquivalent:

(a) (E,ZI) ist ein Matroid.

(b) Fiir alle Gewichte c € R¥ liefert der Greedy-Algorithmus eine Optimallosung
von min{c(B) | B € B}.

(c) Fiir alle Gewichte c € {0,1}F liefert der Greedy-Algorithmus eine Optimallo-
sung von min{c(B) | B € B}. A

Sortiert man in Schritt 1 von die Gewichte in nicht aufsteigender Reihenfolge, so
erhélt man offenbar eine Basis maximalen Gewichts. Satz gilt analog, wenn man
,min‘ durch ,,max“ ersetzt.

Leider kann man die schéne Abschitzung aus Satz fiir die Glitegarantie von
nicht ohne weiteres auf Algorithmus iibertragen. In der Tat gibt es keine
universelle Konstante, die beziiglich eines Problems die Qualitdt des Ergebnisses von
unabhéingig von den Zielfunktionskoeffizienten beschrénkt. Betrachten wir z. B.
das Cliquen-Problem auf dem in Abbildung 2.8 dargestellten Graphen mit der Gewichts-

(O ®

Abbildung 2.8: Graph, auf dem der Greedy-Algorithmus fiir das Cliquen-Problem belie-
big schlechte Losungen liefert

funktion ¢; = 1, co = M > 2, ¢3 = 2. Das zugehorige Unabhéngigkeitssystem hat die
Basen {1,2} und {3}. Bei Anwendung von (2.18) erhalten wir immer die Greedylésung
B, = {1,2} mit Gewicht 1 4+ M, wéhrend die Optimalbasis By das Gewicht 2 hat. Der
Quotient aus ¢(By) und ¢(By) geht also gegen oo falls M — oo. Denken Sie dariiber
nach, was diese (triviale) Beobachtung iiber die in Satz angegebene Giitegarantie
aussagt!

2.5 Ein primal-dualer Greedy-Algorithmus

Die Matroidtheorie ist aufgrund ihres technischen Apparates besonders gut dazu geeignet,
eine gemeinsame Verallgemeinerung des primalen und des dualen Greedy-Algorithmus
zur Berechnung minimaler aufspannender Béaume (siche (5.9) und (5.11) im Skript zur
ADM 1) zu formulieren. Grundlegend hierfiir ist der folgende

(2.20) Satz (und Definition). Sei M ein Matroid auf einer Grundmenge E mit
Basissystem B. Setze B* := {E \ B | B € B}. Dann ist B* das Basissystem eines
Matroids M* auf E. M* wird das zu M duale Matroid genannt. A
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

Offensichlich gilt fiir ein Basissystem
B — B,

d.h. das zu M* duale Matroid ist das Matroid M. Wir haben bereits ein Matroid und
das dazu duale Matroid kennengelernt. Ist ndmlich M das graphische Matroid auf einem
Graphen G (siche (2.8)(d)), so ist das cographische Matroid auf G (siehe (2.9)(a)) das
zu M duale Matroid M™.

Fiir Matrix-Matroide (siehe @) kann man auf einfache Weise das duale Matroid
konstruieren. Wir nehmen an, dass M durch die (m,n)-Matrix A (iiber irgendeinem
Korper) definiert ist. O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass A vollen Zeilenrang m hat.
Mit Hilfe der Gauf-Elimination bringen wir A in Standardform, d.h. wir formen A
so um, dass A = (I, B) gilt, wobei I die (m,m)-Einheitsmatrix ist. (Moglichweise sind
hierzu Zeilen- und Spaltenvertauschungen erforderlich.) Man kann nun zeigen, dass das
zu M duale Matroid M* durch die Matrix

(_BTﬂ I)

definiert ist. Hierbei ist I eine (n—m, n—m)-Einheitsmatrix. Das vor Satz (2.10]) beschrie-
bene aus der Geometrie stammende Fano-Matroid F7 hat folglich als duales Matroid das
Matroid, das durch die folgende Matrix

1 2 3 45 6 7
4 /01 1 1 0 0 O
511 01 0 1 0 O
611 1 0 0 0 1 0
7\1 1 1 0 0 0 1

tiber den Korper GF(2) gegeben ist. (Man beachte, dass —1 = 1 in GF(2) gilt.) Man
nennt es das duale Fano-Matroid und bezeichnet es mit F7.

In der Matroidtheorie hat sich die folgende Sprechweise eingebiirgert. Ist M ein Ma-
troid und A eine Basis oder ein Zirkuit des dualen Matroids M™*, so nennt man A auch
eine Cobasis oder ein Cozirkuit von M. Analog heiftt der Rang von A beziiglich der
Rangfunktion von M™* auch der Corang von A. Ein Zyklus ist die Vereinigung von paar-
weise disjunkten Zirkuits, analog ist ein Cozyklus die Vereinigung paarweise disjunkter
Cozirkuits. Die nachfolgenden (einfachen) Beobachtungen sind fiir die anschliefenden
Betrachtungen wichtig.

(2.21) Satz.

(a) Ein System C von Teilmengen von E ist genau dann die Zirkuitmenge eines Matroids
M auf E, wenn C genau die minimalen, nichtleeren Teilmengen C' C E enthdlt, so
dass gilt: |C N C*| # 1 fiir alle Cozirkuits C* von M.

(b) Sei B eine Basis (Cobasis) eines Matroids M, und sei e € E\ B, dann enthdlt
BU{e} genau einen Zirkuit (Cozirkuit) Ce, der e enthilt. C. heifst der durch e und
B erzeugte fundamentale Zirkuit (Cozirkuit). A
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2.5 Ein primal-dualer Greedy-Algorithmus

(2.22) Satz. Sei M ein Matroid auf E mit Gewichten c. fir alle e € E. Sei B eine
Basis von M. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) B ist eine gewichtsminimale Basis.

ii) Fir jedes Element e € E\ B gilt c. > ¢y fiir alle f aus dem von e und B erzeugten
f
fundamentalen Zirkuit K.

(iii) Fir jeden Cozirkuit C' gilt min{c. | e € C} = min{c. |e € BN C}
(iv) E'\ B ist eine gewichtsmazimale Cobasis.

(v) Fiir jedes Element e € B gilt c. < cy fiir alle f aus dem von e und E\ B erzeugten
fundamentalen Cozirkuit Cl,.

(vi) Fiir jeden Zirkuit K gilt max{c. | e € K} = max{c. | e € (F\ B) N K}. A

Beweis. () <= (iv). Trivial, nach Definition.

i) = . Angenommen, es existieren e € £\ B und f € K, mit ¢, < cy. Dann ist
(B\ {f}) U{e} eine Basis mit kleinerem Gewicht als B. Widerspruch!

(i) = . Angenommen, es existieren ein Cozirkuit C' und e € C'\ B mit ¢, <
min{cs | f € BN C}. Sei K. der durch e mit B erzeugte fundamentale Zirkuit.
Dann existiert nach (2.21) (b)) ein Element f € (K. \ {e}) N C. Aber dann gilt fiir
ec B\ Bund f € B: ¢, < ¢y. Widerspruch!

{i) = (i). Sei B’ eine gewichtsminimale Basis, so dass |B N B’| so grok wie méglich
ist. Angenommen, es existiert ein Element f € B\ B. Sei Cf der von f mit E'\ B’
erzeugte fundamentale Cozirkuit. Da B eine Basis ist, gilt BNCy # ). Sei g € BNCy
mit ¢, = min{c. | e € BN Cy}. Nach gilt wegen f € Cy: ¢y > c4. Nun aber ist
B" := (B'\{f})U{g} eine Basis von M mit ¢(B") < ¢(B’) und |BNB"| > |BNB/|.
Widerspruch! Daraus folgt B = B’, und somit ist B gewichtsminimal.

{iv) = (v) = == folgt aus Dualitatsgriinden. ]

(2.23) Algorithmus Primal-dualer Greedy-Algorithmus.

Eingabe: Grundmenge E mit Gewichten c, fiir alle e € E und ein Matroid M = (E,T).
Ausgabe: Eine gewichtsminimale Basis B von M und eine gewichtsmaximale Cobasis
B* von M.

(Terminologie: Wir sagen, dass eine Menge S durch eine Menge F dberdeckt ist, falls

FNS#0.)
1. Setze B := B* :={).

2. Fiihre einen (beliebigen) der beiden folgenden Schritte [3{ oder [4] aus:
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

3. Primaler Schritt

3.1. Sind alle Cozirkuits von M durch B iiberdeckt, STOP.
(Gib B und B* := E'\ B aus.)

3.2. Wibhle einen Cozyklus C' # () von M, der nicht durch B iiberdeckt ist.
3.3. Bestimme f € C mit ¢; = min{c. | e € C'}.
3.4. Setze B := BU{f} und gehe zu[2]

4. Dualer Schritt
4.1 Sind alle Zirkuits von M durch B* iiberdeckt, STOP.
(Gib B* und B := E \ B* aus.)
4.2 Wibhle einen Zyklus Z # () von M, der nicht durch B* iiberdeckt ist.
4.3 Bestimme g € Z mit ¢, = max{c. | e € Z}.
4.4 Setze B* := B* U {g} und gehe zu[2 A

Will man Algorithmus implementieren, so muss entweder fiir Schritt oder
fiir Schritt (oder fiir die beiden Schritte) ein Algorithmus vorhanden sein, der die
verlangten Uberpriifungen durchfiihrt. Wir gehen hier (in der Theorie) davon aus, dass
ein Orakel die Aufgabe fiir uns erledigt. Ob das Orakel effizient implementierbar ist,
héngt natiirlich vom Matroidtyp ab, den man behandeln will.

(2.24) Satz. Der obige Algorithmus funktioniert. JAN

Beweis. Wir beweisen durch Induktion nach |B| + |B*|, dass die jeweils wahrend des
Ablaufs des Verfahrens konstruierten Mengen B und B* in einer gewichtsminimalen Basis
bzw. gewichtsmaximalen Cobasis enthalten sind.

Fiir den Induktionsanfang B = B* = () ist die Behauptung trivial.

Wir nehmen an, dass der Satz gilt, wenn |B| + |B*| < k, d.h. wenn wir Schritt
hochstens k-mal ausgefithrt haben. Wir beginnen jetzt mit der (k + 1)-ten Ausfiihrung
von Schritt 2] und entscheiden uns, Schritt 3] durchzufiihren. Sei B die bisher konstruierte
Menge und B’ eine gewichtsminimale Basis mit B C B’. Wir wahlen ineinen Cozyklus
C und in[3.3ein Element f € C. Gilt f € B’, so ist alles klar. Anderenfalls sei g € C N B’
ein Element, das mit f auf einem Cozirkuit liegt. Dann muss wegen gelten ¢, > cy.
B" := (B'\ {g}) U{f} ist damit eine Basis mit ¢(B"”) < ¢(B’) und {f} U B C B". Also
ist BU{f} in einer gewichtsminimalen Basis enthalten.

Entscheiden wir uns in [2 fiir die Durchfiihrung von Schritt 4] so folgt die Behauptung
analog.

Stellen wir in fest, dass B eine Basis ist, so ist nach Induktion ¢(B) minimal und
E \ B eine maximale Cobasis. Analog schliefsen wir im Falle, dass B* in als Cobasis
erkannt wird. O

Algorithmus ist aufgrund der vielen Freiheitsgrade ein &ufserst flexibel einsetz-
bares Instrument zur Konstruktion optimaler Basen und Cobasen. Durch geeignete Spe-
zialisierung erhélt man alle in Kapitel 5 des Skripts zur ADM I vorgestellten Algorithmen
zur Bestimmung minimaler Bdume und einige weitere derartige Verfahren.
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3 Der LP/IP-Ansatz zur Losung
diskreter Optimierungsprobleme

3.1 Die allgemeine Methodik

Diskrete Optimierungsprobleme kommen in der Praxis auf zwei Arten vor. Zum einen
werden sie graphentheoretisch (wie z. B. das Problem, einen kiirzesten Weg zwischen zwei
Knoten in einem Graphen zu finden) oder kombinatorisch (wie das Auffinden einer ma-
ximalen gewichteten Menge in einem Unabhéngigkeitssystem) beschrieben, zum anderen
ist ein lineares (oder nichtlineares) Optimierungsproblem gegeben, bei dem einige oder al-
le Variablen ganzzahlige Werte annehmen sollen. Bei der ersten Sorte spricht man haufig
von kombinatorischen Optimierungsproblemen, bei der zweiten von gemischt-ganzzahligen
oder ganzzahligen Optimierungsproblemen.

Fiir einige kombinatorische Optimierungsprobleme gibt es sehr schnelle und praxis-
taugliche Spezialalgorithmen. Die meisten anwendungsnahen Probleme sind jedoch N'P-
schwer, und es ist nicht so richtig klar, wie man mit diesen algorithmisch umgehen soll.
Dariiber hinaus ist es haufig so, dass ein polynomial 16sbares Problem schon bei einer
harmlos aussehenden Zusatzbedingung schwer wird, und dann hilft das schnelle Spezial-
verfahren meistens nicht viel.

Ein iiblicher und in der Praxis erfolgreicher Ansatz besteht darin, kombinatorische
Optimierungsprobleme als ganzzahlige Optimierungsprobleme zu modellieren und zur
Losung die ,Maschinerie der linearen Optimierung einzusetzen. Dies geschieht dadurch,
dass man aus kombinatorischen Problemen geometrische macht, und zwar wird jeder
zuldssigen Losung des gegebenen kombinatorischen Problems ein Vektor (genannt Inzi-
denzvektor) in einem ,passenden Vektorraum zugeordnet. Hier gibt es verschiedene Vor-
gehensweisen (Modellierungstechniken). Der iibliche ,/Trick besteht darin, Inzidenzvek-
toren so zu definieren, dass ihre konvexe Hiille ein Polytop bildet, dessen Ecken genau die
Inzidenzvektoren der zuldssigen Losungen des kombinatorischen Optimierungsproblems
sind. Ist ein solches Polytop gefunden, verbleibt noch die Aufgabe, eine Beschreibung des
Polytops durch lineare Gleichungen und Ungleichungen zu finden. Dies ist im Prinzip
moglich (wie wir aus ADM I wissen), aber in den meisten Féllen schwierig. In diesem
Kapitel wollen wir einige Beispiele angeben, bei denen eine vollstdndige oder partielle
und praktisch nutzbringende Beschreibung eines solchen Polytops gelungen ist.

Es ist verbliiffend, dass selbst fiir ganz einfache kombinatorische Optimierungsproble-
me die zugehorigen Polytope sehr komplex sein kénnen. So kommt es durchaus haufig vor,
dass die Anzahl der Facetten des Polytops exponentiell in der Anzahl der Grunddaten
(z.B. Knoten des Graphen, Elemente des Unabhéngigkeitssystems) ist. Trotzdem kann
man — wie wir spater sehen werden — lineare Programme iiber solchen Ungleichungssys-
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temen gelegentlich in polynomialer Zeit 16sen. Aber selbst dann, wenn eine vollstdndige
Darstellung eines solchen Polytops nicht gegliickt ist, sind partielle Beschreibungen haufig
in Schnittebenenverfahren sehr niitzlich. Darauf werden wir spédter genauer eingehen.

Jetzt fangen wir erst einmal mit ,schonen Beispielen an und fiihren so in das reiz-
volle Forschungsgebiet ,polyedrische Kombinatorik” ein, welches die Grundlage fiir viele
praktische Erfolge der kombinatorischen Optimierung bildet.

3.2 Unabhangigkeitssysteme und Polyeder,
Matroid-Polytope

Wir wenden uns nun den vorher angedeuteten LP/IP-Aspekten zu und werden unter-
suchen, wie man Optimierungsprobleme iiber Unabhéngigkeitssystemen als ganzzahlige
Programme formulieren kann. Ein besonderes Highlight wird die vollstandige Charakte-
risierung von Matroid-Polytopen sein.

Wir beginnen mit einem beliebigen Unabhéngigkeitssystem (F,Z) auf einer endlichen
Grundmenge E. Jedem Element e € E ordnen wir wie iiblich eine Variable z, zu. Nimmt
r. den Wert 1 an, so interpretieren wir dies als Wahl des Elements e € E, falls z, = 0,
so entscheiden wir uns gegen die Wahl von e. Fiir jede Teilmenge F' C FE fithren wir
wie iiblich den Inzidenzvektor x* = (x[)ecr € K ein, dessen Komponenten wie folgt
definiert sind: xf' =1, falls e € F und xI' =0, falls e ¢ F.

Dem Unabhingigkeitssystem Z ordnen wir ein Polytop IND(Z) C K¥ wie folgt zu:

IND(Z) := conv{x’ € K | T € T}. (3.1)

Ist (E,Z) ein Matroid, so nennt man IND(Z) Matroid-Polytop.

Offensichtlich kann man bei gegebener linearer Zielfunktion ¢ € K¥ das kombinato-
rische Optimierungsproblem max{c(I) | I € Z} als lineares Programm max{c’z | x €
IND(Z)} 16sen. (Jedes LP tiber dem Polytop IND(Z) hat eine optimale Ecklosung, und
diese ist nach Definition der Inzidenzvektor einer unabhéngigen Menge I € Z.) Um LP-
Methoden anwenden zu kdnnen, miissen wir jedoch lineare Ungleichungen finden, die
IND(Z) vollsténdig (oder zumindest partiell) beschreiben.

Zuniachst entledigen wir uns einer Trivialitdt. In einem Unabhingigkeitssystem kann es
Elemente e € E geben, so dass {e} keine unabhéngige Menge ist. Solche Elemente heifien
Schlingen, Schleifen oder Loops. Sie kénnen niemals in einer optimalen unabhéngigen
Menge enthalten sein. Wir nehmen daher im Folgenden o.B.d. A. an, dass (F,Z) keine
Schlingen enthélt. (In der Literatur nennt man solche Unabhéngigkeitssysteme normal.)

Die folgende einfache Uberlegung fiihrt uns auf die Spur eines wichtigen Ungleichungs-
systems fiir IND(Z). Ist F' C E, so ist der Rang r(F') von F' die grofite Kardinalitdt einer
in F enthaltenen unabhéngigen Menge. Falls F' € Z, so gilt natiirlich r»(F) = |F|. Fiir
jede unabhéngige Menge I € Z ist F N1 € Z, und daher gilt |[F'NI| < r(F). Daraus
folgt, dass jeder Inzidenzvektor x! einer unabhéngigen Menge I die Ungleichung (genannt
Rang-Ungleichung)

> e =a(F) < r(F) (3.2)

ecF
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erfiillt. Dabei ist x({e}) < r({e}) nichts anderes als die triviale Ungleichung z. < 1, fiir
alle e € E.

(3.3) Satz. Seien (E,I) ein Unabhingigkeitssystem und ¢ € K¥. Dann gilt:
(a) IND(Z) C P(Z) :={z € K¥ | x(F) <r(F)VF CE, z. > 0Ve € E}.

(b) max{c(I)|I €I} = max c'z
st. z(F)<r(F) VFCE
Te >0 Vee E
ze €{0,1} Vee E.

A

Beweis. Wie bereits erliutert, erfiillt jeder Vektor x!, I € Z, das obige Ungleichungssys-
tem, somit ist jede Ecke von IND(Z) in P(Z) enthalten, und daher gilt IND(Z) C P(Z);
@ ist damit bewiesen.

Um zu zeigen, miissen wir beweisen, dass die Vektoren !, I € T die einzigen
ganzzahligen Vektoren in P(Z) sind. Sei also y € P(Z) ganzzahlig, dann muss y ein
0/1-Vektor und somit Inzidenzvektor einer Teilmenge F' C E sein. Ist F' ¢ Z, so gilt
r(F) < |F| = > .crYe und somit erfiillt y nicht die Ungleichung z(F) < r(F). Also
muss I’ unabhéngig sein, und der Beweis ist erledigt. O

Satz (]E[) gibt uns somit die Moglichkeit, beliebige lineare Optimierungsprobleme
iiber Unabhéangigkeitssystemen als ganzzahlige Programme zu lésen. Natiirlich ist zu
bemerken, dass das System aus Satz insgesamt 2™ + m Ungleichungen enthéalt
(|E| = m). Diese ,Schwierigkeit werden wir spéter behandeln.

Ist das System vollsténdig, d. h., gilt IND(Z) = P(Z)? Wir betrachten dazu das Stabile-
Mengen-Problem auf dem Graphen G = (V, E) aus Abbildung Das Unabhéngigkeits-

Abbildung 3.1: Graph mit 6 Knoten

system ist auf der Knotenmenge V' = {1,...,6} definiert. Die stabilen Knotenmengen
bilden das System unabhingiger Mengen Z C 2V. Offensichtlich sind nur die leere Menge,
die Mengen {v}, v = 1,...,6 und {2,4},{2,5},{3,5},{3,6},{4,6} stabile Knotenmen-
gen. Betrachten wir die Zielfunktion ¢ € K% mit ¢; =2, ¢; = 1,4 =2,...,6, so hat das
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Optimum von ¢!z iiber IND(Z) offenbar den Wert 2. Der Vektor 27 = (x1,...,2¢) mit
T =--=Tg= % hat den Zielfunktionswert % und erfiillt offenbar alle Rangungleichun-
gen, ist also in P(Z) enthalten. Daraus folgt P(Z) # IND(Z) fiir dieses Unabhéngigkeits-
system.

Wir beweisen nun, dass die Rangungleichungen zur Beschreibung von Matroid-Polyto-
pen ausreichen.

(3.4) Satz. Sei (E,T) ein Matroid, dann gilt:

P(T) = IND(Z). A

Beweis. Nach Annahme ist (F,Z) normal. Damit enthdlt IND(Z) neben dem Null-
vektor x? auch alle Einheitsvektoren x1¢}, e € E. Mithin ist IND(Z) volldimensional
(dimIND(Z) = |E|) und alle Facetten definierenden Ungleichungen von IND(Z) sind bis
auf positive Vielfache eindeutig bestimmt, siehe Korollar .

Sei nun a’x < b eine giiltige Ungleichung, die eine Facette H := IND(Z) N {z € K |
a’z = b} von IND(Z) definiert. Wir werden zeigen, dass dann a’z < b ein positives
Vielfaches von einer der Ungleichungen —z. < 0, e € E, oder z(F) < r(F), F C E
ist. Das bedeutet, dass das P(Z) definierende System alle Ungleichungen enthélt, die
Facetten von IND(Z) definieren, und somit gilt P(Z) = IND(Z).

Wir nehmen zunéchst an, dass ein Koeffizient von a negativ ist, sagen wir a. < 0,
e € E. Gibt es eine unabhingige Menge I € Z mit e € I und a’x! = b, dann gilt fiir
die ebenfalls unabhingige Menge J := I \ {e}: a’x’ = a¥x! — a. = b — a. > b. Dies
widerspricht der Giiltigkeit von a’z < b. Folglich gilt z. = 0 fiir alle Punkte der Facette
H und damit, dass

H C IND(Z)n{z € K¥ |z, =0} = G.

Da H eine maximale Seitenfliche von IND(Z) ist, folgt H = G, und aus folgt
somit, dass a’ 2 < b ein positives Vielfaches von —z, < 0 ist.

Nehmen wir nun an, dass a. > 0 fiir alle e € E gilt. Setze F:={e € E | a. > 0}. Wir
behaupten nun, dass a’z < b ein positives Vielfaches von x(F) < r(F) ist. Um das zu
beweisen, zeigen wir, dass, falls I € Z und a” x! = b gilt, dann gilt auch x/(F) = r(F),
d.h. dass I N F' eine Basis von F ist. Hieraus folgt wie oben die Behauptung.

Seien also I € T und a”x! = b. Angenommen es gibt ein Element e € F \ I, sodass
J:=({INnF)uiel €I, dann gilt a’x’ = a”x! + a. > a’x! = b. Dies widerspricht
der Giiltigkeit von a’2 < b. Da das Hinzufiigen eines jeden Elements e € F \ I zu
F NI eine abhéngige Menge liefert, ist 1 N F eine Basis von F' und somit erfiillt I die
Rangungleichung z(F') < r(F') mit Gleichheit. O

Man kann sogar die Facetten von Matroid-Polytopen vollstédndig charakterisieren. Wir
benétigen hierzu zwei neue Begriffe. Eine Teilmenge F' C E heilst abgeschlossen, wenn

r(FU{e}) > r(F) Vee E\ F

62



3.2 Unabhéngigkeitssysteme und Polyeder, Matroid-Polytope

gilt. F heifst separabel, wenn es zwei nichtleere Teilmengen Fy, F» C F mit Fy U Fy = F
und F; N Fy, = () gibt, sodass

T(F) = T‘(Fl) + T‘(Fg),
anderenfalls heift F' inseparabel.
(3.5) Satz. Sei (E,Z) ein normales Matroid.

(a) Eine Rangungleichung x(F) < r(F), F' C E definiert eine Facette von IND(Z) genau
dann, wenn F abgeschlossen und inseparabel ist.

(b) Das folgende System von Ungleichungen ist eine vollstindige und irredundante Be-
schreibung des Matroid-Polytops IND(Z):

r(F) VF C E, F abgeschlossen und inseparabel
Te >0 Ve € E. A

Der Beweis von Satz (3.5)) ist umfangreich und kann aus Zeitgriinden hier nicht vorge-
fiihrt werden.

(3.6) Bemerkung.

(a) Sei G = (V, E) ein schlingenfreier Graph. Eine Teilmenge F' C E ist abgeschlossen
und inseparabel im graphischen Matroid auf E genau dann, wenn entweder F' = {e},
e € FE gilt oder wenn F' die Kantenmenge eines knoteninduzierten Untergraphen
(W, E(W)) mit [W| > 3 ist, der 2-fach knotenzusammenhéngend ist.

(b) Sei (E,Z) das Partitionsmatroid auf F, das definiert ist durch Ey,..., Ex C E und
bi,...,bp mit 1 < b; < |Ey| fiir alle ¢ = 1,... k&, siehe 1} F C FE ist genau

dann abgeschlossen und inseparabel in Z, wenn F' = F; fiir ein i € {1,...,k} oder
F={e}fireine € E; mit b; > 2, 1€ {1,...,k} gilt. A
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Eine Anwendung von Satz (3.5]) unter der Beriicksichtigung der Erkenntnisse in (3.6)
ist der folgende Satz.

(3.7) Satz.

(a) Das Matroid-Polytop eines graphischen Matroids auf einem schlingenfreien Graphen
G = (V,E) (das Polytop der Wilder) ist vollstandig und irredundant charakterisiert
durch das folgende Ungleichungssystem:

z(E(W)) < [W]-1 YW CV, W =3,
(W, E(W)) 2-fach knotenzusammenhdngend
0<z. <1 Vee b.
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(b) Das Matroid-Polytop eines Partitionsmatroids auf einer endlichen Menge E, gegeben
durch Ey,...,Ex und by, ..., by mit 1 < b; < |E;| fir allei =1,...,k, ist vollstindig
und irredundant charakterisiert durch das folgende Ungleichungssystem:

:L'(EZ)sz ’izl,...,k
Te <1 Vee E; mit bj > 2
Te >0 Ve e FE;. A

Satz zeigt eine mogliche dramatische Reduktion der Anzahl der zur Beschreibung
eines Matroid-Polytops benotigten Ungleichungen. In Satz (3.4) wird bewiesen, dass die
in Satz angegebenen Ungleichungen zur Beschreibung ausreichen. Die Anzahl dieser
Ungleichungen ist 2™ +m, mit m = |E|. Satz zeigt, dass diese Zahl bei vollstandigen
Graphen auf ungefihr 2", n = |V| reduziert werden kann. Sie ist jedoch immer noch
exponentiell in der Kodierungsldange des Graphen. Bei ,sehr diinnen“ Graphen ist die
Anzahl der Ungleichungen erheblich kleiner. Bei einem Partitionsmatroid werden statt
2™ 4+ m hochstens k 4+ 2m Ungleichungen bendtigt.

Es gibt noch eine erstaunliche Verschiarfung von Satz , die wir ebenfalls ohne
Beweis angeben.

(3.8) Satz. Sei E eine endliche Menge. (E,Zy) und (E,Zy) seien zwei Matroide auf E.
Das Polytop des Durchschnitts dieser beiden Matroide

P(TiNTy) = conv{x! e KE | I € T N T}

wird durch das folgende System von Ungleichungen vollstindig beschrieben:

z(F) < min{r (F),r2(F)} VFCEFE
Te >0 Ve € E,
wobei r;(F) die Rangfunktion von (E,Z;), i = 1,2 bezeichnet. A

An dieser Stelle sollen noch einmal Satz und der Beweis aufgenommen und
mit den , LP-Erkenntnissen* dieses Abschnitts verbunden werden. Fiir ein beliebiges Un-
abhingigkeitssystem (F,Z) und eine beliebige Zielfunktion ¢ € K¥ bezeichnet Iy eine
optimale Losung des so definierten Optimierungsproblems max{c(I) | I € Z}, I, bezeich-
net die Greedy-Losung, F1,..., E, seien die im Beweis von definierten Mengen
E;={1,...,i},i=1,...,n (unter der Annahme ¢; > ¢y > --- > ¢, > ¢p41 :=0) und ¢
bezeichnet den Rangquotienten. Mit y* € ]KQE, definiert durch

. ¢ —ciy1 fir F=F;
' 0 sonst

gilt dann die folgende Abschéatzung:
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max Zceaze, ergr(F)VFgE,xez()VeEE

eclR eck
> max Zcexe, er <r(F)VF C E,z. > 0Ve € E, x ganzzahlig
eck ecl”

=c(lo) = c(Iy)

n n

= > (—c)lgNE] > > (e —cip)ru(Bi) = Y yira(E)
= =1

=1

=1
> min Z yr ru(F), ZyF >cVee B,yp 20VF C E

FCE Fse
> ¢ min Z yrr(F), Z?JFZC@WGE,yFZOVFQE
FCE F3e
= ¢ max Zcewe, er <r(F)VFCE,z.>0Ve€c FE
eclk eeF
> ¢ max Zceme, Zme <r(F)VYF C E,z. > 0Ve € E, x ganzzahlig
ecE ecF
= qc(lp)

Satz (2.14]) beweist
c(ly) > qe(lp).

Die obige Abschétzung liefert die Verbesserung
c(I,) > qmax{c'z |z € P(T)}, (3.9)

d. h. der Wert der Greedy-Losung ist garantiert so groft wie das g-fache der LP-Relaxierung
des kombinatorischen Optimierungsproblems.

Anwendungen dieser sehr allgemeinen Theorie auf einige konkrete kombinatorische
Optimierungsprobleme mit praktischer Relevanz werden in den Ubungen besprochen.

3.3 Matching-Polyeder

Wir erinnern daran, dass eine Kantenmenge M in einem Graphen G = (V, E) als Mat-
ching bezeichnet wird, wenn jeder Knoten v € V' in hochstens einer Kante e € M enthal-
ten ist. Ein Matching heift perfekt, wenn jeder Knoten in (genau) einer Kante enthalten
ist. Sind Kantengewichte c. fir alle e € E gegeben, so interessiert man sich typischerweise
fiir ein Matching M mit maximalem Gewicht »°_.,, ce oder fiir ein perfektes Matching
minimalen Gewichts.

Wie iiblich ordnen wir jedem Matching M einen Inzidenzvektor x™ = (x).cg mit
XM =1, falls e € M und xM =0, falls e ¢ M zu und koénnen mit diesen Vektoren zwei
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Polyeder definieren:

MATCH(G) := conv{x™ € KF | M C E Matching}, (3.10)
PMATCH(G) := conv{x™ € K¥ | M C E perfektes Matching}, (3.11)

deren Ecken genau die Inzidenzvektoren der (perfekten) Matchings sind. MATCH(G)
wird das Matching-Polytop von G genannt, und PMATCH(G) heifst perfektes Matching-
Polytop. Ein Graph mit ungerader Knotenzahl enthélt natiirlich kein perfektes Matching,
dieses Problem ist daher nur fiir Graphen mit gerader Knotenzahl von Interesse, aber
auch in einem solchen Fall kann PMATCH(G) natiirlich leer sein.

Bei der Suche nach Gleichungen und Ungleichungen, die von allen Inzidenzvektoren
von Matchings erfiillt werden, wird man schnell fiindig. Betrachten wir z. B.

z(d(v)) <1 YoeV (3.12)
Te >0 Vee E

und

z(0(v)) =1 YoeV (3.13)
Te >0 Vee FE

(wobei §(v) = {e € E' | v ist Endknoten von e}), dann ist offensichtlich, dass jeder Inzi-
denzvektor eines Matchings das System (3.12)) und jeder Inzidenzvektor eines perfekten
Matchings das System erfiillt. (Ungleichungen des Typs z(d(v)) < k kommen in
der kombinatorischen Optimierung héufig vor. Sie werden Gradungleichungen genannt.)
Ferner sieht man miihelos ein, dass die Inzidenzvektoren von (perfekten) Matchings genau
die 0/1-Vektoren sind, die bzw. erfiillen. Filigen wir also zu und
Zielfunktionen max ¢’z bzw. min ¢’z und Ganzzahligkeitsbedingungen hinzu, so haben
wir eine Formulierung des (perfekten) Matching-Problems als ganzzahliges Programm
gefunden.

Jetzt erinneren wir uns daran, dass die Nebenbedingungsmatrix des Systems
bzw. die |V| x |E|-Inzidenzmatrix des gegebenen Graphen G = (V, FE) ist und
dass diese, siehe Beispiel (13.11) aus ADM I, eine total unimodulare Matrix ist, falls G
bipartit ist. Daraus folgt

(3.14) Satz. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph, dann gilt
(a) MATCH(G) = {z € KF | 2(6(v)) < 1 Vv € V,2 > 0},
(b) PMATCH(G) = {x € K¥ | (6(v)) = 1 Vv € V,z > 0}. A

Hierbei folgt (3.14) (b)) direkt aus dem Satz von Hoffman und Kruskal (13.9) und (b
aus Satz (13.8) aus ADM I. Aussage folgt natiirlich auch direkt aus (3.14) (a]), denn
PMATCH(G) ist offensichtlich eine Seitenfliche von MATCH(G), und wenn ein Polyeder

ganzzahlig ist, dann gilt das auch fiir jede Seitenflache.
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Satz (3.14]) gilt nicht fiir Graphen, die nicht bipartit sind. Wir erinnern uns daran,
dass ein Graph bipartit ist, wenn er keinen Kreis ungerader Lange enthélt. Sei nun C' ein
ungerader Kreis, dann definieren wir den Vektor y = (ye)ecr wie folgt:

1
Ye =5 Ve € C, ye =0 Vee E\C.

Der Vektor y erfiillt das Ungleichungssystem , ist aber nicht in MATCH(G) enthal-
ten. Das kann man folgendermafen einsehen. Wir definieren die Zielfunktion ¢ = (¢¢)ecp
durch

ce: =1 VeeC, ce:=0 Veec E\C.

Es ist unmittelbar klar, dass das Maximum dieser Zielfunktion iiber MATCH(G) den
Wert (|C| — 1)/2 hat, withrend ¢y = |C|/2 gilt. Also liegt y nicht in MATCH(G).

Wenn wir MATCH(G) vollstdndig durch lineare Ungleichungen beschreiben wollen,
benétigen wir zusétzliche Ungleichungen. Und jetzt nutzen wir aus, dass die Matchings
eines Graphen ein Unabhéngigkeitssystem bilden und dass wir in Abschnitt die Rang-
ungleichungen kennengelernt haben. Sei W C V eine Knotenmenge ungerader Kardinali-
tat. Ist E(W) die Menge aller Kanten mit beiden Endknoten in W, so gilt offensichtlich
MNEW) < (|W]|—1)/2 fiir alle Matchings M. Mit anderen Worten, der Rang von
E(W) beziiglich des Unabhéngigkeitssystems aller Matchings ist (|W| — 1)/2. Daraus
ergibt sich, dass das folgende System von Rangungleichungen

z(EW)) < (|W|-1)/2 YW C V,|W| ungerade (3.15)

von allen Punkten in MATCH(G) erfiillt wird. In der Literatur heifen die Ungleichun-
gen Matching- Ungleichungen.

Beziiglich des perfekten Matching-Polytops kann man die Ungleichungen in eine
andere Form bringen. Fir W C V., |W| ungerade, betrachten wir die mit —2 skalierte
Matching-Ungleichung

—2z(E(W)) > —|W|+1

und addieren zu dieser die |W| Gleichungen z(6(v)) = 1, v € W. Das Ergebnis ist die
Ungleichung
z(6(W)) > 1. (3.16)

Ungleichungen des Typs heifsen in der Literatur ungerade Schnitt-Ungleichungen
(odd cut constraints). Beziiglich PMATCH(G) sind die beiden Ungleichungen x(§(W)) >
1 und z(E(W)) < (|W]| — 1)/2 aquivalent. Das heifst, die beiden verschiedenen Un-
gleichungen definieren dieselbe Seitenfliche von PMATCH(G). Das gilt aber nicht fiir
MATCH(G), denn z(6(W)) > 1 ist fir MATCH(G) iiberhaupt nicht giiltig. Ein bedeu-
tendes Resultat der polyedrischen Kombinatorik ist der folgende Satz, der in [Edmonds
(1965) (mit einem anderen Beweis) bewiesen wurde.

(3.17) Satz (Das perfekte Matching-Polytop-Theorem von Edmonds). Das
perfekte Matching-Polytop PMATCH(G) eines Graphen G = (V, E) ist durch das folgen-

de System von Gleichungen und Ungleichungen vollstindig beschrieben.
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(i) z(6(v))=1 YveV
(ii) z(6(W)) >1 VW CV, |W| ungerade
(i) o >0 Vec E. A

Zunéchst eine Bemerkung. Die Ungleichungen z(6(W)) > 1 in (i) mit || = 1 kénnen
wir natiirlich weglassen, da sie von impliziert werden. Ist |V| ungerade, so enthélt
die Ungleichung z(6(V)) > 1, 6(V) ist aber die leere Menge, und so lautet die
Ungleichung 07z > 1, woraus folgt, dass PMATCH(G) leer ist, falls |V| ungerade ist.
Wir kénnen daher im Weiteren annehmen, dass |V| gerade ist. Wegen 6(W) = 6(V \ W)
enthalt jede Ungleichung zweimal. Wir kénnen das z. B. dadurch verhindern, dass
wir in zusétzlich fordern, dass W immer einen speziellen Knoten enhélt. Fiir den
nachfolgenden Beweis ist das jedoch unerheblich.

Beweis (von (38.17)). Sei P(G) das Polytop, das durch (i), (i), definiert ist. Wir
haben uns bereits iiberlegt, dass jeder Inzidenzvektor eines perfekten Matchings die Un-
gleichungen (), (i), erfiillt, also gilt PMATCH(G) C P(G).

Um P(G) € PMATCH(G) zu zeigen, nehmen wir an, dass diese Behauptung falsch ist.
Wenn das so ist, gibt es einen Graphen G = (V, E) mit P(G) € PMATCH(G) und mit
der Eigenschaft, dass |V |+|E| so klein wie méoglich ist (ein kleinstes Gegenbeispiel). P(G)
muss dann eine Ecke y haben, die nicht in PMATCH(G) ist. Unsere Annahme impliziert,
dass 0 < y. < 1 Ve € F gilt. Das sieht man ohne Miihe durch zwei Widerspruchsbeweise
wie folgt ein.

Gébe es eine Kante e € F mit y. = 0, so definieren wir den Graphen G’ = (V, E'),
E' := E\{e} und den Vektor ¢ := (ye)ecrr- Satz (8.8) aus ADM I impliziert unmittelbar,
dass y' eine Ecke von P(G') ist. Somit hétten wir ein kleineres Gegenbeispiel gefunden.

Gibe es eine Kante e € F, e = uv mit y. = 1, so betrachten wir den Graphen G’ =
(V,E') mit E' := E\ (6(u)Ud(v)) und ¥ := (Ye)ecpr. Analysiert man die Ungleichungen,
die weiterhin mit Gleichheit erfiillt sind im Detail, so liefert auch in diesem Fall Satz (8.8)
aus ADM I, dass ' eine Ecke von P(G’) ist und damit ein kleineres Gegenbeispiel liefert.

Wir kénnen noch weitere einfache Eigenschaften des minimalen Gegenbeispiels ablei-
ten. G enthélt keine isolierten Knoten, denn diese konnten wir aus G entfernen und hétten
ein kleineres Gegenbeispiel. G hat keinen Knoten mit Grad 1, denn die Kante e € E,
die diesen Endknoten enthélt, hitte wegen Gleichung (i) immer den Wert y. = 1. Und
schliefslich haben nicht alle Knoten von G den Grad 2, denn dann wére G die disjunkte
Vereinigung von Kreisen, und fiir derartige Graphen ist der Satz offensichtlich richtig.
Daraus folgt insbesondere |E| > |V].

Da y eine Ecke von P(G) ist, gibt es nach Satz (8.8) aus ADM I |E| linear unabhéngige
Nebenbedingungen , , die von y mit Gleichheit erfiillt werden. Insbesondere gibt es
wegen |E| > |V| mindestens eine ungerade Knotenmenge W C V mit der Eigenschaft,
dass |[W| >3, |[V\W| >3 und y(6(W)) =1 gilt.

Wir erinnern nun an die im Abschnitt 2.1 von ADM I definierte Kontraktion einer
Knotenmenge S. Alle Knoten aus S werden aus dem Graphen entfernt und durch einen
einzigen neuen Knoten s ersetzt. Alle Kanten aus E(S) werden entfernt, alle Kanten aus
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E(V'\ S) bleiben erhalten, und alle Kanten aus 6(S) bleiben erhalten, jedoch wird in
jeder Kante e € §(S) der in S liegende Knoten durch den neuen Knoten s ersetzt.

Wir kontrahieren nun die Knotenmenge V\W in G und ersetzen V\W durch den neuen
Knoten u. Den so entstehenden neuen Graphen bezeichnen wir mit G’ = (W U {u}, E’).
Wir definieren 3/ € K durch ¢, := y. Ve € E(W) und ¢/, = 2ver\w Ywo- (Wir
nennen y' die Projektion von y auf G'.) Aus dieser Konstruktion folgt miihelos, dass
der Vektor 3/ die Restriktionen , , beziiglich G’ erfiillt. Da G ein kleinstes
Gegenbeispiel ist, folgt daraus, dass y' € PMATCH(G') gilt. Und somit ist ¢’ die Kon-
vexkombination von Inzidenzvektoren von perfekten Matchings in G’, sagen wir

v = ™
o

mit geeigneten Ay € [0, 1] fiir alle perfekten Matchings M’ in G'.

Analog kontrahieren wir in G nun die Knotenmenge W zu einem neuen Knoten ¢ und
erhalten dadurch einen Graphen G” = ((V \ W) U {t}, E”) und einen Vektor 3" € K",
Mit demselben Argument ist y” enthalten in PMATCH(G"), und wir kénnen daraus
schliefen, dass y” als Konvexkombination von Inzidenzvektoren von perfekten Matchings
M" von G” dargestellt werden kann:

v =3 parx™”
M//

Fiir jedes perfekte Matching M in G mit §(W) = 1 sei nun M’ bzw. M" das zugehorige
perfekte Matching in G’ bzw. G”, das durch Kontraktion von V' \ W bzw. W entsteht.
Wir behaupten nun, dass Folgendes gilt:

Am pnr
M
-y
e€§(W) M , ¢
perfektes Matching

mit MNS(W)={e}

Der Nachweis der Korrektheit dieser Formel und dass dadurch y als Konvexkombination
von perfekten Matchings in G dargestellt wird, sei dem Leser iiberlassen. Dieses Ergebnis
widerspricht der Annahme, dass y nicht in PMATCH(G) liegt, und damit ist der Beweis
erledigt. O

Satz (3.17)) ist der Startpunkt fiir vielfaltige Verallgemeinerungen und Verfeinerungen,
von denen wir hier einige (ohne Beweis) angeben wollen. Die Beweise sind nicht wirklich
schwierig, aber technisch aufwendig und kénnen z. B. in Part I1I des dreibdndigen Werkes
Schrijver (2003) nachgelesen werden. Eine schéne Ubersicht iiber die Polyedertheorie des
Matching-Problems gibt der Aufsatz Pulleyblank (2012).

(3.18) Satz. Fiir einen Graphen G = (V, E) ist das folgende System von Ungleichungen
eine vollstindige Beschreibung des Matching-Polytops MATCH(G).

(i) z(0(v)) <1 YveV
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(ii) z(E(W)) < i(|W|—-1) VW CV, |W| ungerade
(ifi) 2e >0 Vee E. A

Neben (einfachen) Matchings ist man in verschiedenen Anwendungen auch an soge-
nannten c-kapazitierten b-Matchings interessiert. Diese sind wie folgt definiert. Wir star-
ten mit einem Graphen G = (V, E). Fiir jeden Knoten v € V ist ein Knotengrad b, € Z
und fiir jede Kante e € E eine Kapazitat c, € Z, gegeben. Wir suchen einen ganzzah-
ligen Vektor 2 € K¥, bei dem der Wert x, die Vielfachheit der Wahl der Kante e € E
beschreibt. Jeder Knoten v darf auf hochstens b, Kanten (die mit ihrer Vielfachheit ge-
zahlt werden) liegen, und jede Kante e darf hochstens ¢, Mal gewéhlt werden. Ein Vektor
T € Zf , der diese Eigenschaft hat, heifst c-kapazitiertes b-Matching.

(3.19) Satz. Sei G = (V,E) ein Graph mit einer Knotengradfunktion b : V. — Z.y
und einer Kantenkapazititsfunktion ¢ : E — Z. Die konveze Hiille der c-kapazitierten
b-Matchings von G wird vollstindig beschrieben durch das folgende System von Unglei-
chungen:

(i) z(d(v)) <b, YveV
(il) 2(BE(W))+z(F) < [L(b(W)+e(F))] YW CV und F C §(W), so dass b(W)+c(F)

ungerade ist
(iii) 0 <z <c. VeeE. A

Ist eine lineare Zielfunktion gegeben, so kann man aufgrund von Satz (3.19) ein opti-
males c-kapazitiertes b-Matching von G mit Hilfe des durch die Zielfunktion und die Un-

gleichungen ,, gegebenen linearen Programms bestimmen. Verlangt man
in Gleichheit, so spricht man von perfekten c-kapazitierten b-Matchings. Die konve-

xe Hiille der perfekten c-kapazitierten b-Matchings ist natiirlich durch ,,
gegeben, wenn in (i) Gleichheit z(d(v)) = b, gefordert wird.

Ein spezielles perfektes c-kapazitiertes b-Matching ist das perfekte 2-Matching, welches
nichts anderes als eine Kantenmenge M C FE ist, bei der jeder Knoten auf genau zwei
Kanten liegt. Fin perfektes 2-Matching ist die disjunkte Vereinigung von Kreisen, wobei
jeder Knoten auf genau einem Kreis liegt. Satz , spezialisiert auf diesen Fall, liefert
dann das folgende Ergebnis.

(3.20) Satz. Die konvexe Hiille aller Inzidenzvektoren von perfekten 2-Matchings eines
Graphen G = (V, E) ist vollstindig beschrieben durch:

(i) z(0(v)) =2 YveV
(ii) 2(E(W))+x(T) < |W|+(|T|—-1)/2 VYW CV, T C§W) mit |T| ungerade

(i) 0<z, <1 Vee€E. A

Die Ungleichungen 1} werden 2-Matching- Ungleichungen genannt.
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3.4 Travelling-Salesman-Polyeder

Eines der in der kombinatorischen Optimierung am intensivsten untersuchten Probleme
ist das Travelling-Salesman-Problem. Wir wollen uns in diesem Abschnitt hauptséchlich
mit dem symmetrischen Travelling-Salesman-Problem (ab jetzt kurz TSP) beschéftigen
und das asymmetrische Travelling-Salesman-Problem (ATSP) nur kurz am Ende erwéh-
nen. Gegeben ist hierbei der vollstdndige Graph K,, = (V, E), n > 3, mit ,Kantenldngen*
ce Ve € E, und gesucht ist ein hamiltonscher Kreis (ab jetzt kurz Tour genannt), dessen
Lénge (= Summe der Langen aller Kanten in der Tour) so klein wie méglich ist.

In einem fiir die Entwicklung der kombinatorischen Optimierung enorm wichtigen Ar-
tikel (siehe hierzu (Grotschel und Nemhauser (2008)) haben |Dantzig et al.| (1954) das
TSP als ganzzahliges lineares Programm formuliert und ein 49-Stéddte TSP optimal ge-
16st. Dabei haben sie die Grundziige des bis heute bevorzugten Ansatzes zur Losung
von (schweren) kombinatorischen Optimierungsproblemen skizziert, als da sind: Prepro-
cessing, Variablenfixierung, Branch-and-Bound, Schnittebenen. Dantzig, Fulkerson und
Johnson betrachteten das folgende lineare Programm

min ¢’z
(i) z(0(v)) =2 YvoeV (3.21)
(ii) z(E(W)) < |W|-1 VW CV, 1< |W|<|V]-1
(iii) 0<z<1 Vee E

und stellten fest, dass die ganzzahligen Losungen dieses LPs genau die Inzidenzvektoren
der Touren in K, sind. Die Ungleichungen sind bereits bekannte ,Gradgleichungen‘
(in jede Stadt fahrt man hinein und wieder heraus, also Grad = 2), wihrend die Unglei-
chungen Kurzzyklusbedingungen (englisch Subtour Elimination Constraints) genannt
werden, da diese offensichtlich verhindern, dass die Kantenmenge {e € F | z. = 1}
einen Kreis enthélt. Denn ist (W, C) ein Kreis in K,,, W # V, so wird die Ungleichung
x(E(W)) < |W|— 1 durch den Inzidenzvektor x¢ verletzt. Erstaunlicherweise gab es bis
in die 1980er Jahre Biicher im Operations Research, die vorschlugen statt das LP
zu l6sen, bei dem die Ungleichungen durch

z(C) <|C] -1 V Kreise C C E, |C] <n (3.22)

ersetzt werden. Ein Argument war z. B., dass jede der Ungleichungen von (3.22)) weniger
Nichtnullen als die Ungleichungen von ([3.21)) enthalten. Das ist eine richtige Beob-
achtung, aber sie geht vollig an einem ganz wichtigen Aspekt vorbei. Warum sind die

Kurzzyklusbedingungen ((3.21))(iii]) ,,besser” als die Kreisbedingungen ([3.22))?7
Statt der Formulierung des T'SPs als ganzzahliges Programm hétte man natiirlich lieber

eine vollstandige Beschreibung des (symmetrischen) Travelling-Salesman-Polytops
Q% := conv{xT €e K¥ | T C E Tour in K,}. (3.23)

Seit den 1970er Jahren haben sich viele diskrete Optimierer mit der Untersuchung dieses
Polytops beschiiftigt. Ubersichtsartikel hierzu sind z. B. |Grétschel und Padberg) (1985),
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mehrere Kapitel in dem Sammelband |Gutin und Punnen| (2002)), sowie die ,,polyedrischen
Kapitel“ in dem Buch |Applegate et al. (2006). Es ist unmoglich, alle Ergebnisse hier zu
skizzieren. Daher erfolgt nur eine ganz kurze Zusammenfassung von einigen Resultaten,
die fiir die praktische Losung von TSPs (mit Hilfe von Schnittebenen- und Branch-and-
Bound-Verfahren) wichtig sind.

Zunichst einmal konnen wir die Touren in einem vollstdndigen Graphen als die Ba-
sen eines Unabhéngigkeitssystems (alle Kantenmengen, die Teilmengen einer Tour sind)
auffassen. (In den 1950er Jahren war dieser Ansatz noch nicht bekannt.) Dann sind die
Kurzzyklusbedingungen nichts anderes als Rangungleichungen. Und in der Tat
sind dies genau die Ungleichungen, die das Polytop der Walder in K,,, siehe @, voll-
stdndig und irredundant beschreiben — bis auf eine Ausnahme. Es fehlt die Ungleichung
z(E) <n-1.

Man kann also durchaus sagen, dass das TSP-IP aus dem Polytop der Wilder dadurch
entsteht, dass man eine Ungleichung weglésst und die Gradgleichung hinzufiigt.
Die Ganzzahligkeit der Losungsmenge geht dabei allerdings verloren.

Dantzig, Fulkerson und Johnson hatten bereits bemerkt, dass (analog zum perfekten
1-Matching-Problem) die Kurzzyklusbedingungen in Schnittbedingungen umgewandelt
werden kénnen. Schreibt man namlich eine Kurzzyklusbedingung in der skalierten Form
—2z(E(W)) > —2|W| + 2 und addiert man zu dieser die |W| Gleichungen z(d(v)) = 2
Vv € W, so erhélt man die dquivalente Ungleichung

z(6(W)) > 2,

d. h. diese Ungleichung definiert dieselbe Seitenfléche von Q7 wie z(E(W)) < |[W]| — 1.

Schaut man die Félle genau an, dann sieht man sofort, dass man sich auf die Kno-
tenmenge W C V, 3 < |W| < |V| — 3 beschrinken kann. Daraus folgt, dass das Unglei-
chungssystem dquivalent ersetzt werden kann durch das System

c(6(W)>2 VYWCV,3<|W|<|V|-3, (3.24)

welches die Schnittversionen der Kurzzyklusbedingungen sind (und die damit sehr dhnlich
zu den ungeraden Schnittungleichungen fiir das perfekte Matching-Polytop sind).

Nun iiberlegen wir uns, dass jede Tour ja auch ein perfektes 2-Matching ist. Folg-
lich sind auch die 2-Matching-Ungleichungen giiltig fiir Q7. Dass die Kurzzy-
klusbedingungen und 2-Matching-Ungleichungen nicht nur irgendwelche giiltigen Unglei-
chungen sind, sondern dass sie so gut wie alle zur vollstdndigen Beschreibung von Q7
notwendig sind, zeigt der folgende Satz aus Grotschel (1977)).

(3.25) Satz. Seien n > 3 und K,, = (V, E) der vollstindige Graph mit n Knoten und
Q7 das zugehorige symmetrische Travelling-Salesman-Polytop.

(a) aff(Q}) = {z € K" | z(d(v)) =2 Vv € V}.
(b) dim Q% = |E| — |V|=n(n—3)/2.

(c) Die Ungleichung x. <1 definiert eine Facette von Q7. fiir alle n > 4.
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Die Ungleichung x. > 0 definiert eine Facette von Q7 fiir alle n > 5.

Kurzzyklusbedingungen: Firn > 6 und W C V, 3 < |W| < |V| — 3 definiert jede
der drei folgendenden Ungleichungen

z(@0(W)) 22, «(EW)) <[W[-1, z(E(V\W))<[VAW|[-1

eine Facette von Q7. Diese drei Ungleichungen sind dquivalent, d. h. sie definieren
alle dieselbe Facette von Q.

2-Matching-Ungleichungen: Fir n > 6, H C V, |H| > 3, T C §(H), |T| > 3
und ungerade, so dass je zwei Kanten in T keinen gemeinsamen Endknoten haben,
definiert die zugehdrige 2-Matching- Ungleichung

z(E(H))+2(T) < [H|+ (T - 1)/2
eine Facette von Q'p. Dieselbe Facette wird auch von der 2-Matching- Ungleichung
o(E(V\H))+z(T) < |V\H|+(|T| -1)/2
definiert. A

Die 2-Matching-Ungleichungen sind auf vielfaltige Weise verallgemeinert worden. Wir
skizzieren hier die Cliquenbaum-Ungleichungen aus (Grotschel und Pulleyblank (1986).

(3.26) Definition. Seien n > 6 und K, = (V, E) der vollstindige Graph auf n Kno-
ten. Ein Cliquenbaum C' ist ein zusammenhdngender Untergraph von K,, der aus der
Vereinigung von Cliquen (d. h. vollstindigen induzierten Untergraphen von K, ) besteht,
die die folgenden FEigenschaften besitzen:

Die Cliquen bestehen aus zwei Sorten, den Griffen Hq,...,H, sowie den Zinken
Ty,....,Ts, (H;CV,T; CV).

TNT;=0,1<i<j<s.
HiﬂHj=®,1§i<jST’.

Jede Zinke enthalt mindestens 2 und hochstens n — 2 Knoten und mindestens einen
Knoten, der in keinem Griff ist.

Jeder Griff hat einen nichtleeren Durchschnitt mit einer ungeraden Anzahl von min-
destens drei Zinken.

Fulls eine Zinke T und ein Griff H einen nichtleeren Durchschnitt haben, dann ist
der Graph, den man durch Entfernung von H N'T aus dem Cliquenbaum C erhdlt,
unzusammenhdngend. A

Die etwas merkwiirdige Terminologie (Griffe, Zinken) kommt daher, dass, bevor die Cli-
quenbdume ,entdeckt wurden, sogenannte Kammungleichungen als Verallgemeinerung
von 2-Matching-Ungleichungen untersucht wurden und bei denen die Bezeichnungen Griff
(handle, daher H) und Zinke (tooth, daher T') anschaulich sinnvoll waren.

73



3 Der LP/IP-Ansatz zur Lésung diskreter Optimierungsprobleme
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Abbildung 3.2: Ein Cliquenbaum: Griffe sind durch dunkle, Zinken durch hellere Ellip-
sen angedeutet; jede Zinke muss mindestens einen Knoten aufserhalb von
Griffen enthalten, angedeutet durch ein *

(3.27) Satz. Seien n > 6 und C ein Cliquenbaum mit Griffen Hy, ..., H, und Zinken
T1,...,Ts. Dann definiert die Cliquenbaumungleichung

S a(B(H) + 3w BE) < S IH+ (T 1) - 2T (329)
j=1 i=1 j=1

=1

eine Facette von Q7, wobei t; die Anzahl der Griffe angibt, die mit der Zinke T einen
nichtleeren Durchschnitt haben. A

Die 2-Matching-Ungleichungen tauchen als Spezialfall von auf. Sie sind die Cli-
quenbaumungleichungen mit » = 1 und |7}| = 2, j = 1,...,s; die Kammungleichungen
sind die Cliquenbaumungleichungen mit r = 1.

Mit den (verschiedenen Versionen der) Kurzzyklusbedingungen, den 2-Matching-Un-
gleichungen, den Kammungleichungen und den Cliquenbaumungleichungen haben wir

O O

O O

Abbildung 3.3: Ein Kamm (mit s = 3 Zinken)
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grofse Klassen von Ungleichungen fiir das TSP gefunden, die man z.B. in Schnittebe-
nenverfahren einsetzen kann. Vollstandige Beschreibungen fiir Q7 sind fiir alle n < 9
bekannt. Fiir n = 9 gibt es z. B. nur 20 160 Touren (und damit Ecken von Q%), Q% hat
aber viel mehr Facetten, ndmlich 42104 442. Fiir n = 10 gibt es 181440 Touren, man
kennt 52 043 900 866 verschiedene Facetten. Es ist aber nicht sicher, ob dies alle Facetten
von QlTo sind.

Fiir das asymmetrische TSP gibt es dhnliche Resultate. Hier ist ein vollstdndiger Di-
graph K,, = (V, A), n > 2 gegeben und die ,,Bogenldngen“ ¢,, a € A sind nicht notwen-
digerweise symmetrisch, d.h. es kann c(y ) # C(v) fir u,v € V, u # v gelten. Gesucht
ist ein gerichteter Hamilton-Kreis minimaler Gesamtlédnge (= Summe der Langen aller
Bogen des Kreises). Analog zu kann man ein lineares Programm mit Kurzzyklusbe-
dingungen angeben, dessen ganzzahlige Losungen genau die Inzidenzvektoren der infrage
kommenden Kreise sind:

min ¢’z
(i") z(6T(v)) =1 YveV
(i) z(0” (v)) = YveV (3.29)
(ii) z(AW)) < |[W| -1 VW CV,2<|W|<|V]-2
(iii) 0<z,<1 Vae A

Dies ist aber bei weitem nicht die einzige Moglichkeit der Formulierung. Wahlt man
einen festen Knoten vy € V, fithrt neue Variablen y, Yo € V' \ {vg} ein und ersetzt die
Kurzzyklusbedingungen durch die Ungleichungen

Yo = Yu = (N = 1)T(y0) — (0 —2) Vu,v € V\{vo},u#v

(3.30)
1<y, <n-1 Vo e V\{vo}

so wird dadurch ein Polyeder

Ppy = {(;) e KAV 2,y erfiillen (29) (), (), (), €30 }

definiert. Die Projektion P, von P, , auf die ersten | A| Koordinaten enthélt dann als ganz-
zahlige Punkte wieder genau die Inzidenzvektoren aller gerichteten Kreise. Die Unglei-
chungen werden in der Literatur haufig Miller-Tucker-Zemlin-Bedingungen (MTZ)
genannt und legen eine ,Reihenfolge der Knoten fest, wenn man die y-Variablen als ganz-
zahlige Variablen auffasst (der Knoten v ist dabei der ,nullte* Knoten).

Damit ist es also im Prinzip moglich, die exponentiell vielen Kurzzyklusbedingungen
zu umgehen und die giiltigen Lésungen mit nur polynomial vielen Ungleichungen zu be-
schreiben. Allerdings gibt es einen — wie wir spater noch sehen werden — schwerwiegenden
Nachteil: das Polyeder P, ist eine echte Obermenge des durch definierten Poly-
eders. Ist z. B. ein Kreis C' gegeben, der vy nicht enthilt, so ergibt eine Summierung der
zugehorigen MTZ-Bedingungen:

0= 3> w-m2n-1 3 24y -[Cln-2) = 3 24, <I[C]

(u,w)eC (u,w)eC (u,w)eC

n—2
n—1
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Dagegen liefert die zu C gehorige Kurzzyklusbedingung die viel stérkere Einschriankung

Z T(up) < Z Tuw) < |Cl—1

(u,v)eC (u,v)€A(C)

Man kann zeigen (siehe z. B. |Padberg und Sung (1991))), dass alle Ungleichungen in den
z-Variablen, die man aus den MTZ-Bedingungen herleiten kann, solche sind, die wie oben
aus Kreisen gewonnen werden, d. h. die Kurzzyklusbedingungen definieren ein kleineres
Polyeder als P,.

Ein weiteres Polyeder fiir ATSP bekommt man aus folgender Flussformulierung:

z(0t(v)) =1 YoeV
z(0~(v)) =1 YoeV
Yo fuw = Y fww =1 Vo € VA {vo} (3.31)
(u,v)€A’ (v,u)eA’
0<z,<1 Va e A

0<fo<(n—1z, Vaed,

wobei A" := A\ {(v,v9) | v € V \ {vp}} alle Bogen des Graphen enthélt, auker der
in den ausgewahlten Knoten vy eingehenden. Man kann zeigen, dass die Projektion auf
die z-Koordinaten des durch definierten Polyeders zwar eine echte Teilmenge des
MTZ-Polyeders P, ist, aber immer noch eine echte Obermenge des von definierten
Polyeders.

Es gibt noch viele Formulierungen fiir (A)TSP-Polyeder, manche sind besser (in obi-
gem Sinne), manche dquivalent und manche schlechter als das ,Original® |3__29| von Dant-
zig, Fulkerson und Johnson; einen ausfiihrlichen Uberblick gibt der Artikel (Oncan et al.
(2009). Mehr Informationen zu verschiedenen polyedrischen Formulierungen kombinato-
rischer Optimierungsprobleme allgemein und deren Projektionen sind z. B. in [Conforti
et al.| (2010) zu finden. Fiir weitere Ergebnisse zum ATSP verweisen wir auf (Grotschel
und Padberg| (1985)).

3.5 Stabile-Mengen-Polyeder

Eine stabile Menge in einem Graphen G = (V,E) ist eine Knotenmenge S mit der
Eigenschaft, dass je zwei Knoten u,v € S nicht benachbart sind. Das Stabile-Mengen-
Polytop ist dann wie iiblich definiert durch

STAB(G) := conv{x® € K¥ | § C V stabile Menge}, (3.32)

wobei die Vektoren x° = (x3)yev Inzidenzvektoren von stabilen Mengen S sind. Eine
LP-Relaxierung von STAB(G) zu finden, ist ganz einfach:

(i) Ty >0 Yv eV

3.33
(ii) Ty + 1y <1 Yuv € E (3:33)
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3.5 Stabile-Mengen-Polyeder

Offensichtlich erfiillt jeder Inzidenzvektor einer stabilen Menge ; und ist W C V
nicht stabil, so gibt es in E (W) eine Kante e = uv, und dann erfiillt der Inzidenzvektor
x" die Ungleichung fiir diese Kante e nicht.

Die linke Seite des Ungleichungssystems ist die Kanten-Knoten-Inzidenz-
matrix des Graphen G. Aus Beispiel (13.11) des Manuskripts von ADM I wissen wir,
dass diese Matrix total unimodular ist, wenn G bipartit ist. Und der Satz von Hoffman
und Kruskal (ADM I, Satz (13.9)) liefert dann sofort:

(3.34) Satz. Sei G = (V,E) ein bipartiter Graph, dann gilt
STAB(G) = {z € KV | z erfiillt (3.33)}. A

Schon der kleinste nicht bipartite Graph, der K3, zeigt, dass fiir nicht bipar-
tite Graphen falsch ist. Ordnen wir jedem Knoten v € V den Wert z, = 1/2 zu, so
erfiillt der so definierte Vektor z € K3 das System . Aber offensichtlich ist x keine
Konvexkombination der Inzidenzvektoren der vier stabilen Mengen des K3.

In der Literatur findet man umfangreiche Untersuchungen der Facettenstruktur von
STAB(G). Hier wollen wir nur auf zwei Klassen von Ungleichungen hinweisen, die fiir
STAB(G) giiltig sind. Beide Klassen sind Rangungleichungen bzgl. des Unabhéngigkeits-
systems der stabilen Mengen auf der Knotenmenge V. Jeder Inzidenzvektor einer stabilen
Menge erfiillt das folgende System von Ungleichungen (genannt Cliqguenungleichungen):

z(Q) <1 V Cliquen Q C 'V, (3.35)

denn eine stabile Menge und eine Clique haben hochstens einen gemeinsamen Knoten.
Da fiir jede Kante uv die beiden Knoten v und v eine Clique bilden, bilden die Unglei-

chungen 1' eine Unterklasse von (3.35)). Ein Graph heifst perfekt, falls
STAB(G) = {z € K" | z erfiillt (3.35),z > 0}.

Die Klasse der perfekten Graphen ist eine viel untersuchte Klasse mit sehr interessanten
Eigenschaften. Fiir perfekte Graphen G gilt z. B., dass die maximale Grofse einer Clique
in G, bezeichnet mit w(G), gleich der Farbungszahl x(G) ist, und das gilt auch fiir alle
induzierten Untergraphen von G.

Eine zweite Klasse von Ungleichungen kann man aus den fiir bipartite Graphen verbote-
nen Untergraphen ableiten: den ungeraden Kreisen. Ist V(C') die Knotenmenge eines un-
geraden Kreises in G, so kann eine stabile Menge S offensichtlich hochstens (|]V(C)|—1)/2
Knoten gemeinsam mit V (C) haben. Diese einfache Uberlegung ergibt, dass die Inzidenz-
vektoren von stabilen Mengen folgendes System von Ungleichungen (genannt Ungerade-
Kreis-Ungleichungen) erfiillen:

z(V(C)) <(|[V(C)|—-1)/2 fiir alle ungeraden Kreise (V(C),C) in G. (3.36)

Ein Graph heifst t-perfekt, falls

STAB(G) = {z € KV | z erfiillt (3.33) und (3.36)}.
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3 Der LP/IP-Ansatz zur Lésung diskreter Optimierungsprobleme

Eine ausfiihrliche Darstellung von polyedrischen Aspekten des Stabile-Mengen-Prob-
lems, von perfekten und t-perfekten Graphen und Algorithmen zur Losung des Problems
kann man in Kapitel 9 von |Grotschel et al. (1993)) finden.

Zusammenfassend, fiir jeden Graphen G = (V| E) definiert das folgende System von
Ungleichungen

Ty >0 YveV
ut Ty <1 Vuv € £
Ty + T uv' (3.37)
z(Q) <1 YV Cliquen Q C V

z(V(C)) < (|]V(C)| —1)/2 V ungeraden Kreise (V(C),C) in G

ein Polyeder, das STAB(G) enthélt und dessen ganzzahlige Losungen Inzidenzvektoren
von stabilen Mengen sind. Eine Cliquenungleichung x(Q) < 1 definiert eine Facette von
STAB(G), falls @ maximal ist (d.h. in keiner weiteren Clique enthalten ist). Auch die
ungeraden Kreisungleichungen , die keine Diagonale enthalten, definieren (unter
gewissen Zusatzannahmen) Facetten von STAB(G).

3.6 Separation

Wenn man die in den Abschnitten - untersuchten kombinatorischen Optimie-
rungsprobleme polyedrisch darstellt, so fiihrt das in fast allen Féllen zu Ungleichungs-
systemen, deren Grofe exponentiell in |V| + |E| wéchst. Es ist also unmdglich, diese
Ungleichungssysteme explizit in Losungsverfahren fiir lineare Programme zu verwenden.
Das Besondere an den vorher vorgestellten Ungleichungssystemen ist jedoch, dass die
meisten dieser Systeme in polynomialer Zeit iiberpriift“ werden kénnen.

(3.38) Definition. Seien A € K"™™) b e K™. Die Aufgabe festzustellen, ob der Vektor
y € K™ alle Ungleichungen Az < b erfillt und in dem Falle, dass y dies nicht tut, eine
Ungleichung des Systems zu liefern, die von y verletzt wird, heifft Separationsproblem

(fiir Az <b). A

Fiir explizit gegebene Systeme Ax < b ist Separation trivial. Wir setzen y einfach in
das System ein und koénnen so feststellen, ob y alle Ungleichungen erfiillt; und falls dies
nicht der Fall ist, liefert die ,Einsetzmethode direkt eine Ungleichung mit A;.y > b;.

Das Separationsproblem kann man jedoch manchmal auch fiir Systeme 16sen, die expo-
nentiell viele Ungleichungen enthalten. Betrachen wir z. B. die Kurzzyklusbedingungen
fir K, = (V, E) in ihrer Schnittversion (3.24))

z(6(W)) >2 VW CV, 1< |W|<|V]-1
zusammen mit den Gradgleichungen
z(d(v)) =2 YoeV
und den Variablenbeschrankungen

0<z. <1 Ve € E.
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3.6 Separation

Ist y € KF, so kénnen wir durch Einsetzen in die Gradgleichung und Variablenschranken
priifen, ob y diese erfiillt. Falls nicht, haben wir das Separationsproblem gelost. Falls
diese Restriktionen erfiillt sind, dann definieren wir einen Graphen G = (V, F') durch

F:={ee€ E|y.>0}.

Wir betrachten y. als Kapazitdt der Kante e € F'. Fiir je zwei Knoten u,v € V bestim-
men wir nun einen » und v trennenden Schnitt (W) minimaler Kapazitat y(d(1)). Dies
konnen wir mit irgendeinem der (vielen) polynomialen Max-Flow-Algorithmen machen.
Haben alle minimalen Schnitte eine Kapazitit grofer oder gleich 2, so erfiillt y offenbar
alle Kurzzyklusbedingungen. Jeder Schnitt 6(W) mit y(6(W)) < 2 liefert eine Kurz-
zyklusbedingung oder eine Schnittversion der Kurzzyklusbedingung, die von y verletzt
wird. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen.

(3.39) Satz. Das Separationsproblem fiir die Nebenbedingungen der LP-Relazierung (3.21)
des TSPs kann in polynomialer Zeit geldst werden. A

Auf dhnliche Weise kann man polynomiale Separationsalgorithmen fiir die folgenden
Klassen von Ungleichungen angeben:

e Rangungleichungen (3.2) fiir Matroid-Polytope

e Das Ungleichungssystem (3.17) (bzw. (3.18)) (i), (i), (i) fiir das (perfekte) Matching-

Polytop.

e Das Ungleichungssystem ([3.19)) ,, fiir die konvexe Hiille der c-kapazitierten
b-Matchings

e Das Ungleichungssystem ([3.20) ,, fiir das Polytop der perfekten 2-Matchings

e Die Kurzzyklusbedingungen fiir das Travelling-Salesman-Polytop
e Die ungeraden Kreis-Ungleichungen (3.36)) fiir das Stabile-Mengen-Polytop.

Beziiglich STAB(G) kann man zeigen, dass die Separation von Cliquenungleichungen
NP-schwer ist, man kann aber eine (unendlich grofie) Obermenge der Cliquenunglei-
chungen in polynomialer Zeit separieren.

Fiir das TSP gibt es einige Spezialfille von Kammungleichungen, die in polynomialer
Zeit separiert werden kénnen. Fiir Cliquenbaumungleichungen gibt es nur einige heuris-
tische Separierungsverfahren.

Was hilft das?

Im Verlauf der Vorlesung werden wir sehen, dass Separierungsverfahren sowohl theore-
tisch als auch praktisch erfolgreich eingesetzt werden konnen. Das Buch [Applegate et al.
(2006) zum TSP ist ein eindrucksvolles Beispiel dafiir.
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4 Die Ellipsoidmethode

In (9.37) im ADM I Skript haben wir angemerkt, dass man Beispiele von Polyedern und
Zielfunktionen konstruieren kann, so dass der Simplexalgorithmus alle Ecken der Poly-
eder durchliuft. Die in den Ubungen besprochene Klasse von Klee & Minty-Beispielen,
bei denen dieser Fall auftritt, ist definiert durch n Variablen und 2n Ungleichungen.
Die zugehorigen Polyeder haben 2™ Ecken. Es ist offensichtlich, dass 2" Iterationen des
Simplexalgorithmus zu nicht tolerierbaren Rechenzeiten fiihren. Man kann zwar zeigen
(siche Borgwardt| (1982)), dass das Laufzeitverhalten des Simplexalgorithmus im Durch-
schnitt gut ist, aber dennoch bleibt die Frage, ob es nicht moéglich ist, eine generelle
,hiedrige” Schranke fiir die Anzahl der Iterationsschritte des Simplexalgorithmus (mit
einer speziellen Zeilen- und Spaltenauswahlregel) zu finden. Dieses Problem ist bis heute
ungelost!

Im Jahre 1979 hat L. G. Khachiyan (siehe Khachiyan (1979)) gezeigt, dass lineare Pro-
gramme in ,polynomialer Zeit* gelost werden kénnen. Das Verfahren, das er dazu an-
gegeben hat, die sogenannte Ellipsoidmethode, arbeitet allerdings vollig anders als der
Simplexalgorithmus und scheint in der Praxis im Laufzeitverhalten dem Simplexalgo-
rithmus ,,im Durchschnitt weit unterlegen zu sein. Theoretisch beweisbar ist jedoch,
dass es keine Beispiele linearer Programme (z. B. vom Klee & Minty-Typ) gibt, die die
Ellipsoidmethode zu exorbitanten Laufzeiten zwingen.

Die dieser Methode zugrundeliegenden Ideen benutzen ganz andere geometrische Uber-
legungen, als wir sie bisher gemacht haben. Aufserdem sind zu einer korrekten Implemen-
tation so viele numerische Details zu klaren, dass der zeitliche Rahmen dieser Vorlesung
durch eine vollstandige Diskussion aller Probleme gesprengt wiirde. Wir wollen daher nur
einen Uberblick iiber die Methode geben und nur einige Beweise ausfiihren.

4.1 Polynomiale Reduktionen

In ADM I haben wir in Kapitel 4 bereits einige Grundbegriffe kennengelernt, die nétig
sind, das Laufzeitverhalten eines Algorithmus exakt zu beschreiben. Hier wollen wir die
wichtigsten Konzepte dieser Theorie noch einmal flir den Spezialfall der linearen Pro-
grammierung darstellen.

Zunachst miissen wir unser Konzept, dass Zahlen aus dem Korper K gewahlt werden
konnen, aufgeben. Jede Zahl, die wir in unserem Berechnungsmodell betrachten, muss
endlich kodierbar sein. Es gibt aber kein Kodierungsschema, so dass z.B. alle reellen
Zahlen durch endlich viele Symbole beschrieben werden kénnten. Wir beschréanken uns
daher auf rationale Zahlen. Haben wir eine Ungleichung

angoz
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4 Die Ellipsoidmethode

mit a € Q", o € Q, so kénnen wir auf einfache Weise das kleinste gemeinsame Vielfache p
der Nenner der Komponenten von ¢ und des Nenners von a bestimmen. Die Ungleichung

paTa: < pa

hat offenbar die gleiche Losungsmenge wie a’z < «, wihrend alle Koeffizienten dieser
Ungleichung ganzzahlig sind. Der Fall rationaler Daten lésst sich also direkt auf den
Fall ganzzahliger Daten reduzieren. Es ist zwar hiufig einfacher unter der Voraussetzung
ganzzahliger Daten zu rechnen, und fast alle Aufsitze zur Ellipsoidmethode machen diese
Annahme, wir wollen aber dennoch fiir dieses Kapitel voraussetzen:

(4.1) Annahme. Alle Daten linearer Programme sind rational, d. h. fir jedes LP der
Form maxclz, Az <b gilt c€ Q", A e Q™™ pe Qm. A

Wir erinnern noch einmal an die Definition der Kodierungslinge aus Abschnitt 4.1 des
ADM I Skripts. Fiir eine ganze Zahl n ist die Kodierungslénge gegeben durch

(n) := [logy(|n| + 1)] + 1
und fiir eine rationale Zahl r = % mit p und ¢ teilerfremd und ¢ > 0 durch
(r) == (p) +(q)-

Die Kodierungslinge einer Matrix A = (a;;) € Q™ (oder analog eines Vektors) ist

(A) ="

i=1j

m n
(aij)-
=1
Daraus folgt, dass die Kodierungslinge eines linearen Programms der Form max ¢!z,

Az < b gegeben ist durch
(¢) + (4) + (b).

In Abschnitt 4.1 des ADM I Skripts haben wir auch die Laufzeit eines Algorithmus’
A zur Losung eines Problems II (kurz L 4(II)) definiert als die Anzahl der elementaren
Rechenschritte, die wihrend der Ausfiihrung des Algorithmus durchgefiithrt wurden, mul-
tipliziert mit der Kodierungsléange der (beziiglich ihrer Kodierungsléange) groften Zahl, die
wahrend der Ausfiihrung des Algorithmus aufgetreten ist. Der Algorithmus A hat dann
polynomiale Laufzeit, wenn die Laufzeitfunktion nach oben durch ein Polynom p : IN — IN
beschrankt werden kann:

fan) <p(n)  VneN,

siehe ADM I, Definition (4.2).

Fiir die Klasse der linearen Programme der Form maxc’z, Az < b muss also die
Laufzeit eines Algorithmus durch ein Polynom in (A) + (b) + (¢) beschriankt werden
kénnen, wenn er polynomial sein soll. Wie die Klee & Minty-Beispiele zeigen, ist der
Simplexalgorithmus kein polynomialer Algorithmus zur Losung linearer Programme!
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4.1 Polynomiale Reduktionen

Die Ellipsoidmethode ist kein Optimierungsverfahren, sondern lediglich eine Methode,
die in einem gegebenen Polyeder einen Punkt findet, falls ein solcher existiert. Wir miissen
daher das allgemeine lineare Optimierungsproblem auf diesen Fall zuriickfithren. Aus
ADM I, Abschnitt 2.3 (allgemeine Transformationsregeln) wissen wir, dass jedes lineare

Programm in der Form

max CT$

Az <b (4.2)
x>0
geschrieben werden kann. Das zu (4.2)) duale Programm ist
min b’y
ATy >c (4.3)
y = 0.
Aus dem Dualitéatssatz (11.24) im ADM I Skript wissen wir, dass (4.2)) und (4.3]) genau

dann optimale Losungen haben, deren Werte gleich sind, wenn beide Programme zuléssige
Losungen haben. Daraus folgt, dass jedes Element (z) des Polyeders P, definiert durch

—c' T 0

A 0 b

0 —AT <$> < | -c (4.4)
I 0 Y 0

0 I 0

eine Optimallésung x von und eine Optimallésung y von bestimmt. Dies
impliziert, dass es zur Losung von geniigt, einen Punkt in zu finden.

Der obige ,,Trick”, das Primal- und das Dualprogramm zusammenzufassen, blaht na-
tiirlich das zu bearbeitende System ungeheuer auf. Eine andere Methode der Reduktion
ist die bindre Suche, die wir nun schildern. Zur korrekten Darstellung bendtigen wir
jedoch noch einige (auch fiir andere Zwecke) wichtige Hilfssdtze. Zunéchst wollen wir
einige Parameter durch die Kodierungslange abschétzen. Um den ersten Hilfssatzes zu
beweisen, bendtigen wir die bekannte Hadamard-Ungleichung, die besagt, dass das Vo-

lumen eines Parallelepipeds in R™ mit Kantenléngen di,...,d, nicht grofer ist als das
Volumen des Wiirfels mit Kantenldngen dy, ..., d,. Bekanntlich ist das Volumen eines
Parallelepipeds, das durch die Vektoren aq,...,a, aufgespannt wird, nichts anderes als

der Absolutbetrag der Determinante der Matrix A mit Spalten A.1 = aq,...,A.,, = ay.
Die Hadamard-Ungleichung lautet also

|det A| < J] 1412 (4.5)
j=1

(4.6) Lemma.

(a) Fiir jede Zahlr € Q gilt: |r| < 20—1 —1.
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4 Die Ellipsoidmethode

(b) Fiir je zwei rationale Zahlen r,s gilt: (rs) < (r) + (s).

(¢) Fir jeden Vektor x € Q" gilt: |||z < ||z]; < 2" —1.

2

(d) Fiir jede Matriz A € Q™™ gilt: |det(A)| < 200" — 1, A

Beweis. @ und (]E[) folgen direkt aus der Definition.
Sei = (z1,...,2,)" € Q", dann gilt nach @

n n n
L+ el = 14 ol < JJA+Jail) < J]2070 = 20—,
=1 =1

=1

Die Ungleichung [|z|l2 = y/> 0, 22 < 3" | |z = ||z ist trivial.

=13

@ Aus der Hadamard-Ungleichung (4.5) und folgt

n

L[ det(A)] < 1+ [T 1A < JTO+ 1440 < [T = 2007,
Jj=1 j=1 j=1 O

Diesen Hilfssatz konnen wir zur Abschéatzung der ,,Grofe der Ecken von Polyedern wie
folgt benutzen.

(4.7) Satz. Fiir jede Ecke v = (v1,...,v,)T eines Polyeders P der Form P(A,b),
P=(A,b) oder P={z € R" | Az < b,z >0}, Ac Q™™ bec Q™ git

(a) Der Absolutbetrag des Zihlers von v; ist hochstens 2<A>+<b>_”2, der Absolutbetrag des

Nenners von v; ist héchstens 2<A>_”2, i=1,...,n.
(b) || < 2XAFO=2* Gy —1 .
(¢) Falls A € Z\™™), so gilt |v;| < oA+ —n? G — 1 . . A

Beweis. Ist v Ecke von P, so gibt es nach Satz (8.8) aus dem ADM I Skript eine regulére
Untermatrix und einen entsprechenden Untervektor des Restriktionensystems von P, so
dass v die eindeutig bestimmte Losung des hierdurch bestimmten Gleichungssystems ist.
Wir fithren den Fall P = {x | Az < b,z > 0} vor. Die beiden anderen Fille verlaufen
analog.

Es gibt also eine (n,n)-Matrix D, deren Zeilen Zeilen von A oder negative Einheits-
vektoren sind und einen entsprechenden Vektor d, dessen Komponenten Elemente von b
oder Nullen sind, so dass v die eindeutige Losung von Dz = d ist. Nach der Cramerschen
Regel gilt dann fiir i =1,...,n

B det D;

YT et D
wobei D; aus D dadurch entsteht, dass die i-te Spalte von D durch den Vektor d ersetzt
wird. Hat D Zeilen, die negative Einheitsvektoren sind, so bezeichnen wir mit D die
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4.1 Polynomiale Reduktionen

Matrix, die durch Streichen dieser Zeilen und der Spalten, in denen sich die Elemente
—1 befinden, entsteht. Aufgrund des Determinantenentwicklungssatzes gilt |det D| =
|det D|, und ferner ist D eine Untermatrix von A. Daraus folgt mit (4.6 (d)

2

|det D| = |det D| < 2(P)=n* < ofA)—n*,

Analog folgt
| det D;| < 2(A)+()—n?,

Damit ist @ bewiesen.
Ist |det D| > 1, dies ist z. B. dann der Fall, wenn A € Z(™" gilt, so erhalten wir mit

2

;| < |det D;| < 2(0+b)=7,
Hieraus folgt .
Ist |det D| < 1, so miissen wir |det D| nach unten abschétzen. Sei ¢ = [, ; ¢;; das

Produkt der Nenner der Elemente d;; = % von D. Dann gilt |det D| = @
ij
sowohl ¢ als auch ¢|det D| sind ganze Zahlen. Aus @, (]ED folgt

, und

2

g =[Jay < 2T m) < 2Zust00) < oD)=n < o(A)=n?,
i7j
Daraus ergibt sich

| det Di| _ |det Dilg _ | det Dylq < 22AH0) 2%

| < —
il = e D) = graetp] =

Damit ist auch (]E[) bewiesen. O

Da nach ADM I, Satz (8.11) alle Polyeder P der Form P = {z | Az < b,z > 0}
spitz sind und nach ADM I, Folgerung (8.14) lineare Programme iiber spitzen Polyedern
optimale Ecklésungen haben (falls sie iiberhaupt Optimallésungen haben) folgt:

(4.8) Satz. Das lineare Programm hat eine Optimallosung genau dann, wenn die
beiden linearen Programme

max CT.’E

Ax <b
x>0
T; < 92A)+(b)—2n? 1=1,....n

max CTZL'

Ax <b
x>0

g <HATO=2M® Ly g

(4.10)
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4 Die Ellipsoidmethode

eine Optimallosung haben und die Werte der Optimalldsungen dbereinstimmen. Die opti-
malen Zielfunktionswerte von und stimmen genau dann nicht iberein, wenn

unbeschrinkt ist. ist genau dann nicht losbar, wenn @ oder nicht
A

losbar ist.

Wir haben damit das lineare Programmierungsproblem (4.2)) {iber einem (allgemei-
nen) Polyeder auf die Losung zweier linearer Programme {iber Polytopen reduziert. Wir
miissen also im Prinzip nur zeigen, wie man LPs iiber Polytopen 16st.

(4.11) Satz. Ist P # 0 ein Polytop der Form P(A,b), P=(A,b) oder P = {z |
Az < b,z > 0} mit A € QU™ b e Q™, so kann fir ¢ € Q" das lineare Programm

maxc 'z, & € P nur Optimalwerte in der endlichen Menge

S:{EGQHZ)’SW/2<A>+<b>+2<c> n?—n 1<q<2 (c) nfn}
q

annehmen. AN

Beweis. Da alle Optimalwerte Zielfunktionswerte von Ecken von P sind, brauchen wir
nur die Werte ¢’v, v Ecke von P, abzuschitzen. Sei also v = (v, ...,v,)T eine Ecke von
P. Wie im Beweis von konnen wir feststellen, dass die Komponenten v; von v eine
Darstellung der Form
_ det D; _Di
YT detD d

haben, wobei D eine reguldre Untermatrix von A bzw. (‘?) ist und D; aus D dadurch
hervorgeht, dass die i-te Spalte von D durch einen Untervektor der rechten Seite ersetzt
wird. Satz l) zeigt d < 2<A>_"2, pi < A+ = Sei nun ¢ = (%, cee t n)T ¢ Q" eine
teilerfremde Darstellung der Zielfunktion, so gilt

n

n
S 1 ) ;
¢ = Z = Zslpltl mit  ti=1tp-es tn, B = —.
=1

tid — dt

Aus (4.6)(a) folgt ¢ =ty -1, <2001 ... 9(ta)=1 — 9Xi((t)=1) < 20— ynd somit

Analog folgt

Zszpztz < ZQS’ —lg4 +(b)—n? ole)—n < n,2<z4>+(b>+2<c>—n2—n‘

Satz (4.11)) gibt uns nun die Moglichkeit, das Verfahren der bindren Suche zur Losung
von max ¢! , ¢ € P anzuwenden. Diese Methode funktioniert beziiglich der in Satz (4.11])
definierten Menge S wie folgt.
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(4.12) Algorithmus Binére Suche.
1. Wihle ein Element s € S, sodass fir 8" :={t € S|t <s}tund S" :={t € S|t > s}
gilt
1S < 18" < |9+ L.
2. Uberpriife, ob das Polyeder
P,={z| Az < bz >0,c'z > s}
nicht leer ist.

3. Ist Py leer, so setze S := S’, andernfalls setze S := S”.

4. Ist |S] = 1, so gilt fiir s € S: s = max{cx | Az < b, > 0}, und jeder Punkt in P;
ist eine Optimallosung von max c’z, € P. Andernfalls gehe zu A

Die Korrektheit dieses Verfahrens ist offensichtlich. Ist die Bindrsuche auch effizient?
Da in jedem Schritt die Kardinalitét | S| von S (fast) halbiert wird, ist klar, dass hochstens

N := [log,(|S))] (4.13)

Aufspaltungen von S in zwei Teile notwendig sind, um eine einelementige Menge zu
erhalten. Also muss Schritt |2 von D N mal ausgefiihrt werden. Nach 1} gilt

S| < 2n - 22(AFO)$3(e) =27 =2 4 4

)

und daraus folgt, dass Test [2| von (4.12) hochstens

N :=2(A) + (b) + 3(c) — 2n* — 2n + logyn + 2 (4.14)
mal durchgefithrt wurde. Ist Test [2|in einer Zeit ausfiihrbar, die polynomial in (A)+ (b) +
(c) ist, so ist auch die bindre Suche ein polynomialer Algorithmus, da ein polynomialer

Algorithmus fiir (4.12). nur N mal, also nur polynomial oft ausgefiihrt werden muss.

(4.15) Korollar. FEs gibt einen polynomialen Algorithmus zur Losung linearer Program-
me genau dann, wenn es einen Algorithmus gibt, der in polynomialer Zeit entscheidet,
ob ein Polytop P leer ist oder nicht und der, falls P # (), einen Punkt in P findet. A

Damit haben wir das lineare Programmierungsproblem reduziert auf die Frage der
Losbarkeit von Ungleichungssystemen, deren Losungsmenge beschrankt ist.
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4 Die Ellipsoidmethode

4.2 Beschreibung der Ellipsoidmethode

In diesem Abschnitt setzen wir n > 2 voraus. Wir wollen zunéchst einige Eigenschaften
von Ellipsoiden beschreiben. Wir erinnern daran, dass Ellipsoide volldimensionale konve-
xe Korper im R sind, die eine besonders einfache Darstellung haben. Und zwar ist eine
Menge E C R™ ein Ellipsoid (mit Zentrum a) genau dann, wenn es einen Vektor a € R"™
und eine (symmetrische) positiv definite Matrix A gibt, so dass gilt

E=E(Aa)={zcR"|(z—a)T A (2 —a) <1} (4.16)

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass fiir symmetrische Matrizen A € R(™™ die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) A ist positiv definit.

(ii) A1 ist positiv definit.

)
)

(iii) Alle Eigenwerte von A sind positive reelle Zahlen.

(iv) det(Arr) > O fiir alle Mengen I ={1,...,i},i=1,...,n.
)

A = BT B fiir eine regulidre Matrix B € R("™),

(v

Das Ellipsoid E(A,a) ist durch die (ebenfalls positiv definite) Inverse A~! von A defi-
niert. Das erscheint zunéchst seltsam, liegt aber daran, dass sich viele Eigenschaften von
E(A,a) aus algebraischen Eigenschaften von A ableiten lassen. Z. B. ist der Durchmesser
(d.h. die Linge der lingsten Achse) von E(A,a) gleich 2v/A, wobei A der grofte Bigen-
wert von A ist. Die langsten Achsen sind durch die Eigenvektoren, die zu A gehoren,
gegeben. Die Symmetrieachsen von F(A, a) entsprechen ebenfalls den Eigenvektoren von
A. In Abbildung ist das Ellipsoid E(A,0) dargestellt mit

16 0
A= (0 4> |
Die Eigenwerte von A sind A = 16 und A = 4 mit den zugehorigen Eigenvektoren
e1 = (1,0)7 und ey = (0,1)T. Der Durchmesser von E(4,0) ist 2v/A = 8.

Zu jeder positivldeﬁniten Matrix A gibt es eine eindeutig bestimmte positive definite
Matrix, die mit A2 bezeichnet und Wurzel von A genannt wird, mit

A= A7 A2,

Die Einheitskugel S(0,1) € R"™ (um den Nullpunkt mit Radius 1) ist das Ellipsoid
E(I,0). Man rechnet leicht nach, dass gilt:

E(A,a) = A25(0,1) + a.

Damit sei die Aufzéhlung von Eigenschaften von Ellipsoiden beendet.
Wir wollen nun die geometrische Idee, die hinter der Ellipsoidmethode steckt, erlautern.
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4.2 Beschreibung der Ellipsoidmethode

Abbildung 4.1: Ellipsoid mit Symmetrieachsen der Lingen 2v/A = 8 und 2v/A =4

(4.17) Algorithmus (Geometrische Beschreibung der Ellipsoidmethode). Ge-
geben sei ein Polytop P. Wir wollen einen Punkt in P finden oder beweisen, dass P leer
ist.

1. Konstruiere ein Ellipsoid Fy = E(Ay, ap), das P enthilt. Setze k := 0.

2. Ist das gegenwértige Ellipsoid Ej ,zu klein“, so brich ab mit der Antwort ,,P ist
leer”. STOP.

3. Teste ob der Mittelpunkt a; von Ej in P enthalten ist.
4. Gilt ap € P, dann haben wir unser Ziel erreicht, STOP.
5. Gilt ax € P, dann gibt es eine P definierende Ungleichung, sagen wir
e <4,
die von ay, verletzt wird, d.h. ¢Tay > ~. Mit
E, =Eyn{z| 'z <clay}

bezeichnen wir das Halbellipsoid von Ej, das P enthélt. Wir konstruieren nun das
Ellipsoid kleinsten Volumens, das Ej enthélt und nennen es Ej 1.

6. Setze k := k + 1 und gehe zu A

Das Prinzip des Verfahrens ist klar. Man zdunt das Polytop P durch ein Ellipsoid E}
ein. Ist das Zentrum von Ej nicht in P, so sucht man sich ein kleineres Ellipsoid Fjy1,
das P enthélt und fahrt so fort. Die Probleme, die zu kléren sind, sind die folgenden:

e Wie findet man ein Ellipsoid, das P enthalt?

e Wie kann man FEj; aus Ej, konstruieren?
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4 Die Ellipsoidmethode

e Wann kann man abbrechen, d.h. was heiftt ,zu klein“?
e Wieviele Iterationen des Verfahrens sind durchzufiihren?

Die nachfolgenden Sétze beantworten diese Fragen, wobei wir nur einige der Beweise, die
zum Nachweis der Polynomialitét des Verfahrens notwendig sind, angeben wollen.

Unser Anfangsellipsoid soll eine Kugel mit dem Nullpunkt als Zentrum sein. Enthalten
die Restriktionen, die das Polytop P definieren, explizite obere und untere Schranken fiir
die Variablen, sagen wir

ZZS.QJ@SUZ i:1,...,n

So sei

R:= (max{|ug|, |I;|})2. (4.18)

n

=1

Dann gilt trivialerweise P C S(0, R) = E(R?I,0). Andernfalls kann man zeigen

(4.19) Lemma. Sei P ein Polyeder der Form P(A,b), P=(A,b) oder {x € R" | Az <
b, z >0} mit Ae QM beQ™, dann gilt

(a) Alle Ecken von P sind in der Kugel S(0, R) enthalten mit

R .= \/ﬁ22(A)+<b)f2n2'
(b) Ist P ein Polytop, so gilt P C S(0, R) = E(R%I,0). A
Beweis. Nach Satz (4.7) gilt fiir jede Ecke vT = (v1,...,v,) von P

o] < 22AHO=20T G ),

und daraus folgt fir die euklidische Norm von v:

Also ist jede Ecke von P in S(0, R) enthalten. Ist insbesondere P ein Polytop, so folgt
daraus P C S(0, R). O

Damit haben wir durch (4.18) oder (4.19) ein Anfangsellipsoid Ey gefunden, mit dem
wir die Ellipsoidmethode beginnen kénnen. Die Konstruktion von Ej 1 aus E}, geschieht
wie folgt.
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4.2 Beschreibung der Ellipsoidmethode

(4.20) Satz. Sei By, = E(Ax,a;) C R" ein Ellipsoid, ¢ € R"\ {0} und E}, := {x € R" |
'z < clap} N Ey. Setze

1

A, (4.21)

Vel Age

1
= ——d 4.22
Qg1 = ap — 7 d, (4.22)

n? 2
A — Ay — —— T 4.2

k1 =y (A 1 ), (4.23)

dann ist Agy1 positiv definit und Exiq := E(Agy1,ax+1) ist das eindeutig bestimmite
Ellipsoid minimalen Volumens, das E;, enthdlt. A

Beweis. Siche Bland et al.| (1981) oder |Grotschel et al.| (1988). O

Wir wollen kurz den geometrischen Gehalt der Schritte in Satz (4.20) erlautern.

Ist ¢ € R, und wollen wir das Maximum oder Minimum von ¢’ iiber Ej, finden, so
kann man dies explizit wie folgt angeben. Fiir den in (4.21) definierten Vektor d und

Zmax 1= Q) + d, Zmin = a — d
gilt

! 2max = max{c’z | x € By} = T ag, + VT A,
" zmin = min{c 'z | 2 € B} = T ap — /T Aye.

Diese Beziehung kann man leicht — z. B. aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung — ableiten.
Daraus folgt, dass der Mittelpunkt ax41 des neuen Ellipsoids Ey1 auf dem Geradenstiick
zwischen ayp und zpy liegt. Die Lénge dieses Geradenstiicks ist ||d||, und ajy; erreicht
man von ay aus, indem man einen Schritt der Lénge %HHdH in Richtung —d macht. Der
Durchschnitt des Randes des Ellipsoids Ej4+1 mit dem Rand von Ej, wird gebildet durch
den Punkt 2y und Eff := {z | (v — ap)TA Nz —ag) = 1} n{z | Te = clag}. EY ist
der Rand eines ,,(n — 1)-dimensionalen Ellipsoids“ im R™.

In Abbildung [£.2] sind das Ellipsoid Ej, aus Abbildung [£.1] und das Ellipsoid Ej.1,
definiert durch Satz beziiglich des Vektors ¢!’ = (—1, —2) dargestellt. Ej ist grau
eingezeichnet. Als Anfangsdaten haben wir daher: Die verletzte Ungleichung ist —x —
2x9 < —4. Die zugehorige Gerade {x | —x1 — 2z9 = —4} ist ebenfalls gezeichnet.

w= (0) a= (90, = (1),
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Ex
Bkt

Abbildung 4.2: Ellipsoid Ej aus Abbildung und daraus konstruiertes Ellipsoid Ej1

Die Formeln (4.21)), (4.22), (4.23]) ergeben:
—1/4
d=— ,
)
e~ a —ld— L (4) _ (09428
LT3 T g a\2) T \o4T14)

2

n 2 T 4 (32 -8
AkHZnQ—l(Ak_?H—ldd):Q(—S 8)’

Eig1 = E(Agt1, ak11)-

Das Stopkriterium der Ellipsoidmethode beruht auf einem Volumenargument. Nach
Konstruktion ist klar, dass das Volumen von Fjy; (bezeichnet mit vol(Fjy1)) kleiner ist
als das von Ej. Man kann den Volumenschrumpfungsfaktor explizit berechnen. Er hiangt
nur von der Dimension n des Raumes R™ und nicht etwa von Update-Vektor ¢ ab.

(4.24) Lemma.

1
vol(Ej41) _ n \"! n \"1\? < e < 1.
vol(Ey) n+1 n—1 A

Beweis. Siehe (Grotschel et al. (1988]), Lemma (3.1.34). O

Wir sehen also, dass mit den Formeln aus Satz (4.20]) eine Folge von Ellipsoiden kon-
struiert werden kann, so dass jedes Ellipsoid Ej; das Halbellipsoid E; und somit das
Polytop P enthélt und dass die Volumina der Ellipsoide schrumpfen. Die Folge der Volu-
mina konvergiert gegen Null, muss also einmal das Volumen von P, falls P ein positives
Volumen hat, unterschreiten. Daher muss nach endlich vielen Schritten der Mittelpunkt
eines der Ellipsoide in P sein, falls P # (). Wir wollen nun ausrechnen, nach wievielen
Schritten dies der Fall ist.
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4.2 Beschreibung der Ellipsoidmethode
(4.25) Lemma. Seien P = P(A,b) C R", P = {x € R" | Az < b}, und R :=
\/7722<A>+(b> —2n?
(a) Entweder gilt P =0 oder

vol(P N S(0, R)) > 2~ (m+D{(A)+(b)-n)

(b) Ist P wolldimensional (d.h. dim P = n), dann gilt

vol(P N S(0,R)) = vol(P N 5(0,R)) > 0. A

Lemma (4.25)) zusammen mit Lemma (4.19)) sind geometrisch und algorithmisch inter-

essant. Die beiden Hilfssdtze implizieren folgendes.

e Wenn ein Polyeder P nicht leer ist, dann gibt es Elemente des Polyeders, die ,nah*
beim Nullvektor liegen, d.h. in S(0, R) enthalten sind.

e Es reicht aus zu iiberpriifen, ob P N S(0, R) leer ist oder nicht. Daraus kann man
schliefsen, dass P leer ist oder nicht.

e Will man einen Konvergenzbeweis iiber Volumen fiithren, so sollte man strikte statt
normale Ungleichungssysteme betrachten. Denn ein striktes Ungleichungssystem
ist entweder unlosbar oder seine Losungsmenge hat ein positives (relativ grofses)
Volumen.

Damit kénnen wir die Ellipsoidmethode formulieren.

(4.26) Algorithmus (Ellipsoidmethode).

Eingabe: A € Q™™ b e Q™.

Ausgabe: Ein Vektor z € Q" mit Az < b oder die Feststellung, dass {z € R" | Az < b}
leer ist.

1. Initialisierung: Setze

Ao := R?I, mit R=+/n- 92(A)+(b)—2n* (oder R durch andere Vorinformatio-
nen kleiner gewéhlt),

ag := 0,
k:=0,
N :=2n((3n + 1)(A) + (2n + 1)(b) — n?).

(Das Anfangsellipsoid ist Ey := E(Ao, ap).)

2. Abbruchkriterium:
(2.a) Gilt £ = N, dann hat Az < b keine Losung, STOP!
(2.b) Gilt Aay < b, dann ist eine Losung gefunden, STOP!
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4 Die Ellipsoidmethode

(2.c) Andernfalls sei ¢! irgendeine Zeile von A derart, dass der Mittelpunkt a; von
E). die entsprechende Ungleichung verletzt.

3. Update: Setze

(3.a) agy1 :=ap — n%rlmflkc
(3.b) Agy1:= (Ak — nTrlcTA cAkcc AT i) (Eig1 = E(Ag11, ag41) ist das neue

Ellipsoid), 12 k+1.
4. Gehe zu A

(4.27) Satz. Die Ellipsoidmethode arbeitet korrekt. A

Beweis. Gibt es ein k < N, so dass Aay < b, so ist offenbar ein Vektor aus P(A,Db)
gefunden Bricht die Ellipsoidmethode in Schritt |(2.a) E )| ab, so miissen wir zeigen, dass
= {z | Az < b} kein Element besitzt.

Anenommen P # (). Sei P’ der Durchschnitt von P mit Ey. Dann gilt nach Lem-
ma , dass das Volumen von P’ mindestens 2~ (D (4)+{)-n?) betrégt. Ist aj nicht
in P(A,b), 0 <k < N, so wird in eine verletzte Ungleichung gefunden, sagen wir
'z <. Wegen v < ¢!ay, enthilt das Halbellipsoid

B, =E,n{z]|clz <cla}

die Menge P’. Das durch die Formeln (3.b)| konstruierte neue Ellipsoid Fjyq ist
nach Satz (4.20) das volumenméfig kleinste Ellipsoid, das Ej enthélt. Wegen P’ C Ej,
gilt natiirlich P’ C Ej,. Daraus folgt

P CE, 0<EkE<N.

Das Volumen des Anfangsellipsoids Fy kann man wie folgt berechnen:

vol(FEy) = v/det(R2I) - V,, = R"V,,

wobei V,, das Volumen der Einheitskugel im R™ ist. Wir machen nun eine sehr grobe
Abschétzung. Die Einheitskugel ist im Wiirfel W = {x € R" | |z;| < 1,i = 1,...,n}
enthalten. Das Volumen von W ist offensichtlich 2". Daraus folgt

VOI(E[)) < R™O" — 2n(2<A>+<b>—2n2+log\/ﬁ+1) < 2n(2(A)+<b>—n2).

In jedem Schrltt der Ellipsoidmethode schrumpft nach (4.24] - ) das Volumen um mindestens

den Faktor e~ 2. Aus der Abschétzung von vol(Ep) und der in I angegebenen Formel
fiir NV erhalten wir somit

vol(Ey) < e 2 vol(Ey) < 2~ m+D((A)+b)-n?),

Also gilt vol(Ex) < vol(P') und P’ C Ey. Dies ist ein Widerspruch. Hieraus folgt, dass
P’ und somit {x | Az < b} leer sind, wenn die Ellipsoidmethode in |(2.a)| abbricht. O
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Aus ([4.25))(b) folgt nun unmittelbar

(4.28) Korollar. Ist P = P(A,b) C R" ein Polyeder, von dem wir wissen, dass es
entweder volldimensional oder leer ist, dann findet die Ellipsoidmethode entweder einen
Punkt in P oder beweist, dass P leer ist. A

Nun kann man natiirlich einem durch ein Ungleichungssystem gegebenen Polyeder
nicht unmittelbar ansehen, ob es volldimensional ist oder nicht. Ferner kénnen gerade
diejenigen Polyeder, die durch Transformation linearer Programme entstehen (siehe ,
hier gilt immer ¢’z = bTy), nicht volldimensional sein, so dass die Ellipsoidmethode zu
keiner befriedigenden Antwort fithrt. Diesen Defekt kann man jedoch durch die folgende
Beobachtung reparieren.

(4.29) Satz. Seien A € Q™) und b e Q™, dann hat das Ungleichungssystem
Ax <b
genau dann eine Losung, wenn das strikte Ungleichungssystem
Az < b+2720=0)q

eine Losung hat. Ferner kann man aus einer Losung des strikten Ungleichungssystems in
polynomialer Zeit eine Losung von Ax < b konstruieren. A

Damit ist die Beschreibung der Ellipsoidmethode (bis auf die Abschétzung der Rechen-
zeit) vollstdndig. Wollen wir entscheiden, ob ein Polyeder P(A,b) einen Punkt enthélt,
konnen wir die Methode (4.26)) auf das Ungleichungssystem Ax < b anwenden. Finden wir
einen Punkt in P(A,b), dann sind wir fertig. Andernfalls wissen wir, dass P(A,b) nicht
volldimensional ist. In diesem Falle kénnen wir auf Satz (4.29)) zuriickgreifen und starten
die Ellipsoidmethode neu, und zwar z. B. mit dem ganzzahligen Ungleichungssystem

92A+HO) g5 < 92+ 4 1. (4.30)

Entscheidet die Ellipsoidmethode, dass das zu gehorige strikte Ungleichungssystem
keine Losung hat (Abbruch in Schritt[(2.a)), so knnen wir aus folgern, dass P(A,b)
leer ist. Andernfalls findet die Ellipsoidmethode einen Vektor 2, der (4.30) erfiillt. Gilt
x' € P(A,b), haben wir das gewiinschte gefunden, falls nicht, kann man (mit einfachen
Methoden der linearen Algebra) aus 2z’ einen Punkt z € P(A,b) konstruieren, siehe
(T.29).

Zur Losung linearer Programme kann man die in Abschnitt besprochenen Reduk-
tionen benutzen. Entweder man fasst das lineare Programm und das dazu duale
zZu zusammen und sucht wie oben angegeben im nicht volldimensionalen Po-
lyeder einen Punkt, oder man wendet N-mal, siehe , die Ellipsoidmethode
flir niederdimensionale Polyeder des Typs P; aus im Rahmen eines bindren
Suchverfahrens an.

In jedem Falle ist das Gesamtverfahren polynomial, wenn die Ellipsoidmethode
polynomial ist.
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4.3 Laufzeit der Ellipsoidmethode

Wir wollen nun die Laufzeit der Ellipsoidmethode untersuchen und auf einige bisher
verschwiegene Probleme bei der Ausfithrung von (4.26)) aufmerksam machen. Offenbar
ist die maximale Iterationszahl

N =2n((3n 4+ 1){(A) + (2n + 1)(b) — n?)

polynomial in der Kodierungsldnge von A und b. Also ist das Verfahren (4.26) genau
dann polynomial, wenn jede Iteration in polynomialer Zeit ausgefiihrt werden kann.

Bei der Initialisierung [1| besteht kein Problem. Test ist trivial, und die Schrit-
te und fiihren wir dadurch aus, dass wir das Zentrum ay, in die Ungleichungen
einsetzen und tiberpriifen, ob die Ungleichungen erfiillt sind oder nicht. Die Anzahl der
hierzu benétigten elementaren Rechenschritte ist linear in (A) und (b). Sie ist also poly-
nomial, wenn die Kodierungslange des Vektors a4 polynomial ist.

An dieser Stelle beginnen die Schwierigkeiten. In der Update-Formel muss eine
Wurzel berechnet werden. I. A. werden also hier irrationale Zahlen auftreten, die natiirlich
nicht exakt berechnet werden konnen. Die (moglicherweise) irrationale Zahl /T Agc
muss daher zu einer rationalen Zahl gerundet werden. Dadurch wird geometrisch bewirkt,
dass der Mittelpunkt des Ellipsoids Ejyq ein wenig verschoben wird. Mit Sicherheit
enthélt das so verschobene Ellipsoid nicht mehr die Menge Ej. (siche Satz ) und
moglicherweise ist auch P(A,b) nicht mehr in diesem Ellipsoid enthalten. Also bricht
unser gesamter Beweis der Korrektheit des Verfahrens zusammen.

Ferner wird beim Update durch moglicherweise grofse Zahlen geteilt, und es ist
nicht a priori klar, dass die Kodierungslénge der Elemente von A1 bei wiederholter An-
wendung von polynomial in (A) + (b) bleibt. Also miissen auch die Eintrége in Ay 1
gerundet werden. Dies kann zu folgenden Problemen fiithren. Die gerundete Matrix, sagen
wir Ay, ist nicht mehr positiv definit und das Verfahren wird sinnlos. Oder Ay, bleibt
positiv definit, aber durch die Rundung hat sich die Form des zugehorigen Ellipsoids,
sagen wir E} | so geéindert, dass E} , das Polyeder P(A,b) nicht mehr enthilt.

Alle diese Klippen kann man mit einem einfachen Trick umschiffen, dessen Korrekt-
heitsbeweis allerdings recht aufwendig ist. Die geometrische Idee hinter diesem Trick ist
die folgende. Man nehme die bindre Darstellung der Komponenten des in berech-
neten Vektors und der in berechneten Matrix und runde nach p Stellen hinter dem
Bindrkomma. Dadurch &ndert man die Lage des Mittelpunkts und die Form des Ellipso-
ids ein wenig. Nun blést man das Ellipsoid ein bisschen auf, d. h. man multipliziert Ay
mit einem Faktor ¢ > 1 und zwar so, dass die Menge FEj beweisbar in dem aufgebla-
senen Ellipsoid enthalten ist. Durch die Vergroferung des Ellipsoids wird natiirlich die
in bestimmte Schrumpfungsrate verschlechtert, was bedeutet, dass man insgesamt
mehr Iterationen, sagen wir N’, durchfithren muss. Daraus folgt, dass der Rundungs-
parameter p und der Aufblasparameter ¢ aufeinander so abgestimmt sein miissen, dass
alle gerundeten und mit ¢ multiplizierten Matrizen Ay, 1 < k < N’ und alle gerunde-
ten Mittelpunkte ag, 1 < k < N’ polynomial in (A) + (b) berechnet werden kénnen, so
dass alle Ay positiv definit sind, P N S(0, R) in allen Ellipsoiden Ej enthalten ist und
die Tterationszahl N’ ebenfalls polynomial in (A) + (b) ist. Dies kann in der Tat durch
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Anwendung von Abschétzungstechniken aus der Analysis und linearen Algebra realisiert
werden, siehe (Grotschel et al.| (1988)).

Die Ellipsoidmethode (mit Rundungsmodifikation) ist also ein polynomialer Algorith-
mus, der entscheidet, ob ein Polyeder leer ist oder nicht. Mit Hilfe der im Vorhergehenden
beschriebenen Reduktion kann sie dazu benutzt werden, lineare Programme in polyno-
mialer Zeit zu 16sen.

Wie sich der Leser denken kann, gibt es eine ganze Reihe von Varianten der Ellipsoid-
methode, die dazu dienen sollen, schnellere Konvergenz zu erzwingen. Derartige Varianten
sind z. B. in [Bland et al.| (1981), Grotschel et al.| (1988) und [Akgul| (1984) beschrieben.
Aus Platz- und Zeitgriinden kénnen wir hier nicht weiter darauf eingehen.

4.4 Ein Beispiel

Wir wollen hier den Ablauf der Ellipsoidmethode anhand eines Beispiels im R? geome-
trisch veranschaulichen. Wir starten mit dem folgenden Polyeder P(A,b) C R? definiert
durch

—X1 — T2 S -2
3r1 <4
—2x1 + 219 <3

Dieses Polyeder P ist in der Kugel (Kreis) um den Nullpunkt mit Radius 7 enthalten.
Diese Kugel soll unser Anfangsellipsoid Ey = E(Ap,0) sein. Wir fithren mit dieser Initia-
lisierung die Schritte und des Ellipsoidverfahrens durch. Wir rechnen natiirlich
nicht mit der eigentlich erforderlichen Genauigkeit sondern benutzen die vorhandene
Maschinenprézision. In unserem Fall ist das Programm in PASCAL und die Rechnungen
werden in REAL-Arithmetik durchgefiihrt, d.h. wir benutzen eine Mantisse von 3 byte
und einen Exponenten von 1byte zur Zahlendarstellung. Das Verfahren fiihrt insgesamt
7 Iterationen durch und endet mit einem zuldssigen Punkt. In den nachfolgenden Ab-
bildungen bis sind (im Mafstab 1 : 2) jeweils die Ellipsoide Ej und Ejy1 mit
ihren Mittelpunkten a; und ag41, K = 0,...,6 aufgezeichnet. Man sieht also, wie sich
die Form und Lage eines Ellipsoids in einem Iterationsschritt dndert. Das Startellipsoid

ist gegeben durch
49 0
al =(0,0), A= <0 49>.

Neben jeder Abbildung sind das neue Zentrum ag,; und die neue Matrix Ag;q mit
Eixy1 = E(Ag+1,ak+1) angegeben. Jede Abbildung enthilt die Begrenzungsgeraden des
Polytops P, so dass man auf einfache Weise sehen kann, welche Ungleichungen durch den
neuen Mittelpunkt verletzt sind.
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al = (1.6499,1.6499)

A _ [ 43.5555 217777
V= \—21.7777  43.5555

al = (—0.5499,2.7499)

A _ (193580 —9.6790
1=\ —9.6790 48.3951

Abbildung 4.5: Iteration 2
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al = (0.4871,0.6758)

(172071 4.3018
1=\ 4.3018 30.1125

Abbildung 4.6: Iteration 3

al = (1.4458,2.2098)

100

A _ (155894 —6.0299
1=\ 26.0299 21.3510

Abbildung 4.7: Iteration 4
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al = (0.1297,2.7188)

A

A, _ [ 6:9286  —2.6799
1=\ 22,6799 26.3603

Abbildung 4.8: Iteration 5

al = (0.6449,1.1618)

2N

A _ (71148 28443
1= \2.8443 15.7511

Abbildung 4.9: Iteration 6
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)

al = (1.2661,2.3170)

Ay = ( 6.3988 —1.9726>

—1.9726 10.2372

Abbildung 4.10: Iteration 7 (mit zuldssigem Punkt a7)
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5 Innere-Punkte-Verfahren

Die Ellipsoidmethode war ein theoretischer Durchbruch aber kein praktischer Erfolg.
Fiinf Jahre nach Khachiyans Publikation kiindigte sich dann eine weitere Sensation an.
Eine Idee, die bereits in den 1950er und 1960er Jahren untersucht, aber nie zu einem
ernsthaften Konkurrenten des Simplexverfahrens entwickelt wurde, sollte nun sowohl
theoretisch als auch praktisch zur Losung von linearen Optimierungsaufgaben geeignet
sein. Der Vorschlag ist, zunéchst einen Punkt im Inneren des Polyeders zu konstruieren
und dann durch das Innere des Polyeders entlang eines Pfades (den man auf verschie-
dene Weisen definieren kann) auf eine Optimallosung zuzusteuern. Narendra Karmarkar
16ste durch seinen Artikel und seine Vortrdge im Jahr 1984 eine neue Welle von Algo-
rithmenentwicklungen aus, die dann tatséchlich zu Verfahren gefiihrt hat, die in vielen
Fillen, insbesondere bei sehr grofen LPs, schneller als der Simplexalgorithmus arbei-
ten. Die Entstehungsgeschichte der inzwischen Innere-Punkte- oder Barriere-Verfahren
genannten Algorithmen ist sehr spannend und beriihrt auch das Thema ,Patentierbarkeit
von Algorithmen®. Wir verweisen hierzu auf den Artikel Who Invented the Interior-Point
Method?, siehe |Shanno| (2012)).

In diesem Kapitel stellen wir zunédchst ausfiihrlich die Idee des Karmarkar-Algorithmus
dar, danach erldutern wir primale sowie primal-duale Pfadverfolgungsalgorithmen. Nume-
rische Details (die gute Kenntnisse der nichtlinearen Optimierung voraussetzen) kénnen
hier — auch aus Zeitgriinden — nicht dargestellt werden.

5.1 Der Karmarkar-Algorithmus

Im Jahre 1984 hat N. Karmarkar (AT&T Bell Laboratories) einen neuen Algorithmus zur
Losung linearer Programme entwickelt und in Karmarkar| (1984) veroffentlicht. Im Herbst
1984 hat Karmarkar auf Vortrdgen mitgeteilt, dass sein Verfahren nicht nur theoretisch
polynomial ist (wie auch die in Kapitel 4| beschriebene Ellipsoidmethode), sondern in der
Praxis (Implementation bei AT&T Bell Laboratories) erheblich rascher als das Simplex-
verfahren arbeitet. Karmarkar behauptete, dass die Implementation seines Algorithmus
etwa 50-mal schneller ist als MPSX, ein von der Firma IBM angebotenes und auf dem
Simplexalgorithmus basierendes Softwarepaket zur Losung linearer Programme, das zur
damaligen Zeit als eines der besten LP-Pakete galt.

Da bei grofsen Industriefirmen sehr grofie LPs téglich in nicht unerheblicher Zahl gelost
werden, war die Ankiindigung Karmarkars auf sehr groftes Interesse bei Praktikern gesto-
fen. Ja, sein Verfahren hat sogar Aufsehen in der Presse verursacht. Zum Beispiel haben
New York Times, Science, Time, Der Spiegel (falsch — wie bei Artikeln iiber Mathematik
iiblich), Die Zeit, Siiddeutsche Zeitung (sehr ordentlich) tiber Karmarkars Verfahren be-
richtet, wie immer natiirlich unter dem Hauptaspekt, dass dadurch Millionen von Dollars
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5 Innere-Punkte-Verfahren

gespart werden kénnen. Im Nachfolgenden wollen wir die Grundidee des Algorithmus von
Karmarkar darstellen.

Reduktionen

Wie der Simplexalgorithmus und die Ellipsoidmethode, so ist auch der Karmarkar-
Algorithmus auf einen speziellen Problemtyp zugeschneidert und nicht auf allgemeine
lineare Programme anwendbar. Wie iiblich miissen wir daher zunéchst zeigen, dass ein
allgemeines LP so transformiert werden kann, dass es mit Karmarkars Algorithmus gelost
werden kann. Die Grundversion des Karmarkar-Algorithmus (und nur die wollen wir hier
beschreiben) ist ein Verfahren zur Entscheidung, ob ein Polyeder einer recht speziellen
Form einen Punkt enthélt oder nicht. Das Problem, das Karmarkar betrachtet, ist das
folgende.

(5.1) Problem. Cegeben seien eine Matrix A € Q™™ und ein Vektor ¢ € Q". Ent-
scheide, ob das System

Az =0, 1T2=1, z>0, z<0
eine Losung hat, und falls das so ist, finde eine. A

Um den Karmarkar-Algorithmus starten zu konnen, ist die Kenntnis eines zuldssigen
Startvektors im relativ Inneren von {x | Az = 0,172 = 1,2 > 0} notwendig. Wir wollen
sogar noch mehr fordern, und zwar soll gelten

1
T = - 1 erfillt Az =0. (5.2)

Trivialerweise erfiillt # die Bedingungen 172 = 1, > 0. Gilt ¢’z < 0, ist man natiir-
lich fertig. Die eigentliche Aufgabe besteht also darin, aus Z einen Punkt zu konstruieren,
der alle Bedingungen von erfillt.

Wir werden nun, wie bei der Darstellung der Ellipsoidmethode, ein allgemeines LP in
ein (bzw. mehrere) Probleme des Typs umformen.

Wir wissen bereits, dass jedes LP in ein LP in Standardform (siehe ADM I, Definiti-
on (9.1)) transformiert werden kann. Gegeben sei also das folgende Problem

T

max w'zx
Bx=b (5.3)
x>0

mit w € Q", B € QU™ b e Q™. Wie in Abschnitt gezeigt gibt es zwei prinzipielle
Reduktionsmoglichkeiten. Man fasst und das dazu duale Problem wie in (4.4 zu-
sammen, oder man fiihrt die in beschriebene Binarsuche durch. Wir stellen hier
kurz die Reduktion iiber Binarsuche dar. Daraus ergibt sich auch, wie man die Kombi-
nation des primalen mit dem dualen Problem behandeln kann.

104



5.1 Der Karmarkar-Algorithmus

Genau wie in (4.12]) angegeben (und mit den in den davor angegebenen Sdtzen vorge-
legten Begriindungen) fithren wir eine binédre Suche durch iiber der Menge

s::{PGEQ‘@‘Sn.gBHmew—#—qlSqf;ym+wywtn}
q
der moglichen optimalen Zielfunktionswerte (falls ([5.3]) eine endliche Optimallésung hat).
Zur Bestimmung einer optimalen Losung von (5.3)) sind nach (4.14) hochstens
N :=2(B) + (b) + 3(w) — 2n* — 2n + logy n + 2
Aufrufe eines Algorithmus nétig, der fiir ein s € S entscheidet, ob

wlx <s
Bx =b (5.4)

x>0
eine Losung hat. Genau dann, wenn wir zeigen kdnnen, dass in polynomialer Zeit
gelost werden kann, haben wir also ein polynomiales Verfahren zur Lésung von . Wir
wissen aus Satz , dass wir alle Variablen durch 22(B)+()=2n" heschriinken kénnen.

Fiihren wir fiir die Ungleichung in ({5.4]) eine Schlupfvariable x,, 1 ein, so gilt 0 < xy, 41 <
max § = n - 2B)FO+2w)=n*—n_Setzen wir also

M = n(22<B>+<b>—2"2 + 2(B>+<b>+2<w>—n2—n)

Y

so ist (5.4) genau dann l6sbar, wenn
x
wl 1 . (s
B 0 : \b

z; >0, 1=1,...,n4+1

16sbar ist. Fiihren wir eine weitere Schlupfvariable z,,,2 ein (d.h. es gilt nun z € R"+?)
und skalieren wir die Variablen um, so ist (5.5)) genau dann lésbar, wenn

Oy wl 1 0 _i s .
= A\B oo T\ T
172 =1

2;>0, i=1,...,n+2

€o

16sbar ist. Von der i-ten Zeile der Matrix C' (i = 0,...,m) ziehen wir nun das ¢;-fache
der letzten Gleichung 172 = 1 ab. Dadurch machen wir die ersten m + 1 Gleichungen
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5 Innere-Punkte-Verfahren

homogen und erreichen, dass aus dem Ungleichungs- und Gleichungssystem (5.6|) ein
dquivalentes System der folgenden Form wird:

Dx =0
170 =1 (5.7)
x>0

Um die Voraussetzung (5.2]) herzustellen, fiilhren wir eine weitere Schlupfvariable x, 3
wie folgt ein. Wir betrachten

Dz — Dlzpy3 =0
1Te+2,53=1 (5.8)
z; >0, 21=1,...,n4+3.
Offenbar hat (5.7) genau dann eine Losung, wenn (5.8)) eine Losung mit x,+3 = 0 hat.

Setzen wir
A:=(D,—D1) e QU+t .= (0,...,0,1)T e Q"3

und betrachten wir = als Vektor im R"*3, so hat also (5.7) genau dann eine Losung,
wenn
Ar =0, 1Tz=1, z>0 c'z<0 (5.9)

eine Losung hat. Ferner erfiillt nach Konstruktion der Vektor

1 1
=T . __ n+3
= e, €
. <n+3 n+3) Q

beziiglich des Systems ([5.9)) die Forderung (/5.2]).
Folglich kann jedes lineare Program durch polynomial viele Aufrufe eines Algorithmus

zur Losung von (j5.1) (mit Zusatzvoraussetzung ([5.2))) gelost werden.

Die Grundversion des Karmarkar-Algorithmus

Wir wollen nun das Karmarkar-Verfahren zur Losung von (5.1) unter der Zusatzvor-
aussetzung beschreiben. Wie wir am Ende des letzten Abschnittes gesehen haben,
konnen wir jedes LP in eine Folge von Problemen der Form transformieren, und
wir kénnen sogar das Zentrum des Simplex {x € R" | 172 = 1,z > 0} als Startpunkt
wahlen. Im weiteren betrachten wir also das folgende

(5.10) Problem. Gegeben seien eine Matrix A € Q™™ und ein Vektor ¢ € Q". Es
seien

E:={zcR" |17z =1} (Hyperebene)
Y:=ENRY (Simplex)
Q:={reR"| Az =0} (linearer Raum).
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5.1 Der Karmarkar-Algorithmus

Ferner wird vorausgesetzt, dass der Vektor = := %]1 in 3 N Q enthalten ist. Gesucht ist
ein Vektor x € Q" mit
reP:=xnQ, z<o. A

Problem (5.10) kann sicherlich dadurch gelost werden, daf eine Optimallosung des
folgenden Programms bestimmt wird.

min ¢’z
Ax =0 min ¢’ x
T bzw. (5.11)
1'z=1 re QNENRY
x>0

Offenbar ist der optimale Zielfunktionswert von genau dann grofer als Null, wenn
keine Losung hat. Unser Ziel wird nun sein statt zu 16sen, wobei wir
voraussetzen, dass %]l fiir zuléssig ist.

Es erscheint natiirlich reichlich umsténdlich, ein lineares Programm, sagen wir der
Form , durch Binérsuche auf eine Folge von Zuléssigkeitsproblemen ((5.10) zu re-
duzieren, die dann wieder durch spezielle lineare Programme der Form ([5.11)) gel6st
werden. Diesen Umweg kann man durch die sogenannte ,Sliding Objective Function
Technique* begradigen. Die dabei notwendigen zusitzlichen Uberlegungen tragen jedoch
nicht zu einem besseren Verstandnis der Grundversion des Verfahrens bei, um die es hier
geht. Ziel dieses Kapitels ist nicht die Darstellung einer besonders effizienten Version des
Karmarkar-Algorithmus sondern dessen prinzipielle Idee.

Geometrische Beschreibung eines Iterationsschrittes

Zur Losung von hat Karmarkar ein Verfahren entworfen, das wie fast alle Optimie-
rungsverfahren (insbesondere die Methoden der nichtlinearen Optimierung) auf der fol-
genden simplen Idee beruht. Angenommen man befinde sich an einem zulédssigen Punkt,
sagen wir 2¥, dann sucht man eine Richtung (also einen Vektor d € R™), beziiglich der
die Zielfunktion verbessert werden kann. Darauthin bestimmt man eine Schrittlinge p,
so dass man von z* zum nichsten Punkt 2**! := 2% 4 pd gelangt. Der niichste Punkt
xF*+1 soll natiirlich auch zuldssig sein und einen ,wesentlich besseren Zielfunktionswert
haben.

Die Essenz eines jeden solchen Verfahrens steckt natiirlich in der Wahl der Richtung
und der Schrittlange. Bei derartigen Verfahren tritt haufig die folgende Situation ein.
Man ist in der Lage, eine sehr gute Richtung zu bestimmen (d. h. die Zielfunktion wird in
Richtung d stark verbessert), aber man kann in Richtung d nur einen sehr kleinen Schritt
ausfiihren, wenn man die zuldssige Menge nicht verlassen will. Trotz guter Richtung
kommt man also im Bezug auf eine tatséchliche Verbesserung kaum vorwérts und erhalt
u. U. global schlechtes Konvergenzverhalten. Man muss sich also bemiihen, einen guten
Kompromiss zwischen ,Qualitdt der Richtung* und ,mdgliche Schrittlinge zu finden, um
insgesamt gute Fortschritte zu machen.
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5 Innere-Punkte-Verfahren

Ist man — wie im vorliegenden Fall — im relativen Inneren der Menge P, aber nah am
Rand und geht man z.B. in Richtung des Normalenvektors der Zielfunktion, so kann
man sehr schnell an den Rand von P gelangen, ohne wirklich weiter gekommen zu sein,
siehe Abbildung Karmarkars Idee zur Losung bzw. Umgehung dieser Schwierigkeit

Zielfunktion

Abbildung 5.1: Gute Richtung, geringer Fortschritt (links), schlechtere Richtung, aber
grofer Fortschritt (rechts)

ist die folgende. Er fiihrt eine projektive Transformation aus, die den Simplex ¥ auf
sich selbst, den affinen Teilraum € auf einen anderen affinen Teilraum €’ abbildet und
den relativ inneren Punkt z* auf das Zentrum %]1 von Y wirft. P wird dabei auf ein
neues Polyeder Py abgebildet. Offenbar kann man von %]l aus recht grofie Schritte in alle
zuléssigen Richtungen machen, ohne sofort den zuléssigen Bereich Py zu verlassen. Man
bestimmt so durch Festlegung einer Richtung und einer Schrittlinge von %]1 ausgehend
einen Punkt y**! € P, und transformiert diesen zuriick, um den niichsten (zulissigen)
Iterationspunkt z*t! € P zu erhalten.

Zur Bestimmung der Richtung macht Karmarkar folgende Uberlegung. Ideal wire es
natiirlich, direkt das Optimum des transformierten Problems zu bestimmen. Aber die
lineare Zielfunktion des urspriinglichen Problems wird durch die projektive Transforma-
tion in eine nichtlineare Abbildung tibergefiihrt, so dass dies nicht so einfach zu bewerk-
stelligen ist. Dennoch kann man diese transformierte Zielfunktion auf natiirliche Weise
linearisieren. Mit ¢’z sei die neue (linearisierte) Zielfunktion bezeichnet. Man hat nun
ein neues Problem: Es soll eine lineare Zielfunktion iber dem Durchschnitt eines Simplex
mit einem affinen Raum optimiert werden, wir erhalten

min ¢’

, (5.12)
zeQNENRY

Dieses Problem ist offenbar wiederum vom Typ unseres Ausgangsproblems . Aber
diese neue Aufgabe ist ja nur ein Hilfsproblem! Méglicherweise ist daher eine gute Appro-
ximation der Optimallésung von ausreichend fiir das, was wir bezwecken. Durch
die Losung einer Vereinfachung dieses Problems kénnten u. U. ein Richtungsvek-

tor und eine Schrittlinge gefunden werden, die von hinreichend guter Qualitét beziiglich
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5.1 Der Karmarkar-Algorithmus

globaler Konvergenz des Verfahrens sind. Die Vereinfachung, die wir betrachten wollen,
geschieht dadurch, dass die bei der Durchschnittsbildung beteiligte Menge Rl durch die
grofste Kugel, sagen wir K, mit Zentrum %]1, die im Simplex ¥ enthalten ist, ersetzt
wird. Statt wird also die Aufgabe

min ¢’ x

, (5.13)
reQNENK

betrachtet. Man optimiere eine lineare Zielfunktion tiber dem Durchschnitt einer Kugel
K mit einem affinen Raum €’ N E. Dieses Problem ist ohne Einschaltung eines Algorith-
mus durch eine explizite Formel l6sbar. Durch die Optimallésung von ([5.13)) werden die
gesuchte Richtung und die Schrittlange explizit geliefert.

Eine Modifikation ist jedoch noch nétig. Das Optimum tiber Q’NENK ist i. A. irrational
und muss gerundet werden. Dadurch ist es moglich, dass y**! nicht mehr im relativen
Inneren von Py, bzw. der nichste (gerundete) Iterationspunkt z*+! nicht mehr im relativ
Inneren von P liegt. Statt K wahlt man daher eine kleinere Kugel K’ mit dem gleichen
Zentrum, so dass auch nach Rundung und Riicktransformation garantiert ist, dass der
néachste Iterationspunkt ein relativ innerer Punkt ist.

Analytische Beschreibung eines Iterationsschrittes

Die oben gegebene anschauliche Darstellung wollen wir nun explizit vorfithren. Wir star-
ten also mit Problem (5.11)). Wir setzen (wie beim Simplexverfahren) voraus, dass A

vollen Zeilenrang hat. AuRerdem kennen wir mit z* einen relativ inneren Punkt von P.

Ist D = diag(2*) die (n,n)-Diagonalmatrix, die die Komponenten z¥, ..., 2% von 2% auf
der Hauptdiagonalen enthélt, so ist durch
. 1 -1

eine projektive Transformation definiert. (7j(x) ist natiirlich nur dann endlich, wenn
r¢ H={yeR"| 17Dy = 0} gilt. Wir werden beim Rechnen mit 7T} diese Ein-
schrankung nicht weiter erwdhnen und gehen davon aus, dass klar ist, wie die Formeln,
die T} enthalten, zu interpretieren sind.) Die projektive Transformation T} hat, wie leicht
zu sehen ist, folgende Eingeschaften:

(5.15) Satz (Eigenschaften von T}).

(a) >0 = Ti(x) >0.

(b) 1Tz =1 = 11T} (z) = 1.

(c) T, (y) = 1T71Dy Dy fiir alle y € X.

(d) Te(X) =%.

() Py :=Tp(P)=Tr(XNQ) =XNQ, wobei U, ={y € R" | ADy = 0}.
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5 Innere-Punkte-Verfahren

(f) Tk((]}k) = ﬁ D 1gk = %]1 € P. A

Die Transformation T} ist also eine bijektive Abbildung P — P, und ¥ — %, die
den Punkt z* in das Zentrum %]l von Y abbildet. Aus 1) folgt

min ¢!z = minc¢fz = min cTTk_l(y) = min 17Dy ' Dy (5.16)
fﬂxzo xreP y € P, =T,(P) ADy =0
1'z=1 ]lTy 1

r=0 y=0

Das letzte Programm in ([5.16)) ist das in der geometrisch-anschaulichen Erlduterung wei-
ter oben genannte Programm mit nichtlinearer Zielfunktion ﬁ Dy. Wir linearisieren
diese durch Weglassen des Nenners wie folgt:

¢ =c'D (5.17)

und erhalten das lineare (Hilfs)-Programm

min ETy
ADy =0
. (5.18)
1'y=1
y=>0

Wir vereinfachen dadurch, dass wir die Nichtnegativitatsbedingung in durch
die Bedingung ersetzen, dass y in einer Kugel um %1 liegt. Die grofste Kugel mit diesem
Zentrum, die man dem Simplex ¥ einbeschreiben kann, hat den Radius 1/y/n(n—1). Wie
bereits erwihnt, miissen wir aus technischen Griinden eine kleinere Kugel wahlen. Es wird
sich zeigen, dass man mit der Halfte dieses optimalen Radius auskommt. Wir betrachten
also das Programm

min ¢’y
ADy =0
17y =1 (5.19)

1 1
<z —
=41l < ot

Das Minimum von (5.19)) kann explizit bestimmt werden.

(5.20) Lemma. Die Optimallosung von (5.19) ist der Vektor

o 1y 1 1 (I — DAT(AD?AT)"'AD — 1117)De
n 2 \/n(n—1) |(I - DAT(AD?AT)~'AD — 1117) De||’ A
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5.1 Der Karmarkar-Algorithmus

Beweis. Zunéchst projizieren wir ¢ orthogonal auf den linearen Raum L := {x € R" |
ADz = 0,172 = 0}. Setzen wir
AD
5= ()

so ist die Projektion von ¢ auf L gegeben durch
¢=({-BT(BB") BT,

denn offenbar gilt B¢ = 0, (¢ — ¢)T¢ = 0. Beachten wir, dass AD1 = Az* = 0 gilt, so
folgt durch einfaches Ausrechnen

BET — (AD2AT AD]1> _ <AD2AT 0)

(AD1)T 171 0 n
2 AT\—-1

BT(BBT)'B = DAT(AD?AT)"'AD + l11]1T,
n

und somit

_ 1
¢=(I—-DAT(AD?*AT)'AD — —117)z
n

Fiir y € L gilt nach Konstruktion ¢’y = ETy und somit ist das Minimum von (5.19))
gleich dem Minimum der Funktion ETy unter den Nebenbedingungen von (5.19)). Auf-

grund unserer Konstruktion ist dieses Minimum gleich dem Minimum von

. :T
min ¢ y
1

gt
Hy n]IH < 2 n(n_1)7

also dem Minimum einer linearen Zielfunktion iiber einer Kugel. Offenbar wird das Mini-
mum hier durch den Vektor angenommen, den man durch einen Schritt vom Mittelpunkt
%]l aus in Richtung —¢ mit der Linge des Kugelradius erhilt, also durch

1 1

n(n —1) el

k+1 __
Y =

ol

11—

N | =

1
n
Hieraus folgt die Behauptung. O

Damit haben wir ein Minimum von (5.19) analytisch bestimmten kénnen und unser
vereinfachtes Hilfsproblem gelost. Den néchsten Iterationspunkt erhdlt man durch An-
wendung der inversen projektiven Transformation T}~ L auf den in bestimmten
Vektor y#+1: .

v 1T Dyk+1

L kal(yk—kl) — Dyk+1. (521)
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5 Innere-Punkte-Verfahren

Dem Hilfsprogramm ({5.19) kann man tibrigens noch eine andere geometrische Inter-
pretation geben. Setzen wir

z:=Dy, bzw. y:=D71z

so kann man (5.19)) wie folgt schreiben
T

min ¢ z
Az =0
1"D1z =1 (5.22)
1 2 1, .k

Denn wegen (5.17) gilt ¢y = ¢’z und aus D~ '2* = 1 folgt:

— HD_lz — %D_lmkH

1 1
A

-1 1k
= HD (z = )H<f

1 1
2 /n(n-1)
1

< -
~4dn(n—1)
= (z-— %xk)(éln(n —1)D%(z — %xk) <1

zEE( L__p? lxk)

Gehen wir vom Ursprungsproblem (5.11f) aus, so bedeutet dies also, dass wir in unserem
Hilfsprogramm die Originalzielfunktion ¢ und den linearen Raum ) unveréndert lassen.
Wir ersetzen die Hyperebene E durch Ej, = {z | 17D71z = 1} und die Nichtnegativi-
tatsbedingung x € R’} durch das Ellipsoid E (mDQ, %azk) und optimieren hieriiber.
Aus einer Optimallésung, sagen wir 21, von (5.22)) erhalten wir eine Optimallosung

von (j5.19)) durch

ly—11) <2 ——
2 Jaln 1)

yk}-‘rl — D_12k+1.

Wie im Beweis von ([5.20)) kann man zeigen, dass (5.22)) durch eine direkte Formel gelost
werden kann (das folgt natiirlich auch aus (5.20) durch die obige Gleichung), und zwar
gilt:

1, 1 1 D(I — DAT(AD?AT)"'AD — 1117)Dc

—z" — = .
n 2 /n(n—1) (I = DAT(AD?AT)=1AD — 1117) Dc|

Hieraus ergibt sich iiber (5.21)) eine neue (einfache) Formel zur Berechnung des néchsten
Iterationspunktes.

SRl (5.23)

1 1
E+1 . k+1 k+1
= WD@; = [T e (5.24)

Damit haben wir die wesentlichen Bestandteile eines Iterationsschrittes des Karmarkar-
Algorithmus beschrieben und kénnen ihn zusammenfassend darstellen, wobei noch das
Abbruchkriterium zu begriinden ist.

X
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5.1 Der Karmarkar-Algorithmus

(5.25) Algorithmus (Karmarkar-Algorithmus).

Eingabe: A € Q™™ und ¢ € Q". Zusétzlich wird vorausgesetzt, dass %A]l = 0 und
'l > 0 gilt.

Ausgabe: Ein Vektor z mit Az =0, 172 =1, z > 0 und ¢’z < 0 oder die Feststellung,
dass kein derartiger Vektor existiert.

1. Initialisierung. Setze

2. Abbruchkriterium.
(2.a) Gilt k = N, dann hat Az =0, 172 =1, 2 > 0, ¢’z < 0 keine Lésung, STOP!

(2.b) Gilt ¢'z¥ < 2= (A=) dann ist eine Losung gefunden. Falls ¢’ 2% < 0, dann ist

z* eine Losung, andernfalls kann wie bei der Ellipsoidmethode (Satz (4.29)))

aus z” ein Vektor 7 konstruiert werden mit ¢’z <0 Az =0,17z2=1,7 > 0,
STOP!
3. Update.
(3.a) D := diag(a¥)
(3.b) ¢:= (I — DAT(AD?*AT)'AD — 1117) Dc (siehe Beweis von (5.20))

oll

k+1._ 14 _ 1 1 1
(3C) Y T ”]l 2 n(n—1) [l
(3.d) S WDka
(3e) k:=k+1
4. Gehe zu 2 A

Die Geschwindigkeit des Algorithmus héngt natiirlich nur von der Implementierung
des Schrittes [3| ab. Wir haben hier die aus Lemma gewonnene Formel fiir
den néchsten Iterationspunkt z¥+! gewihlt. Man kann 2% natiirlich auch iiber (5.23),
bestimmen. Wesentlich ist, dass man eine Update-Formel findet, in der moglichst
wenig arithmetische Operationen auftreten.

Es ist offensichtlich, dass die Hauptarbeit von |3[ im Schritt liegt. Fiihrt man
ihn kanonisch aus, so werden O(n?®) Rechenschritte benétigt. Man beachte, dass sich in
jedem Schritt nur die Diagonalmatrix D &ndert. Diese Tatsache kann man, wie Karmarkar
gezeigt hat, ausnutzen, umin O(n?%) Rechenschritten zu erledigen. Die Laufzeit betriigt
dann insgesamt O(n?®((A) + (c))).

Wie bei der Ellipsoidmethode kénnen bei der Ausfithrung des Karmarkar-Algorithmus
irrationale Zahlen (durch Wurzelziehen in auftreten. Wir sind also gezwungen, alle
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5 Innere-Punkte-Verfahren

Rechnungen approximativ auszufiihren. Die dadurch auftretenden Rundungsfehler akku-
mulieren sich natiirlich. Wir miissen also unsere Rundungsvorschriften so einrichten, dass
beim Abbruch des Verfahrens eine korrekte Schlussfolgerung gezogen werden kann. Auch
das kann man wie bei der Ellipsoidmethode erledigen. Dies sind (auf Abschétzungstechni-
ken der linearen Algebra und Analysis beruhende) Tricks, mit deren Hilfe Verfahren
in einen polynomialen Algorithmus abgewandelt werden kann. Da insgesamt hdchstens
N Tterationen durchgefiihrt werden, folgt

(5.26) Satz. Die Laufzeit des (geeignet modifizierten) Karmarkar-Algorithmus
zur Losung von Problemen des Typs ist O(n32((A) + (c))?). A

Wir wollen im Weiteren die Rundungsfehler vernachléssigen und annehmen, dass wir
in perfekter Arithmetik arbeiten. Es bleibt noch zu zeigen, dass Algorithmus mit
einem korrekten Ergebnis endet.

Zunichst iiberlegen wir uns, dass alle Punkte z* im relativ Inneren von QN E N R"
enthalten sind.

(5.27) Lemma. Fir alle k € {0,1,...,N} gilt Az* =0, 2 >0, 172F =1, A

Beweis. Durch Induktion iiber k! Fiir £ = 0 gilt die Behauptung nach Voraussetzung.
Fiir k+1 ist ¢ die Projektion von c auf {z | ADz = 0,17z = 0}, siehe Beweis von (5.20)).
Daraus folgt ADE = 0, 17¢ = 0. Mithin ergibt sich
1 1 1 1 _
(]lTDyk—l-l)Axk—l-l — ADy* = AD (7]1 L 4L ?E>
no 2 y/n(n—1) |c
1
= 4D (-1) = 4sb =0,
n

Daraus folgt Az*+1 =0,
Um 2z > 0 zu zeigen, stellen wir zunéchst fest, dass

1 1 1
K::{ ——1 gfi}gﬂ{”.
Y | ”y n H 2 \/m +

Denn gibt es ein ¥ € K mit einer nichtpositiven Komponente, sagen wir y; < 0, so gilt
n
1\2 1 1\2 1 1 —3n+14
; (y’ n) ~4dn(n—1) (yl n) “dn(n—1) n?  4n2(n-—1) ’
ein Widerspruch. Daraus folgt y**! > 0, und (5.21)) ergibt direkt 2*+1 > 0.
Aus (5.21)) folgt ebenfalls sofort, dass 172*+1 =1 gilt. O

Entscheidend fiir die Abschéitzung der Anzahl der Iterationsschritte ist die folgende
Beobachtung.

(5.28) Lemma. Gibt es ein z > 0 mit Ar = 0, 172 = 1 und 'z < 0, dann gilt fir
alle k:
(CTxk—&-l)n - 9 (ch,k)n

|| SRR J R A
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5.1 Der Karmarkar-Algorithmus

Wir wollen uns nun iiberlegen, wieviele Iterationen im Verfahren ([5.25)) hochstens
durchgefiihrt werden miissen. Der erste Iterationspunkt ist der Vektor

1
20 = =1.
n

Daraus folgt mit einer groben Abschitzung aus @
a0 < L3 ) < Ly gl o Lywn
i i "
Aus Lemma ergibt sich (unter den dort gemachten Voraussetzungen)
(CTxk)” - <2>k (CTajO)n
[Tiozf = \e) ILZia?
und somit wegen [} ; 2% <1 und []1 29 = ()™

1

k
T, .k 2\~ Hxic n (e)—n 2\ (e)—n
— < . .
cz’ < <e 120 n2 B 2 (5.29)

In jedem Schritt schrumpft also der Zielfunktionswert um den nur von der Dimension n
abhangigen Faktor ’\L/% . Setzen wir

AR

N :=3n((A4) + 2n(c) — n) (5.30)
dann gilt:

(5.31) Satz. FEs gibt ein x > 0 mit Az = 0, 172 =1, "z < 0 genau dann, wenn es
ein k € {0,...,N} gibt mit
Tk < 2= (A=), A

Beweis. ,—: Angenommen, es gibt ein z € P = ¥ N Q mit ¢’z < 0, dann sind die

Voraussetzungen von Lemma ((5.28)) erfiillt und folglich gilt mit ([5.29)) und (5.30)

N
TN < (2> " g@-n < 9-(A)—(e),

(&

wobei wir die Tatsache ausgenutzt haben, dass 3 > @ gilt.
L, Angenommen c’zF < 270~ gilt fiir ein k € {0,...,N}. Da P # {) ein
Polytop ist, wird min{c’xz | € P} in einer Ecke von P angenommen. Nach Satz (4.11))

ist der Optimalwert dieses Programms eine rationale Zahl % mit
1<gqc< o(A)+{M)+(e)—n?—n - o{A)+{c)

Aus 2 < ek < 249 folgt dann <o -
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5 Innere-Punkte-Verfahren

5.2 Primaler Pfadverfolgungsalgorithmus

Wir skizzieren nun ein Beispiel einer Klasse von Innere-Punkte-Methoden, die primale
Pfadverfolgungsalgorithmen genannt werden. Wir folgen dabei der Darstellung dieses
Themas in Kapitel 9 von Bertsimas und Tsitsiklis| (1997). Weitere Literatur hierzu findet
sich in [Roos et al. (2006]) und Wright| (1997).

Die Idee der Algorithmen ist die Folgende. Wir gehen aus von einem LP in Standard-
form und seinem dualen Programm @ mit zusétzlich eingefiihrten Schlupfvariablen
s in der folgenden Form:

min ¢’z max u’lb
x>0 s>0

Wir starten mit einem fiir zuliissigen Punkt z°, dessen Komponenten strikt positiv
sind. Dieser Punkt 20 € P := {z € R" | Az = b,z > 0} ist ein innerer Punkt im Sinne
dieser Vorlesung, d. h. ein innerer Punkt in der Relativtopologie des Zuléssigkeitsbereichs.
Wir versuchen nun eine Folge von Punkten (2%);>1 zu generieren, die alle in p liegen, die
Abstand vom Rand des Polyeders halten und gegen einen Optimalwert konvergieren. Bei
unserem speziellen Polyedertyp sind alle Randpunkte in mindestens einer der Mengen
{z € R" | z; = 0}, i = 1,...,n enthalten. Die gewiinschte Abstandswahrung vom
Rand versuchen wir dadurch zu erreichen, dass eine Annédherung an den Rand in einer
Komponente a:f bestraft wird. Eine Funktion, die so etwas leistet, ist der Logarithmus.
Fir g > 0 definieren wir die Barriere-Funktion

n
T .
c'x—pd logx; firz>0,
Bu(z) = = (5.32)

00 falls x; <O flireinj=1,...,n.

Das Barriere-Problem lautet dann:

min By, (z)

5.33
Ax =0 ( )

Diese Definition impliziert, dass alle Punkte, die Ax = b erfiillen, aber nicht in p liegen,
einen unendlichen Zielfunktionswert haben. Falls es also Optimallésungen von (5.33)
mit endlichem Wert gibt, so sind diese zuléssig fiir . Durch wiederholte Losung von
bei Verdnderung des Barriere-Parameters p wird versucht, eine Annéherung an
eine Optimallésung von (]ED zu erreichen.

Die Barriere-Funktion ist strikt konvex. Dies impliziert, dass eine Optimallsung
mit endlichem Wert, falls eine solche existiert, eindeutig ist. Wir treffen die Annahme,
dass alle Barriere-Probleme fiir © > 0 eine Optimallésung z(u) haben, die somit eindeutig
ist. Mit ,Standardtricks” kann man erreichen, dass diese Annahme beim Beginn des
Verfahrens erfiillt ist. Beim Simplex-Verfahren haben wir derartige Methoden ausfiihrlich
diskutiert, hier verzichten wir darauf.
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5.2 Primaler Pfadverfolgungsalgorithmus

(5.34) Definition. Fir alle u > 0 seien Barriere-Probleme (5.33|) gegeben, deren Opti-

mallosungen jeweils mit x(u) bezeichnet seien. Der zentrale Pfad ist die Menge {x(u) |

> 0} und der (wohldefinierte) Punkt lim x(u) heifft analytisches Zentrum. A
U—>00

Das analytische Zentrum ist ein Punkt, der — im Sinne der logarithmischen Bestrafungs-
funktion — so weit wie moglich von allen Réandern des zuléssigen Bereichs entfernt ist,
siehe Abbildung lin}) x(u) ist die Optimallésung unseres originalen LPs.

=

zentraler Pfad

P
.
.

Abbildung 5.2: Zentraler Pfad

(5.35) Beispiel.
(a) Betrachte das Minimierungsproblem

min x
x>0

Die Barriere-Funktion lautet: B, (z) = = — plogz, (x > 0). Zum Auffinden des
Minimums leiten wir ab:

d p
Die Optimallosung zum Barriere-Problem lautet also z(u) = p, d.h.

li = 0.
Ty x(p) =0

(b) Betrachte das Minimierungsproblem

min xo
x1+xo+a3=1
x1,r2,23 > 0

Das Barriere-Problem lautet:

min xg — plogxr; — plogxs — plog s
T1+x0+23=1
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5 Innere-Punkte-Verfahren

Einsetzen der Gleichheitsbedingung in die Zielfunktion fiihrt zu folgendem zentralem

Pfad:
1—-3u+ 9?2 +2u+1
z(p) = = | 2+ 6p—24/9u2 +2u+1
1=3p++9pu?+2u+1

mit
1/2 1/3

lim z(p) = 1| 0 |, lim z(p) = (1/3/,

: 1/2 g 1/3

siehe Abbildung An diesem Beispiel sieht man, dass bei diesem Ansatz eine

z3

I

Abbildung 5.3: Beispiel (5.35))(b)

Optimallésung angestrebt wird, die ,in der Mitte* der optimalen Seitenfliche liegt.

A

Zum Dualproblem @ kann man analog ein zugehoriges duales Barriere-Problem de-
finieren:

n
T
max u b—I—,uZlogsj
= (5.36)
WTAL T =T
Wendet man den Kuhn-Tucker-Satz aus der nichtlinearen Optimierung (dieser ist eine

Verallgemeinerung des Dualitéitssatzes der linearen Optimierung) auf die nichtlinearen
Programme (5.33) und (5.36) an, so ergibt sich:
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5.2 Primaler Pfadverfolgungsalgorithmus

(5.37) Satz (Kuhn-Tucker). z* € R", u* € R™ und s* € R" sind optimal beziiglich
(5.33) und (5.36) genau dann, wenn die folgenden Bedingungen (auch genannt Karush-
Kuhn-Tucker-Bedingungen ) gelten:

Az* =b
¥ >0
ATy* + 5 =c
>0

T8y = p Vi=1,...,n JAN

Beweis. Siehe Bertsimas und Tsitsiklis| (1997), S. 421. O

Wir nehmen nun an, dass = € P gilt. Die logarithmische, und damit schwer zu behan-
delnde primale Barriere-Funktion ersetzen wir fiir x > 0 durch die Approximation durch
die ersten Glieder ihrer Taylorreihe.

< 1 0
i=1 " ° ij=1_""

_ Sl AYIIE S oy
= Bu(z) + ; (cZ xi)dz + 5 ; x?d’
1
= Bu(a) + (" — p1 "X ) - dt L pd” (X)d
mit
X1 dl
X = diag(x) = , d=
Tp dn,

Anstatt die Barriere-Funktion direkt zu minimieren, suchen wir eine Richtung d, die
diese (abgebrochene) Taylorentwicklung von B, (x + d) minimiert, so dass x + d wieder
die Nebenbedingung A(x 4+ d) = b, und das heifst Ad = 0, erfiillt:

1
min (¢! —p1TXY) . d+ §udT(X2)_1d

(5.38)
Ad=0
Das Problem ([5.38]) wird nun mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren gelost. Wir de-
finieren eine Lagrange-Funktion mit Lagrange-Multiplikatoren AT = (A1,..., \,,) wie
folgt:

1
L(d,A) = (7 —p1T X - d+ 5udT(XQ)—ld — AT Ad.
Eine Losung finden wir dadurch, dass wir die folgenden Gleichungen l6sen:

) )
S L(d,A)=0 Vi=1,... —L(d,A)=0 Yj=1,...,m.
adz (7 ) 7 Y 7n7 8A] (7 ) .7 ) 7m
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Es gilt:
0 9
ody oM
D | L(d,A) = ¢ — pX M 4 p(X?) 71 — ATA, | L(d,A) = Ad,
o) o)
Wn 8>\'m

was auf das folgende lineare Gleichungssystem fiihrt:

p(XH™t AT\ (d\  [(pX 1 -c
A 0 A) 0 '
Die Losung dieses Gleichungssystems kann man explizit angeben:

(T X2 AT Ax2 AT Ly,
d(u) = (I — X2AT(Ax2AT) A)(X]l X )

A(p) = (AX?AT) A (X2c - pX1).

Hat man eine zuléssige Losung zum aktuellen Barriere-Problem flir ein bestimm-
tes p, so bekommt man auf diese Weise eine neue zuldssige Losung = + d(u) fir .
Der Vektor d(u) heifst Newton-Richtung, die obige Berechnung ein Newton-Schritt, da
er als Schritt in der Anwendung des Newton-Verfahrens der nichtlinearen Optimierung
aufgefasst werden kann. Iteriert man dieses Vorgehen, dann konvergiert die Folge der so
erzeugten Losungen gegen die (beweisbar eindeutige) Optimallosung x(u) des Barriere-
Problems zum Parameter p.

Um das Originalproblem zu 16sen, bedient man sich dieser Idee, geht aber etwas anders
vor: Man verringert p in jeder Iteration durch Multiplizieren mit einem festen Parame-
ter o, wobei 0 < a < 1. Ein allgemeiner Schritt im Gesamtverfahren, das mit einem
Startpunkt 20 € ]5, einem Barriere-Parameter y > 0 und einem Skalierungsparameter
0 < a < 1 startet, sieht dann wie folgt aus (hierbei ist K = 0,1,2,... der Iterationszih-
ler): Wir haben einen gegenwirtigen Punkt 2% € P und den aktuellen Barriere-Parameter
o . (Achtung! In o ist k als Exponent zu verstehen, wohingegen k an den Variablen
x, v und s in diesem Abschnitt als oberer Index steht.) Wenn wir von z* ausgehend den
Punkt z(a’p) (die Losung des Barriere-Problems (5.33) zum Parameter o) berechnen
wollten, wiirden wir eine Folge von Newton-Schritten machen, die gegen x(a*u) kon-
vergiert. Wir machen jedoch nur den ersten Schritt dieser Folge und bestimmen von z*
ausgehend die erste Naherungslosung ¥+ := 2% 4+ d(a* 1) von z(a®p). Statt nun weiter
auf x(a* 1) zuzusteuern, verindern wir den Barriere-Parameter von oy auf o1y, Nun
bestimmen wir von z¥*! ausgehend die erste Naherungslosung 2%+2 := 2F*1 4+ d(a*1p)
von dem Punkt x(a**1y) auf dem zentralen Pfad, usw., sieche Abbildung|5.4

Mit dieser Interpretation ist klar, dass wir ein Verfahren vor uns haben, das versucht,
dem zentralen Pfad zum Optimalpunkt zu folgen, aber (zur Aufwandsreduzierung) jeweils
nur Punkte in der Niahe des zentralen Pfades erzeugt.

In jedem Schritt k erh&lt man {ibrigens auch eine passende duale Lésung zu x
zF + d(o®p) durch

k41 _

uk+1 _ A(akﬂ)7

shHl = ¢ — ATk
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Abbildung 5.4: Newton-Schritte

Wir fassen die Uberlegungen zusammen:

(5.39) Algorithmus (Primaler Pfadverfolgungsalgorithmus).

Eingabe: A, b, ¢, Genauigkeitsparameter ¢ > 0, 0 < a < 1, Startparameter p® > 0,
zuliissige primale und duale Startlésungen z° > 0, s > 0, «°
Ausgabe: e-genaue primale und duale Losungen z, s, u

1. Setze &k :=0

2. (Optimalitétstest)
Falls (s")T2* < ¢, setze z := 2%, u := u¥, s := s*. STOP

3. (Update Barriere-Parameter)
Setze

k+1 .

3=

4. (Berechnung Newton-Richtung)
Lose das lineare Gleichungssystem

/}LkJrl(X]g)fl _AT d - ,U,k+1X];1]l — e
A 0 A 0 '

in den Variablen d und A.
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5. (Update Losungen)

Setze
gt =gk 4 d,
uF = A,
L= ¢ — ATA.
6. Setze k := k + 1 und gehe zu Schritt [2] A

Zur Konvergenz: Man kann zeigen, dass wiahrend des Algorithmus gilt

n

D (afsh - ph)? < (u*)?8

i=1
fiir einen festen Wert 4 < 1. Wenn also ¥ nahe genug an 0 ist, muss xfsf nahe an 0 sein
flir alle ¢ = 1,...,n und die Bedingung fiir den komplementéren Schlupf ist ndherungs-

weise erfiillt. Genauer gilt:

(5.40) Satz. Fir0<p <1 sei

_VB-B
VB+ v’

ud >0,e>0, und 2° > 0, s¥ >0, u¥ seien zulissige Startlosungen mit

a =1

1
HOXOSO]l - ]1H <5,
o

wobei 0 o
1 51

XO — ) SO =

0
n

S0

T n

Dann findet Algorithmus eine primal-duale Losung ™, s%, u mit Genauigkeits-
liicke (s®)T2® < ¢ nach

_[VB+vr ()21 +B)
K_[\/B—B 21 p) W

Iterationen. A
Beweis. Siehe Bertsimas und Tsitsiklis (1997), S. 427-429. O

Um das Verfahren zu initialisieren, braucht man noch Startlosungen. Man bekommt
zuliissige Losungen 2 > 0, s° > 0 mit

1
HoXosoll —]1H <B=-
1

122
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aus einem Hilfs-LP, das sich mit ,offensichtlicher” Startlosung l6sen ldsst, dhnlich wie in
Phase I des Simplexalgorithmus.
Nach Satz 1' belduft sich mit § = i die Anzahl an notwendigen Iterationen, um

die Genauigkeitsliicke von g = (s°)Tz? auf e zu verkleinern, auf

e+ avi g (2 2)]

wobei in jeder Iteration O(n3) Operationen anfallen (Lésung des Gleichungssystems mit
m < n). Damit ist die Gesamtlaufzeit von Algorithmus (5.39) in

O(n?’\/ﬁ log i—())

5.3 Primal-dualer Pfadverfolgungsalgorithmus

Die heute verwendeten Barriere-Methoden bauen fast alle auf dem primal-dualen Pfad-
verfolgungsalgorithmus auf. Die Grundform dieses Verfahrens stammt u. a. von |[Kojimal
et al.[(1989). In diesem Abschnitt wird das Grundprinzip eines solchen Algorithmus skiz-
ziert. Fiir mehr Details siehe z. B. [Wright| (1997)).

Die Idee besteht darin, die KKT-Bedingungen in mit Hilfe des Newton-Verfahrens
direkt zu 16sen. Ganz allgemein bestimmt das Newton-Verfahren fiir eine gegebene Funk-
tion F': R" — R" eine Nullstelle z* von F, d.h. ein z* € R" mit F(z*) = 0, und funk-
tioniert wie folgt: Angenommen, wir haben bereits eine Ndherung z fiir z*, dann suchen
wir eine Richtung d € R", so dass z + d eine bessere Naherung fiir z* ist. Approximation
von F' durch die Taylorentwicklung ergibt wieder:

Fz+d)~ F(z)+ Jr(z) - d

mit der Jacobi-Matrix

Je(z) = (jF())

Das Newton-Verfahren besteht darin, in jedem Schritt ein d (die Newton-Richtung) zu
suchen, so dass F(z) + Jp(z)-d = 0.

In unserem Fall wird die Funktion F durch die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen
bestimmt: ein Punkt (z*,u*,s*) € R?"™™ mit 2* > 0 und s* > 0 sowie

Az* =b
ATy* + 5% =¢
X*S*1 = pul

(vgl. (5.37)) ist eine Nullstelle der Funktion

Ax—b
F:R2vm  R2vHm F(z,u,8) = [ ATu+s—c]|,
XS1 —pl
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5 Innere-Punkte-Verfahren

wobei wieder X* := diag(z*), S* := diag(s*). Zu l6sen ist dann in jedem Newton-Schritt
das lineare Gleichungssystem

A 0 0 dy 0
0 AT 1 |-|dy]| = —F(z,u,s) = 0 , (5.41)
s o x/) \d4 pl — XS1

falls die aktuelle Losung (z,u, s) primal und dual zuléssig ist.

Das Newton-Verfahren verwendet keine Schrittlingen. Bei dem hier skizzierten Ansatz
kann es daher passieren, dass der néchste Iterationspunkt (ka, Tan skH) nicht zulassig
ist. Deswegen miissen Schrittlangen eingebaut werden. Es hat sich als sinnvoll erwiesen,
flir primale und duale Variablen unterschiedliche Schrittlingen Sp und Sp zu wihlen.
Die neue Losung ergibt sich dann aus der aktuellen Losung (2%, u*, s*) durch

M =ab 4 Bpd, W =+ Bpd, M ="+ Bpd.
Die Nichtnegativititsbedingung z* 4+ Spd, > 0 iibersetzt sich in

Bp < _(;i)' Vi mit (dg); < 0

(analog fir Bp), so dass man fiir die Schrittlangen
T
Bp:min{l,oz min — },
{il(ds)s<0} ( (dz))

s
— mind1 ; _
o mm{ ’a{ﬂ(?ﬁ?w}( (ds)i) }

mit 0 < a < 1 wihlen kann. (o < 1, um nicht auf den Rand des Zuléssigkeitsbereichs zu
stofen und numerische Probleme zu vermeiden.)

Wie im primalen Pfadverfolgungsalgorithmus wird auch der Barriere-Parameter in
jedem Schritt angepasst, z. B. durch

(:Uk)Tsk
uF = pr

- (5.42)

mit 0 < pr < 1. Fiir die Wahl von py, gibt es verschiedene Moglichkeiten; haufig wird z. B.
pr = 1 gewdhlt, solange der Algorithmus relativ groke Fortschritte macht, und pp < 1
sonst.

(5.43) Algorithmus (Primal-dualer Pfadverfolgungsalgorithmus).

Eingabe: A, b, ¢, Genauigkeitsparameter € > 0, zuléssige primale und duale Startlésun-
gen 20 >0, s> 0, u’
Ausgabe: e-genaue primale und duale Lésungen z, s, u

1. Setze &k :=0

2. (Optimalitétstest)
Falls (s")T2* < ¢, setze z := 2, u := u¥, s := s*. STOP
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5.3 Primal-dualer Pfadverfolgungsalgorithmus

3. (Berechnung Newton-Richtung)
Fiir ein geeignetes py € (0, 1] setze

k k
. (ah)T sk ! 51
B e Xp = ; Sk =
T s
und 16se das lineare Gleichungssystem
A 0 0 d" 0
0 AT 1 )-|d]= 0
S, 0 X d” PRl — X381
4. (Bestimmung Schrittlingen)
Setze
k
x"
Bk:min{l,a min (— L )},
" @<y (dh)i
Kk st
I6; —min{l,a min (— z )}
P i@ i<oy N (db);
5. (Update Losungen)
Setze
2= ok 4 Bpdt,
uF =k + Bpdt,
P = s% 4 Bpdh.
6. Setze k :=k + 1 und gehe zu Schritt [2] A

Beziiglich der Komplexitat des Algorithmus kann man zeigen, dass die Anzahl Iteratio-
nen bei Start-Genauigkeit g = (s”)72° im worst case in O(y/nlog £2) ist. In der Praxis
wurde sogar eine durchschnittliche Laufzeit von O(logn log £2) beobachtet, aber bisher
nicht bewiesen.

Mehrotras Prediktor-Korrektor-Methode

Die heute in kommerziellen Codes meist verwendeten Barriere-Verfahren sind iiblicher-
weise Varianten der , Prediktor-Korrektor-Methode* von Merothra, siehe Mehrotra, (1992)),
die im Prinzip folgendermafien funktionert. In jeder Iteration wird die néchste Richtung
mittels Losen des Gleichungssystems bestimmt, wobei jedoch statt p ein skalierter
Wert op benutzt wird. Der Skalierungsfaktor 0 < ¢ < 1 wird vorher bestimmt, indem
ein Newton-Schritt ,simuliert” wird (ohne die primale und duale Giiltigkeit von z, u, s
vorauszusetzen) und o je nach Lange des erlaubten Schrittes gewahlt wird.
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5 Innere-Punkte-Verfahren

Geometrische Interpretation: Der ,simulierte Schritt berechnet eine Richtung, in die
man gehen mochte (Prediktor-Schritt). Wenn sich diese Richtung als ,,gut® erweist, d. h.
man durch eine deutliche Verringerung von u erreichen wiirde, wird ¢ nahe an 0
gewahlt, ansonsten nahe an 1. Danach wird die tatsdchliche Richtung unter Verwendung
von o berechnet (Korrektor-Schritt). In der Regel fithrt dieses Vorgehen zu einer deutli-
chen Verringerung der Anzahl an Iterationen. Der zusétzliche Aufwand in jedem Schritt
hélt sich in Grenzen: es ist zwar ein zusétzliches Gleichungssystem zu 16sen, dessen linke
Seite stimmt aber mit dem ohnehin zu l6senden iiberein, so dass man die Faktorisierung
der Matrix wiederverwenden kann.

Die Prediktor-Korrektor-Methode liefert keine neuen theoretischen Erkenntnisse, hat
sich aber in der Praxis als das bisher effizienteste Verfahren zur Losung von grofen LPs
herausgestellt. Natiirlich gibt es auch hier wieder viele verschiedene Varianten und es
sind eine Menge numerischer Details zu beachten, auf die hier nicht néher eingegangen
werden kann; fiir mehr Informationen siehe Wright| (1997).

Aussagen fiihrender LP-Software-Anbieter

Im Frithjahr 2013 habe ich einige der fithrenden kommerziellen Anbieter von Optimie-
rungssoftware gefragt, welche Version der Innere-Punkte- bzw. Barriere-Methoden in ih-
rem LP-Paket implementiert ist. Bob Bixby (Gurobi) antwortete:

,We use a primal-dual log-barrier long-path method with predictor corrector,
where two important practical issues are the choice of starting point and
the handling of dense columns. And, for these last two issues there really
isn’t any clear winner to point to. Gurobi does also offer the option to run
the homogeneous algorithm.... This version has theoretical advantages when
handling infeasibilities, though, as it turns out, the standard algorithm can
also be slightly modified to produce infeasibility proofs.“

Christian Bliek (IBM, software package CPLEX) schrieb:

wFor Ip/qp our barrier solver uses Mehrotra predictor corrector, and Gondzio
multiple corrections. We recently switched to the homogeneous method for
our default, as I found it to be numerically more robust. For this I had to work
a bit to reduce the extra cost associated with this method. We still work with
the normal equations, and the normal matrix is factorized using Cholesky. We
have three orderings; approximate minimum degree, approximate minimum
fill or nested dissection. Our default automatically selects what it thinks the
best ordering algorithm is for the problem at hand. Dense columns and free
variables are handled in a special way. The challenge for these is numerical
stability. Implementers will typically not share too much information about
this, but you can find some approaches described in “Primal-Dual Interior-
Point Methods” by Stephen Wright or in papers by Csaba Meszaros or Erling
Andersen.
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Wie in der Vorlesung mehrfach erwéhnt, die Implementierung von Barriere-Methoden
ist nicht-trivial, viele theoretisch interessante Varianten sind verfiigbar, welche Kombina-
tion von welchen ,/ Tricks” in der Praxis erfolgreich ist, ist theoretisch nicht entscheidbar.
Hier weisen nur Rechenexperimente mit relevanten Praxisdaten den Weg. Testlaufe mit
zufallig erzeugten Daten sind wenig hilfreich.

Christian Blieck hat noch eine Zusatzbemerkung zum Vergleich zwischen dem CPLEX
barrier solver und dem von CPLEX angebotenen Simplexverfahren angefiigt:

,On our Ip testset barrier beats simplex when the solve times are above 10 sec.
Break even is even a bit less than that. One of the advantages of barrier is
that it can take advantage of parallelism, while simplex doesn’t.”

Ahnliche Aussagen machen auch alle anderen fithrenden Anbieter von Optimierungs-
software. Dies gilt fiir das ,reine Losen” von LPs. Wenn aber ein LP-Léser als Unterroutine
in ein Verfahren zur Losung von MIPs eingebunden ist, sieht die Sache anders aus. Dieser
Aspekt wird in den néchsten beiden Kapiteln behandelt.
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6 Branch & Bound-Verfahren

Wir wollen uns nun mit ganzzahliger und gemischt-ganzzahliger Optimierung beschéafti-
gen und werden eine Verfahrensklasse angeben, mit der man derartige Probleme exakt
16sen kann. Sie basiert auf der Strategie, alle moglichen Losungen auf geschickte Weise zu
enumerieren und durch Benutzung von Primal- und Dualheuristiken den Rechenaufwand
zu beschranken.

Die generelle Idee dieser sogenannten Branch & Bound-Verfahren ist ganz einfach. Wir
betrachten ein Minimierungsproblem. Man benutze zunéchst eine Primal- und eine Dual-
heuristik (Berechnung von Bounds), sind die Werte der gefundenen Losung gleich, ist man
fertig. Falls nicht, wird die Losungsmenge partitioniert (Branching), und die Heuristiken
werden auf die Teilmengen angewandt. Ist fiir eine (oder mehrere) dieser Teilmengen
die fiir sie berechnete untere Schranke nicht kleiner als die beste bisher gefundene obere
Schranke, braucht man die Losungen in dieser Teilmenge nicht mehr zu betrachten (man
erspart sich also die weitere Enumeration). Ist die untere Schranke kleiner als die beste
gegenwartige obere Schranke, muss man die Teilmenge weiter zerteilen. Man fahrt so lan-
ge mit der Zerteilung fort, bis fiir alle Losungsteilmengen die untere Schranke mindestens
so grofs ist wie die (global) beste obere Schranke.

Techniken dieser Art erscheinen in der Literatur unter einer Vielzahl von Namen wie
z.B.:

e Branch & Bound-Verfahren,

e Verfahren der implizierten Enumeration,

Divide-and-Conquer-Methoden,

Backtracking-Methoden,

Zerlegungs-Verfahren, etc.

Durch geeignete Darstellung kann man zeigen, dass jede dieser Techniken ein Spezial-
fall der iibrigen ist, d. h. im Prinzip tun diese Verfahren alle das gleiche, sie unterscheiden
sich nur beziiglich der jeweils angewendeten Strategie bzw. Philosophie. Manche Auto-
ren machen sehr feine Unterschiede zwischen diesen Methoden, wir wollen jedoch alle
Verfahren, die Enumerationstechniken benutzen, Branch & Bound-Algorithmen nennen.

Das Prinzip der Branch & Bound-Verfahren ist trivial, theoretisch sind sie nicht son-
derlich interessant, aber es scheint so, dass man ohne sie einfach nicht auskommt. Bei
den meisten in der Praxis erfolgreichen Methoden zur Loésung schwieriger kombinatori-
scher oder ganzzahliger Optimierungsprobleme wird irgendwann einmal Branch & Bound
eingesetzt.
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6 Branch & Bound-Verfahren

Noch eine Warnung! So simpel die Idee ist, so schwierig ist es i. A. Branch & Bound-
Methoden effizient zu implementieren. Eine Hauptschwierigkeit besteht darin, ,gute*
Zerlegungstechniken und einfache Datenstrukturen zu erfinden, die die effiziente Abar-
beitung und Durchsuchung der einzelnen Teilmengen ermoglichen. Ganz allgemein kann
man diesen Algorithmentyp formalisiert wie folgt darstellen.

(6.1) Algorithmus (Allgemeines Branch & Bound-Verfahren).
Eingabe: Eine Menge L von zuldssigen Losungen (implizit gegeben) und eine Zielfunk-
tion ¢ : L — K, die jedem S € L einen Wert ¢(S) zuordnen.

Ausgabe: Losung von
S). P
max c(S5) (P)
Annahme: Wir nehmen an, dass es ein ,Universum* L gibt mit L C L, dass ¢(S)
wohldefiniert ist fiir alle S € L und dass das relaxierte Problem

max ¢(S) (RP)
SeL
weinfach® losbar ist. Ferner soll die Losung von (RP) in ,nicht-trivialem* Zusammenhang

mit der Lésung von stehen. Wir nehmen also an, dass wir P relaxieren konnen und
(durch die Losung von (RP))) eine effiziente Dualheuristik zur Verfiigung steht.

1. Berechne eine untere Schranke U fir (]ED Man wende z. B. eine Primalheuristik zur
Auffindung einer zuléssigen Losung an oder setze U := —o0.

2. Setze K = {L} (K ist die Menge der Kandidatenmengen).

3. Falls £ = () — STOP (die beste gegenwértige Losung ist eine Optimalldsung von
®).
Andernfalls wihle eine Menge M € K. (Diesen Schritt nennt man Branching oder
Verzweigung. Man muss sich hier genau iiberlegen, welche der noch nicht bearbei-
teten Kandidatenmengen untersucht werden soll.)

4. Bounding: Wihle eine , geeignete“ Menge M C L mit M C M, so dass das rela-
xierte Problem
max c(5) (RPM)
SeM
weinfach® zu 16sen ist. (Das auf M eingeschriankte Ursprungsproblem wird also rela-
xiert. Wegen M C M bildet der Wert ¢(S*) der Optimallésung S* von eine
obere Schranke (Bound) fiir den Wert der Optimallésung von

max c(9) (PM)

5. Ist ¢(S*) < U, so hat keine Losung aus M und somit auch keine aus M einen
besseren Wert als die beste bereits bekannte Losung von (]ED, d. h. die Lésungen aus
M brauchen nicht weiter betrachtet zu werden. Entferne also M aus K und gehe

zu Bl
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6. Ist S* € L und ¢(S*) > U, so ist eine zulédssige Losung fiir (]ED gefunden, deren
Wert besser als U ist. Da die beste Losung aus M gefunden ist, braucht M nicht
mehr weiter untersucht zu werden. Entferne M aus K, setze U := ¢(S*) und gehe
zu

7. Separation (Zerlegung): Es gilt also ¢(5*) > U und S* € L. In diesem Falle war die
Berechnung der unteren Schranke nutzlos, da wir keine verwertbare Aussage machen
kéonnen. Wir zerlegen daher M in ,geeignete kleinere Mengen Mi, Mo, ..., M,
entfernen M aus IC, fiigen My, Mo, ..., My zu K hinzu und gehen zu A

Falls M in den Schritten [5] oder [6] verworfen wird, so sagt man, dass M ausgelotet
(fathomed) worden ist.

Ist man in Schritt [7] angelangt, so ist es hédufig niitzlich zu versuchen, aus S* eine
zuldssige Losung S von M zu konstruieren, um damit (durch eine Primalheuristik) die
untere Schranke verbessern zu konnen.

Branch & Bound-Verfahren unterscheiden sich vor allem durch die Wahl verschiedener
Relaxierungen L, durch unterschiedliche Zerlegungsstrategien in (7 und durch die Aus-
wahl der nédchsten Kandidatenmenge in [3] Mit jedem Branch & Bound-Verfahren kann
man einen sogenannten Branch & Bound-Baum assoziieren, der {iber die Verzweigungen
Auskunft gibt. Ein derartiger Verzweigungsbaum ist in Abbildung gezeigt.

Bei der Losung des Teilproblems 1 wird eine obere Schranke mit Wert 20 gefunden
und durch eine Heuristik eine zuléssige Losung von (]ED mit Wert 7. Links vom jeweiligen
Knoten ist die Reihenfolge vermerkt, in welcher die Teilprobleme gelost wurden, rechts
neben den Knoten die jeweils berechnete obere Schranke. Bei der Losung des 6. Teilpro-
blems wird eine zuléssige Losung mit Wert 10 gefunden. Das 15. Teilproblem liefert die
Optimallésung.

Das Hauptproblem bei der Implementierung von Branch & Bound-Verfahren besteht
darin, dass man sich alle Kandidatenmengen merken muss. Dies muss auf geschickte
Weise geschehen, um nicht zu viel suchen zu miissen und nicht zu viel Speicherplatz
zu vergeuden. Auferdem muss man dafiir Sorge tragen, dass der Baum nicht zu groft
wird und der Speicherplatz ausreicht. Man muss also in vielerlei Hinsicht Kompromisse
schliefsen, um ein praktikables Verfahren zu entwerfen.

Das Branch & Bound-Verfahren ist so organisiert, dass in jedem Schritt folgendes gilt:

Eine zuléssige Losung S gehort entweder zu einer bereits verworfenen Menge
oder sie ist in genau einer der Kandidatenmengen enthalten.

Falls also die Menge der zuléssigen Losungen endlich ist und jedes Subproblem in
endlicher Zeit gelost wird, bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab, wenn wir
die (sinnvolle) Konvention treffen, dass einelementige Mengen M nicht relaxiert werden.

Wir wollen uns nun tiiberlegen, wie wir die Branch & Bound-Technik bei ganzzahligen
Programmierungsproblemen einsetzen kénnen.
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6 Branch & Bound-Verfahren

Teilproblemnummer: 1| [, | 20 = obere Schranke fiir Teilproblem

Ende wegen
S5<U="7

4 10 71 Lot |9 8| Lag | 8 14

Ende wegen Ende wegen Ende wegen Ende wegen
6<U="7 zul. Los. 9<U=10 8<U=10
mit Wert
10>U=7
nunmehr 10
also U =10

14

Zul. Los.
m. Wert 12
also U = 12

Ende wegen Ende wegen Ende wegen Ende wegen
11<U=12 12<U=12 13<U=13 12<U=13

15 12
Zul. Los. Ende wegen
m. Wert 13 12<U=13
also U = 13

Abbildung 6.1: Ein Branch & Bound-Baum. Der Baum wird in der Reihenfolge der Pro-
blemnummern durchlaufen. Zu Beginn hat die untere Schranke U den
Wert 7, in den farbigen Knoten wird U erhoht. Die Optimallésung (mit
Wert 13) wird im Knoten L3131 gefunden.

(6.2) Algorithmus (Branch & Bound-Verfahren von Dakin fiir gemischt-ganz-
zahlige Programme).

Eingabe: Gemischt-ganzzahliges Programm mit rationalen Daten

T

max ¢ T
Az =1b
’ (MIP=)
x>0

x; ganzzahlig fiir alle i € Vg

Py:={z| Az = b,z > 0, z; ganzzahlig fir alle i € N}

Ausgabe: Losung von (MIP=)

132



. Setze:

untere Schranke U:=—-x
Kandidatenmengen K:={P}
Zahlindex k:=0

gegenwértig beste Losung T (am Anfang leer)

. Falls £ = 0, dann STOP.

Ergebnis: Falls U = —o0, so hat (MIP~)) keine Losung.
Falls U > —o0, so ist U der Optimalwert und = eine Optimalldsung.

. Branching: Wéahle eine Menge P; € K.
. Bounding: Lose das durch Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingung in P; entste-

hende lineare Programm

max ¢!z, x € LP; (LMIPY)

. Ist LP; = () oder (LMIP>)) unbeschrénkt, so sei ¢* = —oo, andernfalls sei z* die
Optimallésung von (LMIPZ)) und ¢* der Optimalwert.

. Ist ¢* < U, so entferne P; aus K.
. Ist ¢ > U und j € Z Vi € Ny, so setze U := c*, T := 2* und entferne P; aus K.

. Separation: Im Falle ¢* > U und z] ¢ Z fiir einige ¢ € N; wihle ein ¢ € Ny mit
x; ¢ Z. Entferne P; aus K und setze

k:=k+2

und gehe zu A

(6.3) Bemerkung. Die Daten des gemischt-ganzzahligen Programms (MIP=)) seien —
wie in (6.2)) verlangt — rational und (LMIP<) sei das durch Weglassen der Ganzzahlig-
keitsbedingung in (MIP=)) entstehende lineare Programm.

(a) Ist (LMIP=) unzuléssig oder unbeschrankt, so bricht das Verfahren von Dakin ab

und zeigt an, dass (MIP=)) keine Losung oder keine endliche Optimallgsung besitzt.

(b) Hat (LMIP<) ein endliches Optimum, und ist Py # (), so findet das Verfahren von

Dakin nach endlich vielen Schritten eine Optimallésung von (MIP=)), da alle ganz-
zahligen Werte der x;, ¢ € Ny, durchsucht werden.
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6 Branch & Bound-Verfahren

(¢) Hat (LMIPT) ein endliches Optimum, und ist Py = ), so kann (theoretisch) durch
Einfiihrung einer unteren Schranke fiir den Zielfunktionswert ein endlicher Abbruch
erzwungen werden.

Folglich ist das Dakin-Verfahren ein endliches Verfahren zur Losung gemischt-ganzzahliger
Programme. A

(6.4) Bemerkung. Das urspriingliche lineare Programm (LP-Relaxierung von (MIP=))
wird bei den verschiedenen Verzweigungsschritten jeweils um sehr einfache Ungleichun-
gen, namlich um obere bzw. untere Schranken der Variablen erweitert. Fiir diesen Spezial-
fall kennen wir bereits eine Variante des Simplexalgorithmus (dualer Simplexalgorithmus
mit oberen Schranken, (upper-bounding-technique), siehe ADM I, Kapitel 12), die es
erlaubt, die oberen Schranken durch Transformationen im Tableau implizit zu beriick-
sichtigen, ohne die Ungleichungen explizit hinzuzufiigen.

Es ist natiirlich sinnvoll, zu Beginn des Verfahrens und im Ablauf des Programms
eine zuldssige Losung zu finden, um den Wert der unteren Schranke fiir den Wert der
Optimallésung (sukzessive) zu verbessern. A

(6.5) Beispiel. Wir betrachten das folgende rein-ganzzahlige Problem

max —7x1 — 3xo — 4x3
T1 + 229 + 313 — 14 =38
3x1 + 220 + 3 —x5=2>5
r; >0,1=1,...,5
x; ganzzahlig, 1 =1,...,5

Py sei die Losungsmenge dieses Programms. Eine optimale Losung des zugehorigen li-
nearen Programms ist gegeben durch x3 = 24 = x5 = 0 und

2 19 71
= = — ct=——.
5 5’ 5
Wir merken uns bei jedem Programm den Wert der Optimallésung und den gegenwér-
tigen Wert der unteren Schranke U. Da das Problem rein ganzzahlig ist, muss der Ziel-
funktionswert rein ganzzahlig sein, wir kénnen also den Wert des LP-Optimums abrunden

und erhalten damit eine obere Schranke fiir alle ganzzahligen Lésungen des gegenwiértig
gelosten LP. Fiir Py erhalten wir

Zur Verzweigung wahlen wir die Variable z2 und filigen einerseits o < 3 und ande-
rerseits xo > 4 zu den Nebenbedingungen von Py hinzu. Wir erhalten auf diese Weise
neue Kandidatenmengen Py, Py. Py wird aus K entfernt. Wir merken uns, was wir getan
haben bildlich in dem in Abbildung gezeigten Branch & Bound-Baum.
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Abbildung 6.2: Erster Separationsschritt im Beispiel (6.5))

Unsere Kandidatenmenge K enthédlt nunmehr die Mengen Py, P,. Wir entscheiden
T¢, x € P;. Die Optimallosung der LP-Relaxierung dieses
Problems ist die folgende: x4 = x5 = 0 und

1 1
57 .%'2:2, .’E3:§,

Wir tragen dieses Resultat in den Branch & Bound-Baum [6.2] ein. Da die obige Losung
nicht ganzzahlig ist, miissen wir P; weiter zerlegen. Wir wahlen dazu die Variable xq,

wobei wir zu den Restriktionen von Pj einerseits x1 > 1, andererseits x1 < 0 hinzufiigen
konnen. Wir entfernen P; aus K und fiigen die neuen Kandidatenmengen P3; und P, zu

K hinzu, siehe Abildung [6.3]

uns zur Ldsung von max c

29

T = ¢t = ) (Abrunden ergibt ¢* = —15).

ct=-15

Abbildung 6.3: Zweiter Separationsschritt im Beispiel (6.5))

Die Kandidatenmenge enthélt nun P, Ps und P;. Wir l6sen P3 und erhalten =1 =
r5 = 0 und
xTro = 3, xr3 = 2, Ty = 4, = —17.

Die optimale Losung der LP-Relaxierung von Ps ist also ganzzahlig. Wir haben die
untere Schranke verbessert und setzen U := —17, aulerdem ist die Menge P5 vollstandig
erledigt, wir konnen sie aus K eliminieren.

Es verbleiben P, und P, in K. Wir entscheiden uns zur Bearbeitung von Pj. Das

Optimum der LP-Relaxierung von max ¢!z, x € P ist: 24 = 0 und
1 4 52
r1=1, x9=3, x3= 3 =73 ¢ = -3 (Abrunden ergibt ¢* = —18).
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6 Branch & Bound-Verfahren

Also ist der Wert des LP-Optimums kleiner als der Wert der gegenwiéirtig besten ganz-
zahligen Losung. Py ist damit auch vollstdndig erledigt. Die oben erzielten Resultate sind
auch in Abbildung [6.3] eingetragen.

In der Kandidatenmenge ist nur noch P;. Die Optimallésung der LP-Relaxierung von

max ¢l z, x € Py ist 3 = x5 = 0 und

T = 1, T9 =4, Ty = 1, ¢ = 43 (Abrunden ergibt ¢* = —15).
3 3 3
Die Losung ist weder ganzzahlig noch unterschreitet der Optimalwert die gegenwértig
beste Schranke. Wir verzweigen beziiglich z1 und fiigen einerseits z1 < 0 und andererseits
x1 > 1 zu P, hinzu. Wir erhalten neue Mengen P5, Ps, die wir zu K addieren. P, wird
aus K entfernt. Der gegenwértige Branch & Bound-Baum ist in Abbildung gezeigt.

Abbildung 6.4: Dritter Separationsschritt im Beispiel (6.5

T

Wir 16sen die LP-Relaxierung von max c¢' x, x € P5 und erhalten

T9 =5, T4 =2, z; = 0 sonst, c* = —15.

Diese Losung ist ganzzahlig, und wir sind mit unserem Algorithmus fertig, da Py kei-
ne bessere ganzzahlige Losung enthalten kann, denn eine ganzzahlige Losung in P, hat
hochstens den Wert —15. Damit ist eine optimale Losung des Ausgangsproblems gefun-
den. JAN

Ich glaube, dass damit das Prinzip der Branch & Bound-Verfahren klar ist. Wichtig ist,
eine Relaxierung zu wahlen, die schnell 16sbar ist und gute Schranken liefert, also eine
gute duale Heuristik auszuwéhlen. Im Dakin-Verfahren haben wir einfach die kanonische
LP-Relaxierung gewahlt.

Ein Branch & Bound-Verfahren fiir das Travelling-Salesman-Problem

Der folgende Teil, in dem wir ein einfaches Beispiel eines Branch & Bound-Verfahrens fiir
das asymmetrische TSP angeben, wird in ADM II nicht mehr behandelt.
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Der Grofsvater aller Branch & Bound-Algorithmen ist das Verfahren von Little, Mur-
ty, Sweeny & Karel zur Losung asymmetrischer Travelling-Salesman-Probleme, das 1963
verdffentlicht wurde und in dem der Name Branch & Bound-Algorithmus gepriagt wurde.
Weil dieses Verfahren so einfach ist, wollen wir es hier kurz besprechen, jedoch darauf
hinweisen, dass es zur Losung grofer Probleme nicht besonders geeignet ist.

(6.6) Algorithmus (Verfahren von Little et al. fiir das asymmetrische Travelling-
Salesman-Problem).

Eingabe: Asymmetrisches TSP auf n Stddten gegeben durch Distanzmatrix ¢ = (¢;;)
mit ¢;; =00, 7 =1,...,nund ¢;; > 0.
Ausgabe: Optimallésung des gegebenen TSPs.

Verfahrensweise: Zeilen- und Spaltenreduktion der Matrix C und sukzessive Erzeugung
von Teilproblemen. Ein Teilproblem ist definiert durch

P(EiNs,NuLL, I, J,C, L,U),

wobei  EINS = die Menge der auf 1 fixierten Bogen,
NuLL = die Menge der auf 0 fixierten Bogen,
C = die Distanzmatrix des Teilproblems,
I = die Zeilenindizes von C,
J = die Spaltenindizes von C,
L = die untere Schranke fiir das Teilproblem,
U = die obere Schranke fiir das Globalproblem.

1. Definiere das Anfangsproblem
P©,0,{1,...,n},{1,...,n},C,0,400),
wobei C' die Ausgangsmatrix ist, und setze dieses Problem auf die Problemliste.

2. Sind alle Teilprobleme gelost — STOP. Andernfalls wéhle ein ungelostes Teilpro-
blem P(EiNs,NuLL, I, J,C, L,U) aus der Problemliste.
Regel: Wihle das Problem mit kleinster unterer Schranke oder das Problem, bei
dem EINS am meisten Elemente enthélt. Bei ersterer Wahl erhilt man hoffentlich
eine optimale Tour, bei zweiterer hat man das Problem schnell abgearbeitet.

3. Bounding:

a) Zeilenreduktion:
FOR all ¢ € I DO

Berechne das Minimum der i-ten Zeile von C
Cij, = min ¢;;
J ey 4

Setze cij = ¢;j — ¢ij, Vj € Jund L := L + ¢;j,.
END
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6 Branch & Bound-Verfahren

b) Spaltenreduktion:

FOR all j € J DO

Berechne das Minimum der j-ten Spalte von C

Cipi = MiN ¢;;
o) Ner Y

Setze Cij ‘= Cij — Ciyj Vielund L :=L+ Cigj-
END

Ist L > U, so entferne das gegenwirtige Teilproblem aus der Problemliste und
gehe zu [2]

Definiere den Nulldigraphen Gy = (V, A) mit
A:=EINsSU {(Z,]) elxJ | Cij = 0}

Enthélt Gy keine Tour so gehe zu
Enthélt Gy eine Tour, so hat die Tour die Lange L.

f;) Entferne alle Teilprobleme aus der Problemliste, deren untere Schranke gro-
Ber gleich L ist.

fy) Setze in allen noch nicht gelosten Teilproblemen U := L.
f3) Gehe zu

(I. A. wird der Nulldigraph Gy nicht berechnet, sondern so lange enumeriert bis
nur noch (2, 2)-Probleme {ibriggeblieben sind.)

4. Branching:
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a) Wihle nach einem Plausibilitdtskriterium einen Bogen (3, j), der 0 oder 1 gesetzt

wird.

Z.B.: Definiere (i, j) := min{cy, | k € J\ {j}} + min{cy; | k € I\ {i}} — ¢y,
d.h. u(i, ) sind die Zusatzkosten (Umwegkosten), die entstehen, wenn wir von
i nach j gehen, ohne (4, ) zu benutzen.

Branching-Regel: Wihle (i,5) € I x J, so dass

cij =0 und u(i, j) = max{u(p, q) | cpy = 0}.

(Wahle also einen Bogen, der zu moglichst hohen Umwegkosten fiihrt.)

Definiere die neuen Teilprobleme

b1) P(EINsU{(4,j)}, NuLL, I\ {i}, J\ {j},C", L, U},

wobei C’ aus C durch Streichen der Zeile 7 und der Spalte j entsteht und
cj; := oo (zur Vermeidung des Kurzzyklus (i, j)).
b2) P(EINSa NuLL U {(Zaj)}a I7 Ja CH» L7 U)a

wobei C” aus C' entsteht durch ¢;; := oo.

Fiige diese Teilprobleme zur Problemliste hinzu und gehe zu A



Das Hauptproblem bei ist — wie immer — die Buchhaltung der Teilprobleme.
Die Anzahl der Touren in [4.by)| ist kleiner als die in [4.by)| die Wahl von (i, j) wird so
getroffen, dass ,hoffentlich” in :4.b1§ eine optimale Tour ist.

(6.7) Beispiel. Wir beginnen mit P = (0,0,{1,...,6},{1,...,6},C,0,+0c0}

Anfangsmatrix Zeilenmin
i)
co 5 1 2 1 6 1 co 4 0 1 0 5
6 oo 6 3 7 2 2 4 oo 4 1 5 0
1 4 oo 1 2 5 1 — 0 3 oo 0 1 4
4 3 3 oo 5 4 3 1 0 0 oo 2 1
1 5 1 2 oo 5 1 0 4 0 1 oo 4
6 2 6 4 5 o 2 4 0 4 2 3

10 Spaltenmin 0 0 O O 0 O

Die Zeilenreduktion (Schritt ergibt insgesamt einen Wert von 10, die Spaltenre-
duktion erbringt nichts, da nach der Zeilenreduktion bereits jede Spalte eine Null enthélt.
Die untere Schranke ist somit L = 10. Wir kénnen nun den Nulldigraphen G definieren.
Er ist in Abbildung dargestellt (alle Bogen mit dem Wert 0 sind eingezeichnet.). Gg

Abbildung 6.5: Nulldigraph Gy

enthalt keine Tour.

Wir verwenden die in Schritt angegebene Branchingregel und wahlen den Bogen
(4,7) = (2,6) mit u(2,6) = 2. Das Ausgangsproblem ist nun erledigt. Wir definieren zwei
neue Teilprobleme.
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6 Branch & Bound-Verfahren

Erstes neues Problem: P = ({(2,6)},0,{1,3,4,5,6},{1,2,3,4,5},C", 10, 00)

1 2 3 4 5 Zeilenmin 1 2 3 4 5

1 o~ 4 0 1 0 0 oo 4 0 1 0

3 0 3 oo 0 1 0 0 3 oo 0 1

c’: 4 1 0 0 oo 2 0 — 1 0 0 oo 2
5 0 4 0 1 o0 0 0 4 0 1 o

6 4 oo 4 2 3 2 2 o 2 0 1

Die untere Schranke (nach Zeilen- und Spaltenreduktion) fiir dieses Teilproblem ist L =
12.

Abbildung 6.6: Nulldigraph nach der obigen Reduktion

Zweites neues Problem: P = (0,{(2,6)},{1,2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6},C", 10, )

© 4 0 1 0 5 0 © 4 0 1 0 4
4 00 4 1 5 oo 1 3 0 3 0 4 o
0 3 co 0 1 4 0 0 3 co 0 1 3

c": 1 0 0 oo 2 1 0 — 1 0 0 o0 2 0
0 4 0 1 oo 4 0O 0 4 0 1 oo 3
4 0 4 2 3 o 0 4 0 4 2 3
00 0 0 0 1 u=12 A

Die untere Schranke fiir das zweite Problem ist ebenfalls 12. Das Verfahren wird auf diese
Weise fortgefithrt. Insgesamt erhélt man schlieflich den in Abbildung dargestellten
Branch & Bound-Baum.

Das Verfahren ist sehr simpel und (daher) in der Praxis nicht sonderlich effizient.

Wesentlich bessere Ergebnisse erzielt man bei Benutzung der Zuordnungsrelaxierung, die
wir bisher noch nicht besprochen haben.
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Problemnummer
Untere Schranke

Die Probleme 5, 6 und 7 brauchen nicht
weiter zerlegt zu werden, da in Problem 8

eine Tour mit Wert 13 gefunden wurde.

Tour gefunden
L=U=13

Abbildung 6.7: Branch & Bound-Baum zu Beispiel (6.7))

Der Algorithmus erfiillt natiirlich nicht die in gemachte Annahme, dass das
relaxierte Problem ,einfach® zu 16sen ist, denn in Schritt muss man testen, ob Gy
keine Tour enthélt (dieses Problem ist co-NP-schwer), und in Schritt wird eine Tour
gesucht (was N'P-schwer ist). Aber zu der Zeit, als dieser Algorithmus entstand, gab
es Komplexitdtstheorie noch nicht, und in der Praxis kann man hier natiirlich schnelle

Heuristiken einsetzen (und muss die Schritte und ein wenig modifizieren).
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7 Theorie der ganzzahligen und
gemischt-ganzzahligen Optimierung

Das Ziel des Vorlesungszyklus ADM I — III ist die Bereitstellung von Methoden zur Lo-
sung von linearen, kombinatorischen, ganzzahligen und gemischt-ganzzahligen Optimie-
rungsproblemen. Wir haben sehr ausfiihrlich die verschiedenen Verfahren zur Behandlung
linearer Programme vorgestellt, weil diese in den meisten relevanten Fillen die Grund-
methodik fiir alles weitere Vorgehen bilden, insbesondere wenn es um die Ldsung von
Problemen aus der Praxis geht. Mit dem Branch & Bound-Verfahren haben wir in Kapi-
tel [0] eine theoretisch triviale, in der praktisch-algorithmischen Implementierung jedoch
nicht ganz so einfach einzusetzende prinzipielle Methode zur Lésung kombinatorischer,
ganzzahliger und gemischt-ganzzahliger Optimierungsprobleme skizziert. Nun soll eine
zweite generelle Methode zur Losung derartiger Probleme vorgestellt werden: das soge-
nannte Schnittebenenverfahren. Hierzu benétigen wir jedoch ein wenig Theorie, die in
den ersten drei Abschnitten dieses Kapitels zu finden ist.

Wir werden uns hauptséchlich auf ganzzahlige Programme konzentrieren und gemischt-
ganzzahlige nebenbei (in Anmerkungen) behandeln.

7.1 Einfiihrung

In der Vorlesung haben wir uns bereits intensiv mit der Polyedertheorie beschéftigt. Zur
Erinnerung: Polyeder sind Teilmengen des K™ der folgenden Form

P(A,b) = {z € K" | Az < b},

d. h. Polyeder sind Durchschnitte von endlich vielen abgeschlossenen Halbrdumen. Wir
haben gezeigt, dass Polyeder auch eine andere Darstellung besitzen. Es gibt namlich
endliche Mengen V' C K" und F C K", so dass gilt

P(A,b) = conv(V) + cone(E).

Eine Seitenfliche eines Polyeders P ist eine Teilmenge F' C P mit der Figenschaft: Fs
existiert eine Ungleichung ¢!z < ¢ mit P C {zr € R" | T2 < ¢} und F = {z € P |
c'z = cy}. Wir haben gezeigt, dass zwei Typen von Seitenflichen eine besondere Rolle
spielen, namlich die Ecken und die Facetten, d.h. die minimalen und die maximalen
echten Seitenflichen (im Sinne der Mengeninklusion).

Zur Notationsvereinfachung fithren wir nun einige neue Bezeichnungen ein.
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7 Theorie der ganzzahligen und gemischt-ganzzahligen Optimierung

(7.1) Definition.
(a) Seien A € Km™ ynd b€ K™, dann setzen wir
IP(A,b) :={x e Z" | Ax < b} und
IP=(A,b) :=={z € Z" | Az = b,z > 0}.
(b) Seien A € Kmm) B e K™2) ynd b € K™, dann setzen wir

MIP(A, B, b) :
MIP=(A4, B, b) :

(g) € K™ | Ax + By < b,x € Z™} und
x
y

{
{(¢) e K™*" | Az + By = b,z,y > 0,2 € Z"}. A

IP(A,b) ist also die Menge aller ganzzahligen Vektoren im Polyeder P(A,b) und
IP~(A,b) ist die Menge aller ganzzahligen Vektoren im Polyeder P=(A,b). Analoges
gilt fiir MIP(A, B,b) und MIP~(A, B,b). Im Weiteren gehen wir davon aus, dass alle

auftretenden ganzzahligen linearen Programme entweder in der Form
max ¢! x max ¢z

cem@an Y oder z € IP=(A, b) (7:3)

und alle gemischt-ganzzahligen Programme entweder in der Form

max ¢! z+dy max ¢! z+d’y
(7.4) oder B (7.5)
(«7,y")" € MIP(A, B,b) («7,y")" € MIP=(4, B,b)

gegeben sind. Statt des Wortungetiims ,ganzzahliges lineares Programm‘ schreiben wir

in Zukunft héufig IP oder GLP und statt ,,gemischt-ganzzahliges lineares Programm®
einfach MIP oder GGLP. Um die Unterschiede zwischen linearen, ganzzahligen und
gemischt-ganzzahligen Programmen und zwischen den Mengen P(A,b), IP(A,b), MIP(A, B, b)
zu verdeutlichen, betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

(7.6) Beispiel.

(a) Gegeben sei das folgende IP, dessen Losungsmenge IP(A,b) in Abbildung darge-
stellt ist. Die Menge IP(A, b) enthélt 8 Vektoren, die als dicke Punkte gekennzeichnet
sind.

max 2x1 + x9
x1+x2<5H
—x1+ 22 <0
6x1 4+ 222 < 21

1,22 > 0 und ganzzahlig.
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7.1 Einfiihrung

\

1 > 5
Abbildung 7.2: Losungsmenge des MIP in Beispiel ((7.6)) @ (farbige Streifen)

(b) Wir streichen im obigen IP die Ganzzahligkeitsforderung fiir x; und erhalten so
ein MIP. Die Menge der zulassigen Losungen dieses MIP besteht aus den drei dick
gezeichneten Streifen in Abbildung

Aus den beiden Abbildungen ist klar, dass die Optimallésungen der LP-Relaxierung des
ganzzahligen Programms in @, des IPs aus @ und des MIPs aus (]ED verschieden sind. A

Das Ziel dieses Kapitels ist die Anwendung polyedertheoretischer Methoden auf IPs
und MIPs. Die Mengen IP(A,b), IP~(A,b), MIP(A, B,b) und MIP~ (A, B,b) sind nach
Definition Teilmengen von Polyedern. Wenn man die konvexe Hiille dieser Mengen bildet,
so konnte man (intuitiv) meinen, dass dann auch wieder ein Polyeder entsteht. Abbil-
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7 Theorie der ganzzahligen und gemischt-ganzzahligen Optimierung

dung zeigt z. B. das durch die Ungleichungen aus |j (ohne Ganzzahligkeitsbe-
dingung) definierte Polyeder P(A,b), die konvexe Hiille der Losungen von |D und
die konvexe Hiille der Losungen von ([7.6) (E[) Alle diese Mengen sind Polyeder. Wére dies

LP-Optimum
IP-Optimum

IP-Optimum

1 2 3

Abbildung 7.3: Konvexe Hiillen der zulissigen Mengen in Beispiel (7.6]) (IEI)

immer so, so konnten wir u. U. alle bereits diskutierten Methoden zur Losung linearer
Programme (Simplexverfahren, Ellipsoidmethode, Innere-Punkte-Verfahren) benutzen,
um ganzzahlige Probleme anzugehen. Jedoch ist i. A. die konvexe Hiille von IPs oder
MIPs kein Polyeder, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

(7.7) Beispiel. Wir betrachten das Programm

max p
0<p<V2 (*)
p € Q.

Bekanntlich ist v/2 keine rationale Zahl. Jede irrationale Zahl kann aber durch rationale
Zahlen beliebig genau (z. B. von unten) angenéhert werden. Daher hat () kein Maximum,
sondern nur ein Supremum, das nicht in einer rationalen Zahl angenommen wird. Wir
verwandeln nun in ein ganzzahliges Programm, indem wir die rationale Zahl p als
Bruch ¥ mit nichtnegativen ganzen Zahlen x,y schreiben. Wir erhalten

max —\/§x+y

—V2z +y <0
x> 1 ()
y=>0

x,1y ganzzahlig.
Das Programm hat die folgenden Eigenschaften:
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7.1 Einfiihrung

(a) Es gibt zuldssige ganzzahlige Losungen.

(b) Der Zielfunktionswert ist nach oben durch 0 beschrénkt, da 0 das Optimum des
zugehorigen (reellen) LPs ist.

(c) Es gibt keine ganzzahlige Optimallosung (sonst wire /2 rational).
Bezeichnen wir mit .S die Losungsmenge von , so folgt aus @, , :
conv(S) ist kein Polyeder.

Denn fiir jeden Zielfunktionsvektor ¢ gilt trivialerweise max{c’z | z € S} = max{c’z |
z € conv(S)}. Da fiir ¢’ = (—v/2,1) das Problem max{c’z | z € S} keine Optimallosung
hat, hat auch max{c’z | z € conv(S)} keine. Wire conv(S) ein Polyeder, so miisste,
da die Zielfunktion —+/2z + y iiber S und somit iiber conv(S) beschrinkt ist und da
conv(S) # 0 gilt, das lineare Programm max{c’z | z € conv(S)} eine Optimallsung
haben. A

Die Tatsache, dass im obigen Beispiel conv(.S) kein Polyeder ist, hat zwei Griinde:
e Die Daten des Programms sind irrational.
e § ist unbeschrankt.

Wir werden zeigen, dass man unter der Annahme, dass ein Programm eine der beiden
Eigenschaften nicht hat, das gewiinschte Resultat beweisen kann. Dabei ist die Aussa-
ge, dass die konvexe Hiille der ganzzahligen Punkte eines durch rationale Ungleichungen
definierten Polyeders ein Polyeder ist, nicht trivial. Sie wird im n&chsten Abschnitt be-
handelt.

(7.8) Satz. Ist B C K" eine beschrinkte Menge, dann ist conv{x € B | x ganzzahlig}
ein Polytop. Ferner gibt es eine ganzzahlige (m,n)-Matriz D und d € Z™ mit conv({z €
B|zezm) = P(D,d). A

Beweis. Ist B beschrankt, so ist IB := {x € B | x ganzzahlig} natiirlich endlich. Wir
wissen, dass die konvexe Hiille einer endlichen Menge ein Polytop ist. Da IB C Q",
ist conv(IB) ein Polytop in Q™. Daraus folgt, dass conv(IB) eine Darstellung der Form
P(D',d’) hat mit D', d’ rational. Durch Multiplikation der Zeilen von D'z < d' mit ge-
eigneten ganzen Zahlen lasst sich ein System Dz < d mit den gewiinschten Eigenschaften
konstruieren. O

Aus li folgt unmittelbar, dass fiir jede Matrix A € K™ und jeden Vektor b € K™,
mit P(A,b) beschrankt, die Menge conv(IP(A,b)) ein Polytop (mit einer ganzzahligen
Darstellung) ist.
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7 Theorie der ganzzahligen und gemischt-ganzzahligen Optimierung

7.2 Ganzzahlige Punkte in rationalen Polyedern

Aufgrund der Vorbemerkungen in Abschnitt wollen wir uns nun auf Probleme be-
schrénken, bei denen alle Daten rational sind. Zur Abkiirzung nennen wir ein Polyeder
P C K" rational, wenn es eine Matrix A € Q™™ und einen Vektor b € Q™ gibt mit
P = P(A,b). Wir wissen, dass ein Polyeder genau dann rational ist, wenn es endliche
Mengen V C Q" und E C Q" gibt mit P = conv(V') + cone(E). Der Einfachheit halber
werden wir uns auch auf rationale Wertebereiche beschrinken und nur Polyeder in Q"
betrachten.

Ist P eine beliebige Teilmenge des reellen oder rationalen Vektorraums, so setzen wir

P; := conv{x € P | z ganzzahlig}.

Ist also zum Beispiel P = P(A,b) ein Polyeder, so bezeichnet IP(A,b) die ganzzahligen
Punkte in P und P; die konvexe Hiille von IP(A,b). Wir zeigen nun, dass P; wiederum
ein Polyeder ist. Wir wissen dies bereits aus (7.8)), falls P beschriankt ist. Ferner gilt
offenbar

(7.9) Satz. Ist C ein rationaler Kegel, so gilt

C=Cr. VAN

Beweis. Ein rationaler Kegel C' hat die Form C' = cone(F), E C Q" endlich. Durch
Multiplikation der Vektoren aus E mit geeigneten ganzen Zahlen erhélt man eine Menge
E’' C Z™ mit C = cone(E"). Jeder ganzzahlige Vektor in C ist also konische Kombination
der Vektoren aus E’. Daraus folgt die Behauptung. O

Damit konnen wir nun zeigen:

(7.10) Satz. Ist P ein rationales Polyeder, dann ist P; ebenfalls ein (rationales) Poly-
eder. Ferner gilt rec(P) = rec(P). A

Beweis. P hat eine Darstellung der Form P = @ + C, wobei @ ein Polytop und C =
rec(P) ein Kegel ist. Nach Satz (7.9 konnen wir annehmen, dass C = cone{yi,...,ys}
gilt mit y; € Z™, i =1,...,s. Wir setzen

S
B = {Zuiyiloémél,izl,-ws}
=1

und behaupten:

Aus dieser Behauptung folgt der Satz, denn @) + B ist beschrénkt, also ist (Q + B); ein
Polytop; und falls P} # ), dann ist C' der Rezessionskegel von P.

Wir beweisen zunéchst P; C (Q + B);+C. Es sei p ein ganzzahliger Punkt in P. Dann
gibt es Vektoren g € Q und ¢ € C' mit p = ¢ + ¢. Der Vektor ¢ hat eine Darstellung der
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7.2 Ganzzahlige Punkte in rationalen Polyedern

Form ¢ = 7| ptiyi, i > 0. Setzen wir ¢ := >0 |pi]yi und b := ¢ — ¢, dann ist ¢
ganzzahlig; und weil p und ¢ ganzzahlig sind, ist auch ¢ + b = p — ¢ ganzzahlig. Ferner
gilt nach Definition b € B. Daraus folgt ¢ + b € (Q + B); und somit p = (¢+b) + ¢ €
(Q+B),+C.

Aus (Q + B);+C C P+C = P+Ci = (P + C); = P folgt die umgekehrte Inklusion.O

Analog kann man zeigen:
(7.11) Satz. Sind A € Q") B e Q™) b e Q™, dann ist
conv{zx € MIP(A, B,b)}
ein rationales Polyeder. A
Wir haben schon mehrfach angemerkt, dass fiir ¢ € Q™, S C Q" folgendes gilt:
max {c'z | z € S} = max {c' 2 | x € conv(S)}.

Die obigen Séatze zeigen also, dass wir [Ps oder MIPs in lineare Programme transformieren
kénnen. Haben wir damit eine Losungsmethode fiir ganzzahlige und gemischt-ganzzahlige
Programme gefunden? Nicht ganz, denn sind IPs oder MIPs durch , , ,
gegeben, so ist tiberhaupt nicht klar, wie man die Ungleichungen finden kann, die aus
den ganzzahligen oder gemischt-ganzzahligen Programmen lineare Programme machen.
Wir wissen nun zwar, dass es theoretisch geht, aber ob es praktisch durchfiithrbar ist, ist
a priori nicht zu sehen.

Bevor wir dieser Frage nachgehen, wollen wir untersuchen, ob man aus Informationen
iiber die Kodierungsldangen der Ungleichungen eines Systems Az < b Abschétzungen iiber
die Kodierungsléangen der Facetten von P(A,b); ableiten kann. Zunéchst beweisen wir
einen Hilfssatz.

(7.12) Lemma. Sei P C Q" ein Polyeder.

(a) Hat P eine Darstellung der Form P = P(A,b), so dass die Kodierungslinge jeder
Ungleichung des Systems Ax < b hdéchstens ¢ ist, dann gibt es endliche Mengen
V CQ" und E C Q™ mit P = conv(V) + cone(E), so dass die Vektoren aus VU E
héchstens die Kodierungslinge 4n’yp haben.

(b) Hat P eine Darstellung der Form P = conv(V') + cone(E), so dass die Kodierungs-
linge jedes Vektors aus V' U E hichstens v ist, dann gibt es ein Ungleichungssystem
Az < b mit P = P(A,b), so dass jede Ungleichung des Systems hochstens die Kodie-
rungslinge 3n*v hat. JAN

Beweis. (a) Angenommen die Voraussetzungen von @ gelten, dann gibt es Ungleichun-
gen alz <b;,a; € Q" b; € Q,i=1,...,m, die P definieren, mit (a;) + (b;) < ¢ fiir
i =1,...,m. Aus der Polyedertheorie wissen wir, dass es endliche Mengen V, E C Q™
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7 Theorie der ganzzahligen und gemischt-ganzzahligen Optimierung

gibt mit P = conv(V') 4 cone(FE), so dass die Komponenten der Vektoren aus VU E
entweder 0 oder Quotienten von zwei Subdeterminanten der folgenden Matrix sind

CL{ b1
C=1:
al b,

Sei D eine quadratische (k, k)-Untermatrix von C, dann folgt aus einfachen Abschét-
zungen (Hausaufgabe!)

(det D) < 2(D) — k2.
Da nach Voraussetzung (D) < k¢ gilt, erhalten wir
(det D) < 2(D) — k* < 2ne.

Die Zahler und Nenner der Komponenten der Vektoren aus V' U E haben also hochs-
tens die Kodierungslénge 2n¢, somit hat jede Komponente hochstens die Kodierungs-
linge 4np und damit jeder dieser Vektoren hochstens die Kodierungslinge 4n2.

(b) beweist man &hnlich. (Hausaufgabe!) O
(7.13) Satz. Sei P = P(A,b) C Q" ein rationales Polyeder, so dass die Kodierungslinge

jeder Ungleichung des Systems Ax < b hochstens ¢ ist. Dann gibt es ein Ungleichungs-
system Dz < d mit Pp = P(D,d), so dass die Kodierungslinge jeder Ungleichung des

Systems hochstens 15m8¢ ist. A
Beweis. Ist P| = (), so ist die Behauptung trivial. Wir konnen also annehmen, dass
P 7é 1] gilt.

Nach Lemma ([7.12)) gibt es eine Darstellung von P der Form
P = conv{vy,...,v} + cone{yi,...,ys}t,

so dass jeder der Vektoren vy, ..., v, 1, .. .,ys hochstens die Kodierungslinge 4n?¢p hat.
Wir setzen

Q=Pn{zeQ"|—(n+1)- 2" <z, <(n+1)-2"%i=1,....n} (7.14)

und zeigen

P = Q1+ cone{yi, ..., ys} (%)
Die Inklusion D in gilt trivialerweise. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, wéahlen
wir einen beliebigen (ganzzahligen) Vektor x € P. Fir j = 1,...,s sei yg derjenige

ganzzahlige Vektor, der aus y; dadurch entsteht, dass man y; mit dem kgV der Nenner
der Komponenten von y; multipliziert. Die Kodierungslange von y§ ist somit hochstens

4n3p. Aufgrund des Satzes von Caratheodory (1.61) kénnen wir z in folgender Form
darstellen

T =M+ ANy e sy,
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wobei A1,..., Ay, U1, ..., s = 0, Ap +- -+ XAy = 1 und hochstens n der rationalen Zahlen

w5 von Null verschieden sind. Wir setzen nun

2= ANop 4 Moy + (1 — Uﬂj)yll e (s — LMSJ)y;
= Luljyll +...+ LﬂsJy;

Da x und z” ganzzahlig sind, ist auch 2’ = x — 2” ganzzahlig. Fiir jeden der Vektoren
v; und y;- hat jede seiner Komponenten einen Betrag, der nicht grofer als 24n°¢ ist. Da
hochstens n der Zahlen pq,. .., us von Null verschieden sind, gilt Ay + -+ + A\ + (1 —
lp1])+ -+ (ps — [1s]) < n+1; also hat jede Komponente von 2’ einen Absolutbetrag,
der nicht grofer als (n+ 1)24”3"9 ist. Mithin gilt 2’ € Q. Da 2" € cone{y], ..., y.}, gehort
=1’ + 1" zu Q1 + cone{yy, ..., ys}. Daraus folgt die Gleichheit in ().

Sei Z die Menge der ganzzahligen Vektoren in (). Nach Definition hat jeder Vektor in
Z hochstens die Kodierungslinge 5nte. Aufgrund von gilt

Py = conv(Z) 4 cone{yi,...,ys}-

In dieser Darstellung von P; als Summe eines Polytops und eines Kegels hat jeder Vektor
hochstens die Kodierungslidnge 5np; folglich kénnen wir aus Lemma (]EI) schliefsen,
dass P; durch ein Ungleichungssystem Dx < d dargestellt werden kann, so dass jede
Ungleichung dieses Systems héchstens die Kodierungslinge 15n5¢p hat. O

Im obigen Beweis haben wir eine Aussage mitbewiesen, die fiir weitere Anwendungen
interessant ist.

(7.15) Korollar. Sei P = P(A,b) ein rationales Polyeder, so dass die Kodierungslinge
jeder Ungleichung des Systems Ax < b hiochstens ¢ ist. Falls P einen ganzzahligen Vektor
enthdlt, dann gibt es in P einen ganzzahligen Vektor, der im Wiirfel

{zeQ"|—(n+1)-2"° <a; < (n+1)- 2%}

enthalten ist, und es gibt in P einen ganzzahligen Vektor der Kodierungslinge héchstens
5ntp. JAN

Aus dieser Folgerung ergibt sich eine wichtige komplexitéatstheoretische Konsequenz.

(7.16) Korollar. Das Entscheidungsproblem ,,Hat ein gegebenes rationales Ungleichungs-
system Ax < b eine ganzzahlige Losung?“ ist in der Klasse N'P. A

Beweis. Um (nichtdeterministisch) zu zeigen, dass eine ganzzahlige Losung von Az <b
existiert, konnen wir einfach eine Losung y raten. Die Korrektheit der geratenen Lésung
y kann aber nur dann (durch Substitution von y in das Ungleichungssystem) in polyno-
mialer Zeit tiberpriift werden, wenn die Kodierungsldnge von y polynomial in (A) + (b)
ist. Aus folgt, dass — wenn Ax < b liberhaupt eine ganzzahlige Losung hat — ei-
ne ganzzahlige Losung y mit (y) < 5n*(A,b) existiert. Also kann man tatséchlich eine
ykleine” ganzzahlige Losung von Ax < b raten, wenn das Entscheidungsproblem eine
Ja-Antwort besitzt. O
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Ein weiteres interessantes Korollar von ([7.13)) ist die folgende Beobachtung.

(7.17) Korollar. Sei P C Q" ein Polyeder, fir das es eine Beschreibung P = P(A,b)
gibt, so dass jede der Ungleichungen des Systems hichstens die Kodierungslinge @ hat,
und sei ¢ € Q". Falls max{c'x | x € P,z ganzzahlig} endlich ist, dann gibt es eine

Optimallosung, deren Kodierungslinge hochstens 5n*e ist, und der Absolutbetrag des
Optimalwertes dieses IPs ist hochstens 2c)+nto—2n, A

Beweis. Aus dem Beweis von Satz folgt, dass das Maximum von max {c’z | z €
P, x ganzzahlig} in einem der Vektoren z € Z (das sind die ganzzahligen Vektoren aus
Q in (7.14)) angenommen wird. Aus (z) < 5nty folgt die erste Behauptung. Die zweite
folgt mit Cauchy-Schwarz und Lemma aus

Tl < fellallzll < @97 —1)EET 1) < 2lEImiean .

Folgerung (7.17) bzw. (7.15) impliziert, dass fiir ein ganzzahliges Programm max ¢’ z,

x € IP(A,b) mit ¢ € Z" die Menge der moglichen Optimallosungen im Wiirfel

(z€Z" | —(n+1)- 2" AN < gy < (n 4 1) 204

liegt und dass der Optimalwert dieses IPs, wenn er existiert, eine ganze Zahl z* im
folgenden Intervall ist
_2<c>+5n4(A,b>—2n < < 2(c)+5n4(A,b>—2n‘

Daraus folgt direkt, dass IPs durch binére Suche gelost werden kénnen, wir haben dazu
Hediglich“ die Entscheidungsfrage

,Gibt es einen Vektor z € IP(4,b) mit ¢!z > 2*7

fiir die z* aus dem obigen Intervall zu l6sen. Leider ist jedoch das letztere Entscheidungs-
problem N P-vollstandig.

Analoge Resultate wie die oben fiir ganzzahlige Programme bewiesenen, lassen sich
auch fiir gemischt-ganzzahlige Programme ableiten. Aus ihnen folgt die Endlichkeit des
Dakin-Verfahrens (/6.2]).

7.3 Schnittebenentheorie

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt gezeigt, dass fiir jedes rationale Polyeder P die
Menge P, die konvexe Hiille der ganzzahligen Punkte in P, ein Polyeder ist (P; nennt
man haufig das zu P gehorige ganzzahlige Polyeder). Ferner haben wir bewiesen, dass
es fiir P = P(A,b) eine Darstellung P; = P(D,d) gibt, so dass die Ungleichungen des
Systems Dz < d ,kleine* Koeffizienten haben. Die Frage stellt sich nun, ob man Dz < d
algorithmisch bestimmen kann und ob man die Anzahl der Ungleichungen von Dx < d
durch ein Polynom in der Anzahl der Ungleichungen von Az < b beschrédnken kann.
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7.3 Schnittebenentheorie

Die erste Frage hat eine positive Antwort, die zweite nicht. Selbst dann, wenn ein
kombinatorisches Optimierungsproblem in polynomialer Zeit gelost werden kann, kann
die Anzahl der Ungleichungen, die notwendig sind, um die konvexe Hiille der zuldssigen
Punkte zu beschreiben, exponentiell in den Daten des Problems sein. Wir haben hierzu
bereits mehrere Beispiele in Kapitel [3| gegeben. Wir erinnern kurz an das Matching-
Problem, das wir ausfiihrlich in Abschnitt [3.3] behandelt haben.

Ein Matching M ist eine Teilmenge der Kantenmenge eines Graphen G = (V, E), so
dass jeder Knoten v € V' auf hochstens einer Kante von M liegt.

Das Matching-Problem ist die Aufgabe, in einem Graphen G = (V, E) mit Kanten-
gewichten c, € Q fiir alle e € F ein Matching maximalen Gewichts zu finden. Aus der
Definition kénnen wir eine Formulierung des Matching-Problems als ganzzahliges Pro-
gramm ableiten. Diese lautet

max ¢!z
z(6(v)) :== Z ze <1 YoeV
e€d(v) (718)
Te >0 Vee E

ze. € {0,1} Ve€ E.

Hierbei ist 6(v) die Menge aller Kanten, die den Knoten v enthalten. Bezeichnen wir mit
P(G) die Menge der zuléssigen Losungen von ([7.18) ohne Ganzzahligkeitsbedingung und
mit MATCH(G) die konvexe Hiille aller Inzidenzvektoren von Matchings in G, so gilt
offenbar

P(G); = MATCH(G).
Man kann zeigen, siche Satz (3.14]), dass
P(G) = MATCH(G)

genau dann gilt, wenn G bipartit ist und keine isolierten Knoten hat. Man kann ferner
zeigen (siehe Satz (3.18)), Edmonds (1965)), dass MATCH(G) durch das folgende System
von Ungleichungen beschrieben werden kann:

z(d(v)) <1 YoeV
1
z(E(W)) < §(|W] —1) VW CV,|W| > 3 und ungerade (7.19)
Te >0 Ve € E.

Hierbei bezeichnet E(W) die Menge aller Kanten, bei denen beide Endknoten in W
liegen.

Falls G der vollstdndige Graph K,, n > 3 ist, ist das System nicht redun-
dant, d.h. jede der in angegebenen Ungleichungen definiert eine Facette von
MATCH(K,). Somit hat MATCH(K,,) rund 2"~! Facetten; daraus folgt, dass die Spei-
cherkomplexitét jeder vollstdndigen Beschreibung von MATCH(K,,) exponentiell in der
Kodierungslange von K,, bzw. ist. Folglich gibt es (fiir das Matching-Polyeder und
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somit generell) keinen Algorithmus, der aus einem Ungleichungssystem Az < b eine voll-
standige Beschreibung von P(A,b); der Form P(A,b); = {z | Dz < d} konstruiert und
dessen Laufzeit polynomial in (A) + (b) ist.

Trotz dieses negativen Resultates ist es — wie wir noch sehen werden — sinnvoll, sich
Gedanken zu machen, wie man aus Az < b ein System Dz < d mit P(A,b); = P(D,d)
algorithmisch konstruieren kann. Dies wird mit sogenannten Schnittebenenmethoden ge-
macht. Hier wollen wir den theoretischen Hintergrund dieser Verfahren erlautern.

(7.20) Definition. Es seien A € Q™™ und b € Q™. Mit S bezeichnen wir das System
der linearen Ungleichungen Az < b, und wir setzen P := P(A,b).

(a) Wir sagen, dass eine Ungleichung d'x < dy, d € Z"™, zum elementaren Abschluss
von S gehdrt, wenn es einen Vektor A € Q™, A > 0 gibt mit

MNA=d"  und
|IATh) < dp.

(b) Wir setzen €°(S) := S und bezeichnen die Menge aller Ungleichungen, die zum ele-
mentaren Abschluss von S gehdren mit e'(S).

(c) Fiir k > 1 definieren wir ef(S) := e (S U eF~1(9)).
(d) cl(S) == U2, €¥(S) heift der Abschluss von S.
(e) Wir setzen PV := P und
P¥ .= {x € Q" | z erfillt alle Ungleichungen des Systems e(S)}. A
Der (einfache) Hintergrund der obigen Begriffsbildung ist der folgende. Fiir jeden Vek-
tor A € Q™, A > 0 wird die Ungleichung
(M A)z < ATh

von allen Punkten aus P(A,b) erfiillt. Ist AT A ein ganzzahliger Vektor, so ist fiir jeden
Vektor = € IP(A,b) der Wert (AT A)z eine ganze Zahl. Folglich erfiillt in diesem Falle
jeder Vektor x € P(A,b); die Ungleichung

(M Az < |\ Tb).

Diese Ungleichung (also eine Ungleichung des elementaren Abschlusses) ist somit giiltig
fir das Polyeder P(A,b);. Durch Induktion folgt, dass jede Ungleichung aus dem Ab-
schluss cl(S) von S giiltig beziiglich P(A,b); ist. Es ist relativ erstaunlich, dass cl(5) alle
Ungleichungen enthélt, die Facetten von P(A, b); definieren. Der folgende Satz fasst die
Eigenschaften der Abschlussoperationen zusammen.

(7.21) Satz. P = P(A,b) C Q" sei ein rationales Polyeder, dann gilt:
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(a) Ist T <coymitceZ”, co el guiltig beziglich Pr, dann ist cTx < ¢y ein Element
von cl(Ax < b).

(b) Es gibt eine ganze Zahl k > 0, so dass cl(Ax < b) = e¥(Ax < b) gilt und endlich
viele der Ungleichungen aus e*(Axz < b) das Polyeder Py definieren, d. h. es gibt ein
k>0 mit

P = P".

(c) SeiceZ™, dann gibt es eine ganze Zahl k > 0, so dass fir das ganzzahlige Programm
max{c x| = € IP(A,b)} (%)

und das lineare Programm
max{c’z | z € P*} (xx)

gilt: hat keine bzw. keine endliche Losung genau dann, wenn keine bzw. keine
endlichen hat. Sind und endlich l6sbar, so stimmen die Mazima tberein. /A

Beweis. Siehe (Chvatal (1973)) fiir beschriankte Polyeder und |Schrijver| (1980) fiir den
allgemeinen Fall. O

Man kann anhand von Beispielen zeigen, dass das k in Satz bzw. beliebig
grof sein kann, siehe |Chvatal (1973). Mit einigem Recht kann man sagen, dass ein Pro-
blem mit ,,groffem k“ schwieriger ist als eines mit ,kleinem®. Die Zahl k misst in einem
gewissen Sinne die ,Ndhe zur Ganzzahligkeit” eines linearen Programmierungsproblems.

Trotzdem bleibt festzuhalten, dass man nach Satz aus den Daten eines Polytops
P(A,b) prinzipiell das definierende Ungleichungssystem des zugehorigen ganzzahligen
Polytops P = conv(IP(A4,b)) konstruieren kann. Wir werden im néchsten Kapitel se-
hen, dass dieses Verfahren sogar algorithmisch ausgewertet werden kann und zu einem
endlichen Algorithmus fiihrt. Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch ein
Beispiel.

(7.22) Beispiel.

(a) Gegeben sei das folgende Ungleichungssystem Ax <b

]+ 2x9 < 3 (1)
T <1 (2)
-1 <0 (3)
—x2 <0 (4)

dessen Losungsmenge P(A,b) in Abbildung dargestellt ist. Es gilt IP(A,b) =
{@: () (), (5)} und damit

Pr = conv(IP(A,b)) = {z € R? | 2y < 1,29 < 1,21 > 0,29 > 0}.
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X2

P

1 2 Z1

Abbildung 7.4: Losungsmenge des Ungleichungssystems aus Beispiel (7.22) @)

Zum Beispiel gilt z1 + x5 < 2 € €!(S), denn
—I— — 211 + 229 <4 — x1 + 19 < 2.

Zur Beschreibung von conv(IP(A, b)) fehlt noch die Ungleichung x5 < 1, aber auch
diese ist in e!(.9) enthalten, denn

3 3
+ :>2$2§3:>.%'2§§ :>5132§1—\‘2J.

Damit haben wir gezeigt cl(S) = e!(S), d. h.
Py = conv(IP(A,b)) = {z € R* | a"z < ag € €'(5)}.

(b) Hausaufgabe!
Gegeben sei das folgende Ungleichungssystem S

—kz+y <0 (1)
kr+y <k (2)
—y<0 (3)

dessen Losungsmenge in Abbildung [7.5] zu sehen ist. Die ganzzahligen Losungen von
S sind die Vektoren (8), (é) Zeigen Sie

i) Die Ungleichungen

y< %] (4)
y<0 (5)
<1 (6)

gehoren zu e!(S).
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MES

ENES

! .
Abbildung 7.5: Losungsmenge des Ungleichungssystems aus Beispiel |j

ii) Die Ungleichung
y<0 (7)

gehort nicht zu e!(S), falls k£ > 2 (offenbar gehort zu cl(9)). A

(7.23) Bemerkung (Hausaufgabe). Zeigen Sie, dass fiir jeden Graphen G gilt
MATCH(G) = P(G)?,

d. h. das Ungleichungssystem ([7.19)) gehort zum elementaren Abschluss des Ungleichungs-
systems ([7.18)). A

7.4 Ein Schnittebenenverfahren fiir ganzzahlige Programme

In Abschnitt haben wir gesehen, dass die konvexe Hiille der Losungen eines ganz-
zahligen oder gemischt-ganzzahligen Programms nicht unbedingt ein Polyeder sein muss
(Beispiel (7.7))). Unter der Voraussetzung der Rationalitét der Daten oder Beschrénktheit
der Losungsmenge kann jedoch gezeigt werden (Sétze , )7 dass diese konvexe
Hiille immer ein Polyeder ist. Da wir zur Losung ganzzahliger und gemischt-ganzzahliger
Programme das Simplexverfahren bzw. andere Verfahren der linearen Programmierung
einsetzen wollen, werden wir voraussetzen miissen, dass alle Daten rational sind. Fiir
Probleme aus der Praxis ist dies immer der Fall, da auf einem Rechner sowieso nur ratio-
nale Zahlen représentiert werden kénnen. Haben wir ein Ungleichungssystem Az < b mit
rationalen Daten, so kann jedes Matrixelement als Bruch mit positivem Nenner geschrie-
ben werden, das gleiche gilt fiir den Vektor b. Daher kénnen wir fiir jede Ungleichung
A;.x < b; das kleinste gemeinsame Vielfache k; der Nenner bestimmen. Die Ungleichung

ki Aq. < kib;
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definiert denselben Halbraum und hat nur ganzzahlige Elemente. Auf diese Weise erhalten
wir ein ganzzahliges System Dx < d, so dass P(A,b) = P(D,d) gilt. Daraus folgt, dass
es keine Einschrdnkung der Allgemeinheit ist, wenn wir statt Rationalitdt der Daten
Ganzzahligkeit der Daten fordern.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels seien alle Daten von Axr < b,
bzw. Ax = b, etc. ganzzahlig.

Wir wissen also, dass bei ganzzahligen Daten die konvexe Hiille der Losungen eines IP
oder MIP ein Polyeder ist und dass der Optimalwert eines ganzzahligen oder gemischt-
ganzzahligen Programms mit dem Optimalwert des linearen Programms {iber der kon-
vexen Hiille iibereinstimmt. Ferner haben wir in Satz gesehen, dass ein lineares
System zur Beschreibung der konvexen Hiille in einem gewissen Sinne ,effektiv kon-
struierbar ist. Wir werden uns nun damit beschéftigen, wie diese polyedertheoretischen
Erkenntnisse mit Hilfe von Schnittebenenverfahren algorithmisch ausgewertet werden
konnen.

Schnittebenenverfahren fiir IPs arbeiten im Prinzip wie folgt:

(7.24) Algorithmus (Allgemeines Schnittebenenverfahren fiir ganzzahlige Pro-
gramme).

Eingabe: A € Z(™" be 7™, ¢ € 7"

Ausgabe: Optimale Losung des ganzzahligen Programms

max CT$
Ax =D
! (IP)
x>0

x ganzzahlig.

1. Loése das zu gehorige lineare Programm (LP), das durch Weglassen der Ganz-
zahligkeitsbedingung entsteht. Hat (LP) keine endliche Optimallésung, so ist
unbeschriankt, bzw. IP=(A,b) = 0. Falls (LP) beschrinkt ist, so sei z* eine Opti-
mallésung von (LP).

2. Ist x* ganzzahlig — STOP (gib z* aus).
Andernfalls bestimme eine Ungleichung d’z < dp mit folgenden Eigenschaften
(Schnittebene):
dz* > dy

d'z <dy  VxeIP™(A,Db)

3. Fiige die Ungleichung d’x < do unter Hinzufiigung einer Schlupfvariablen zum
gegenwartigen System hinzu. Nenne dieses neue System und gehe zu JAN
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Fiir ganzzahlige Programme der Form und fiir gemischt-ganzzahlige Programme
verlaufen Schnittebenenverfahren analog.

Schnittebenenverfahren unterscheiden sich nur durch die Art der Bestimmung der
Schnittebenen — dafiir gibt es verschiedene Techniken — und durch die Art der Losung des
erweiterten linearen Programms. Im Allgemeinen wird Schritt [I] bei der ersten Ausfiih-
rung mit dem primalen Simplexverfahren gelost und nach jeder Ausfiihrung von Schritt
mit Hilfe der dualen Simplexmethode.

Der Name Schnittebene kommt daher, dass die gegenwértige Optimallosung abge-
schnitten wird, siehe Abbildung

Schnittebenen

Abbildung 7.6: Schnittebenen schneiden nicht-ganzzahlige Optimallésungen ab

Satz besagt, dass mit Hilfe des Abschlussoperators cl im Prinzip Schnittebenen
konstruiert werden kénnen, so dass irgendwann die konvexe Hiille der ganzzahligen Punk-
te erreicht ist. Die Frage ist nun, ob eine (moglichst einfache) Regel angegeben werden
kann, die Schnittebenen erzeugt und endliche Konvergenz garantiert. Bis zum Jahre 1958
sind verschiedene Regeln konstruiert worden, die aber alle nicht funktionierten. Gomo-
ry gelang dann 1958 die Entwicklung eines endlichen Schnittebenenverfahrens fiir (rein)
ganzzahlige Programme. Spéter hat er weitere Techniken zur Schnittebenenerzeugung
entworfen, die auch im Falle gemischt-ganzzahliger Programme arbeiten.

Bevor Gomory seine Methode verdffentlichte, war von Dantzig (siehe (Garfinkel und
Nemhauser, 1972 S. 166)) der folgende Schnitt vorgeschlagen worden. Ist eine optimale
Losung des zu gehorigen LP nicht ganzzahlig, so muss mindestens eine der Nicht-
basisvariablen N von Null verschieden sein, wegen der Ganzzahligkeit also mindestens 1,
daraus folgt, dass die Ungleichung

Za?j21

jEN
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von allen ganzzahligen Punkten aber nicht von der gegenwértigen Optimallosung erfiillt

wird. Sie liefert also eine Schnittebene. Gomory und Hoffman haben 1963 ein Beispiel

konstruiert, fiir das ein Verfahren mit diesen Schnittebenen nicht endlich terminiert.
Wir geben nun eine Klasse ,,guter Schnittebenen* an.

(7.25) Lemma. Gegeben sei ein ganzzahliges Programm (IP=) der Form (7.3 mit
ganzzahligen Daten. Sei Ap eine Basis der LP-Relaxierung (LPT), und sei h # 0 eine
ganze Zahl, dann sind

(a) ZjeN(LhaijJ — ha;j)x; < |hb;| — hb; Vie B und
(b) > jen(hE;] — héj)a; < [he™] — he*

Schnittebenen, genannt fundamentale Schnittebenen, falls hb; bzw. he* nicht ganzzahlig
sind. Dabei seien: ¢* der Wert der Basislosung zu A von (LP~), und (wie iblich) B die
Indizes der Basisvariablen, N Indizes der Nichtbasisvariablen und

A= (ay) = Ag' Ay, b=A5"h, " =(ck—cpA), é=-c A

Beweis. Jedes System Az = b hat beziiglich einer Basis Ap die Darstellung zp =
Aglb - A;AN:L“N = b— Axy. (Die Basislosung beziiglich Ap ist gegeben durch xp = b,
xy = 0.) Es gilt also

X; :Ez —ZZ’..’EN Vi € B

bzw.
T+ Zaijﬂjj = Bl Vi € B. (1)
JEN
Multiplizieren mit h € Z, h # 0, ergibt
hx; + Z haija;j = hgz (2)
JEN

Da bei Zuldssigkeit xp > 0 Vk gelten muss, kénnen wir die Koeffizienten auf der linken
Seite von abrunden und erhalten so aus der Gleichung eine giiltige Ungleichung

JEN

Fiir ganzzahlige Losungen ergibt die linke Seite von einen ganzzahligen Wert. Wenn
wir somit die rechte Seite ebenfalls abrunden, bleibt die neu entstehende Ungleichung fiir
alle z € IP™ (A, b) giiltig. Wir erhalten also die fiir IP™(A, b) giiltige Ungleichung

hx; + Z Lhaijj Zj < I_hEZJ . (4)
JEN

Ziehen wir nun von ab, so ergibt sich die giiltige Ungleichung

Z(Lhaiﬁ — hﬁij)xj < thzJ — hBL Vi € B. (5)
JEN

160



7.4 Ein Schnittebenenverfahren fiir ganzzahlige Programme

Ist nun die gegenwirtige Basislosung nicht ganzzahlig, so gibt es ein i € B mit b; ¢
Z. Ist hb; & Z., so besagt die Ungleichung , dass die linke Seite kleiner oder gleich
|hb;| — hb; < 0 sein muss. Da zy = 0 fiir die Basislosung gilt, erfiillt die gegenwiirtige
Basislosung die Ungleichung nicht, wird also abgeschnitten.

Der Zielfunktionswert ¢y := ¢! x beziiglich der Basis Ap lésst sich wie folgt berechnen:

co=cle=chap+chey =chb—Azy)+ oy = chb+ (& — cEA)zy = chb+el zy,

wobei ¢ die reduzierten Kosten sind. Setzen wir ¢ = —¢, so ergibt dies
co+lay = cgg =:c".
Multiplizieren mit h € Z ergibt

heo + Z héjx; = he'. (6)
JEN

Fiir zuléssige Punkte z gilt z; > 0, also liefert Abrunden

heo + Z |héjla; < he™. (7)
JEN
Ist « ganzzahlig, so ist cg ganzzahlig, weil ¢ € Z" ist; also stehen auf der linken Seite von
(7) nur ganze Zahlen, folglich kann die rechte Seite von ebenfalls abgerundet werden,
ohne die Giiltigkeit fiir Punkte aus IP(A, b) zu verlieren. Es ergibt sich

heo + > |héjla; < [he”]. (8)

JEN
Ziehen wir @ von ab, so erhalten wir

> (L&) = h&j)z; < |he*] — he,
JEN

was zu zeigen war. O

Es ist klar, dass ein ganzzahliges Programm mit ganzzahligen Daten als Optimalwert
eine ganze Zahl haben muss. Haben wir das zu (IP=) gehérige lineare Programm (LP~)
gelost, und hat dieses keinen ganzzahligen Optimalwert, so kénnen wir mittels einer
Schnittebene des Typs (]ED die gegenwértige Basislosung abschneiden. Ist der Optimalwert
des LP ganzzahlig, aber die optimale Basislosung nicht ganzzahlig, so gibt es wegen
zn = 0 eine Basisvariable z; mit x; = b; ¢ 7. Dann kénnen wir mit einer Ungleichung
des Typs @ wiederum die gegenwértige Basislosung abschneiden.

Die obigen Uberlegungen zeigen also, dass zu jeder nichtganzzahligen Basislosung eines
LP eine Schnittebene existiert, die beziiglich aller ganzzahligen Punkte zuléssig ist, die
die betrachtete Basislosung abschneidet, und die — was wichtig ist — sehr einfach aus
den LP-Daten abgeleitet werden kann. Im Prinzip kann dieses Verfahren unendlich lange
dauern, wir werden aber zeigen, dass bereits fiir den Spezialfall h = 1 unter gewissen
Voraussetzungen endliche Konvergenz gezeigt werden kann.
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(7.26) Korollar. Die Voraussetzungen seien wie in Lemma Wir setzen
fij=ai;—ay), i€BjeN

foj =—¢; —|—¢;], jEN (diese rationalen Zahlen nennt
fio := b; — | bi] i€ B man gebrochene Teile)
Joo :=c* — [c*].

Falls fio # 0 fiiri =0 oder i € B, dann ist der erste Gomory-Schnitt

> —fijry < —fio

JEN
eine Ungleichung, die fir alle Punkte aus IP~(A,b) zuldssig ist und die die gegenwdrtige
Basislosung abschneidet. VAN

Wir stellen nun einen Algorithmus zusammen, der auf der Basis des Simplex-Verfahrens
ganzzahlige Programmierungsprobleme 16st. In einer ersten Phase wird mit dem pri-
malen Simplexalgorithmus eine optimale Losung des zugehdrigen LP produziert, dann
werden Schnittebenen abgeleitet — und zwar erste Gomory-Schnitte — um die das Re-
striktionensystem erweitert wird. Mit dem dualen Simplexverfahren wird anschliefend
eine Reoptimierung vorgenommen. Der Algorithmus ist sehr ausfiihrlich dargestellt.

(7.27) Algorithmus (Erster Gomory-Algorithmus).

Eingabe: A € Z(™") be 7™, ¢ e 7"
Ausgabe: Losung des ganzzahligen Programms (IP~)

max ¢z
Axr =10
x>0

x ganzzahlig.

Zur einfacheren Darstellung des Algorithmus fiihren wir folgende Notation ein:

ago := ¢ (gegenwértiger Zielfunktionswert)

agj := —¢j,j=1,...,n (negativer Wert der Zielfunktionskoeflizienten, um
die Schnitte aus der Zielfunktion einfacher ableiten
zu kénnen)

ajo:=bj,1=1,...,m (rechte Seite)

Unser (IP7) lautet also in der neuen Notationsform

n
max agpyg — — E ;T4
7j=1
n
E Qi3T5 = A50, ’i=1,...,m
Jj=1

x; > 0 und ganzzahlig, j=1,...,n

(LP<) ist das obige Programm ohne Ganzzahligkeitsbedingungen.
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1. In einer Phase 1 wird die Zuléssigkeit des zugehorigen (LP~) gepriift.
1.1. Falls (LPT) unzuléssig ist, ist natiirlich auch (IP<) unzuldssig. — STOP.

1.2. Ist (LPT) zuléssig, so endet die Phase 1 mit einer zuléssigen Basis. Hierbei
kénnen u. U. einige linear abhéngige Zeilen von Ax = b gestrichen worden
sein. Wir wiirden dann mit dem reduzierten System beginnen. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, dass A vollen Rang m hat. Wir erhalten also

B:(p17p27"’7pm)7 NZ(Ql;QQw-an—m)
und somit eine Basismatrix Ag von A.

2. Wir berechnen

AG!
A=Az Ay (m,n — m)-Matrix
a0 =Agz'b=Azay m-Vektor
ay. = —(ck — cEAZ Ap) (n — m)-Vektor
= a%jN — aaBZ
= chg,lb = —aaBE.o.

Primaler Simplex-Algorithmus (Voraussetzung: zuldssige Basis bekannt).

3. (Optimalitatspriifung)
Gilt ap; > 0 fiir j = 1,...,n—m, so ist die gegenwirtige Basislosung optimal. Gehe
zu Schritt [8] Andernfalls gehe zu Schritt [4]

4. (Bestimmung der Austauschspalte)
Wihle einen Index s € {1,...,n — m}, so dass ags < 0 gilt. (Hierzu haben wir
mehrere Moglichkeiten kennengelernt; z. B. wéhle s, so dass @gs minimal ist.)

5. (Priifung auf Beschrianktheit des Optimums)
Gilt a;s < 0 fiir ¢ = 1,...,m, so ist das lineare Programm unbeschrénkt, also ist
entweder (IP=) unbeschriankt oder hat keine zuldssige Losung. — STOP.

6. (Bestimmung der Austauschzeile)

6.1. Berechne \g := min{ﬁ’%o

Qs

|6%>Qi:L”wm}
6.2. Wéhle einen Index r € {1,...,m}, so dass gilt

Qr(
—_ = /\0-

aT’S

(Hierzu haben wir ebenfalls mehrere Moglichkeiten kennengelernt, die die End-
lichkeit des Verfahrens garantieren.)
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7. (Basisaustausch, Pivotoperationen)

7.1. Setze

B/ = (plap% <o Pr—1,4s,Pr+1y - - - ,pm)
N .= (ql,qQ, <oy qs—1,Pr> 4s+1;5 - - - 7q"*m)'

7.2. (Neuberechnung der erweiterten Matrix A)
Fiihre folgende Pivotoperationen durch:

_ 1
721 Ty 1= —.
Ayrs
722 Tpji= 2L j=0,1,...,n—m, j#s.
Qys
7.2.3. T = — 38 G —0,1,...,m, 0 T
Ays
7.2.4. Ty ::aij—%,z':O,l,...,m,i;ér,j:O,l,...,n—m,j#s.
s

7.3 Setze B := B', N := N’ und @;; := @;j, ¢ =0,...,m, j =0,...,n —m und
gehe zu Schritt [3]

Ende des primalen Simplex-Algorithmus
Bestimmung der Schnittebenen, Optimalititstest

8. (Priifung auf Ganzzahligkeit der Losung)
Gilt @;p € Z fiir i = 0,1,...,m, so ist die optimale Losung des gegenwéartigen LP
ganzzahlig und folglich auch eine optimale Losung von (IP<).
Ausgabe: Zielfunktionswert agg, Optimallésung

z; =0 Vi e N
T, =a; Vi€EB

STOP.
Andernfalls gehe zu Schritt [0

9. (Ableitung einer neuen Restriktion, Schnittebenengenerierung)

Wihle ein i € {0,1,...,m} so dass @;o € Z (hierfiir kann man sich mehrere Strate-
gien tiberlegen), und setze fir j =0,1,...,n—m
U1y = — (55 = [a5])-

Fiige die Zeile

am—i—l,()u am—i—l,lv ey am—i—l,n—m

als (m + 1)-te Zeile zum gegenwiértigen Tableau hinzu.
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(Basiserweiterung)
Nimm die zur neu hinzugefiigten Ungleichung gehorige Schlupfvariable ;11 mit
dem Wert @y,110 in die Basis auf, d.h. setze B = (p1,p2, ..., Pm,n + 1) und setze

m:=m+1, n:=n+1.

Gehe zu Schritt [Tl

Dualer Simplex-Algorithmus (Voraussetzung: dual zuléssige Basis bekannt)

11.

12.

13.

Wir haben das duale Simplex-Verfahren und das Vorgehen bei Hinzufiigung einer
neuen Restriktion, falls eine Basislosung des linearen Programms bekannt ist, bereits
behandelt. Das zum (primalen) linearen Programm (LP<)

max ¢l z, Ax =b,z >0

duale Programm lautet min u”b, u” A > ¢’ Die zu einer Basis Ag von A gehorige
Basislosung ist zp = Aglb, xzy = 0. Falls zp > 0 ist, heifit diese Basislosung primal
zuldssig, da sie eine zuldssige Losung von (LP~) darstellt. Eine Basislosung heifst
dual zuldssig, wenn der Vektor CEAEl eine zuléssige Losung des dualen Programms
ist. Eine Basislosung ist also genau dann dual zuldssig, wenn CEAE;IA > ! gilt,
bzw. (1) c5AZ' Ap > c& und (2) cBAL Ay > ¢k gilt. Bedingung (1) ist natiirlich
immer erfiillt, Bedingung (2) ist erfiillt, wenn ¢! := & —cE AL Ay < 0 ist. Dies ist
aber gerade die primale Optimalitétsbedingung (die reduzierten Kosten sind nicht
positiv). Es folgt, dass eine Basislosung primal und dual zuléssig ist genau dann,
wenn sie optimal ist.

Erweitern wir unser Restriktionssystem um eine Schnittebene, so kénnen wir durch
Aufnahme der Schlupfvariablen in die Basis sofort eine neue Basis bzw. Basislo-
sung angeben. Da der Wert der neuen Basisvariablen nach Konstruktion negativ
ist, ist die Basislosung nicht primal zuléssig. Sie ist jedoch dual zuléssig, da sich
die reduzierten Kosten nicht gedndert haben. Wir haben somit eine Startbasis zur
Ausfithrung des dualen Simplexverfahrens.

(Optimalitatstest, d. h. Test auf primale Zuldssigkeit)

Gilt @ > 0,7 =1,...,m, so ist eine optimale Losung des gegenwértigen linearen
Programms gefunden; gehe zu Schritt [§

Andernfalls gehe zu Schritt [12]

(Bestimmung der in die duale Basis eintretenden Variablen)
Wihle einen Index r € {1,...,m} mit G,o < 0. (Hierzu gibt es wiederum mehrere
Strategien, z. B. @,¢ minimal.)

(Prifung auf Beschrénktheit des Optimums)

Gilt @,; > 0 fiir j = 1,...,n — m, so hat das duale Programm keine endliche
Optimallésung, d. h. das primale Programm hat iiberhaupt keine Lésung, also gilt
IP=(A,b) = (. — STOP.
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14. (Bestimmung der aus der dualen Basis austretenden Variablen)

14.1. Berechne )¢ := max{aif |a,; <0,j=1,...,n— m}
J

ar

14.2. Wahle einen Index s € {1,...,n —m}, so dass gilt

aps
— =X
Qrg

(mehrere Strategien moglich, falls s nicht eindeutig bestimmt ist).

15. (Basisaustausch, Pivotoperation)

15.1. Setze

B/ = (p17p27 ce s Pr—1,4s,Pr41, - - - 7pm)
N/ = (Q17QQ7 co o3 qs—1,Pryqs+1, - - - 7Qn—m)-

15.2. (Neuberechnung des Tableaus)

— 1
15.2.1. apg := —.
a
1522, @pj = —,7=0,1,...,n—m, j # s.
Qrs
15.2.3. @jg 1= ——2 i =0,1,...,m, i # 1.

15.2.4. @ ::EU—?,izO,l,...,m,i;ér,j:(),l,...,n—m,j;és.
TS

15.3. Setze B := B', N := N und a;; :==a;; fir i =0,...,m, j =0,...,n—m und
gehe zu Schritt

Ende des dualen Simplex-Algorithmus. A

(7.28) Beispiel. Wir losen das folgende ganzzahlige Programm mit dem ersten Gomory-
Algorithmus. Die Losungsmenge ist in Abbildung [7.7] dargestellt.

max x1 + 2x9

T3 —> T <4
Ty —> 21 + 29 <10
5 — —x14+x2 <5
x1,w2 20
T 1, T2 ganzzahlig
Schlupfvariable

166



7.4 Ein Schnittebenenverfahren fiir ganzzahlige Programme

T2

o ° ‘
1 2 3 4 5 1

Abbildung 7.7: Losungsmenge des IP in Beispiel ((7.28) mit zu den entsprechenden Un-
gleichungen korrespondierenden Schlupfvariablen

(a) Anfangsbasis aus Schlupfvariablen, B = (3,4,5), N = (1,2).
1. Tableau:

0] -1 -2
4 1 0

s —
10 2 1

DJ%U!»&OJ
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FEine Pivotoperation ergibt das 2. Tableau:

1 5
10]-3 2 s—1
3 4] 1 r—9
4 5 —1
2 5| -1 1
3. Tableau:
4 5
15 1 1 Optimalitatstest erfiillt
3 T3 =1 13
1 53] 13 =13
2 2031 13 23
Optimall6sung;:
x 5 To = 2 =15
1 37 2 3 ; -

Ende des primalen Simplexverfahrens.

(b) Schnittebenenbestimmung
Aufer der Zielfunktionszeile konnen alle anderen Zeilen zur Schnittebenenberechnung
benutzt werden, da a;0 € 7, i = 1,2,3. Wir bestimmen alle drei Schnittebenen
(Kandidaten fiir die neue vierte Zeile des Tableaus).

L Zelle: g = ~(5— §) = —4. @ = —(3 ~ ) = ~3, 3 = ~(3 ~0) = .
Daraus resultiert die Schnittebene
2 1 < 1
— =Ty — =T -
374737 ="3

In den urspriinglichen Variablen — wenn wir x4 = 10 — 227 — 22 und z5 =
5 4+ x1 — a9 substituieren — ergibt dies:

2 1 1
—S(10-22 —w2) — (4@ —w) S -5

—20+4r1 4+ 229 — D5 —21+ 29 < -1 <—
3r1+ 3x0 < 24

Unsere Schnittebene ist also dquivalent zur Ungleichung

1+ 120 < 8.
2. Zeile: ayg = —32, Ay = —3%, dgp = —3.
1 2 < 2
—Zxy— —x5 < —=
3747379 =73
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bzw. in urspriinglichen Variablen

1 2 2
—5(10—2x1—x2)—§(5+x1—x2)S—g =
—104+ 221 + 220 — 10 — 221 + 2290 < —2 <—
3$2§18,

das heif’t, die Schnittebene ist dquivalent zu:

xI9 S 6
3. Zeile: ayy = f%, a41 = f%, Q40 = f%, also
1 2 < 2
—=T4 — =X —=.
371737 =73

Damit ergibt sich dieselbe Schnittebene wie bei der Ableitung aus der zwei-
ten Zeile.

Die beiden auf diese Weise gefundenen Schnittebenen sind in Abbildung [7.8] darge-
stellt. An dem obigen Beispiel kann man sehen, dass die Gomory-Schnitte verschieden
Lbief* sein konnen. Der Schnitt aus der zweiten Zeile ist tiefer, weil der Durchschnitt
von P mit dem zugehoérigen Halbraum echt im Durchschnitt von P mit dem aus der
ersten Zeile abgeleiteten Halbraum enthalten ist. Die Schnittebene aus der zweiten
Zeile ergibt zusammen mit den urspriinglichen Ungleichungen sogar die konvexe Hiil-
le der ganzzahligen Punkte. Daraus folgt, dass bei Hinzufiigung dieses Schnittes das
ganzzahlige Optimum erreicht wird.

Bei normalem Durchlauf des Algorithmus hétten wir wahrscheinlich den ersten Schnitt
gewahlt, deshalb fligen wir diesen zusammen mit der neuen Schlupfvariablen zg zu
unserem Tableau hinzu.

Neues Tableau:

4 5

15 1 1
7/3 _1/3 1/3
5/3 1/3 _1/3
20/3 1/3 2/3

—1/31|-%| —1/3 < neue Zeile, Schlupfvariable z¢ in der Basis

D N = W

(¢) Duales Simplexverfahren angewendet auf das obige Tableau

, s=1.
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T2

5 5

Schnittebene aus der 2. und 3. Zeile

Schnittebene aus der 1. Zeile

= 0
(SO

Abbildung 7.8: Zwei Schnittebenen aus der ersten Runde

Die Pivotoperation ergibt:

6 5

2/ | 3 1h
3 Sk -l 1h
1 3| 12 =1/
2 B 1lh 1)

4 1| =3k 1/

Dieses Tableau ist optimal, jedoch nicht ganzzahlig.

Daraus ergibt sich

(d) Ableitung eines neuen Schnittes aus der Zielfunktion: a5y = —%, as1 = —%, a59 = —%.
1 1 < 1
9 Tt = Ty
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urspriinglichen Variablen wie folgt aus

Z‘QSG.

Diese Ungleichung hétten wir bereits nach Losung des Anfangs-LP mit dem primalen
Verfahren aus der 2. oder 3. Zeile erhalten kénnen.

Neues Tableau:

29/2

6

3/

5

12

5/2
3/2
13/2
1/2
_1/2

IS T N RS )

_1/2
1/2
1/2

_3/2

_1/2

1/2
_1/2
1/2
1/2

-% | < neue Zeile, Schlupfvariable z7

(e) Erneute Anwendung des dualen Simplexverfahrens:

6 7
4| 1 1
3 2] -1 1
102 1 -1 B
.
2 6| 0 1
4 0|-2 1 5=
5 1] 1 -2
/]\

entartete Basislosung, wegen x4 = 0

Optimallésung gefunden:

I

=2, 13=6, =14

Der Gesamtablauf des Verfahrens ist in Abbildung zusammengefasst.

(7.29) Bemerkung (Beobachtungen zum ersten Gomory-Algorithmus).

(a) Zeigt das primale Simplexverfahren in Schritt [5| die Unbeschrinktheit der LP-Re-
laxierung an, so ist (IP=) nicht sinnvoll 16sbar, d.h. entweder unbeschrénkt oder

IP=(A,b) = 0.

(b) Wird in Schritt [13| die Unbeschranktheit des dualen Programms zum gegenwértigen
LP (dieses ist das um Schnittebenen erweiterte urspriingliche LP) festgestellt, so ist

IP=(A, b) = 0.
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T2 optimale LP-L&sung
N /
optimale Losung nach dem 1. Schnitt
optimale Losung nach dem 2. Schnitt = optimale IP-Losung
6 1 g ey
\ 2. Schnitt
54
ﬁ 1. Schnitt
40 ) e
30 ) e
2 © ] e
10 ) e
1 2 3 1 M

Abbildung 7.9: Hinzugefiigte Schnitte wihrend des Gomory-Verfahrens und optimale Lo-
sungen in den Zwischenschritten

(c) Obwohl an zwei Stellen des Algorithmus die Unzulédssigkeit von (IP=) festgestellt
werden kann, gibt es keine Garantie dafiir, dass der Algorithmus in dieser Form
die Unzulédssigkeit auch beweist. Wir konnen diesen Mangel mit der Einfiihrung von
Schranken, siehe Folgerung (oder ([7.17))), reparieren und einen Zusatzschritt
formulieren.

(d) Falls das primale oder duale Simplex-Verfahren eine nicht ganzzahlige Losung liefert,
so kann das Schnittebenen-Unterprogramm theoretisch immer einen Gomory-Schnitt
finden, der diese Losung abschneidet. Wir schreiben hier ,theoretisch®, da bei prak-
tischen Rechnungen mit reeller floating-point-Arithmetik aufgrund von Rundefeh-
lern und Toleranzgrofen die Entscheidung, ob eine Grofe ganzzahlig ist oder nicht,
schwierig zu féllen ist. A

Bevor wir uns dem Beweis der Korrektheit von Algorithmus (|7.27)) zuwenden, formu-
lieren wir einige Zusatzregeln — die allerdings nur von theoretischem Interesse sind.
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(7.30) Bemerkung (Sonderregeln zum ersten Gomory-Algorithmus).

(a)

Ein Vektor a heifst lexikographisch gréfer als ein Vektor b, wenn entweder a; > by
gilt oder ein k existiert mit 1 < k <mn, a; =b; firi =1,...,k — 1 und ag > bg. Die
Spalten des Simplextableaus (inklusive der O-ten Zeile) bezeichnen wir wie immer
mit A. jy» d.h.

ag;
- aij .
A j = ) J= 17 y—m
Amyj
Wir gestalten unser Verfahren so, dass alle Spalten A. j»J=1,...,n—m nach Ende

des primalen Simplexverfahrens lexikographisch positiv sind und weiterhin bleiben.

Ist die optimale LP-Losung nicht dual entartet, d.h. sind alle (negativen) reduzier-
ten Kosten @g; positiv, so ist die lexikographische Positivitat offenbar gegeben. Da
aufgrund der Optimalitét @o; > 0, 7 = 1,...,n —m gilt, kann kein ap; < 0 sein. Pro-
bleme treten auf, wenn einige ap; = 0 sind. Durch Umstellen der Zeilen des Tableaus
kann u. U. lexikographische Positivitdt erreicht werden. Falls dies nicht geht, dann
fligen wir eine Ungleichung hinzu, die die lexikographische Positivitat gewéhrleistet
und keine Ecke von conv(IP~ (A, b)) abschneidet. Diese Ungleichung kann ganzzahlige
Punkte abschneiden, ldsst aber mindestens eine der ganzzahligen Optimallésungen,
falls iiberhaupt welche existieren, iibrig. Eine Ungleichung dieses Typs ist z. B.

3z < (n—m)(n + 1)2 A0

JEN
was aus (|7.15)) folgt. Diese Ungleichung fiigen wir dann als erste Zeile unterhalb der
Zielfunktion in unser Tableau ein, wobei eine neue Schlupfvariable addiert werden

muss. Die Schlupfvariable geht mit dem Wert der rechten Seite in die Basis. Nunmehr
ist unser Tableau lexikographisch positiv, da@p; > Ound ay; = 1firj =1,...,n—m.

Zur Beibehaltung der lexikographischen Positivitat muss eine besondere Spaltenaus-
wahlregel benutzt werden.

14.2[ Sei S ={j € {L,...,n —m} | 2% = N, a@; < O}.
Wiéhle denjenigen Index s € S, so dass iz. s der lexikographisch

grofite der Vektoren =—A ;, j € S ist.

1
Arj

Hausaufgabe: Ist 7 eine in Schritt [T2] gewéhlte Pivotzeile und s eine mit obiger
Regel bestimmte Pivotspalte, dann ist das Tableau nach der Pivotoperation weiterhin
lexikographisch positiv.

Wir miissen noch gewéhrleisten, dass der Algorithmus erkennt, dass (IP=) unbe-
schrankt oder IP=(A,b) leer ist. Hierzu gibt es zwei Moglichkeiten. Aus den Folge-
rungen (7.15), (7.17) kann man ableiten, dass der Absolutwert des Optimalwertes
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(c)+5n*(Ab)—2n

nicht grofler als 2 ist bzw. dass die Menge der Optimallésungen von

(IP~) im Wiirfel
Wi={z€Z"| —(n+1) 2" <y < (n41) 2 A8

liegt. Wir konnen daher entweder die Restriktion von W zu unserem urspriinglich
ganzzahligen Programm hinzufiigen (auf diese Weise haben wir allgemeine ganzzah-
lige Programme auf beschriankte ganzzahlige Programme reduziert) oder wir bauen
in Schritt [8] die folgende Abfrage ein:

Zusatz zu Schritt [8k
Gilt fiir den gegenwartigen Zielfunktionswert agg < —2
besitzt das ganzzahlige Programm keine zuléssige Lésung. — STOP.

4
(c)+5n <A,b)—2n, S0

Es muss darauf hingewiesen werden, dass dieses Abbruchkriterium, die Entdeckung
der Unzulédssigkeit des (IP=) nur theoretisch gewahrleistet, denn die obige Schran-
ke ist i. A. ungeheuer grof und kaum auf dem Rechner darstellbar. Der Gomory-
Algorithmus diirfte selbst bei sehr kleinen Beispielen Tausende von Jahren brauchen,
um mit diesem Kriterium abzubrechen.

Ferner miissen wir noch gewéhrleisten, dass die Schnittebenen in einer bestimmten
Weise ausgewahlt werden, und zwar leiten wir den ersten Gomory-Schnitt immer aus
der am weitesten oben stehenden Zeile des Tableaus ab:

Zusatz zu Schritt [9:
Wiéhle den kleinsten Zeilenindex ¢ € {0, 1,...,m} mit a0 & Z.

Wir wollen nun noch eine Regel einfiihren, die garantiert, dass die Zahl unserer Zei-
len, d.h. die Zahl der Restriktionen nicht beliebig grof werden kann. Angenommen
nach Ende des dualen Simplexverfahrens ist eine Schlupfvariable x,;, die zu einer
Gomory-Schnittebene gehort, Basisvariable. Dann hat z,; den Wert @, > 0. Ist
Zp; > 0, so bedeutet das, dass die Schnittebene beziiglich der gegenwértigen Losung
nicht bindend ist. Streichen wir die Schnittebene aus unserem gegenwértigen Re-
striktionensystem und eliminieren wir die Schlupfvariable, so ist unsere gegenwértige
Losung eine optimale Basislosung des neuen Systems. Ist z,; = 0, so ist die Ba-
sislésung entartet; zwar liegt die gegenwiartige Losung auf der Schnittebene, jedoch
kénnen wir die Schnittebene weglassen, ohne die Optimalitéat zu verlieren. Das Strei-
chen einer Zeile des Tableaus kann jedoch dazu fiihren, dass das Tableau nicht mehr
lexikographisch positiv ist.

Man kann aber zeigen (siehe (Garfinkel und Nemhauser} 1972, S. 163-164)): Wird bei
einer Pivotoperation eine Variable, die Schlupfvariable einer Schnittebene ist, in die
Basis aufgenommen, so kénnen die Pivotzeilen nach der Pivotoperation gestrichen
und die Schlupfvariable eliminiert werden, so dass das reduzierte Tableau weiterhin
lexikographisch positiv ist.
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Zusatz zu Schritt

15.2.5.  Ist die neue Basisvariable die Schlupfvariable einer Schnittebene, so
streichen wir die r-te Zeile des Tableaus und das r-te Element von
B’. AnschlieRend setzen wir m = m — 1, n = n — 1 und numerieren
die Zeilen mit Index > r 4+ 1 und die Schlupfvariablen neu.

Diese Zusatzregel garantiert uns, dass nur urspriingliche Strukturvariable in der Basis
sind, also kann unser Tableau niemals mehr als n Zeilen (plus Zielfunktion) enthalten.
A

Wir werden anschlieffend zeigen, dass mit diesen Zusatzregeln Konvergenz des Gomory-
Verfahrens bewiesen werden kann. Bei echten Implementationen wird jedoch kaum die
lexikographische Spaltenauswahlregel (]ED benutzt, da andere Regeln viel schneller zu einer
Optimallosung des dualen Simplexverfahrens fiihren. Konvergiert das Gomory-Verfahren
mit den anderen Regeln nicht, so konvergiert es mit der lexikographischen Regel in der
Praxis auch nicht. Bei den Schnittebenen nimmt man meistens solche, die einen besonders
ytiefen” Schnitt ermdglichen und nicht die erste mogliche. In der Praxis ist das Weglassen
von Restriktionen ebenfalls umstritten, wobei hier keine ,guten“ Strategien angegeben
werden konnen.

(7.31) Satz. Sei (IPT) ein ganzzahliges Programm der Form mit ganzzahligen
Daten, dann liefert der erste Gomory-Algorithmus mit den Zusatzregeln
nach endlich vielen Schritten eine ganzzahlige Losung, oder er weist nach endlich vielen
Schritten nach, dass entweder (IP=) unbeschrinkt oder IP~(A,b) leer ist. A

Beweis. Der Beweis verlduft wie folgt: Wir wissen, dass bei jedem Schritt des dua-
len Simplexalgorithmus der Zielfunktionswert abnimmt oder gleich bleibt. Also kann
nach einem Durchlauf des dualen Simplexalgorithmus der Zielfunktionswert nicht gro-
Rer geworden sein. Wir zeigen nun zuerst, dass bei Ausfiihrung des Gomory-Verfahrens
der Zielfunktionswert nach endlich vielen Schritten einen festen ganzzahligen Wert an-
nimmt und sich der Zielfunktionwert von da an nicht mehr &ndert. Dann zeigen wir, dass
nach weiteren endlich vielen Schritten das Tableauelement @;g einen festen ganzzahligen
Wert annimmt und diesen Wert fortan beibehélt. Wir fiihren diese Argumentation weiter
und zeigen, dass das gleiche fiir @y, @3, . .. gilt. Aufgrund der ,Streichregel” (Zusatz zu
Schritt wissen wir, dass unser Tableau niemals mehr als n Zeilen enthalten kann. Da
nach endlich vielen Schritten @19 ganzzahlig ist und der Wert sich nicht mehr verdndert,
da nach weiteren endlich vielen Schritten das gleiche fiir @og gilt usw., ist nach endlich
vielen Schritten das letzte Tableauelement G,,g (m < n) ganzzahlig. Damit ist dann eine
ganzzahlige Losung des (IP=) gefunden.

Liefert der Gomory-Algorithmus nach endlich vielen Durchldufen die Unbeschréanktheit
oder die Unzuléssigkeit von (IPT), so ist der zweite Teil unserer Behauptung gezeigt.

Damit der Gomory-Algorithmus nicht nach endlich vielen Schritten abbricht, miissen
also das primale LP und anschliefend jedes duale LP ein endliches Optimum haben.
Aufgrund der Zusatzregel zu Schritt [§| kann der Zielfunktionswert zum dualen Programm
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niemals kleiner werden als —2(&+5n*(Ab)=2n  qarays folgt, dass die Folge (af,)ren der

Zielfunktionswerte nach dem k-ten Durchlauf des dualen Programms eine nach unten
beschrankte, monoton fallende Folge ist. Diese Folge konvergiert also.

Wir untersuchen nun, wie sich der Algorithmus verhélt, wenn der Optimalwert E’SO des
k-ten dualen Programms nicht ganzzahlig ist.

Die Zusatzregel @ zu Schritt |§| besagt, dass die neue Schnittebene aus der Zielfunkti-
onszeile abgeleitet werden muss. Fiigen wir die Schnittebene zum Tableau hinzu, so wird
die neue Schlupfvariable mit dem Wert @10 = |af,] — ak, < 0 Basisvariable. Da das
Tableau nach Ende des dualen Verfahrens primal und dual zuléssig ist, d.h. @;o > 0,
t=1,...,m,und ap; > 0, j = 1,...,n, ist die neue Basisvariable die einzige mit nega-
tivem Wert. Folglich wird die neu hinzugefiigte Zeile m + 1 in Schritt als Pivotzeile
gewahlt. Sei s die in Schritt @ gewahlte Pivotspalte, dann gilt @,,41,s < 0. Weiterhin
impliziert aps > 0, dass @ps > Gos — [Gos| = fos = —@m+1,s gilt (siehe Schritt @ Daraus

folgt —aaoil > 1. Die Pivotoperation in Schritt 15| liefert nunmehr:
m+1,s
= _r 00sAm+1,0 _k aps  _
apg = aOO _—— = a’OO + E— am+170
Gm+1,s —Qm+1,s

< @y +@mr10 = o + @) — g
—k
= lago)-
Also ergibt die erste Pivotoperation nach Hinzufiigung der aus der Zielfunktion abgelei-
teten Schnittebene: agy < @k, ]. Da im weiteren Verlauf bis zur niichsten Optimallssung
Egar U der Zielfunktionswert nicht grofer werden kann, gilt nach Ende des (k + 1)-ten

Durchlaufs des dualen Programms
gy < lago).

Néhme der Zielfunktionswert 6’30 nach Beendigung des dualen Verfahrens unendlich oft
einen nicht ganzzahligen Wert an, so wére nach der geraden abgeleiteten Beziehung die
Folge (@h,) nach unten unbeschriinkt. Aufgrund des Zusatzes zu Schritt |8 wiirde dann
aber nach endlich vielen Schritten ein Abbruch erfolgen. Also ist die Folge (@k,) nur
endlich oft nicht ganzzahlig. Da sie nach unten beschrénkt ist, nimmt sie nach endlich
vielen Schritten einen ganzzahligen Wert an und behélt diesen Wert von da an bei, d. h.
die Folge (6’50) ist nach endlich vielen Gliedern konstant und zwar mit einem ganzzahligen
Wert.

Wir wollen uns nun iiberlegen, dass @19 nach endlich vielen Schritten einen festen
ganzzahligen Wert annimmt und diesen Wert von da an beibehélt. Aufgrund der obigen
Uberlegungen kénnen wir voraussetzen, dass agg nach dem kg-ten Durchlauf des dualen
Simplexalgorithmus seinen endgiiltigen ganzzahligen Wert erreicht hat. In der Optimal-
16sung des kg-ten dualen Programms hat das Tableauelement @1¢ einen nicht-negativen
Wert (Schritt [11]).

Wir zeigen nun, dass nach Beendigung des kg-ten Durchlaufs bei jeder weiteren Pi-
votoperation der Wert von @j¢ nicht-negativ bleibt, nicht grofer wird und dass — falls
die Schnittebene aus der ersten Zeile abgeleitet wird — nach der ersten anschliefsenden
Pivotoperation a1g < |@1o] gilt.
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Nehmen wir an, dass in den Schritten [I2] und [I4] ein Pivotelement @,s < 0 ausgewahlt
wurde. Angenommen ags > 0, dann folgt aus der Pivotformel (wegen a,o <
0, ars < 0, dass der Zielfunktionswert @py abnimmt. Nach Voraussetzung ist aber agg
konstant, also gilt ags = 0. Folglich muss aufgrund der lexikographischen Positivitat
des Tableaus @15 > 0 gelten. Daraus ergibt sich: » # 1. Also ist die erste Zeile nicht
die Pivotzeile. Daraus folgt, dass nach dem kg-ten Durchlauf des dualen Programms als
Pivotspalten nur Spalten Z.j in Frage kommen mit ag; = 0 und dass die erste Zeile
Aj. niemals Pivotzeile ist. Wird bei einer Pivotoperation der Wert @19 neu berechnet, so
kommt wegen r # 1 die Formel in Frage, also

a15G0r0

app =ay0 — ——-
Arg

Aufgrund der Regel zur Auswahl von Pivotspalte und -zeile gilt @, < 0, a,s < 0. Aus
ais > 0 folgt, dass @19 < @y gilt. Mithin wird das Tableauelement @ bei jeder Pivo-
toperation kleiner oder bleibt gleich. Wiirde ajg irgendwann einmal negativ, so kdnnte
niemals mehr primale Zuléssigkeit (d.h. @9 > 0,7 =1,...,m) erreicht werden, da — wie
wir oben gezeigt haben — die erste Zeile niemals Pivotzeile wird. Weil aber das duale
Simplexverfahren nach endlich vielen Schritten aufhort, muss @9 immer nicht-negativ
bleiben.

Daraus folgt, dass @19 nach dem kp-ten Durchlauf des dualen Programms bei jeder
dualen Pivotoperation nicht grofser wird, aber nicht-negativ bleibt. Also ist die Folge
(@%y)k>k, monoton fallend und nach unten beschriinkt.

Ist @10 in der Optimallésung eines dualen Programms nicht ganzzahlig, so wird auf-
grund der Zusatzregel zu Schrittf0] die Schnittebene aus der ersten Zeile abgeleitet. Er-
setzen wir in der obigen Diskussion der Zielfunktion den Zeilenindex 0 durch den Zeilen-
index 1, so erhalten wir analog, dass nach dem ersten anschliefenden Pivotschritt gilt:
@10 < |@10). Wire also @19 unendlich oft nicht ganzzahlig, so wiire die Folge (@f,)k>k,
nach unten unbeschriinkt. Da aber 0 eine untere Schranke ist, muss (a¥)x>k, nach end-
lich vielen Schritten, sagen wir ki, einen ganzzahligen Wert annehmen und diesen Wert
von da an beibehalten.

Um zu zeigen, dass auch asg nach endlich vielen weiteren Schritten ganzzahlig wird,
kénnen wir voraussetzen, dass agg und aig bereits ihren endgiiltigen ganzzahligen Wert
angenommen haben. Dann verlauft der Beweis vollig analog wie bei a1g9. Auf diese Weise
weisen wir nach, dass @gg, @10, - - - , Gmo nach endlich vielen Schritten einen ganzzahligen
Wert annehmen. Damit ist der Beweis erledigt. O

Die Ganzzahligkeit aller Daten ist beim Gomory-Algorithmus unbedingt notwendig.
(7.32) Beispiel. Wir 16sen das folgende IP mit dem ersten Gomory-Algorithmus:

max 3x1 + x2
1721 + 11x9 < 86.5
T, + 229 < 10.2
T < 3.87

1,22 > 0 und ganzzahlig.
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LP-Losung:
12 5 2
0] -3 —1 11.61 3 -1
3 8.5 | 17 11  — 3 20.71| —17 @
4102 1 2 4 633 -1 2
5 3.87 0 1 1387 1 0
5 3 5 6
14842/1100 16/11 1/11 13 1
20711100 | —17/11 /11 2 —1529/1100 | —2
4 g0 | 231 —21 0 4 3/ 30 =2
I 13.87 1 0 1 387 10
3 5.42 5 —11
543 _5 _1
/1100 /11 i —. 10 5

Aus allen Zeilen des letzten Tableaus kann man einen Gomory-Schnitt ableiten, der die
Form

0-25+0-26 < —fio
hat, mit f;0 > 0. Wére dieser Schnitt giiltig, hiefe dies, dass unser Problem keine ganz-
zahlige Losung hat, denn diese Ungleichung kann nicht erfiillt werden. Also liegt der
Fehler in der Nichtganzzahligkeit der rechten Seite. JAN

Wir wissen ja bereits, dass das ganzzahlige Programmierungsproblem zur Klasse der
NP-vollstandigen Probleme gehort. Man sollte also nicht erwarten, dass der Gomory-
Algorithmus in polynomialer Zeit lauft. Selbst wenn wir statt des Simplexalgorithmus
ein polynomiales Verfahren (Ellipsoidmethode, Karmarkar-Algorithmus) zur Losung der
jeweils auftretenden LPs wihlen wiirden, wire das gesamte Verfahren nicht polynomial,
da die Zahl der Schnitte, die man betrachten muss, nicht durch ein Polynom beschrénkt
werden kann. Dies verdeutlicht das folgende ganzzahlige Programm.

(7.33) Beispiel. Fiir eine vorgegebene positive ganze Zahl k sei

max Io
—kx1+22 <0
krxi+x2 <k

xi,x9 > 0 und ganzzahlig,

ein ganzzahliges Programm (vergleiche ) Dieses Programm hat nur zwei ganz-
zahlige Losungen, ((1)) und (8), die beide optimal sind.

Wendet man den Gomory-Algorithmus auf dieses IP an, so wird man feststellen, dass
bis zur Auffindung einer Optimallssung [2£] — 1 Gomory-Schnitte benétigt werden. Die
Inputlénge des obigen LP kann durch 8(k) abgeschétzt werden. Die Anzahl der Gomory-
Schnitte kann also nicht durch ein Polynom in log & beschréinkt werden. Daraus folgt,
dass die Anzahl der Iterationen des Gomory-Algorithmus nicht polynomial in den Aus-
gangsdaten ist. A
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7.5 Ein Schnittebenenverfahren fiir gemischt-ganzzahlige
Programme

Die vorhergehenden Uberlegungen zur Losung ganzzahliger Programme mit Hilfe von
Schnittebenen-Verfahren lassen sich recht einfach auf den gemischt-ganzzahligen Fall
iibertragen. Hierzu miissen wir uns nur iiberlegen, wie wir eine geeignete Schnittebe-
ne ableiten konnen. Gegeben sei also ein gemischt-ganzzahliges Programm

max ¢l x4+ dly
Ax+ By =10
z,y >0

x ganzzahlig.

Um Bezeichungen einfacher zu machen, wollen wir dieses Programm in folgender Form

schreiben:
T

max ¢’z
Ax =10
(MIP=)
x>0
x; ganzzahlig, 1=1,...,n1 <n
d.h. wir nehmen an, dass die Variablen z1,...,x,, mit den niedrigen Indizes ganzzahlig
sind und die {ibrigen rational. Wir setzen Ny := {1,...,n1}.

Wir gehen wieder davon aus, dass wir die LP-Relaxierung (LMIP=) von (MIP=)) be-
trachten und dort an einer Basislosung angelangt sind, fiir die wir eine Schnittebene
ableiten wollen, falls die Variablen z;, ¢ € N nicht ganzzahlig sind.

(7.34) Lemma. Gegeben sei ein gemischi-ganzzahliges Programm der Form (MIP=))
mit Ny = {1,...,n1} mit ganzzahligen Daten. Sei Ap eine Basis der LP-Relazierung
(LMIPT), dann gilt: Ist zp(;) eine Basisvariable mit B(i) € Ny und ist b; = a0 € Z, so

15t
_ ot
= > Fary= Y @it ), e < —fa ()
JENZ, JENG JENG 0

eine Schnittebene, die die gegenwdirtige Basislosung abschneidet, falls fio = @i — |@io] =
bi - LBLJ 75 0 gilt.

Hierbei sei B die Indexmenge der Basisvariablen, N die Indexmenge der Nichtbasis-
variablen, Nz die Indexmenge der Nichtbasisvariablen, die der Ganzzahligkeitsforderung
unterliegen, und Ng := N \ Ngz. Wie dblich ist f;; = a;j — |@i;| der gebrochene Teil, und
es ist Ng :={j € Nq | @ij <0}, Ng :={j € Nq | @i; > 0}. A

Beweis. O.B.d. A. sei B = (1,2,...,m), N = (m+1,...,n). Wie iiblich starten wir
mit der Darstellung:

i =bi— Y @y =bi— Y ayry = Y . M)
JEN

jENQ JENz7,
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Daraus folgt

Z figj + Z aijry — fio = @] — Z \@ij |5 — 2. (2)

JENyZ jENQ JENyZ

Die rechte Seite von ist fiir alle zuldssigen Losungen von (MIP=)) ganzzahlig, also gilt

entweder
Y fuymi+ Y @igry— fin 20 (3)

JENZ JENq

oder

> fuami+ Y Gymi— fio < 1. (4)

JENZ JENq
Falls gilt, so gilt auch
> fimi+ Y @z > fo (5)
JENZ, JENG
Falls gilt, so gilt (da fiir alle j gilt: f;; > 0):
Z Eijxj < in —1. (6)

jEN@

Multiplizieren wir (@ mit fwﬂl < 0, so erhalten wir

. Z szam' 2 > fio. (7)

jEN_

Die linken Seiten von und sind beide nicht-negativ; da oder gelten muss,
erhalten wir durch Aufaddieren der linken Seiten

Y fuyrit Y ayri— Y fzo% zj 2 fio, (8)

JENZ JENG JENG

also ist die angegebene Ungleichung fiir alle zuldssigen Losungen giiltig. Da fiir die ge-
genwartige Basislosung xny = 0 gilt, erfiillt diese Basislosung die Ungleichung nicht. O

Durch eine genaue Analyse des obigen Beweises kann man den Schnitt noch etwas
verbessern.

(7.35) Lemma. Die Voraussetzungen seien wie in Lemma (7.34)). Falls es ein j € Ny,
gibt, mit fi; > fio, so kann die obige Ungleichung zu folgender Ungleichung verschdrft
werden:

- X fm = X I - Y e 3 < g )

jGN+ JEN, ]ENJr ]€N7

wobei N% = {] € Ny, ‘ fij < in}; Ni = {j € Ny, | fij > sz} A
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Beweis. Da nach Annahme f;o > 0, gilt f;; > 0 Vj € N, . Subtrahieren wir ZjeNZ’ x;

von beiden Seiten von , so erhalten wir:

Y fyri+ Y (fg—Daj+ Y @yay— fo = @] — Y |@ilej— Y [@le; -

JEN, JEN, J€Nq JENS JEN,
Da die rechte Seite wiederum ganzzahlig ist, erhalten wir, dass entweder

Z fijz; + Z ai;z; > fio (10)

JENF JENG
oder P
i0 _
1 _Zf,o ( Z (fij — Dy + Z aijﬂ?j) > fio (11)
"N jeny jeNg
gilt.

Also muss die Summe der beiden linken Seiten grofer oder gleich fip sein. Diese Summe
ist gerade die behauptete Ungleichung.

Die Koeffizienten von sind die gleichen wie die von , aufer im Falle j € N, .
Aus fi; > fio fiir j € N, folgt

fij = fiofis > fio — fiofij
und damit
1 — fio
Daraus folgt, dass schéarfer ist als ((]). O

fij >

(7.36) Algorithmus (Gomory’s gemischt-ganzzahliger Algorithmus).
Eingabe: A € Z(™") b e Z™, ¢ € Z", Indexmenge Nj.
Ausgabe: Losung des gemischt-ganzzahligen Programms (MIP=))

T

max ¢ &
Axr =10
x>0

x; ganzzahlig, 7€ N;

Setze wie in " aio ;= b, i =1,...,m, ap; = —Cj, j=1,...,n, ay := Zielfunkti-
onswert.

1. Lose das zugehérige lineare Programm (LMIP=) mit dem primalen Simplexalgo-
rithmus.

2. Gilt @;p € Z fiir alle Basisvariablen xp; mit B(i) € Ni, so ist eine optimale
gemischt-ganzzahlige Losung von (MIP=|) gefunden.
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3. Wahleeini € {0,1,...,m} mit a0 € Z, das zu einer ganzzahligen Variablen gehort,
und setze

fij = ai; — @] fiir allej € N (Nichtbasisvariable) mit j € N;

Jfoo 1= @oo — [@oo]

—fijs falls j € Ny und f;; < fio
R s e Nownd > fig
T Gy, falls j € {1,...,n} \ Ny und @;; > 0
{Z_O?;J), falls j € {1,...,n} \ Ny und @;; <0
Fiige die Zeile
Am+1,0, Am+1,15 - - - Am+1,n—m

als (m+1)-te Zeile zum gegenwértigen Tableau hinzu. Setze m :=m+1, n:=n+1
und erweitere die Basis um die Schlupfvariable n + 1.

4. Lose das erweiterte Programm mit dem dualen Simplexverfahren und gehe anschlie-
fend zu 2 A

Fiir das oben angegebene Verfahren fiir gemischt-ganzzahlige Programme kann man

nun analog zu Satz (7.31) zeigen:

(7.37) Satz. Fualls die Zusatzregeln zum ersten Gomory-Verfahren analog beim
gemischt-ganzzahligen Gomory-Verfahren angewendet werden und unter der zusdtzlichen
Voraussetzung, dass der Wert der Zielfunktion in der Optimallosung ganzzahlig sein
muss, dann liefert der gemischt-ganzzahlige Algorithmus von Gomory nach endlich vielen
Schritten eine Optimallosung oder zeigt nach endlich vielen Schritten an, dass entweder

(MIP=|) unbeschrankt oder MIP~ (A, B,b) leer ist. A
Beweis. Vollig analog zu ([7.31]). )

Die beiden Schnittebenentypen, die wir bisher kennengelernt haben, sind bei weitem
nicht alle, die in Schnittebenenverfahren eingesetzt werden. Die sechziger Jahre brachten
eine Fiille interessanter Studien zu Schnittebenenverfahren. Die neu erfundenen Schnitt-
ebenen erhielten schone Namen wie

e Intersection-Cuts,

e Diamond-Cuts,

Polaroid-Cuts,

Cuts from the Hypercube,

Outer-Polar-Cuts
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(siehe hierzu (Garfinkel und Nembhauser| (1972)), jedoch &dnderten die neuen Techniken
nichts an der bis Mitte der 90er Jahre empirisch beobachteten Tatsache, dass Schnittebe-
nenverfahren dieser allgemeinen Art relativ ineffiziente Methoden zur Losung ganzzahli-
ger und gemischt-ganzzahliger Programme sind. Neuimplementierungen von Schnittebe-
nenverfahren in kommerziellen MIP-Codes Ende der 90er Jahre haben zu einer Anderung
der ,herrschenden Meinung* gefiihrt. Die (praktisch effiziente) Einbindung von Schnitt-
ebenen in Branch & Bound-Codes hat zu einer enormen Beschleunigung dieser Verfahren
gefiihrt, siehe Bixby| (2002).

Es ist natiirlich nicht bei den oben genannten Schnitten geblieben. Seit sich Schnitt-
ebenenverfahren auch in der Praxis zur Losung von MIPs durchgesetzt haben, sind alte
Ideen neu aufgenommen und neue Schnitterzeugungsmethoden erfunden worden. Hier
sind u. a. Mixed-Integer Rounding, Split Cuts, Cuts form Disjunctions, Lift and Project
zu nennen, sowie grundséatzliche Untersuchungen zu ,Cut Generating Functions®. In dem
Buch |Conforti et al.| (2014) und dem Artikel Marchand et al.| (2000) werden einige dieser
Schnitte dargestellt und ihre Beziehungen untereinander erlautert. Schnittebenenentwurf
und -erkennung ist ein aktives und aktuelles Forschungsgebiet, das jetzt zusatzlich noch
die Loésung von nichtlinearen gemischt-ganzzahligen Optimierungsproblemen aufgreift.
Auch hier sind bereits einige praktische Erfolge erzielt worden.

Die beiden Verfahren, die wir hier behandelt haben, werden auch zu den dualen Ver-
fahren gezahlt und zwar, weil in jedem Schritt eine dual zuléssige Losung behalten wird
und das Ziel ist, eine primal zuléssige und somit dann eine optimale Lésung zu finden.

Da unsere Tableaus auch gebrochene Werte enthalten und aus den gebrochenen rechten
Seiten und den zugehorigen Tableau-Zeilen Schnitte abgeleitet werden, nennt man die

Verfahren (7.27) bzw. (7.36)) in der Literatur auch

Dual Fractional Integer Programming Algorithm
bzw.
Dual Fractional Mized Integer Programming Algorithm.

Es gibt zu diesem Ansatz einige Varianten, und zwar kann man versuchen, mit einer pri-
mal zuldssigen Losung zu starten und immer dann, wenn im néchsten Simplexschritt eine
nicht-ganzzahlige Losung generiert wird, einen Schritt hinzuzufiigen und auf diese Weise
immer primale Zuléssigkeit zu erhalten. Am Ende folgt dann aus der dualen Zuléssigkeit
die Optimalitédt. Verfahren dieses Typs nennt man primale Schnittebenenverfahren.

Ein grofses Problem, das bei den ,Fractional-Verfahren“ auftritt, sind die Rundefehler,
die hdufig zum Abbruch ohne Optimalitdt fiihren. Um diese unangenehmen FErschei-
nungen zu vermeiden, hat Gomory ein Verfahren entwickelt, das mit rein ganzzahliger
Arithmetik arbeitet und deshalb All-Integer Verfahren genannt wird. Hierzu sind eben-
falls Varianten angegeben worden, so dass wir Dual-All-Integer und Primal-All-Integer
Integer Programming Verfahren kennen. Aus Zeitgriinden kénnen wir auf diese Varianten
nicht eingehen. In der Praxis werden sie nicht verwendet.
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Praxis

Die Gomory-Schnitte werden natiirlich in allen kommerziellen und guten akademischen
Codes zur Losung von ganzzahligen und gemischt-ganzzahligen Optimierungsproblemen
verwendet. Sie alleine fithren jedoch nicht zum Erfolg. Jeder gute Code enthilt heute eine
Vielzahl von zusétzlichen Separatoren, das sind Unterprogramme, die nach Schnittebe-
nen einer jeweils speziellen Form suchen. Mehrere dieser Separatoren sind inspiriert durch
polyedertheoretische Uberlegungen, wie wir sie in Kapitel |3 vorgenommen haben. So ha-
ben insbesondere Facetten des Knapsack-Polyeders, von verschiedenen Fluss-Polyedern
(Fow-Cover-Ungleichungen) und des Stabile-Mengen-Polyeders (Cliquen- und Ungerade-
Kreis-Ungleichungen) Eingang in MIP-Codes gefunden. Praktische Erfahrung mit MIPs
hat gezeigt, dass einige Klassen dieser speziellen Schnittebenen héufig bei der Losung
von allgemeinen MIPs sehr hilfreich sein konnen. Die Auswahl der jeweils noch zusétz-
lich betrachteten Schnittebenen ist im Wesentlichen erfahrungsbasiert. Welche Separa-
toren wann und unter welchen Umstédnden eingesetzt werden, wird durch umfangeiche
Testldufe entschieden. Theoretische Konvergenziiberlegungen spielen dabei keine Rolle.
Viel wichtiger sind Fortschritte in der Zielfunktion (tiefe Schnitte) und numerische Sta-
bilitdt. Zu diesem Thema kann man eine eigene Vorlesung gestalten zumal dann, wenn
man auch noch die Kombination von Schnittebenenverfahren mit Branch & Bound (und
Column Generation) behandeln will, denn hierbei ergeben sich weitere praktisch wichtige
Probleme. Soll man in den Knoten eines Branch & Bound-Baumes weiterhin Schnittebe-
nen erzeugen. Diese sind u. U. nicht global giiltig. Ist es sinnvoll, das trotzdem zu tun,
ete.

Kommerzielle Codes geben nur wenige ihrer , Geheimnisse“preis. Uber den Code SCIP,
der am ZIB entwickelt wurde und weiter entwickelt wird, kann man sich relativ umfassend
informieren, siche http://scip.zib.de/. Wie man SCIP verwendet, selbst erweitern und
einsetzen kann, ist auf der Seite http://scip.zib.de/doc/html/ beschrieben. Die Web-
seite http://scip.zib.de/doc/html/group__SEPARATORS.php listet zum Beispiel die
13 Separatoren auf, die derzeit in SCIP implementiert sind. Wie man einen eigenen Se-
parator zu SCIP hinzufiigen kann, wird auf http://scip.zib.de/doc/html/SEPA.php
erklart. Moderne MIP-Codes bestehen aus mehreren hunderttausend Lines, sind also
hochst komplex und erfordern sorgfiltiges Entwicklungsmanagement. Praktische Effizi-
enz wird nur durch gute Kenntnisse iiber das Zusammenspiel aller Code-Komponenten
erreicht, welche nur durch zeitaufwandige Experimente mit grofsen, realen Datensatzen
erworben werden kdnnen.
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8 Heuristiken

8.1 Primale Heuristiken fiir schwere Probleme: Er6ffnungs-
und Verbesserungsverfahren

Es ist leider so, dass viele der in der Praxis vorkommenden kombinatorischen Optimie-
rungsprobleme grof und — im Sinne der Komplexitétstheorie — schwer sind. Ferner
miissen viele dieser Probleme héufig in beschrankter Zeit mit nicht allzu grofsen Compu-
tern ,,gelost” werden. Diesen Praxisanforderungen kann man mit zwei moglichen Ansétzen
entsprechen. Entweder man entwickelt — falls das moglich ist — Verfahren, die fiir die
vorliegenden speziellen Probleme exakt arbeiten (also Optimallésungen liefern) und em-
pirisch fiir die gegebenen Grofienordnungen vertretbaren Rechenaufwand erfordern, oder
man entwirft approximative Verfahren (Heuristiken), die in kurzer Zeit obere und untere
Schranken fiir den Optimalwert liefern und somit gewisse Giiteaussagen erlauben.

Fiir spezielle Anwendungsprobleme mit problemspezifischen Nebenbedingungen kén-
nen natiirlich individuelle Heuristiken entwickelt werden, die auf die besonderen Neben-
bedingungen abgestellt sind. Es gibt jedoch einige Prinzipien, die (mit geeigneten Modi-
fikationen) bei allen schwierigen kombinatorischen Optimierungsproblemen zur Entwick-
lung von Heuristiken eingesetzt werden kénnen. Diese Prinzipien sollen in diesem Kapitel
erldutert und (meistens) anhand des symmetrischen Travelling Salesman Problems ein-
gehend erklart werden.

Wir wollen solche Heuristiken, die zulédssige Losungen des vorliegenden Optimierungs-
problems liefern, primale Heuristiken nennen. Es gibt unzéhlige Versuche, Heuristiken
zu klassifizieren. Wir wollen diese Versuche hier nicht weiter kommentieren und werten.
Im weiteren werden wir primale Heuristiken in zwei Verfahrensklassen aufteilen, also nur
eine ganz grobe Gliederung vornehmen. Die beiden Klassen wollen wir mit Eréffnungs-
verfahren (oder Startheuristiken) und mit Verbesserungsverfahren bezeichnen.

Unter Er6ffnungsverfahren versteht man solche Algorithmen fiir kombinatorische
Optimierungsprobleme, die mit der leeren Menge (oder einer ,trivialen Anfangsmenge®)
beginnend sukzessive eine zuldssige Losung aufbauen, wobei beim Aufbau lokale Op-
timierungsiiberlegungen angestellt werden. Ein typisches Beispiel hierfiir ist der uns
bereits bekannte Greedy-Algorithmus, bei dem man jeweils zur gegenwértigen (Teil-)Lo-
sung I dasjenige Element e der Grundmenge zu I hinzufiigt, das unter den noch nicht
bertiicksichtigten Elementen den besten Zielfunktionswert hat, wobei das Hinzufiligen von
e nicht zur Unzulédssigkeit fiihren darf.

Verbesserungsverfahren sind solche Algorithmen, die mit einer zuldssigen Anfangs-
16sung beginnen und wiederum unter Berticksichtigung lokaler Optimalitéitsbedingungen
gewisse Anderungen an der bisherigen Losung vornehmen und so fortschreitend zu einer
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yokalen Optimallosung* gelangen. Hier gibt es viele Variationsméoglichkeiten. Man kann
Verbesserungsverfahren auf mehrere Startlésungen parallel oder sukzessiv anwenden. Um
das Verbleiben in ,lokalen Optima“ moglichst zu verhindern, kann man ab und zu zu-
fallige Verdnderungen (und sogar Verschlechterungen) zulassen. Man muss nicht immer
mit den gleichen ,Verbesserungstricks arbeiten, gelegentliche Variation der Modifikati-
onstechniken kann helfen, etc. Was man wie im Einzelnen macht, hiangt natiirlich ab von
den Erfahrungsberichten anderer, von speziellen Figenschaften des betrachteten Systems,
der verfiigbaren Rechenzeit und dem Speicherplatzbedarf.

In der Regel werden Heuristiken eingesetzt, um bei schweren Problemen in relativ
kurzer Zeit einigermafsen gute Losungen zu finden. Wenn vorliegende Problembeispiele
sehr grofs und exakte Verfahren nicht vorhanden sind, muss man mit Heuristiken vor-
lieb nehmen und versuchen, im vorgegebenen Rechner- und Zeitrahmen ,das Beste” zu
erreichen.

8.2 Eroffnungsheuristiken fiir symmetrisches TSP

Wir erinnern daran, dass das symmetrische Travelling Salesman Problem (TSP) die Auf-
gabe ist, in einem ungerichteten vollstindigen Graphen K,, = (V, E) mit Kantengewich-
ten einen hamiltonschen Kreis (auch Tour genannt) zu finden, der moglichst geringes
Gewicht hat. Das TSP ist das vermutlich am besten untersuchte kombinatorische Opti-
mierungsproblem. Die Anzahl der Veroffentlichungen ist fast uniibersehbar. Das TSP ist
auch eine beliebte Spielwiese fiir Amateure (dazu gehoren auch Wissenschaftler aus der
Physik, den Ingenieurwissenschaften, der Biologie und einigen anderen Bereichen), die
neue (oder bekannte, aber mit neuem Namen versehene) Heuristiken erfinden, haufig auf
Analogien zu physikalischem oder biologischem Vorgehen fuflend, und die nicht selten
kithne Behauptungen iiber die Leistungsfahigkeit dieser Verfahren aufstellen. Manches
davon findet den Weg in die Tagespresse.

Ein sehr gutes Buch zum TSP ist der Sammelband |Lawler et al. (1985), welcher —
obwohl schon einige Jahre alt — ausgezeichnete Information zum TSP enthélt. Ein neuerer
Sammelband zum TSP mit Ergdnzungen zu |Lawler et al.| (1985) ist das Buch |Gutin und
Punnen| (2002).

Das Buch Reinelt| (1994) enthélt eine sorgfiltige Studie fiir Heuristiken zur Bestim-
mung von unteren und oberen Schranken fiir den Wert einer optimalen Tour. Die zur
Analyse der verschiedenen Verfahren benutzten TSP-Beispiele (fast alle aus der Praxis)
sind von G. Reinelt elektronisch verfiighar gemacht worden. Diese Sammlung, genannt
TSPLIB, ist inzwischen durch Hinzunahme sehr grofser Problembeispiele erheblich erwei-
tert worden, sie ist aufrufbar unter der Webadresse

https://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/comopt/software/TSPLIB95

Sehr gute Informationen zum TSP (u. a. Bilder der ,Weltrekorde“, d. h. der grofiten exakt
gelosten TSPs) findet man auf der von D. Applegate, B. Bixby, V. Chvatal und B. Cook
angelegten und von Bill Cook gepflegten Webpage, siche

http://www.math.uwaterloo.ca/tsp
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Dieses Autorenteam hat derzeit den besten Code zur exakten Losung grofer TSPs. Es
handelt sich hierbei um ein LP-basiertes Verfahren mit Schnittebenen und Branch&Bound,
in das viele Heuristiken eingeflossen sind. Den ,Concorde TSP Solver” kann man sich von
der o.g. Webpage herunterladen.

Das Buch |Applegate et al.| (2006) basiert auf den Erfahrungen, die die vier Autoren bei
der Entwicklung des TSP-Codes Concorde gemacht haben. Es enthélt eine umfangreiche
Literatursammlung, viele Anwendungsbeispiele und einen Uberblick iiber die historische
Entwicklung der TSP-Losungsverfahren, ein sehr empfehlenswertes Buch! Eine weitere
interessante Homepage zum TSP ist TSPBIB:

http://frcatel.fri.utc.sk/users/pesko/Studenti/TSPBIB.htm

mit Verweisen zu vielen anderen elektronischen Quellen zum TSP, u.a. zu Seiten, wo
man die Ausfiihrung einiger Heuristiken graphisch verfolgen kann.

Der Aufsatz Grotschel (2007), Kapitel 4 eines Buches, das sich an Lehrer richtet, gibt
eine kurze Einfiihrung in das TSP, der Artikel Grotschel und Padberg| (1999)) ist analog
fiir einen breiten Leserkreis geschrieben.

Hamiltonsche Kreise.

Bevor wir uns dem TSP zuwenden, wollen wir kurz der Frage nachgehen, unter welchen
Bedingungen an einen Graphen auf die Existenz eines hamiltonschen Kreises geschlossen
werden kann. Da das Problem NP-vollstindig ist, kann man natiirlich keine vollstéindige
Losung des Problems erwarten. Alle hinreichenden Bedingungen fordern im Prinzip, dass
ein Graph viele, gut verteilte Kanten haben muss, wenn er hamiltonsch sein soll. Eine
einfache Idee ist, fiir jeden Knoten zu fordern, dass er einen hohen Grad hat. Die Idee
funktioniert jedoch nicht direkt. Man iiberlegt sich leicht, dass es zu jedem d € IN einen
Graphen G mit Minimalgrad §(G) > d gibt, der keinen hamiltonschen Kreis besitzt. Ein
Klassiker des Gebiets ist die folgende Beobachtung von Dirac aus dem Jahre 1952.

(8.1) Satz. Ist G = (V,E) ein einfacher Graph mit n = |V| > 3 und Minimalgrad

§(G) = 5, so enthilt G einen Hamiltonkreis. A

Beweis. Sei P = vy,..., v ein lingster Weg in G. Hétte v einen Nachbarn aufserhalb
von P, konnte der Weg verldngert werden, was wegen seiner Maximalitat nicht geht.
Analog liegen auch alle Nachbarn von vy in P. Mindestens 5 der hochsten n — 1 Knoten
v1,..., 51 sind Vorgénger auf P eines Nachbarn von v, und mindestens 5 der Knoten
v1,...,Vg_1 sind Nachbarn von v. Folglich muss es einen Knoten, sagen wir v;, 1 <17 < k,
geben mit v1v;41 € E und v;u, € E. Damit ist C' = vyv;41 Pvgv; Pvp ein Kreis in G. Gébe
es einen Knoten vg € V/, der nicht in C ist, so gébe es (wegen deg(vg) > 5) zwei Nachbarn
von vy, die auf C' benachbart sind. Wir kénnten also C' verlangern und hitten damit auch
einen Weg gefunden, der langer als P ist, Widerspruch. Also ist C ein hamiltonscher
Kreis. O

Die hinreichende Bedingung des Satzes von Dirac ist sukzessive von verschiedenen
Autoren verfeinert worden. Wir geben hier zwei Resultate dieser Art an. Die Beweise
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verlaufen dhnlich, die Konstruktionen sind natiirlich komplizierter. Das néchste Resultat
stammt von Chvatal und ist aus dem Jahr 1972.

Eine Folge dy,ds, ..., d, nennen wir Gradsequenz, wenn es einen einfachen Graphen G
mit n Knoten 1,...,n gibt, so dass deg(i) = d;, i = 1,...,n. Wir nennen eine Gradse-
quenz hamiltonsch, wenn jeder Graph mit dieser Gradsequenz hamiltonsch ist.

(8.2) Satz. FEine Gradsequenz di,ds,. .., d, ist genau dann hamiltonsch, wenn fir jedes
i, 1 << g gilt:
d; <i = dp_; >n—1. A

Bondy und Chvéatal beobachteten 1974, dass sich der Diracsche Beweis so modifizieren
lasst, dass man folgende (stérkere) Bedingung erhilt.

(8.3) Satz. Sei G ein einfacher Graph mit n Knoten, und seien u,v € V' zwei nichtad-
jazente Knoten, so dasss
deg(u) + deg(v) > n.

Dann gilt: G ist hamiltonsch genau dann, wenn G + uv hamiltonsch ist. VAN

Sei G ein beliebiger Graph mit n Knoten. Der Abschluss von G ist derjenige Graph, den
man aus G dadurch erhélt, dass man rekursiv fiir jedes Paar u, v nichtadjazenter Knoten
mit Gradsumme > n die Kante uv zu G hinzufiigt. Man kann leicht zeigen, dass der
Abschluss eindeutig bestimmt (also unabhéngig von der Reihenfolge des Hinzufiigens)
ist. Satz liefert dann durch Rekursion:

(8.4) Satz. Ein einfacher Graph G ist genau dann hamiltonsch, wenn sein Abschluss
hamiltonsch ist. A

Ist insbesondere der Abschluss von G der vollstindige Graph K, so kann man daraus
schliefen, dass G hamiltonsch ist.

Die Bedingungen der oben angegebenen Sétze implizieren, dass jeder Graph mit n
Knoten, der eine solche Bedingung erfiillt, O(n?) Kanten enthilt. Die Theorie der Zu-
fallsgraphen liefert schéarfere Resultate. Man kann zeigen, dass ein zufélliger Graph mit
O(nlogn) Kanten mit hoher Wahrscheinlichkeit hamiltonsch ist.

Warum werden Sétze vom Typ , oder in einem Kapitel iiber Heuristiken
betrachtet? Ein Grund dafiir (neben dem Wunsch des Vortragenden, ein paar interessante
Resultate der Graphentheorie zu vermitteln) ist, dass die Beweise der Sétze algorithmisch
sind. In der Tat sind sehr viele Beweise in der Graphentheorie algorithmisch; sie werden
h&ufig nur nicht so formuliert, weil die Autoren entweder mdoglichst kurze Beweise geben
wollen oder an Algorithmen nicht wirklich interessiert sind.

Schauen wir uns also den Beweis des Satzes von Dirac genauer an und interpretieren
wir ihn als Heuristik.

Wir wéhlen einen beliebigen Knoten von G = (V| E), sagen wir v; dann gehen wir
zu einem Nachbarn von v, sagen wir v'; von v’ aus besuchen wir einen Nachbarn, den
wir bisher nicht besucht haben. Wir fithren diese Depth-First-Suche solange durch, bis
wir zu einem Knoten kommen, dessen Nachbarn alle bereits in dem bisher konstruierten
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Weg sind. Dann gehen wir zuriick zu v, wihlen einen weiteren (noch nicht besuchten)
Nachbarn von v und verlidngern den Weg so lange wie mdoglich. Wir erhalten auf diese
Weise einen Weg P = vq, ..., v, so dass alle Nachbarn von v; und von vi in P liegen.
Dies ist eine Trivialheuristik zur Konstruktion eines maximalen (nicht notwendigerweise
langsten) Weges in G.

Nun gehen wir genau wie im Beweis von Satz (8.1) vor. Aufgrund der Bedingung
§(G) > 5 konnen wir einen Knoten v;, 1 <14 < k, finden mit vy, v;41 € E und v;, vy € E.
Wir schliefsen P zu einem Kreis C' = vyv;41 Pvgv; Pvy.

Gibt es einen Knoten vg € V, der nicht in C ist, so hat vo (wegen deg(vo) > %)
zwei Nachbarn in C, die auf C' benachbart sind, sagen wir v; und v;11. Wir entfernen
die Kante vjvj;1 aus C und fiigen die beiden Kanten vjvg und vgv;y; ein, verlangern
also C auf diese Weise. Gibt es einen weiteren Knoten aufserhalb des neuen Kreises, so
wiederholen wir diese Prozedur. Gibt es keinen Knoten mehr, der nicht in C liegt, so
haben wir einen hamiltonschen Kreis gefunden.

Den Satz von Dirac kann man auch als Algorithmusanalyse interpretieren. Wir erfinden
eine Heuristik (erst langen Weg konstruieren, diesen zum Kreis schliefen, alle restlichen
Knoten einbauen) und formulieren dann eine Bedingung (hier 6(G) > §), so dass die
Heuristik beweisbar einen hamiltonschen Kreis liefert. Es ist recht instruktiv, graphen-
theoretische Sdtze einmal auf die oben beschriebene Weise zu durchleuchten. Sehr héufig
sind die Resultate und Beweise auf genau die hier beschriebene Weise interpretierbar.

TSP-Eroffnungsverfahren

Die im nachfolgenden beschriebenen TSP-Heuristiken folgen {ibrigens in verschiedener
Hinsicht den gleichen Prinzipien, die oben dargelegt wurden. Bei der Auswahl der Aus-
baustrategie (Verlangerung des bestehenden Weges oder Kreises) werden Auswahlregeln
benutzt, die in einem spezifizierbaren Sinn ,greedy” sind. Man versucht bei einer Er-
offnungsheuristik, den néchsten Schritt so auszufiihren, dass er beziiglich eines lokalen
Kriteriums optimal ist. Natiirlich muss gewahrleistet sein, dass am Ende eine zuléssige
Losung (ein hamiltonscher Kreis oder kurz Tour) gefunden wird. Der Kern aller der-
artigen Verfahren ist die ,geschickte“Wahl des lokalen Optimalitatskriteriums. Es muss
algorithmisch einfach sein (aus Rechenzeitgriinden), die lokalen Optima zu bestimmen.
Zum anderen soll gewéhrleistet sein, dass das lokale Kriterium zu einer ,,guten Losung
im Sinne der globalen Zielfunktion fiihrt. Beim Greedy-Algorithmus bestand die Strate-
gie darin, lokal das beziiglich des Gewichtes bestmogliche Element zu wéhlen, und wie
Satz (2.14]) zeigt, fahrt man damit bei Maximierungsproblemen nicht allzu schlecht. Bei
Minimierungsaufgaben lief sich jedoch keine Giitegarantie finden.

(8.5) Algorithmus (Er6ffnungsverfahren fiir das symmetrische TSP). Gegeben
sei ein vollstédndiger Graph K, = (V, E), n > 3, mit ,Kantenléngen“ ¢;; fiir alle ij € E.

(a) NACHSTER NACHBAR (NN)
1. Wahle irgendeinen Knoten i € V, markiere 4, und setze T := ), p := .

2. Sind alle Knoten markiert, setze T':= T U {ip} und STOP (7" ist eine Tour).
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3. Bestimme einen unmarkierten Knoten 7, so dass

cpj = min{cyy | k unmarkiert}.

4. Setze T := T U {pj}, markiere j, setze p := j und gehe zu

NEAREST INSERT (NI)

1. Wahle irgendeinen Kreis C' der Lange drei.

2. Ist V\ V(C) =0, STOP; C ist eine Tour.

3. Bestimme einen Knoten p € V'\ V(C), so dass ein Knoten g € V(C) existiert mit

cpg = min{min{c;; | j € V(C)} | i €e V\V(C)}.
4. Bestimme eine Kante uv € C' mit
Cup + Cpv — Cup = min{cip + ¢p; — ¢4 | ij € C}.

5. Setze C' := (C \ {uv}) U {up,pv} und gehe zu 2

FARTHEST INSERT (FI)

Wie NI, es wird lediglich Schritt [3] ersetzt durch

3. Bestimme einen Knoten p € V'\ V(C), so dass ein Knoten g € V(C) existiert mit

cpq = max{min{c;; | j € V(C)} |ie V\V(C)}.

CHEAPEST INSERT (CI) Wie NI, es werden lediglich die Schritte [3| und [4] ersetzt
durch

3. Bestimme einen Knoten p € V'\ V(C') und eine Kante uv € C' mit
Cup + Cpv — Cup = min{cip + e —ci5 | ij € C,k € V\V(C)}.

SPANNING-TREE-Heuristik (ST)
1. Bestimme einen minimalen aufspannenden Baum B von K.
2. Verdopple alle Kanten aus B, um einen Graphen (V, Bg) zu erhalten.

3. (Da jeder Knoten in (V, Bz) einen geraden Grad hat und (V, B2) zusammenhén-
gend ist, enthélt (V, B2) eine Eulertour.) Bestimme eine Eulertour C, gib ihr eine
Orientierung, wéhle einen Knoten ¢ € V, markiere i, und setze p := 4, T := ().

4. Sind alle Knoten markiert, setze T':= T'U {ip} und STOP (T ist eine Tour).
5. Laufe von p entlang der Orientierung von C|, bis ein unmarkierter Knoten, sagen

wir g, erreicht ist. Setze T := T U {p, ¢}, markiere ¢, setze p := ¢ und gehe zu

CHRISTOFIDES-Heuristik (CH)
Wie (ST), lediglich Schritt [2| wird ersetzt durch
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A B D F K W

Aachen - 91 8 259 70 121
Bonn 91 - 77 175 27 84
Diisseldorf 80 77 - 232 47 29
Frankfurt 259 175 232 189 236
Koln 70 27 47 189 - 55

Wuppertal 121 84 29 236 55 -

Tabelle 8.1: Entfernungen zwischen 6 Stadten im Rheinland

2. Sei W die Menge der Knoten in (V, B) mit ungeradem Grad. (Man beachte: |W]|
ist gerade!)

a) Bestimme im von W induzierten Untergraphen von K, ein perfektes Matching
M minimalen Gewichts.

b) Setze By := BUM (Achtung: hier konnen Kanten doppelt vorkommen!) A

Wir wollen nun an einigen Beispielen die Wirkungsweisen der 7 oben angegebenen
Heuristiken vorfiihren.

(8.6) Beispiel. Wir betrachten das durch Tabelle [8.1] definierte 6-Stiadte Problem (das
Rheinland-Problem). Die Daten sind Strafenkilometer und entstammen einem Strafe-
natlas. Die geographische Lage der sechs Orte ist in Abb. [B.I] ungefdhr mafistabgetreu

angedeutet.

()
®

®

Abbildung 8.1: Ungefahre Lage von 6 Stadten im Rheinland

(a) Wir wenden NN an
(a1) Startpunkt A: Es ergibt sich die Rundreise
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A—K—B—D—W-—-F—A
mit der Lange 698 km.
(ag) Startpunkt F: Wir erhalten die Tour
F—B—K—D—W—A—F
der Lange 658 km.

(b) Wir wenden NI mit dem Startkreis K — D — B — K an. Dabei werden sukzessive
die folgenden Kreise erzeugt:

K—-D-B—K K-D—-W-—B K,
K A D W B K K A D W F B K

Die so entstandene Tour hat die Lange 617 km.

(¢) Wir wenden FI mit dem Startkreis K — A — F — K an. Wir erhalten sukzessiv die
folgenden Kreise:

K—A—F K, K—-A—F WK,
K—-A—-F - W-D—-K, K—-A-B-—F-W-—-D—K

Die durch FI gefundene Tour hat die Lange 648 km.
(d) Mit CI und dem Startkreis A — B — F — A erhalten wir

A—B—F—A A—K—B—F—A,
A—D—K—B—F—A A—D—W-—-K—B—F—A.
Die so gefundene Tour hat die Léange 625 km.

(e) Der minimale aufspannende Baum B des Rheinland-Problems ist in Abbildung(8.2(a)|
gezeigt. Er hat die Lange 348 km. Wir verdoppeln die Kanten von B, wihlen die

(a) Aufspannender Baum (b) Rundreise

Abbildung 8.2: ST auf dem Rheinland-Problem
folgende orientierte Eulertour AK, KD, DW, WD, DK, KB, BF, FB, BK, KA und

starten mit A. Daraus ergibt sich die in Abbildung [8.2(b)| gezeigte Rundreise der
Lénge 664 km.
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(f) Im minimalen aufspannenden Baum B (siehe Abbildung [8.2(a)) haben die Kno-
ten A, K, W und F ungeraden Grad. Das minimale perfekte Matching des durch
{A, K, W, F} induzierten Untergraphen besteht aus den Kanten M = {AK, WF}.
Sei Bo = BU M. Wir wihlen die orientierte Eulertour AK, KD, DW, WF, FB, BK,
KA von (V, Bg), starten in A und erhalten die Tor A — K —D — W —F — B
— A der Léange 648 km. Starten wir dagegen in B, so ergibt sich die Tour B — K —
A—D— W —F — B der Linge 617 km. A

Die durch unsere Heuristiken gefundene kiirzeste Rundreise hat also die Lange 617 km

und ist in Abbildung [B-3] gezeigt.

Abbildung 8.3: Kiirzeste Rundreise durch 6 Stadte im Rheinland

Beispiel zeigt deutlich, dass die Heuristiken durchaus unterschiedliche Ergebnisse
liefern konnen. Selbst einunddieselbe Heuristik kann bei verschiedener Wahl der noch of-
fenen Parameter (z. B. Startpunkt) zu stark voneinander abweichenden Losungen fiihren.

Wir wollen nun untersuchen, ob man theoretisch etwas iiber die Giite der durch diese
Heuristiken gefundenen Rundreisen sagen kann. Zunéchst ein negatives Resultat beziig-
lich der Mdglichkeit, eine approximative Losung fiir das symmetrische TSP zu finden.

(8.7) Satz. Fir ein beliebiges symmetrisches TSP bezeichnen wir mit Topy eine op-
timale Tour. Gibt es ein € > 0 und einen polynomialen Algorithmus H, der fir jedes
symmetrische TSP eine Tour Ty liefert mit

c(Topt) < e(Th) < (1 + €)e(Topt),

dann ist P = NP, d. h. das e-Approzimationsproblem des symmetrischen TSP ist N'P-
vollstindig. A

Beweis. Wir wissen, dass das folgende Problem N P-vollstandig ist:
(HAM) Gibt es einen hamiltonschen Kreis in einem Graphen G7

Es ist klar, dass das e-Approximationsproblem fiir das TSP in AP ist. Um zu zeigen, dass
dieses Problem NP-vollstandig ist, beweisen wir folgendes: Wenn es einen Algorithmus
H mit den obigen Eigenschaften gibt, dann gibt es auch einen polynomialen Algorithmus
fir (HAM).
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Angenommen es existieren ein £ > 0 und ein polynomialer Algorithmus H mit obigen
Eigenschaften. Sei G = (V, E) ein beliebiger Graph mit n = |V, und sei

M :=en+ 2.

Wir definieren ein TSP auf n Stddten durch die folgenden Entfernungen:

{1 falls ij € E,
Cij =
M  sonst.

Aufgrund dieser Definition gilt:
G hamiltonsch <= ¢(Topt) = n.
Ist T eine Tour, die kein hamiltonscher Kreis in G ist, so gilt
c(T)>n—1+M=n—14+en+2>(1+¢)n.

Sei nun Ty die von der Heuristik gefundene Losung, und sei G hamiltonsch, so gilt
c(Topt) = n < ¢(Tu) < (14 €)e(Topt) = (1 + €)n. Da aber fiir jede Tour, die kein
Hamiltonkreis in G ist, ¢(T") > (1 +¢)n gilt, muss Ty ein hamiltonscher Kreis in G sein,
d. h. wir kénnen einen hamiltonschen Kreis in G in polynomialer Zeit finden. O

Die Situation des Satzes trifft leider auf relativ viele kombinatorische Optimie-
rungsprobleme zu. Das heift, man kann in polynomialer Zeit nicht einmal eine feste
Fehlerschranke garantieren. Ein Ausweg bleibt allerdings. Falls praktische Probleme vor-
liegen, sollte man versuchen, spezielle Strukturen zu finden und diese auszunutzen. Fiir
die Theorie heiftt das, man muss Spezialfille des Problems bestimmen, fiir die Giitegaran-
tien bewiesen werden konnen (und die moglichst die praxisrelevanten Beispiele umfassen).

Beim TSP ist der folgende Spezialfall von besonderer Praxisbedeutung. Wir nennen ein
symmetrisches TSP metrisch, wenn fiir die Entfernungen die Dretecksungleichung gilt,
wenn also fiir alle Tripel 4, j, kK von Knoten gilt:

Cik < Cij + Cjk-

Bei Maschinensteuerungsproblemen (z.B. Bohren von Léchern in Leiterplatten) und
bei geographischen Problemen ist die Dreiecksungleichung erfiillt. Das gilt jedoch héufig
nicht fiir Entfernungstabellen in Strafenatlanten. Fiir euklidische TSP gilt (8.7) nicht.

(8.8) Satz. Fir metrische TSP und die Heuristiken aus gelten die in Tabelle
angegebenen Giitegarantien. Die Laufzeitschranken gelten fir beliebige Travelling Sales-
man Probleme. JAN

Tabelle ist wie folgt zu lesen. In der Spalte Laufzeit steht die Ordnung der Laufzeit,
also ist z.B. NI ein O(n?)-Algorithmus. In der Spalte ¢ besagt die dort angegebene
Zahl, dass die zugehorige Heuristik immer eine Losung liefert, deren Wert nicht grofer
als (1 4+ e)c(Topt) ist. Also weichen z.B. die Werte der von der Christofides-Heuristik
gefundenen Losungen hochstens um 50 % vom Optimalwert ab.
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Name € Laufzeit
Niéchster Nachbar (NN)  £([logn] —1) n?
Nearest Insert (NI) 1 n?
Farthest Insert (FI) > 1 n?
Cheapest Insert (CI) 1 n?logn
Spanning-Tree (ST) 1 n?
Christofides (CH) : n?

Tabelle 8.2: Giitegarantien und Laufzeiten fiir TSP-Heuristiken

Beweis. Die Aussagen iiber die Laufzeiten folgen direkt aus den Darstellungen der Al-
gorithmen in . Wir beweisen die Giiteschranken von ST und CH.

Entfernen wir aus einer Tour eine Kante, so erhalten wir einen aufspannenden Baum.
Da bei einem euklidischen TSP alle Kantengewichte nichtnegativ sind, folgt daraus, dass
der Wert eines minimalen aufspannenden Baums B nicht grofier ist als der der optimalen
Tour Top.

Daher gilt fiir die Heuristik ST: ¢(Ba) = ;¢ g 2¢ij < 2¢(Topt).

Die aus By konstruierte Tour T entsteht dadurch, dass Wege in By durch Kanten
zwischen den Endknoten der Wege ersetzt werden. Da die Dreiecksungleichung gilt, ist
der Wert dieser Kanten nicht gréfser als die Summe der Werte der Kanten der Wege.
Daraus folgt ¢(T) < ¢(Ba) < 2¢(Topt), was zu zeigen war.

Bei der Christofides-Heuristik miissen wir den Wert des minimalen perfekten Matchings
M abschétzen. Seien i1, ..., 49, die ungeraden Knoten des aufspannenden Baumes B und
zwar so numeriert, wie sie in T, vorkommen, d. h. Tope = (i1, o1, 2, @2, . . ., Q2m—1, 12m, Q2m),
wobei die a; (moglicherweise leere) Folgen von Knoten sind. Wir betrachten nun die bei-
den Matchings M1 = {’L'lig, i3i4, e ,Z'Qm,ligm}, MQ = {ig’ig, i4’i5, e ,i2m72i2m71, ’igmil}.
Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt ¢(Topt) > ¢(M1) + ¢(Mz). Da M optimal ist, gilt
somit ¢(M) < Ze(Topy). Wie vorher folgt daraus fiir die Christofides-Tour T: ¢(T) <
¢(By) = c(B) + c(M) < c(Topt) + 2e(Topt) = 3c(Topt). O

Die Giitegarantie der Christofides-Heuristik ist die beste derzeit bekannte Giitegaran-
tie fiir das symmetrische TSP mit Dreiecksungleichung. Bei weiterer Verschéirfung von
Bedingungen an die Zielfunktion kann man noch bessere Approximation erreichen.

Kann man aus der Giitegarantie ablesen, wie gut sich eine Heuristik in der Praxis
verhédlt? Leider kann man diese Frage nicht uneingeschriankt bejahen. Es scheint so, dass
zur Beurteilung immer noch praktische Tests an vielen und ,repriasentativen” (was auch
immer das ist) Beispielen ausgefiihrt werden miissen. So wird z. B. in der Literatur relativ
iibereinstimmend berichtet, dass — beziiglich der hier vorgestellten Heuristiken — bis zu
etwa 200 Knoten FI sehr haufig besser als die iibrigen Verfahren ist. Fiir gréftere Probleme
ist meistens die Christofides-Heuristik am besten, wihrend FI die zweitbeste Heuristik
ist. Bedenkt man allerdings, dass die Christofides-Heuristik als Unterprogramm ein (nicht
trivial zu implementierendes) Verfahren zur Losung von Matching Problemen benétigt,
dann zeigt FI natiirlich deutliche praktische Vorteile. Da der Christofides-Algorithmus
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ja ohnehin nur eine Heuristik ist, kann man natiirlich den Matching-Algorithmus durch
eine Matching-Heuristik ersetzen. Dadurch verliert man zwar die globale Giitegarantie,
erhélt aber doch eine empirisch ordentliche Heuristik, die relativ leicht zu codieren ist (als
Matching-Heuristik kann man z. B. den Greedy-Algorithmus wihlen). Gleichfalls sollte
bemerkt werden, dass die Spanning-Tree-Heuristik trotz der nicht schlechten Giitegaran-
tie (empirisch) in der Praxis im Vergleich mit anderen Verfahren nicht so gut abschneidet.
Das gleiche gilt fiir CI und NI. Eine sorgfiltige empirische Analyse der hier genannten
und anderer Heuristiken findet man in [Reinelt| (1994).

Damit wollen wir es beziiglich Eréffnungsverfahren bewenden lassen und bemerken,
dass sich die hier dargestellten Ideen mit etwas Einflihlungsvermogen auf alle iibrigen
kombinatorischen Optimierungsprobleme iibertragen lassen. Bei der Wahl des ,lokalen
Optimierungskriteriums” ist es wichtig, nicht zu kurzsichtig zu wéhlen (NN ist z. B. ei-
ne relativ schlechte Heuristik). Man sollte hier globale Aspekte beriicksichtigen. Dies ist
z.B. bei FI gut gelost, wie folgende (heuristische) Uberlegung zeigt. Wihlt man wie bei
CI den lokalen bestméglichen Einbau eines Knotens in den gegenwértigen Kreis, so kann
man in Fallen laufen, d. h. am Ende miissen einige ungiinstig gelegene Knoten eingebaut
werden, die in den bisherigen Kreis nicht ,passen”. Bei FI versucht man, diese globalen
Routenfiihrungsfehler dadurch zu vermeiden, dass man immer denjenigen Knoten kos-
tengiinstigst einbaut, der gegenwértig am weitesten entfernt liegt. Dadurch kann man am
Ende nicht all zu viele Fehler machen.

8.3 Verbesserungsverfahren

Hat man durch ein Er6ffnungsverfahren oder auf irgendeine andere Weise eine zuldssige
Losung gefunden, so sollte man versuchen, die gegenwértige Losung durch Modifikationen
zu verbessern. Die wichtigste Verfahrensklasse in der Kategorie der Verbesserungsheuris-
tiken sind die Austauschverfahren. Die Idee hinter Austauschverfahren ist die folgende.

Entferne einige Elemente aus der gegenwértigen Losung 7', um eine Menge S
zu erhalten. (Ist die Losungsmenge ein Unabhéngigkeitssystem, so ist .S natiir-
lich zuléssig, i. A. (wie z. B. beim TSP) muss S keine zulissige Losung sein.)
Nun versuchen wir, alle méglichen zuléssigen Losungen, die S enthalten, zu
erzeugen. Falls dies einen zu grofsen Rechenaufwand erfordert, generiert man
entweder nach einem festen Schema eine Teilmenge aller zuldssigen Losungen,
die S enthalten, oder man benutzt wieder ein lokales Optimalitétskriterium,
um eine derartige Losung zu bestimmen. Ist unter den erzeugten zulassigen
Losungen eine, die besser als 7' ist, nennen wir diese 7" und wiederholen die
Prozedur. Gibt es keine bessere Losung als T', entfernen wir andere Elemente
aus T und verfahren analog. Wir beenden das Verfahren, wenn alle (nach
einer vorgegebenen Regel) moglichen Austauschschritte keine bessere Losung
produziert haben.

Fiir das symmetrische TSP wollen wir drei Varianten dieses Austauschverfahrens genauer
darstellen.
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(8.9) Algorithmus (Austauschverfahren fiir das symmetrische TSP).

(a) Zweier-Austausch (2-OPT).
1. Wahle eine beliebige Anfangstour T = (i1, 42, ... ,0,).
2. Setze Z := {{ipip+1,igig+1} [ p+1# ¢,p# ¢, q+1#p,1 <p,q<n}.
3. Fiir alle Kantenpaare {ipipy1,iqiq+1} € Z fiihre aus:
ISt Ciyippr + Cigigyr > Cipig T Cipiriger, setze T = (T \ {ipipi1,iqiqs1}) U
{ipiq, ip+19g+1} und gehe zu
4. Gib T aus.
(b) r-Austausch (r-OPT).
1. Wahle eine beliebige Anfangstour 7.
2. Sei Z die Menge aller r-elementigen Teilmengen von 7.
3. Fiir alle R € Z fiihre aus:

Setze S := T\ R und konstruiere alle Touren, die S enthalten. Gibt es unter
diesen eine, die besser als T ist, nenne sie 17" und gehe zu

4. Gib T aus.

(c) Austausch zweier Knoten (2-NODE-OPT).
1. Wihle eine beliebige Anfangstour 7.
2. Sei Z = {(v,y) | v und y sind nicht benachbart auf 7'}.
3. Fiir alle Knotenpaare (v,y) € Z fiihre aus: O. B. d. A. habe T die folgende Gestalt:

Ist eine der Touren kiirzer als 7', nenne sie 1" und gehe zu
4. Gib T aus. A
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(8.10) Bemerkung.

(a) Fiir einen Durchlauf der Schleifebenétigen 2-OPT und 2-NODE-OPT O(n?) Schrit-
te, wahrend m-OPT O(n") Schritte benétigt. Es ist nicht bekannt, ob die drei Heu-
ristiken aus eine polynomiale Laufzeit haben.

(b) Auch zur beweisbaren Giitegarantie lasst sich fir die r-OPT-Verfahren nicht viel
Positives sagen. |Chandra et al.| (1999) zeigen z. B. fiir metrische TSPs, dass 2-OPT
nur eine Giitegarantie von O(y/n) und dass r-OPT eine Giitegarantie von bestenfalls

O(n3F) hat. A

Fiir » > 4 ist das r-Austauschverfahren aus Laufzeitgriinden praktisch nicht durch-
fithrbar, aber auch bei r = 3 treten bei groferen TSP-Instanzen erhebliche Rechenzeit-
probleme auf. Dagegen laufen 2-OPT und 2-NODE-OPT empirisch mit verniinftigen
Rechenzeiten.

Es ist iiblich, eine Tour, die durch einen r-Austausch nicht mehr verbessert werden
kann, r-optimal zu nennen. r-optimale Touren sind sogenannte ,lokale Optima®“, aus de-
nen man mit Hilfe des r-Austausches nicht ,herauskommt®. (Achtung: Die hier {ibliche
Verwendung des Begriffs ,lokales Optimum* ist etwas ,salopp”. Derartige lokale Optima
sind nicht lokal optimal in der {iblichen Terminologie der Optimierungstheorie.)

Man beachte, dass 2-NODE-OPT als eine Mischung des 2-OPT-, 3-OPT- und 4-OPT-
Verfahrens angesehen werden kann, wobei alle Zweiertausche aber nur wenige der Dreier-
und Vierertausche ausgefiihrt werden. Die Zahl der Dreier- und Vierertausche wird so
stark reduziert, dass die Laufzeit fiir Schritt [3| O(n?) bleibt, aber immerhin einige ,yviel-
versprechende” Tausche vorgenommen werden. Daraus folgt, dass jede 2-NODE-optimale
Tour auch 2-optimal ist.

In der Praxis sind die obigen Austauschverfahren sehr erfolgreich und kénnen in der Re-
gel die durch die Eréffnungsverfahren gefundenen Losungen verbessern. Erstaunlich
dabei ist die (von vielen ,Heuristikern,, gemachte) Beobachtung, dass die Austauschver-
fahren haufig bessere Losungen liefern, wenn man sie mit zufélligen oder relativ schlechten
Startlosungen beginnt, als wenn man mit guten heuristischen Losungen (etwa durch FI
gefundene) beginnt.

Startet man z.B. 2-OPT mit der durch NN gefundenen Losung des Rheinlandpro-

blems so wird der in Abbildung gezeigte 2-Austausch vollzogen.

Abbildung 8.4: 2-OPT-Schritt am Rheinland-Problem

200



8.3 Verbesserungsverfahren

Diese Tour hat die Lange 617km. Es wurde also eine Verbesserung um 81 km erzielt.

Die Austausch-Verfahren fiir das TSP und andere Kombinatorische Optimierungspro-
bleme sind stark von |Lin und Kernighan (1973) propagiert worden. In ihrem Aufsatz
zeigen sie z. B. dass eine dynamische Mischung von 2-OPT und 3-OPT mit O(n?) Lauf-
zeit empirisch sehr gute Losungen in akzeptabler Laufzeit liefert. Es ist vermutlich nicht
falsch, wenn man die Lin-Kernigham-Heuristik (bzw. Varianten davon) als die beste der-
zeit bekannte TSP-Heuristik bezeichnet.

Es ist jedoch keineswegs trivial, sie so zu implementieren, dass sie effektiv und in
akzeptabler Laufzeit arbeitet. Die derzeit (vermutlich) beste Variante dieses Verfahrens
stammt von Keld Helsgaun. Informationen hierzu findet man u.a. im Stony Brook Al-
gorithm Repository und auf Helsgauns Homepage. Mit seiner Heuristik wurde die beste
bisher bekannte Losung eines 1.904.711-Stéadte TSP (World TSP) gefunden. Animierte
Bilder von der besten Losung des World TSP findet man auf der Seite:

http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/world/pictures.html

Eine gute Ubersicht iiber Heuristiken fiir das Travelling Salesman Problem gibt der
Aufsatz Johnson und Papadimitriou (1985)). Im Aufsatz von Gilmore et al. (1985) wird
gezeigt, dass gewisse Heuristiken fiir Spezialfille des TSP immer Optimallosungen liefern.

Ein Verbesserungsverfahren, das einige Aufmerksamkeit erregt hat, ist die Methode
des ,Simulated Annealing“. Dies ist ein Verfahren, das erwachsen ist aus Simulationsme-
thoden der statistischen Mechanik. In dieser physikalischen Theorie untersucht man u. a.
Phaseniibergénge wie Kristallisation von Fliissigkeiten oder das Entstehen von Magne-
ten. Derartige Phdnomene treten bei gewissen kritischen Temperaturen auf (z. B. friert
Wasser bei 0°C), und man mochte wissen, wie sich die Materie in diesem kritischen
Temperaturbereich organisiert, um z.B. Kristalle zu bilden. Da man fiir verschiedene
technische Prozesse Kristalle ohne Strukturdefekte benétigt, méchte man wissen, wie
man reale Fliissigkeiten kiihlt und wéarmt, so dass moglichst reine Kristalle entstehen.

Bevor man heutzutage reale Experimente mit derartigen physikalischen Systemen aus-
fiihrt, werden meistens — besonders dann, wenn die Experimente teuer sind — Compu-
tersimulationen dieser Experimente durchgefiihrt. Hierzu wird ein abstraktes Modell des
physikalischen Systems entworfen und implementiert und (zufélligen) Anderungen unter-
worfen, die z.B. in der Realitdt Kiihlvorgéngen entsprechen. Bei diesen Computerexpe-
rimenten lernt man, die realen Vorgédnge besser zu verstehen, man kann moglicherweise
bereits eine Theorie aufstellen, und man braucht sicherlich durch die umfangreichen Vor-
untersuchungen sehr viel weniger reale Experimente um z. B. die Herstellung von reinen
Kristallen in den Griff zu bekommen.

Es ist — unter einigen Zusatzannahmen — moglich, viele kombinatorische Optimie-
rungsprobleme als Realisierung physikalischer Systeme und die Optimierungsvorschrift
als Energieminimierung anzusehen. Daher sind einige Physiker, insbesondere angeregt
durch den Aufsatz [Kirkpatrick et al.| (1983) auf die Idee gekommen, kombinatorische
Optimierungsprobleme mit den relativ ausgereiften Simulationstechniken der statischen
Mechanik zu behandeln. Dies ist der Grund dafiir, dass man bei den Darstellungen dieser
Methoden viel physikalisches Vokabular findet, hinter dem man i. A. mehr vermutet, als
einige recht simple heuristische Ideen.
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Sorgfiltige Implementierungen zeigen, dass Simulated Annealing bei einigen interessan-
ten Problemen relativ konsistent sehr gute heuristische Losungen erzeugt. Ubereinstim-
mende Erfahrung ist jedoch, dass Simulated Annealing viel Parameter- und Feintuning
und bis zur Generierung guter Losungen sehr hohen Zeitaufwand erfordert. Allein aus
dem letzten Grunde ist Simulated Annealing fiir viele (speziell grofse) praktische Proble-
me nicht sonderlich geeignet.

Nach der langen Vorrede nun eine kurze Beschreibung des Verfahrens — ohne physika-
lisches Brimborium.

(8.11) Algorithmus (Simulated-Annealing-Verfahren (Uberblick)). Wir neh-
men an, dass ein kombinatorisches Minimierungsproblem (E,Z, ¢) vorliegt.

(1) Wéhle mehrere Startheuristiken zur approximativen Losung von (E,Z, ¢). Seien Iy, . .
die hierbei gefundenen Losungen. Sei Iy die beste dieser Losungen.

(2) Wéhle ein (oder mehrere) Verbesserungsverfahren.

(3) Initialisiere zwei Listen L und L’ von jeweils k& > 1 Losungen von (E,Z,c). Setze
Ii,..., I auf Liste L.

(4) Fiir alle Losungen I auf Liste L fithre aus:

(a) Wende eines oder alle Verbesserungsverfahren auf I an (oder wéhle eines der
Verfahren zuféllig oder wihle eine aus I zufillig erzeugte neue Losung).

(b) Wird eine Losung I’ gefunden, deren Wert besser als der von I ist, setze I’ auf
L. Gilt e(I') < e(Ip), setze Ip :=1T'.

(¢) Wird keine Losung produziert, die besser als I ist, setze die beste produzierte
Losung I’ mit Wahrscheinlichkeit p auf L. (Wichtig: p sollte wihrend des Verfah-
rens variieren, und die Wahrscheinlichkeit des Akzeptierens schlechter Losungen
sollte mit zunehmender Ausfithrungsdauer abnehmen!)

(5) Ist L leer, STOP und gib Iy aus, andernfalls setze L := L', L' := () und gehe zu (4).
A

Das oben beschriebene Verfahren hat sehr viele offene Parameter, von deren Wahl der
Erfolg stark abhéngt. Leider ist es nicht einfach, herauszufinden, wann welche Strategie
bei welchen Problemen zu einer guten Heuristik fiihrt.

Die Idee hinter dem Verfahren ist einfach erklart. Man bearbeitet parallel mehrere
Losungen, um auf verschiedenen Wegen Fortschritte zu erzielen und so u. U. in mehre-
re ,lokale Minima“ hineinzulaufen, von denen vielleicht eines das globale Minimum ist.
(Manche Verfahren des Simulated Annealing arbeiten jedoch nur mit & = 1, also ei-
ner gegenwirtigen Losung.) Der meiner Meinung nach wichtigste Aspekt besteht darin,
dass man gewillt ist, gelegentlich auch Verschlechterungen hinzunehmen. Hinter diesem
Schritt steckt die folgende Erfahrung. Verbesserungsverfahren laufen relativ schnell in
Fallen (bzw. lokale Minima), aus denen die Verbesserungsvorschriften nicht herausfiih-
ren. Geht man jedoch auf eine schlechtere Losung zuriick, so kann man durch einen
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8.3 Verbesserungsverfahren

Abbildung 8.5: Suggestive Darstellung zu Simulated Annealing

erneuten und weitere Austausche u.U. zu einer wesentlich besseren Lisung gelangen.
Hierzu liefert Abbildung eine suggestive Anschauung.

Trégt man auf der z-Achse die Losungen auf und auf der y-Achse deren Wert und
betrachtet man die Methode, in der linken oberen Ecke einen Ball laufen zu lassen,
als Verbesserungsheuristik, so ist klar, dass der Ball in Abbildung hdufig in den
Nebentélern (lokale Minima) hédngen bleibt. Stoft man den Ball jedoch zwischendurch
gelegentlich an, so kann er — abhéngig von der Stoftrichtung und -starke — aus dem Tal
herauskatapultiert werden und in ein tieferes Tal rollen. Dies ,zeigt, dass gelegentliches
Verschlechtern langfristig zu besseren Losungen fiihren kann.

All diese Uberlegungen sind jedoch nur iiberzeugende Prinzipien, bei denen nicht direkt
klar ist, ob sie sich auch in effiziente heuristische Verfahren iibersetzen lassen. Methoden
des Typs (8.11)) sind sehr niitzlich in Bezug auf kombinatorische Optimierungsprobleme
mit wenig untersuchten Strukturen und Nebenbedingungen. Nach meinen Erfahrungen
sind Verfahren dieser Art (insbesondere wegen der hohen Laufzeiten) in der Regel den
recht sophistifizierten Heuristiken fiir intensiv studierte Probleme wie das TSP unterle-
gen. Inzwischen gibt es eine Vielzahl von Aufsdtzen zu Simulated Annealing und dessen
Varianten. Man schaue z. B. nur das Journal of Heuristics durch.

Zwei gute ,Computational Studies”, die iiber Erfahrungen mit Simulated Annealing
berichten, sind [Johnson et al.| (1989) und |Johnson et al.| (1991). In diesen Papern wer-
den einige konkrete Implementierungen des allgemeinen Verfahrens angegeben,
beziiglich verschiedener kombinatorischer Optimierungsprobleme (wie das weiter oben
vorgestellte Leiterplatten-Platzierungsproblem, das Subset-Sum-Problem, das Knoten-
farbungsproblem fiir Graphen und das T'SP) getestet und mit bekannten Heuristiken fiir
diese Probleme verglichen. Soweit mir bekannt ist, sind die Erfahrungen ,durchwachsen®.

Ein Buch, das Simulated Annealing im Detail beschreibt und insbesondere den sto-
chastischen Hintergrund erklért, ist van Laarhoven und Aarts (1987).

Weitere Verfahren, die haufig ,Meta-Heuristiken* genannt werden, wurden in der Vor-
lesung skizziert:
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8 Heuristiken

e Tabu-Search

Genetische Algorithmen

e Evolutionsmethoden

e Neuronale Netze

e Ameisensysteme

e Space-Filling Curves.
Literaturhinweise hierzu findet man u. a. auf der bereits zitierten TSPBIB-Homepage:
http://frcatel.fri.utc.sk/users/pesko/Studenti/TSPBIB.htm

Ein gutes Buch mit Ubersichtsartikeln zu den verschiedenen heuristischen Techniken
ist |Aarts und Lenstral (1997)), in dem z.B. Johnson und McGeoch eine weitere Studie
zu TSP-Heuristiken (A Case Study in Local Optimization) vorlegen, die viele der hier
angedeuteten Heuristiken néher erklért, auf Implementierungsaspekte eingeht und die
Rechenstudien mit Verfahrensvergleichen enthélt.

8.4 Gutemalle fiir Heuristiken

In diesem Abschnitt wollen wir die Giitekriterien zur Bestimmung des Approximations-
verhaltens von Heuristiken untersuchen.

Wir haben bereits Beispiele fiir heuristische Verfahren angegeben, fiir die gewisse Gii-
tegarantien bewiesen werden koénnen. Wir haben auch gesehen, dass es bei manchen
Problemen iiberhaupt nicht moéglich ist, mit polynomialem Rechenaufwand zu garantie-
ren, dass eine fast optimale Losung gefunden werden kann (falls P # N'P). Ferner gibt
es Probleme, bei denen bestmdogliche Worst-Case Schranken existieren, die mit polyno-
mialen Verfahren erreicht aber nicht verbessert werden kénnen. Um diese (und andere)
Fille besser klassifizieren zu konnen, hat sich die folgende Terminologie gebildet.

(8.12) Definition. Sei Il ein kombinatorisches Optimierungsproblem, und es sei 11’ :=
{P € II | P hat eine zulissige Losung}. Fir jedes Problembeispiel P € TI' bezeichne
Copt(P) den Wert einer Optimalldsung von P. Ferner sei A ein Algorithmus, der fiir
jedes Problembeispiel P € II' eine zulissige Losung liefert. Den Wert dieser Losung be-
zeichnen wir mit c4(P). Um aufwendige Fallunterscheidungen zu umgehen, nehmen wir
im Weiteren copt(P) > 0 fiir alle P € II' an und setzen copt(P) := ca(P) := 1 fir alle
Problembeispiele P € TI\ II' .

(a) Sei e > 0 eine fest vorgegebene Zahl. Falls 11 ein Mazimierungsproblem ist, gelte
zusdtzlich € < 1. Gilt fiir jedes Problembeispiel P € 11

_ ea(P) — copt (P)]
a Copt () =

so heifst A e-approximativer Algorithmus, und die Zahl ¢ heiffit Giitegarantie von A.

R4(P) :
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8.4 Gliitemafe fiir Heuristiken

(b) Sei A ein e-approximativer Algorithmus fir II.

(by) Ist II ein Maximierungsproblem, dann heifst 1 — e die Worst-Case-Schranke von A
(denn dann gilt caA(P) > (1 — €)copt(P) ).

(ba) Ist II ein Minimierungsproblem, dann heifit 1 + ¢ die Worst-Case-Schranke von A
(denn dann gilt c4A(P) < (14 €)copt(P) ).

(¢) FEin Approximationsschema (AS) fir I ist ein Algorithmus A, der zwei Inputs hat,
ndmlich ein Problembeispiel P € 11 und eine rationale Zahl € > 0, und der fiir jedes
P €11 und jedes € > 0 eine Losung produziert, die Rao(P) < € erfiillt.

(d) Ein Approzimationsschema A fiir 11 heifst polynomiales Approximationsschema (PAS),
wenn die Laufzeit von A polynomial ist in der Inputlinge von P € 11.

(e) FEin Approximationsschema A fir I1 heifst voll-polynomiales Approximationsschema
(FPAS), wenn die Laufzeit von A polynomial in (P) + é ist, also polynomial in der
Inputlinge von P € 11 und polynomial in % ist. A

Die Unterscheidung zwischen ,Glitegarantie” und ,Worst-Case-Schranke® ist etwas kiinst-
lich und héufig werden — auch von mir — die beiden Begriffe durcheinander gebracht.

(8.13) Beispiel.

(a) Ist g der Rangkoeffizient eines Unabhéngigkeitssystems (E,Z, c¢), so liefert der Greedy-
Algorithmus, siehe ([2.14]), die Giitegarantie 1 — ¢ und ist somit ein Algorithmus mit
Worst-Case-Schranke ¢ fiir Maximierungsprobleme iiber allgemeine Unabhéngigkeits-
systeme.

(b) Die Christofides-Heuristik |D ist ein %—approximatives Verfahren fiir das eukli-
dische symmetrische TSP.

(c) Ist P € II, hat P die Inputlinge n und hat ein Algorithmus A z.B. die Laufzeit
O(n'/%), so ist A ein polynomiales Approximationsschema. Hat A z. B. die Laufzeit

O(nk . (%)l> (mit Konstanten k und 1), so ist A ein voll-polynomiales Approximati-
onsschema. A

Keine der Heuristiken, die wir bisher kennengelernt haben, ist ein polynomiales oder
gar voll-polynomiales Approximationsschema. Die Giitegarantien gelten nur fiir ein be-
stimmtes ¢ (und alle groferen Werte).

Es stellt sich natiirlich sofort die Frage, ob es fiir alle schwierigen Optimierungsproble-
me moglich ist, ein polynomiales bzw. voll-polynomiales AS zu entwickeln. Wir werden
dies im folgenden theoretisch untersuchen.

Man beachte, dass ein FPAS nicht polynomial im Gesamtinput ist. Nach Definition
ist es zwar polynomial in der Inputldnge von P € II und in é, jedoch benétigt man zur
Darstellung der rationalen Zahl ¢ = g (bzw. é) nur () =~ logp + log ¢ und nicht p + ¢
Speicherplétze.
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8 Heuristiken

(8.14) Satz. Sei Il ein kombinatorisches Optimierungsproblem. Gibt es fiir II ein FPAS,
das auch polynomial in () ist, so gibt es einen polynomialen Algorithmus zur Lésung aller
Problembeispiele in 1. A

Beweis. Gibt es iiberhaupt ein FPAS, sagen wir A, so sind die Kodierungsldngen sowohl
des Wertes der Losung c4(P) von A als auch des Optimalwertes copt (FP) polynomial in der
Inputlédnge von P. Ist A polynomial in (), so konnen wir einen polynomialen Algorithmus
B fiir 11 wie folgt konstruieren.

1. Setze ¢ := 5 und wende A auf P € IT an. Wir erhalten einen Wert ca_(P).

2. Setze
im Maximi fall ¢ 1
im Maximierungsfa T —
& 24 (P)+ 1
1
im Minimierungsfall § i = —————.
& e (P)+1

3. Wende A auf P mit Genauigkeitsparameter 0 an. Wir erhalten eine Losung c4,(P).

Sei B der durch und [3] beschriebene Algorithmus, so ist die Laufzeit von B offen-
sichtlich polynomial in der Inputliange von P, denn ¢ = % ist eine Konstante, somit sind
ca.(P) und 0 Groken deren Kodierungsldngen polynomial in der Inputléange von P sind.
Folglich ist auch Schritt [3] polynomial in der Inputlinge von P.

Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, dass die Zielfunktion ganzzahlig ist. Somit sind auch
die Werte der optimalen Losungen und der durch B erzeugten Losung ganzzahlig. Wir
zeigen nun, dass copt(P) = ca, (P) gilt.

Ist II ein Maximierungsproblem, so gilt:

1
ca.(P) > icopt(P) = 2ca_(P)+ 1> copt(P)

a,(P) = (1= 8)cn(P) = (1 = 5y o (P)
> (1 - Coptl(P)>Copt(P)

= Copt — 1.

Da cy, (P) ganzzahlig und echt grofer als copy — 1 ist, folgt ca, (P) = copt(P).
Ist II ein Minimierungsproblem, so erhalten wir:
1 1
>
Copt(P) = ca (P) +1

1
Copt(P) < ca,(P) < (14 6)cop(P) = (1 n Wm)copt(P)

< (1 + Coptl(P)>copt(P)

= Copt(P) + 1.
Aufgrund der Ganzzahligkeit folgt daraus die Behauptung. O

Copt(P) <ca (P)+1 =
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In einem gewissen Sinne ist also ein FPAS das beste, was man als appoximatives
Verfahren fiir ein N'P-vollstandiges Problem erwarten kann.

Wir fiithren nun weitere Mafzahlen ein, die im Zusammenhang mit der Analyse appro-
ximativer Algorithmen interessant sind. (Die Definition dieser Zahlen ist in der Literatur

nicht einheitlich.) Wir hatten in (8.12) (a)) die GroRe

RA(P) := ‘CA(PC)O;&;I)N(P)‘

fiir ein Problem P € II definiert. Wir setzen nun:

(8.15) Definition. SeiIl ein Optimierungsproblem.

(a) Ist A ein approzimativer Algorithmus fir 11, dann heifit
Ry :=inf{e > 0| Ra(P) <e¢ fir alle P € 11}

die absolute Giitegarantie von A, und

RY :=inf{e > 0| Es gibt ein ng € N so dass Ra(P) < ¢
fir alle P € I mit copt, > o}

heifst die asymptotische Giitegarantie von A. (Bei Mazimierungsproblemen II ge-
schieht die Infimumsbildung iber alle e mit 0 < e < 1.)

(b) Der Wert

Ruyin(IT) :=inf{e > 0 | Es gibt einen polynomialen Approzimationsalgorithmus A
mit R} = e}

(bzw. Infimum tber 0 < & < 1 bei Mazimierungsproblemen) heifit die bestmogliche
asymptotische Giitegarantie von Il. Es ist Ry (I1) = oo, falls kein solches € existiert.
A

Rpin(IT) ist natiirlich eine der wichtigsten Grofen dieser Analysetechniken, da durch
Rpin(IT) die bestmogliche Approximierbarkeit beschrieben wird.

(8.16) Bemerkung. Fiir Ry, (II) sind drei Félle von Bedeutung.

(a) Rmm(H) = 00,
d. h. fir Maximierungsprobleme, dass fiir kein 0 < € < 1 ein polynomialer e-approximativer
Algorithmus existiert, und fir Minimierungsprobleme, dass fiir kein € > 0 ein poly-
nomialer e-approximativer Algorithmus existiert.

(b) Rmin(II) > 0,
d. h. es gibt eine Schranke fiir die Giitegarantie, die mit polynomialem Aufwand nicht
iiberwunden werden kann.
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(¢) Rmin(I) = 0, d. h. das Optimum kann durch polynomiale Algorithmen beliebig ap-
proximiert werden. Offensichtlich kann jedoch nur ein Problem mit Ry, (IT) = 0 ein
PAS oder ein FPAS haben. Zum Entwurf von PAS bzw. FPAS fiir ein Problem II
miissen wir also zunéchst die asymptotische Giitegarantie kennen. Hier gibt es vier
Unterfélle:

c1) Es gibt ein PAS fiir II.

(
(c2) Es gibt ein FPAS fiir II.

(c3) Es gibt einen polynomialen Approximationsalgorithmus A mit R = 0.

(ca) Es gibt einen polynomialen Approximationsalgorithmus A mit [c4(P)— copt(P)] <
K fiir ein festes K und alle P € II.

Eine solche Garantie wie in [(c4){ nennt man auch Differenzgarantie. A

Offensichtlich ist die beste aller Giitegarantien, die man erwarten darf, durch
beschrieben.

Der Fall @ trifft auf das symmetrische Travelling-Salesman-Problem zu, wie
Satz (8.7) zeigt. Wir wollen nun ein Problem einfiihren, eine bestmogliche Heuristik

angeben und zeigen, dass fiir dieses Problem (8.16)) (]ED zutrifft.

(8.17) Beispiel (Das k-Zentrumsproblem). Gegeben sei ein vollstandiger Graph
K, = (V, E) mit Kantengewichten c, fiir alle e € E. Gesucht ist eine Knotenmenge (die
Zentren) S C V mit hochstens k Elementen, so dass

S) := maxminc;;

minimal ist. AN

Falls k = |V] gilt, setzt man natiirlich S = V. Anwendungen dieses Standortproblems
sind offensichtlich. Man mochte z. B. héchstens k& Feuerwehrdepots so verteilen, dass die
maximale Entfernung irgendeines moglichen Brandherdes zu einem Depot moglichst klein
wird. Damit soll z. B. gewédhrleistet werden, dass jeder Brandherd in einer bestimmten
maximalen Zeit erreichbar ist.

Dieses Problem ist N'P-schwer, selbst dann, wenn die Dreiecksungleichung ¢;; + ¢ >
¢ fir alle 4, j, k € V gilt. Man kann sogar zeigen:

(8.18) Satz. FEs gibt eine mit 0 < € < 1 und einen polynomialen Algorithmus A, der fir
jedes k-Zentrumsproblem mit Dreiecksungleichung eine Losung Sa liefert, die beziiglich
der Optimallésung Sopt folgende Giitegarantie hat

(Sopt) < ¢(Sa) < (1 +€)c(Sopt),
genau dann, wenn P =NP gilt. A

Beweis. Siehe Hsu und Nemhauser (1979). O
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Mit anderen Worten: Das e-Approximationsproblem fiir das k-Zentrumsproblem mit
Dreiecksungleichung ist fiir 0 < & < 1 N'P-vollstandig. Bemerkenswert ist nun, dass man
die Giitegarantie ¢ = 1 in polynomialer Zeit tatséchlich erreichen kann. Wir betrachten
dazu den folgenden Algorithmus.

(8.19) Algorithmus (1-approximative Heuristik fiir das k-Zentrumsproblem).

Eingabe: Vollstindiger Graph K,, = (V, E), mit Gewichten ¢, fiir alle e € E.
Ausgabe: Eine Menge S C V mit |S| < k.

1.

2.

Falls k = |V, dann gib V' aus und STOP.

Wir ordnen die m Kanten so, dass ¢, < ¢ep, < --- < ¢, gilt.

. Fiir jeden Knoten v € V' legen wir eine Adjazenzliste ADJ(v) an, auf der die Nach-

barn u von v in nicht-absteigender Reihenfolge beziiglich der Kantengewichte ¢y,
auftreten. Mit G; = (V, E;) bezeichnen wir den Untergraphen von K, mit Kanten-
menge F; = {e1,e2,...,¢;}.

. LOW :=1 (bedeutet: S kann die Menge V sein).

HIGH := m (bedeutet: S besteht nur aus einem Element).

(Binére Suche)
Ist HIGH = LOW +1, gehe zu [9

Setze i := ij und konstruiere G; = (V, E;) und die zugehorigen (sortier-

ten) Adjazenzlisten ADJ;(v). Setze S :=( und T :=V.

Ist T # 0, so wéhle einen Knoten v € T und fiihre aus:

S:=SuU{v},
T:=T)\ ({v}U{w | w Nachbar von v in G;})

und gehe zu |7l (Achtung: Schritt [7] ist nichts anderes als der Greedy-Algorithmus
zur Bestimmung einer stabilen Menge in G;.)

. Falls |S] < k, dann setze HIGH := i und S’ := S, andernfalls LOW :=i.

Gehe zu Bl

. Gib S’ aus. A

Hochbaum und Shmoys| (1985)) haben gezeigt:

(8.20) Satz. Der Algorithmus liefert fir k-Zentrumsprobleme, bei denen die
Dreiecksungleichung gilt, eine Knotenmenge S C V, S| < k, mit ¢(S) < 2¢(Sopt) in
O(|E|log |E|) Zeit. A
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Dieser Algorithmus — eine Mischung aus dem Greedy-Algorithmus und bindrer Suche
— ist also in der Tat bestmoglich unter allen approximativen Algorithmen fiir das k-
Zentrumsproblem mit Dreiecksungleichung. Aus (8.20)) und (8.18)) folgt:

(8.21) Korollar. Sei Il das k-Zentrumsproblem mit Dreiecksungleichung, dann gilt

Rmin (H) =1. /\

8.5 Weitere Heuristiken

In diesem Abschnitt wollen wir (relativ unsystematisch) einige weitere Beispiele fiir Heu-
ristiken angeben und sie analysieren. Hierbei soll die Technik der Analyse von Heuristiken
geiibt werden, und gleichzeitig werden auch einige weitere kombinatorische Optimierungs-
probleme vorgestellt.

Heuristiken liefern bei Maximierungsproblemen (bzw. Minimierungsproblemen) untere
(bzw. obere) Schranken fiir den Wert einer Optimallosung. Um die Giite einer heuristi-
schen Losung abschétzen zu kénnen, bedient man sich haufig weiterer Heuristiken, die
dann obere (bzw. untere) Schranken fiir den Optimalwert liefern. Diese Heuristiken nennt
man duale Heuristiken und spricht dann auch von primalen Heuristiken, um die dualen
Heuristiken von den oben eingefiihrten Verfahren zu unterscheiden. Das Wort ,primal“
in diesem Zusammenhang kommt daher, dass diese Verfahren zulassige Losungen fiir das
Ausgangsproblem, also in der LP-Theorie das primale Problem liefern. Die Lésungen sind
also primal zuléssig.

Maschinenbelegung mit unabhiangigen Aufgaben
Wir betrachten das folgende Problem der Maschinenbelegungsplanung;:
(8.22) Bemerkung (Parallel-Shop-Problem).

(a) Gegeben seien m identische Maschinen oder Prozessoren
My, My, ..., My,

(z. B. Drucker eines Computers, Offset-Drucker, Walzstrafen, Pressen, Stanzen).

(b) Gegeben seien n Aufgaben (oder Auftrige oder Operationen oder Jobs)
T, Ts,...,T,

(z. B. Druckjobs, -auftriage, zu walzende Profile, Press- und Stanzauftrige).

(c) Jeder Auftrag hat eine Ausfiihrungszeit (oder Bearbeitungszeit)
ti,to,...,ty, (in Zeiteinheiten),

und jeder Auftrag benotigt nur eine Maschine zu seiner Bearbeitung.
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(d) Die Maschinen arbeiten parallel, und jede kann nur eine Aufgabe gleichzeitig erledi-
gen. Hat eine Maschine die Ausfilhrung einer Aufgabe begonnen, so fiihrt sie diese
bis zum Ende der Bearbeitungszeit durch. A

Ein Maschinenbelegungsproblem dieser Art kann man einfach durch die Angabe einer
Zahlenfolge auf folgende Weise beschreiben:

m,n, t1,te,...,Tn.
(8.23) Beispiel. Wir betrachten die Zahlenfolge
3,11, 2,4, 3,4,4,5, 2,1, 4, 3, 2.

Das heiftt, wir haben m = 3 Maschinen und n = 11 Auftrage, T1,...,7T11 zu bearbeiten.
Ein moglicher Belequngsplan der drei Maschinen wére der folgende:

My bearbeitet T1,T5,T5,Ty,
My bearbeitet Ty, Tg, 1o,
M3 bearbeitet T7, Tg, T107 TH .

Einen solchen Belegungsplan kann man bequem in einem Balkendiagramm wie folgt
darstellen.

M, T, T, Ty T,
Mo Ts Ty Ty
M3 T Ty Tho T

o 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13

Abbildung 8.6: Belegungsplan in Beispiel (8.23))

Insgesamt beno6tigt man also bei diesem Belegungsplan zur Bearbeitung aller Auftrige
13 Zeiteinheiten, wobei jedoch die dritte Maschine 5 Zeiteinheiten leer steht. A

Ein sinnvolles und fiir die Praxis relevantes Optimierungsproblem besteht nun darin,
einen Belegungsplan zu finden, so dass der Gesamtauftrag so frith wie moglich fertigge-
stellt ist. Zur vollstindigen Formulierung von (8.22)) fahren wir also wie folgt fort:

(8.22) Bemerkung (Fortsetzung).
(e) Ist ein Belegungsplan gegeben, so bezeichnen wir mit
C1,Cy...,Cpy

die Fertigstellungsdauer (-zeit) der auf den Maschinen My, . .., M,, ausgefithrten Auf-
trage.
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(f) Optimierungsziel: Finde einen Belegungsplan, so dass die grofte Fertigstellungs-
dauer so klein wie moglich ist. Dafiir schreiben wir:

min max C;
Belegungspl. i=1,...,m

oder kurz: min Cpax, mit Cpax = max{C; |i=1,...,m}. A

Der Belegungsplan in Abb. fiir das Beispiel (8.23) ergibt eine bessere Losung als
der in Abb. angegebene.

My 17 15 Tho 13
My Ty Ts T
My T Ty T3 T5

o 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12

Abbildung 8.7: Besserer Belegungsplan fiir Beispiel (8.23)

In Abb. 8.7 werden insgesamt nur 12 Zeiteinheiten benotigt. Dieser Belegungsplan ist
sogar optimal, denn insgesamt sind 34 Zeiteinheiten auf 3 Maschinen zu verteilen, und
es ist offenbar unmoglich, 34 Zeiteinheiten auf 3 Maschinen zu jeweils 11 Zeiteinheiten
Bearbeitungsdauer aufzuteilen. Das hier vorgestellte Maschinenbelegungsproblem
ist schwierig im Sinne der Komplexitidtstheorie. Selbst das Problem mit 2 parallelen
identischen Maschinen ist bereits NP-vollstandig.

Es ist daher sinnvoll, nach heuristischen Verfahren zu suchen, die schnell arbeiten und
einen gewissen Grad an Genauigkeit garantieren. Wir wollen zunéchst die wohl simpelste
Heuristik untersuchen, die man fiir dieses Problem angeben kann.

(8.24) Algorithmus (Die LisT-Heuristik). Gegeben sei ein Parallel-Shop-Problem
durch m,n,t1,ta,...,t,.

1. Initialisierung:
Belege die Maschinen My, M, ..., M,, mit den Aufgaben T1,T5, ..., Tp,.
Setze ¢ :=m + 1.

2. Hat eine der Maschinen M; ihre gegenwirtige Aufgabe erledigt, so belege M; mit
der Aufgabe T;.
Setze i := i+ 1 und wiederhole [2] bis alle Jobs erledigt sind. A

Fiir unser Beispiel (8.23)) ergibt die LisT-Heuristik (8.24)) den in Abb. angegebenen
Belegungsplan, der offenbar wiederum optimal ist.

Das giinstige Ergebnis bei Beispiel (8.23]) sollte jedoch nicht zu Fehlschliissen fiihren.
Es gibt schlechte Beispiele, die zu recht ungiinstigen Belegungsbeispielen fiihren.

212



8.5 Weitere Heuristiken

M, Ty Ty T7 Ty
My T Tk T11
M3 13 T5 13 Tho

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Abbildung 8.8: Belegungsplan der LisT-Heuristik fiir Beispiel (8.23)

(8.25) Beispiel.
m=6,n=11, 55,555, 1,1,1,1,1, 6.

5% 5%
JAN

LisT-Belegungsplan optimaler Belegungsplan
M, Ty T Ty Tg
M2 T2 T2 T7
Ms T3 T3 Ty
M4 T4 T4 T9
Ms T5 T5 Tho
Mg |Ts |17 |Ts | Ty |T1o 111

o 1 2 3 4 5 6 v & 9 101 0 1 2 3 4 5 6

Abbildung 8.9: Schlechtes Beispiel fiir die LisT-Heuristik

Ganz allgemein kann man Beispiele angeben mit n = 2m — 1, bei denen die Fertigstel-
lungszeit Cr, der L1sT-Heuristik 2m —1 ist, wihrend die optimale Fertigstellungszeit Copt
den Wert m hat. (Simple Modifikation von Beispiel ) Dies ist jedoch der schlechtest
mogliche Fall wie der folgende Satz zeigt.

(8.26) Satz. Gegeben sei ein Parallel-Shop-Problem mit m Maschinen und n Auftrigen.
Sei Cp, die Fertigstellungszeit der L1ST-Heuristik und Copy die optimale Fertigstellungs-
zeit, dann gilt

Cp < (2 - %)com. A

Der Beweis von Satz (8.26]) folgt direkt aus dem nachfolgenden Lemma (8.27) zusam-
men mit der Uberlegung, dass Copt > t, wobei t die Bearbeitungszeit der Aufgabe ist,
die als letzte im LisT-Belegungsplan ausgefiihrt wird.
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(8.27) Lemma. Istt die Bearbeitungszeit der Aufgabe, die als letzte im L1ST-Belegungsplan
ausgefihrt wird, dann gilt

Cr, < Copi (14 M)

m Copt A

Beweis. Zum Zeitpunkt C — t ist aufgrund der Definition der LisT-Heuristik keine
Maschine leer. Eine beendet gerade ihre gegenwirtige Aufgabe und wird mit der Aufgabe
der Lange t belegt. Es gilt also:

n n
mC’OptZZti und Zti—th(C’L—t),
i=1 i=1
und es folgt

m—1
mCopt —t >mCr, —mt = Cp < Copy + ——t
m

— 1)t

- C’L < Copt(l + 7(7% ) ) O
m C’op‘c
Wir betrachten nun eine geringfiigig modifizierte Version von LIST:

(8.28) Algorithmus (LisT DECREASING (LD)). Gegeben sei ein Parallel-Shop Pro-
blem m,n,t1,to, ..., t,.

1. Ordne die Aufgaben, so dass gilt t1 > to > -+ > ;.

2. Wende LIST an. AN

Ein Problem, bei dem LiST DECREASING ein relativ schlechtes Ergebnis liefert, ist das
folgende.

(8.29) Beispiel.
m==6,n=13, 11,11,10,10,9,9,8,8,7,7,6,6,6.
LD ergibt hier einen Belegungsplan mit Crp = 23, wihrend das Optimum 18 betrégt.

Optimaler Belegungsplan: Mj: 171,719

My : T5,Ty
Ms: 1T3,T3
My Ty, 1%
My: Ts. T
Mg : Ti1,Th2,T13 A

I. A. gibt es Beispiele mit n = 2m+1, Cp = 4m —1 und Copy = 3m. Jedoch sind diese
die schlechtest moglichen Beispiele. Um dies zu zeigen, beginnen wir mit einem Hilfssatz.
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(8.30) Lemma. Giltt; >ty > ...t, > C%‘”, dann ist Crp = Copt. A

Beweis. Offenbar bearbeitet im optimalen Belegungsplan jede Maschine héchstens zwei
Aufgaben (andernfalls gilt 3¢, > Cgpt). Zur Vereinfachung der Beweisfithrung fithren
wir 2m — n Aufgaben mit Bearbeitungszeit Null ein, so dass jede Maschine 2 Aufgaben
erledigt, wobei wir die Bearbeitungsdauern der Aufgaben auf M; mit a; und b; bezeichnen
wollen und a; > b; gelten soll. Also gilt

Daraus folgt natiirlich a; = t;. Falls a; = t; fir ¢ = 1,...,k — 1, aber ax < t, dann
gilt natiirlich ¢, = b; fiir ein ¢ < k — 1, denn ¢, > ar > apy1--- > a und aj >
b; fiir j = k,...,n. Tauschen wir nun b; und a;, aus, so erhalten wir wiederum einen
optimalen Belegungsplan, denn Copy > a; + b; > a; + ap, > b; + b,. Nach hochstens m
Austauschoperationen dieser Art erhalten wir einen optimalen Belegungsplan mit

a1 =11, ag =1t9, ..., Gm = tm.

Analog konnen wir durch Austauschen erreichen, dass in einer optimalen Losung b, =

tm+1, bm—1 = tm+2, ..., by = ton, gilt. Dies ist aber eine Losung, die LD liefert, und wir
sind fertig. O
(8.31) Satz.
1 1
C’LD < g (4 - E)Copt' A

Beweis. Angenommen, die Behauptung stimmt nicht, dann gibt es ein Gegenbeispiel mit
kleinstmoglichem n. Es gilt ¢1 > to > - -+ > t,,. Wir behaupten, dass T, die letzte erledigte
Aufgabe im LD-Belegplan ist. Wéare dies nicht so, dann kénnten wir 7,, aus unserem
Beispiel entfernen, wobei die LD-Losung des neuen Beispiels unveriandert bliebe, die
Optimallésung jedoch nicht schlechter wire. Dies wére ein Gegenbespiel zur Behauptung
mit n — 1 Aufgaben. Wenden wir nun Lemma (mit ¢ = ¢,) an und benutzen wir
die Annahme, dass wir mit einem Gegenbeispiel arbeiten, so erhalten wir:

1 1 (m— 1)ty
“(a- f)c <Cip < (1 i)c
3( m opt LD > + mCopt opt
%_i< CLD §1+m—1 tn
3 3m Copt m Copt
14m —1 -
N m (m—1)t, 1
3 m m C’opt
1 (m—1)t,-m
= —Copt < <t
3 opt (4m—1)ym — "

Aus Lemma (8.30)) folgt nun aber, dass Cr,p = Copt gelten muss, ein Widerspruch. O
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Maschinenbelegung mit abhingigen Aufgaben

Wir betrachten wiederum ein Parallel-Shop-Problem wie im letzten Abschnitt, das durch
die Anzahl m der Maschinen, die Anzahl n der Aufgaben T7i,...,7T, und die Bearbei-
tungszeiten t1,...,t, beschrieben ist:

n,m, t1,...,tn.

Eine zusétzliche Komplikation wird dadurch erzeugt, dass gewisse Aufgaben nicht un-
abhéngig voneinander sind, d. h. dass eine Aufgabe T; erst in Angriff genommen werden
kann, wenn eine andere Aufgabe T} vollstindig erledigt ist. Solche Beschrédnkungen nennt
man Rethenfolgebedingungen.

Schreiben wir symbolisch T; — T; dafiir, dass Aufgabe T; erst beginnen kann, wenn
Aufgabe T beendet ist, so kann man alle Reihenfolgebedingungen offenbar in einem
Reihenfolgedigraphen darstellen. Ein solcher ist in Abbildung angegeben.

Abbildung 8.10: Reihenfolgedigraph

Bei einem Reihenfolgedigraphen sind nur unmittelbare Reihenfolgebedingungen darge-
stellt, z. B. Ty — Ty — Ty — Ty. Daraus folgt natiirlich, dass 77 — Ty gilt, obwohl
dies im Diagramm nicht dargestellt ist.

Fiigen wir zu einem Reihenfolgedigraphen (bzw. zu einem allgemeinen Digraphen)
alle implizierten Reihenfolgebedingungen hinzu, so nennt man diesen Digraphen den
transitiven Abschluss des Reihenfolgedigraphen (bzw. Digraphen).

Natiirlich ist das Parallel-Shop-Problem mit Reihenfolgebedingungen ebenfalls NP-
schwer, und wir zeigen nun, dass die LisT-Heuristik auch fiir diesen Problemtyp gute
Ergebnisse liefert.

(8.32) Algorithmus (Die LisT-Heuristik bei Reihenfolgebedingungen). Gegeben
sei ein Parallel-Shop Problem durch

m,n, t1,...,tn

und durch einen Reihenfolgedigraphen D.
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1. Belege die Maschine M; mit der ersten verfiigbaren Aufgabe, sagen wir 7.

2. Hat eine Maschine ihre gegenwartige Aufgabe erledigt, so weise ihr die néchste
verfiighare Aufgabe zu. Falls aufgrund der Reihenfolgebedingungen keine Aufgabe
zur Verfligung steht, bleibt die Maschine leer, bis die ndchste Aufgabe freigegeben
wird. A

(8.33) Beispiel. Betrachten wir das Parallel-Shop-Problem
3,10, 1,2,1,2,1,1,3,6,2,1 A

mit dem Reihenfolgedigraphen aus Abbildung so erhalten wir als LisT-Losung den
in Abbildung angegebenen Belegungsplan mit C7, = 9.

My Tv | Tho Ty 16 Ty
Mo Ty Ts T3
M 3 T3 T7

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abbildung 8.11: LisT-Losung zu Beispiel (8.33))

Es ist erstaunlich, dass die Schranke aus Satz (8.26) auch fiir diesen komplizierteren
Fall gilt.

(8.34) Satz. Gegeben sei ein Parallel-Shop-Problem mit Reihenfolgebedingungen. Sei Cf,
die Fertigstellungszeit der L1ST-Heuristik und Copy die optimale Fertigstellungszeit. Dann
gilt
1
CL S <2 - E)Copt. A

Beweis. Wir bezeichnen mit 77 eine Aufgabe, die im LisT-Belegplan als letzte endet.
Sei k die grofite ganze Zahl, fiir die es eine Menge von Aufgaben

Ty — T — ... — 17
gibt, so dass die folgende Eigenschaft erfiillt ist:

Falls zu irgendeinem Zeitpunkt zwischen der Startzeit von 73} und der Endzeit
Cr, von T} eine Maschine leer ist, dann wird irgendeine der Aufgaben T7*
bearbeitet.

Es ist offensichtlich, dass es tiberhaupt so eine Folge 7)) — ... — T7 gibt. Der Haupt-
schritt des Beweises ist der Beweis der folgenden Behauptung.
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Zu jedem Zeitpunkt vor dem Beginn der Ausfiihrung von T} sind alle m
Maschinen belegt.

Nehmen wir an, dass diese Behauptung falsch ist. Dann finden wir einen letzten Zeit-
punkt vor dem Beginn von T}, zu dem eine Maschine leer steht. Warum bearbeitet diese
Maschine nicht T77? Die einzige mdgliche Antwort ist, dass es eine Aufgabe T; gibt mit
T; — Ty, die noch nicht beendet ist. Setzten wir nun T}, ; := T}, so haben wir eine
langere Kette von Aufgaben mit den gewiinschten Eigenschaften. Ein Widerspruch zur
Maximalitédt von k.

Sei nun w; die gesamte Leerzeit der Maschine M;, fir i = 1,...,m, dann gilt
n m
Zt]’ +Zwl =m0(Cfy.
j=1 i=1
Sei ¢t die Gesamtausfiihrungszeit der Aufgaben T3, ..., T}, dann implizieren die beiden

Eigenschaften der Kette 1}, — ... — T7:

m
Zwi < (m—1)t.
i=1

(Die Leerzeiten fallen erst nach Beginn von T} an, dann ist aber immer eine Maschine
beschéftigt.) Also erhalten wir

i m—1
mCLgz;tjﬂm—l)tgmcopt+(m—1)copt — (O < (1+T)Copt.
iz

O

Leider ist kein zu Satz (8.31)) analoges Resultat fiir Probleme mit Reihenfolgebedin-
gungen bekannt.

Forschungsproblem: Welche Giitegarantie hat die LisST DECREASING Heuristik fiir das
Parallel-Shop-Problem mit Reihenfolgebedingungen?

Das Packen von Kisten (Bin-Packing)

Das Problem, das wir nun behandeln wollen, ist in gewissem Sinne dual zum Parallel-
Shop-Problem mit unabhéngigen Aufgaben. Bei letzterem haben wir Aufgaben und Ma-
schinen gegeben und suchen eine moglichst kurze Gesamtfertigstellungszeit. Beim Bin-
Packing-Problem hat man dagegen eine Anzahl von Aufgaben und ihre jeweilige Dauer
und eine spéteste Fertigstellungszeit vorgegeben. Gesucht ist eine minimale Zahl von
Maschinen, um die Aufgaben in der vorgegebenen Zeit zu erledigen.

Es ist iiblich, dieses Problem als eindimensionales Kistenpackungsproblem zu beschrei-
ben. Jede Kiste habe eine Hohe d und jeder Gegenstand eine Hohe t; (natiirlich kann
man auch Gewichte etc. wéhlen). Die Form der Grundfliche ist bei allen Gegenstédnden
identisch. Das Ziel ist, eine minimale Zahl von Kisten zu finden, die alle Gegenstinde
aufnehmen. Fiir dieses Problem betrachten wir die folgende Heuristik.
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(8.35) Algorithmus (FIRST-FIT (FF)). Gegeben sei ein Bin-Packing-Problem durch
die Folge d,t1,...,t,. Die Gegenstiande werden in der Reihenfolge, wie sie in der Liste
vorkommen, behandelt. Jeder Gegenstand wird in die erste Kiste, in die er passt, gelegt.A

(8.36) Beispiel. Gegeben sei ein Bin-Packing-Problem durch die Kistenhohe d = 101
und die folgenden 37 Gegenstdnde: 6 (7x), 10 (7x), 16 (3x), 34 (10x), 51 (10x). Die
FF-Losung ist in Abbildung 11.7 dargestellt.

1x 6 (7x) 10 (5x%) 92
1x 10 (2x) 16 (3x) 68
5x 34 (2x) 68
10x 51 (1x) 51

Abbildung 8.12: FF-Losung zu Beispiel (8.36))

Das heift, bei der FF-Losung werden 17 Kisten benotigt. Die optimale Losung bendtigt
nur 10 Kisten, wie Abbildung zeigt.

3% 51 34 16 101

X 51 34 10 [6| 101

Abbildung 8.13: Optimalldsung zu Beispiel (8.36))

Daraus folgt, dass n”;”FF (mprp ist die durch FF bestimmte Kistenzahl und mep; die

opt
optimale Kistenzahl m) durchaus % sein kann. Die folgende Abschétzung

mpp < 14 2mgpt

ist trivial, denn die FF-Losung fiillt jede benutzte Kiste (aufser vielleicht der letzten) im
Durchschnitt mindestens bis zur Hélfte, also gilt:

d n
g (mer —1) <3t < mop - d.
j=1
Es ist erheblich schwieriger zu zeigen, dass der im Beispiel 1) gefundene Bruch %
asymptotisch der beste ist.

(8.37) Satz. Gegeben sei ein Bin-Packing-Problem. mpp sei die durch FIRST FIT ge-
fundene Kistenzahl, mepy die optimale, dann gilt

17
mpp < 1o Mopt + 2. A
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Im Beweis von Satz (8.37)) benutzen wir die Existenz einer Funktion
w: [0,1] — [0,1],

die die folgenden Eigenschaften hat:
Eigenschaft 1:

Eigenschaft 2:

k>2 )
t1 >t > ... 21
k k 5
;tiﬁl :>Zti§1—tk—§s.
= =1
k
Zw(ti)zl—s, 5>0
=1 J
Eigenschaft 3:
k k 17
;tigl - ;w(tz)glo

Wir werden spéter die Existenz einer solchen Funktion beweisen und nehmen zum

Beweis von (8.37) zunéchst die Existenz von w an.

Beweis (von Satz (8.37)). Wir nehmen an, dass alle Kisten die Hhe 1 und die Ge-
genstéinde eine Hohe von ] = % haben (1 < i < n). Wir nehmen zusitzlich an, dass
jeder Gegenstand 7 ein Gewicht w(t}) hat. Das Gewicht einer Kiste sei die Summe der
Gewichte der in sie gelegten Gegensténde.

Betrachten wir die FF-Losung, so bezeichnen wir mit BY,..., B}, diejenigen Kisten
(in ihrer Originalreihenfolge), die ein Gewicht kleiner als 1 haben, und zwar habe B} das
Gewicht 1 — s;, s; > 0. Die ungenutzte Hohe von B} bezeichnen wir mit ¢;. Wir setzen
co = 0 und behaupten

)
Ci2§8i+0i—1 fuir i=1,2,...,m— 1. (1)

Um zu zeigen, stellen wir zunéchst fest, dass jeder Gegenstand x, der in einer der
Kisten B liegt, hochstens eine Hohe von % hat, denn andernfalls wéire nach Eigenschaft
sein Gewicht 1 und somit hétte B ein Gewicht nicht kleiner als 1.

Daraus folgt ¢; < % fir i = 1,...,m — 1, denn andernfalls hétte ein Gegenstand aus
By, der auch hochstens die Hohe % hat, in die Kiste B; gelegt werden konnen.
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Daraus kénnen wir schliefen, dass jede Kiste B} mindestens 2 Gegensténde enthalt,
denn es gilt ¢; < %, und jeder Gegenstand in B hat hochstens die Hohe %

Sei nun B] irgendeine Kiste mit 1 < ¢ < m — 1, und nehmen wir an, dass sie mit
Objekten der Hohe 1 > z9 > -+ > xp, gefiillt ist. Wir wissen bereits, dass k > 2 gilt,
und somit folgt aus Eigenschaft

i 5 5
1—ci:2xi§1—xk—93i = ¢ > §5i+a:k.
e

Dazp > ¢ (andernfalls wire xy in der Kiste B} ;), gilt . Nun gilt aufgrund von ({1))

m—
E Czl

3

oﬂ@
U!\@

9
Cm—1 < TO
<1/2

.
II

m
Es folgt > s; < 1% + 8m < 2. Die letzte Gleichung impliziert

m

>_wlt) = Z > wity) + 3 wit)
j=1

jeBr j¢B;

Ms i

@
I
—

(1—s;)+m

m
=m+m' — g Si
i=1

> mpp — 2.

Andererseits impliziert Eigenschaft [3]

Mopt

Sult) =3 T ult) <o 15

7=1 1= 1]63;31%

Es gilt > jeport b < 1 = . jeBovt w(t;) < 5 17 . Insgesamt gilt also

17
mpp < Z +2<2+ Toovt- .

Um den Beweis von Satz (8.37)) zu vervollstandigen, miissen wir noch die Existenz der
Funktion mit den angegebenen Eigenschaften nachweisen. Wir geben diese Funktion an:

%a: fallsO§x<%
9 1 1 1
w(z) = T — 1g fallsggzc<§
g:L"—i—% falls%ﬁxg%
1 falls%<x§1
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14 o
4 |
5
6 1
3 521 10
3
2, 9 1
5 9.
57— 19
1
1l
5 g:l:
0 1 2 3 4 5 1
6 6 6 6 6

Abbildung 8.14: Graph von w(x)

w hat offenbar die Eigenschaft [1, Der Beweis der iibrigen Eigenschaften ist recht kom-
pliziert, wir spalten die Kette der Argumente in mehrere Behauptungen auf.

1

Behauptung 1: = w(%) +w(z — ) = w(z), trivial.

1
3 3
Behauptung 2: 0 < z,y < 1 = w(z) + w(y) < w(z +y), trivial.
Behauptung 3: 0
) 1
Behauptung 4: z <z* < 5

Behauptung 5: Es gilt

k>2
x1 > x> >x >0
% =>Zw(x])>1
1—$k<zxi<l =1

Beweis. Wir kénnen Folgendes annehmen:
1 < %, denn sonst wére w(x;) = 1.
zy < %, denn sonst wiire w(z1) + w(z2) > 2w(}) = 1.
T > %, denn sonst wére Zle T > %, und aus Behauptung [3| wiirde folgen

k 6 6 k
Zw(@) 2;5%: 523:1 > 1.

i=1 =1
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Wir betrachten zunéchst den Fall Kk = 2. 21+ 29 > 1 —29 — 21 > 1 — 209 —

T > %, T9 > 1_% Und somit

6 1 9 1 6 9
201+ oy — — > a4+ —(1—a1) > 1
w(r1) +w(we) = 5901 + 10 + 5302 02> 5301 + 10( x1) >
w(w1) w(w2)
Nun der Fall k£ > 3. Falls z1 > 3, dann gilt
Abschéatzun,
w(z1) w(z2) nach Beh.
k — k
Zw( gm +i+9 *iJr §Zaz+ x
: =510 5" 5L 2
i=1 =1
6 3 6 3
> —(1— =c -z > 1.
_5( wk)+5l'k F Tk
<1/3
Falls 21 < %, dann gilt
(ml)iw(zg) Absch. nach Beh. 3]
i 9 T 6
Zw $1+Q?2) +*($3+"‘+xk)
— 5 55
1 6 6 1
Behauptung 6: (Eigenschaft ) Es gilt
k>2
Ty > T2 > 2 x>0
k k 5
ingl :>Z:Ci§1—a:k—§s.
=1 =1
k
Zw —s,s>0
i=1

Beweis. Wir verneinen Behauptung |5 Ist also Y w(z;) < 1, so muss eine der vier
Voraussetzungen von Behauptung [5] nicht gelten. Da wir in Behauptung [6] drei der vier
Voraussetzungen fordern, muss 1 — z < > z; verletzt sein. Wir definieren ¢ := 1 — z, —
Zle x;, und nach obiger Uberlegung gilt ¢ > 0. Folglich gilt z1 + 2o+t <1 -z, < 1

und deshalb gibt es Zahlen z7, x5, so dass

vy <] < 1y <3 <

DN =
N =

] + a5 =21+ 22+t
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Setzen wir 27 = x;, 1 = 3,...,k, so sind die Voraussetzungen von Behauptung [5| erfiillt,
und wir erhalten Zle w(x}) > 1. Also gilt

w(x?) +w(zd) > w(rr) +w(z2) + 5.

Behauptung [] impliziert nun

9 9

s <w(x]) —w(zr) + w(r;) —w(rz) < 5(:5’1‘ —x1) + g(x§ — 7)) = %t.

Also folgt t > 3 g8, und damit gilt

k 5
inzl—xk—tgl—:ck—§s.
i=1 O

Behauptung 7:

i 1 - 7
< S = —
2 sy = D wlw) < g5
=1 =1
Beweis. Aufgrund von Behauptung I konnen wir annehmen, dass T < 3 gilt flir ¢ =
1,...,k (andernfalls kénnten wir jedes z; > % ersetzen durch 2/ 5 und 3: =2 — %)

Aufgrund von Behauptung 2| kénnen wir annehmen, dass hochstens ein z; kleiner gleich
% ist (andernfalls konnten wir x;, z; < % durch x;; := x;+x; ersetzen). Wir unterscheiden

vier Félle:
i) k=1 und < , dann gilt: w(xy) < w(%) = % < 1—70
i) k=2, % <mzo <11 < %7 dann gilt: w(zy) + w(xe) = %(xl + x9) — 1% < %.
ii) k= 2 < & <y < 4, dann gilt: w(zy) + w(zz) < w(3) +w(g) = 15
iv) k=3, 23 < % <a9 <21 < %, dann gilt: w(z1) + w(xe) +w(zs) = %(3:1 +x2) — 15+
%wgﬁg(xﬁr:ﬁﬁxs)—l%é%- O

Behauptung 8: (Eigenschaft
i k 17
z;xi <1 = zw(:v@) < 0"
1= 1=

Beweis. Falls z; < % fiir alle ¢, dann impliziert Behauptung
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Ist eines der x; grofer als %, sagen wir x; > %, dann folgt aus Behauptung (2522 z; < %)

k
7
<
2 wwi) < g5
=2
und somit w(xy) + Zfzg w(w;) < %' .

Damit ist unsere Analyse der FIRST-FIT Heuristik beendet. Eine mogliche Verbesse-
rung der Methode liegt auf der Hand.

(8.38) Algorithmus (FIRST-FIT DECREASING (FFD)). Gegeben sei ein
Bin-Packing-Problem durch d,ty,...,t,.

1. Ordne zunéchst alle t;, so dass gilt t1 > to > -+ > t,,.
2. Wende FF an. A
Wir betrachten das folgende Beispiel.
(8.39) Beispiel. Sei
d =60, 31(6x), 17(6x), 16 (6x), 13(12x),

so benotigt FFD 11 Kisten, wahrend in der optimalen Lésung nur 9 Kisten benutzt
werden.

6x 31,17 6x 31,16,13 A
2% 16,16,16 3x  17,17,13,13
3% 13,13,13,13 ortem

FFD

Ist mppp die Kistenzahl der durch FFD gefundenen Losungen und mgp; die optimale
Kistenzahl, so kann gezeigt werden:

(8.40) Satz.

11
mFFD<4—|—§mopt. A

Der Beweis ist in seiner Struktur &hnlich wie der von Satz (8.37)). Es treten jedoch
erheblich kompliziertere technische Detailprobleme auf. Der erste Beweis fiir Satz (8.40))
bendtigte rund 70 Seiten; ein kiirzerer ist zu finden in Baker| (1985). |[Dosa; (2007) hat

bewiesen, dass
2 11

Myrp < 3 + 9 Mopt
die bestmogliche Schranke fiir FFD ist, d.h. es gibt Beispiele, bei denen dieser Fehler
tatséachlich erreicht wird.
Zum Abschluss der Analyse von FFD méchten wir noch bemerken, dass FFD (wie
auch einige andere Heuristiken) eine paradoxe Eigenschaft hat. Es gilt ndmlich, dass die

Entfernung eines Gegenstandes die Kistenzahl erhchen kann.
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(8.41) Beispiel. Gegeben sei ein Bin-Packing-Problem durch:

d = 396, 285, 188 (6x), 126 (18x), 115 (3x),112 (3%),
75, 60, 51, 12(3x), 10(6x), 9 (12x).

Es werden bei der FFD-Losung 12 Kisten benotigt. Diese Losung fiillt alle Behélter
vollstdndig und ist optimal. Entfernen wir den Gegenstand mit Hohe 75, so gilt mppp =
13. Der letzte Gegenstand der Hohe 9 muss in einen weiteren Behélter gelegt werden. A

Zwischen FF und FFD besteht (fiir praktische Zwecke) ein fundamentaler Unterschied.
Um FFD anwenden zu kénnen, miissen vor Beginn der Festlegung des Belegplans alle
Zahlen t; bekannt sein. Das ist bei FF nicht der Fall, hier wird jede gerade verfiigbare Zahl
verarbeitet, und fiir den Algorithmus ist es uninteressant, welche und wieviele Zahlen t;
spéter noch erscheinen. FF ist also ein Online-Algorithmus, FFD ist das nicht.

Das Bin Packing Problem ist sicherlich nicht das anwendungsreichste kombinatorische
Optimierungsproblem, aber es ist eine beliebte ,Spielwiese” der Heuristik-Designer. Die
hier angegebenen Heuristiken FF und FFD sind nicht die besten beziiglich des (beweis-
baren) Worst-Case-Verhaltens. Es gibt polynomiale Verfahren, die fiir jedes feste ¢ eine
Losung garantieren, die nicht schlechter als das (1 + €)-fache des Wertes der Optimallo-
sung ist. Diese Verfahren sind allerdings recht kompliziert und basieren auf der Ellipsoid-
methode. Die Literatur zum Bin-Packing-Thema ist aufserordentlich umfangreich. Der
Aufsatz Coffman et al.| (1996)) z. B. gibt einen Uberblick iiber die bisherige Entwicklung.

Online-Optimierung

Es bietet sich an, dieses Kapitel iiber Bin-Packing mit einem Exkurs iiber Online-Algo-
rithmen abzuschlieffen. Wir beginnen mit einer einfachen Beobachtung.

(8.42) Satz. Kein Online-Algorithmus fir das Bin-Packing-Problem hat eine Giitega-
rantie, die kleiner als % ist. A

Beweis. Wir nehmen an, dass der Algorithmus B ein Online-Algorithmus mit Giitega-
rantie < % ist.

0O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass d = 2 gilt. Wir konstruieren nun zwei Eingabe-
folgen. Die erste Folge, genannt Fy, besteht aus 2k, k > 2, Elementen mit Hohe 1 — ¢,
wobei ¢ eine sehr kleine rationale Zahl ist. Offenbar ist mept(F1) = k. Was B genau
macht, wissen wir nicht. Aber B kann in jeden Behélter hochstens 2 Gegensténde pa-
cken. Wir bezeichnen nach Ausfithrung von B mit Eingabefolge F} mit b; die Anzahl der
Behilter mit i Gegensténden (i = 1,2). Dann gilt mp(Fy) = by + b, by + 2b2 = 2k und
somit mp(F1) = 2k — by. Da wir angenommen haben, dass B eine Gilitegarantie kleiner
als % hat, ergibt sich fiir die Folge Fy: mp(F1) = 2k — by < %mopt(Fl) = %k:, und somit
by > %kz, also eine untere Schranke fiir bs.

Unsere zweite Eingabefolge Fy besteht aus 4k Gegensténden, wobei die ersten 2k Ge-
genstdnde die Hohe 1 — ¢ und die folgenden 2k Gegenstinde die Hohe 1 4+ ¢ haben.
Offensichtlich gilt mgp(F2) = 2k. Da der Online-Algorithmus bei Anwendung auf Fj
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nichts davon weifs, dass nach den ersten 2k Elementen noch 2k Gegenstdnde kommen,
verhélt er sich auf den ersten 2k Elementen genau so wie bei der Verarbeitung von F.
Danach hat er keine Wahl mehr. Das Bestmogliche, was B noch erreichen kann, ist, by
der restlichen 2k Elemente mit Hohe 1 + € auf die Behélter zu verteilen, in denen bisher
nur ein Gegenstand ist (wenn B sich ,dumm® verhélt, kann B p dieser b; Elemente in
eigene Behilter legen), und die iibrigen 2k — b; Elemente jeweils einzeln in einen Behélter
zu legen. Daraus ergibt sich

mB(FQ) :mB(Fl) +2k—b1+p= (2/6—[)2)4—(2]{}— (2k3—bg))+p: 2k + by + p.

Die Eingabefolge Fj liefert somit mp(Fs) = 2k +be +p < %mopt(Fg) = %2]4:, woraus
by < %k folgt. Dies ist ein Widerspruch, und damit ist unsere Annahme falsch, dass der
Online-Algorithmus B eine Giitegarantie kleiner als % hat. O

Bei Online-Algorithmen hat es sich eingebiirgert, nicht von Giitegarantien zu sprechen,
sondern die Qualitat mit Wettbewerbsfihigkeit (engl. competitiveness) zu bezeichnen. Bei
genauer Betrachtung miissen wir die Eingabekonventionen ein wenig modifizieren. Haben
wir ein Optimierungsproblem IT gegeben, und ist I € II ein Problembeispiel, so gehen wir
davon aus, dass die Eingabedaten als Folge s = (s, ..., si) auftreten und dass die Daten
in der Reihenfolge ihres Auftretens abgearbeitet werden. Bei (normalen) Optimierungs-
problemen ist die Reihenfolge der Daten irrelevant, bei Online-Optimierungsproblemen
kann das Ergebnis der Ausfiihrung eines Online-Algorithmus sehr stark von der Daten-
folge abhéngen. Fiir eine (normale) Probleminstanz I gibt es also durch Permutation der
Daten sehr viele Online-Varianten. Dies ist bei der folgenden Definition zu beachten.

(8.43) Definition. Sei IT ein Online-Minimierungsproblem (die Definition fir Online-
Maximierungsprobleme ist analog). Fir ein Problembeispiel I € 11 bezeichnen wir mit
Copt(I) den Optimalwert von I und mit Ca(I) den Wert, den ein Online-Algorithmus A
bei Anwendung von A auf I berechnet. Gibt es Werte ¢,b € R so dass fir alle I € II die
folgende Abschdtzung gilt

CA(I) <c- Copt(I) + b,

so heifst der Algorithmus A c-kompetitiv. A

Man beachte, dass hier keine Voraussetzungen iiber die Laufzeit von A gemacht werden.
Es wird lediglich verlangt, dass der Algorithmus A eine Entscheidung fillt, sobald eine
neue Information (beim Bin-Packing eine weitere Hohe ¢;) auftritt. A kann dann (im
Prinzip) beliebig lange rechnen. Ein neuer Eingabewert erscheint erst, nachdem A eine
endgiiltige Entscheidung iiber die Verarbeitung der vorliegenden Information getroffen
hat. Und diese Entscheidung darf im weiteren Ablauf des Verfahrens nicht mehr revidiert
werden.

Natiirlich gibt es unzéhlige Varianten dieses Konzepts. Spielt die Zeit zur Entschei-
dungsfindung eine wichtige Rolle, muss also der Online-Algorithmus innerhalb einer vor-
her festgelegten Zeitdauer eine Antwort finden, so spricht man von Echtzeit-Algorithmen.
Was , Echtzeit” ist, hingt stark von den Anwendungsszenarien ab. So ist z. B. klar, dass
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bei Anwendungen in der Telekommunikation (Entscheidungen iiber den Verbindungsauf-
bau und den Datentransfer) erheblich schneller reagiert werden muss, als bei Problemen
der Verkehrssteuerung.

Es gibt auch Anwendungsfille, wo ein Online-Algorithmus nicht sofort reagieren muss.
Es kann erlaubt sein, dass der Algorithmus eine gewisse Zeit wartet und die entstehenden
Aufgaben ,puffert”. Solche Fragestellungen treten haufig in der innerbetrieblichen Logis-
tik auf, wo die Erledigung einzelner Transportaufgaben nicht unerheblichen Zeitaufwand
erfordert und wo bei der Entscheidung, welche der anstehenden Aufgaben als néchste
erledigt wird, bis zur Fertigstellung des laufenden Transportauftrags gewartet wird, um
bei der Entscheidungsfindung alle inzwischen aufgelaufenen Aufgaben einzubeziehen. Es
kann auch erlaubt sein, dass einmal getroffene Entscheidungen in beschrankter Weise
revidiert werden konnen. Dies sind nur einige Beispiele von praxisrelevanten sinnvollen
Modifikationen des hier betrachteten ,Online-Konzepts®.

Einer Frage wollen wir am Ende dieses Abschnitts noch nachgehen: Ist die untere
Schranke aus Satz fiir die Kompetitivitit von Online-Algorithmen fiir das Bin-
Packing bestmoglich?

Um zu zeigen, dass das nicht der Fall ist, modifizieren wir den Beweis von (8.42)
ein wenig. Die Beweismethode diirfte klar sein. Wir produzieren Eingabesequenzen, bei
denen unser Gegner (der hypothetische Online-Algorithmus) in Fallen lduft, die zu einer
schlechten Kompetitivitat fiihren.

(8.44) Satz. Die Kompetitivitdt von Online-Bin-Packing-Algorithmen ist nicht besser
als 1,5. A

Beweis. Wir erzeugen ein Bin-Packing-Problem, mit Behélterhohe 3, bei dem alle Ge-
genstiande die Hohe 1 oder 2 haben. Im ersten Schritt bieten wir unserem Online-
Algorithmus B einen Gegenstand der Hohe 1 an. Er muss diesen in einen Behélter legen.
Dann bieten wir B einen zweiten Gegenstand der Hohe 1 an. Legt B diesen in einen zwei-
ten Behélter, horen wir auf (B ist ja unbekannt, wieviele Objekte zu bearbeiten sind). In
diesem Fall hat B zwei Behélter benotigt, wahrend die Optimallésung nur einen braucht.
Der Fehler ist also 100%.

Legt B das zweite Element in den Behélter mit dem ersten Gegenstand, bieten wir
anschliefend zwei Gegensténde der Hohe 2 an. Diese muss B in je einen neuen Behélter
legen, B bendétigt also 3 Behélter, die Optimallésung kommt mit zwei Behéltern aus. Der
Fehler betragt also 50% und hieraus folgt die Behauptung. O

Die néchste Frage stellt sich von selbst: Wie weit kann man (mit etwas raffinierteren
Eingangsfolgen) die untere Schranke nach oben treiben? Das Erstaunliche ist, dass der
unvermeidbare Fehler von 50% aus Satz (8.44]) fast optimal ist.

(8.45) Satz.

(a) Der bestmogliche Kompetitivititsfaktor fir das Online-Bin-Packing ist nicht kleiner
als ¢ = 1,5401... (siehe jvan Viiet (1992)).
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(b) Es gibt einen c-kompetitiven Online-Bin-Packing-Algorithmus mit ¢ = 1,58889 (siehe
Seuden (2001))). A

Der bestmogliche Kompetitivitatsfaktor ist derzeit nicht bekannt, das ,,Unsicherheits-
intervall“ 1,5401 < ¢ < 1, 58889 ist jedoch bereits sehr klein.

Ein noch erstaunlicheres Resultat gibt es fiir eine Variante des Online-Bin-Packing
Problems. Wir nennen es Online-Bin-Packing mit beschrinktem Umpacken. Hierbei darf
der Online-Algorithmus jeweils k Behélter (kK > 2 vorgegeben und fest) offen halten
und zwischen den Behéltern umpacken. Wenn der Algorithmus einen weiteren Behélter
bendtigt, muss er einen der gegenwértigen k Behélter fiir immer schliefen. Ein Vorteil
besteht also in der Mdéglichkeit des Umpackens zwischen den k offenen Behéltern, dafiir
diirfen aber einmal geschlossene Behélter nie wieder angefasst werden. Fiir dieses Problem
ist der bestmogliche Kompetititvitdatsfaktor bekannt.

(8.46) Satz.

(a) Kein Online-Algorithmus fir das Bin-Packing-Problem mit beschranktem Umpacken
(k Kisten offen, k fest) hat einen Kompetitivititsfaktor, der kleiner als 1,69103 ist
(siehe |Lee und Lee| (1985)).

(b) Es gibt einen Online-Algorithmus fir das Bin-Packing-Problem mit beschranktem
Umpacken, der bereits mit nur 3 offenen Kisten den Kompetitivitdtsfaktor 1,69103
garantiert (siehe|Galambos und Woeginger| (1995)). A

Online-Probleme und -Algorithmen treten natiirlich nicht nur in der kombinatorischen
Optimierung auf. Das Buch |Grotschel et al.| (2001]) enthélt 37 Kapitel, die sich mit Online-
und Echtzeit-Fragestellungen in allen Bereichen der Optimierung beschéftigen.

8.6 Duale Heuristiken, Relaxierungen

In den Abschnitten - haben wir uns damit beschéftigt, wie man (gute) zuléssige
Losungen fiir ein kombinatorisches Optimierungsproblem findet. Mit den dort vorgestell-
ten Methoden berechnet man obere Schranken (bzw. untere Schranken) fiir Minimie-
rungsprobleme (bzw. Maximierungsprobleme). Nun wollen wir uns Sicherheit verschaf-
fen, und zwar dadurch, dass wir Methoden angeben, die die Zielfunktionswerte von der
sanderen Seite” beschrinken.

Dieses Thema ist meiner Meinung nach genau so wichtig, wie der Entwurf von Primal-
heuristiken. Denn nur durch die gleichzeitige Kenntnis guter unterer und oberer Schran-
ken kann man sich ein Bild von der Qualitdt von Lésungen machen. Leider wird der
Berechnung derartiger Schranken in der Literatur bisher wenig Beachtung geschenkt, in
der Praxis scheint diese Moglichkeit weithin unbekannt zu sein.

Wie bereits gesagt, wollen wir Verfahren, die fiir ein Maximierungsproblem eine obere
Schranke bzw. fiir ein Minimierungsproblem eine untere Schranke fiir den optimalen
Zielfunktionswert bestimmen, duale Heuristiken nennen. Duale Heuristiken liefern i. A.
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keine zulassigen Losungen, ermoglichen aber — zusammen mit primalen Heuristiken —
haufig gute Abschatzungen des optimalen Zielfunktionswertes.

Wir haben bereits mehrere duale Heuristiken kennengelernt, ohne dies explizit zu sa-
gen. Denn bei jeder primalen Heuristik, fiir die wir eine Giitegarantie bewiesen haben,
muss ten wir eine Abschétzung des Optimalwertes finden. Diese Abschétzung kann man
als duale Heuristik ansehen. Wir lassen einige dieser Methoden direkt Revue passieren.

Beginnen wir mit der LisT-Heuristik fiir das Parallel-Shop-Problem . Hier
stehen m identische Maschinen parallel zur Verfiigung, und n Aufgaben mit Bearbei-
tungsdauern ty,...,t, sind gegeben. Offenbar muss insgesamt Y ;- t; Bearbeitunszeit
zur Verfligung gestellt werden. Verteilen wir diese gleichméfig auf alle m Maschinen, so
gilt fiir die optimale Losung cops:

1 n
Copt > — Z;t
1=

Diese triviale Abschétzung haben wir in benutzt. Wir kénnen sie natiirlich als duale
Heuristik auffassen.

Fiir die Christofides-Heuristik @ haben wir in Satz gezeigt, dass sie ein %-
approximatives Verfahren fiir das symmetrische TSP mit Dreiecksungleichung ist. Ist Ty
eine durch die Christofides-Heuristik gefundene Tour, so gilt daher fiir jede optimale Tour
Topt die Abschétzung c(Topt) > %C(T cn). Also kann man aus der (primalen) Christofides-
Heuristik eine duale Heuristik fiir das euklidische symmetrische TSP machen.

Zwei Relaxierungstechniken

Derzeit werden im wesentlichen zwei grundsétzliche Relaxierungstechniken fiir kombi-
natorische Optimierungsprobleme benutzt. Diese wollen wir hier kurz beschreiben und
an Beispielen erlautern. Eine Methode, Relaxierungen zu verbessern, wird im néchsten
Abschnitt vorgefihrt.

Generell ist eine Relaxierung eine ,Einbettung* eines Problems in ein grofseres. Uns
interessieren die beiden folgenden Relaxierungen.

(8.47) Definition. Gegeben sei ein kombinatorisches Optimierungsproblem (E,Z,c).

(a) Jedes kombinatorische Optimierungsproblem (E',Z',c), in das (E,Z,c) eingebettet
werden kann, nennen wir eine kombinatorische Relaxierung von (E,Z,c). ,Einbet-
tung® heifit hier, es gibt eine injektive Abbildung ¢ : E — E' mit o(I) € 7' fiir alle
I €T undc(I) = (p(I)) fir alle I €T.

(b) Jedes lineare Programm max (oder min) cT'x, Az < b, x > 0 mit der Eigenschaft
{x € KF | Ax < b,z > 0,2 ganzzahlig} ist die Menge der Inzidenzvektoren von T
heifit LP-Relaxierung von (E,Z,c). A

Was kénnen wir nun mit Relaxierungen anfangen? Angenommen (F,Z, ¢) ist ein kom-
binatorisches Maximierungsproblem. Aus der Einbettungsvorschrift folgt direkt

max{cd(I') | I' € '} > max{c(I) | I € I} (8.48)
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fiir jede kombinatorische Relaxierung von (F,Z, ¢) und analog
max{c! x| Az < b,z >0} > max{c(I) | I € T} (8.49)

fir jede LP-Relaxierung von (F,Z,c). Entsprechendes gilt fiir Minimierungsprobleme.
Daraus ergibt sich, daf jeder Algorithmus zur Losung einer kombinatorischen oder LP-
Relaxierung eines kombinatorischen Optimierungsproblems als Dualheuristik angesehen
werden kann. Der Erfolg derartiger Dualheuristiken héngt natiirlich ganz entscheidend
von der Wahl der Relaxierung ab. Bei kombinatorischen Relaxierung ist das Erreichen
von zwei Zielen wiinschenswert:

(a) |Z'| — |Z| soll moglichst klein sein, d. h. Z’ soll nur einige wenige Elemente mehr als Z
enthalten. Dadurch besteht die begriindete Hoffnung, daf die Optimallosung tiber Z'
bereits in Z liegt bzw. die Optimalwerte der beiden Probleme nicht stark voneinander
abweichen.

(b) (E',T',() ist effizient (polynomial) 16sbar.

Bei LP-Relaxierungen sollten das Polyeder {z | Az < b,z > 0} moglichst ,nahe“ an
conv{x! | I € T} liegen, und ferner sollte das LP maxc’z, Az < b, x > 0 méglichst
effizient 16sbar sein.

Das Thema LP-Relaxierungen und Losung derartiger linearer Programme haben wir
in den Kapiteln [3] und [7] behandelt und sind dort genauer auf die derzeit gegebenen
Moglichkeiten eingegangen, kombinatorische Optimierungsprobleme mit Hilfe linearer
Optimierungsverfahren zu 16sen.

Wir geben nun einige weitere Beispiele fiir kombinatorische und LP-Relaxierungen an.

(8.50) Bemerkung (2-Matching Relaxierung des symmetrischen TSP). Ein per-
fektes 2-Matching (kurz 2-Matching) ist eine Kantenmenge M eines Graphen G, so dass
jeder Knoten auf genau zwei Kanten liegt. 2-Matchings sind also Vereinigungen von kno-
tendisjunkten Kreisen, so dass jeder Knoten auf einem Kreis liegt. Offenbar ist jede Tour
ein 2-Matching. Daraus folgt fiir jede Zielfunktion ¢ : KF — K

min{c(M) | M 2-Matching} < min{c(7T) | T" Tour}.

Minimale 2-Matchings kann man mit einem Algorithmus von Edmonds in polynomialer
Zeit bestimmen. Jedoch sind bisher noch keine wirklich effizienten 2-Matching Codes ent-
wickelt worden, so dass die Niitzlichkeit der 2-Matching-Relaxierung des symmetrischen
Travelling-Salesman-Problems noch nicht intensiv untersucht wurde. A

Um ein Beispiel fiir die Abweichung des Wertes einer 2-Matching Losung von der
minimalen Tourldnge zu geben, habe ich mit LP-Techniken (Schnittebenenverfahren,
siehe Kapitel |[7]) ein minimales 2-Matching fiir ein 120-Stddte Deutschland-Problem be-
rechnet. Dieses minimale 2-Matching ist in Abbildung zu sehen. Die Linge dieses
2-Matchings betréagt 6694km, wihrend die optimale Tourlinge 6942km betragt. Das
minimale 2-Matching ist also 3,57% kiirzer als die Optimaltour.
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Abbildung 8.15: 2-Matching fiir das 120-Stéddte Deutschland-Problem, Lénge 6 694 km

(8.51) Bemerkung (1-Baum-Relaxierung des symmetrischen TSP). Sei G =
(V, E) ein zweifach zusammenhéngender Graph und v ein Knoten von G. Jede Kanten-
menge B, die aus einem aufspannenden Baum von G — v und zwei Kanten, die mit v
inzidieren, besteht, heikt 1-Baum (von G). Die Menge aller 1-Bédume von G ist das Ba-
sissystem eines Matroids auf E, siehe Kapitel 2] Man kann also einen minimalen 1-Baum
von G mit dem Greedy-Algorithmus bestimmen. Konkret berechnet man zunéchst
mit einem der Algorithmen aus ADM leinen minimalen aufspannenden Baum von G — v,
dazu fiigt man zwei Kanten, die mit v inzidieren, deren Gewichtsumme minimal ist.

Jede Tour des K, ist ein 1-Baum des K, denn sie besteht aus einem hamiltonschen
Weg von K, — v und den beiden Kanten, die v mit den Endknoten des hamiltonschen
Weges verbinden. Daher gilt fiir jede Zielfunktion ¢ € K¥:

min{c(B) | Bl-Baum} < min{c¢(7T") | T Tour}. A
Wie wir oben angemerkt haben, sind 1-Bidume sehr einfach zu berechnen. Fiir das

120-Stadte Deutschland-Problem ist ein minimaler 1-Baum (v = Knoten 13 = Berlin) in
Abbildung dargestellt. Seine Lange betriagt 6 025 km. Er ist also 13,21% kiirzer als
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die Optimaltour. I. A. ist die 1-Baum-Relaxierung erheblich schlechter als die 2-Matching-
Relaxierung, aber sie ist viel einfacher zu berechnen. In folgenden Abschnitt werden wir
sehen, wie man die 1-Baum-Relaxierung erheblich verbessern kann.

Abbildung 8.16: Minimaler 1-Baum, Lange 6 025 km

(8.52) Bemerkung (Zuordnungsrelaxierung des asymmetrischen TSP). Gege-
ben sei ein vollstandiger Digraph (ohne Schleifen) D = (V, A) mit Bogengewichten ¢, € K
fiir alle a € A. Gesucht ist eine Bogenmenge Z minimalen Gewichts, so dass jeder Knoten
jeweils Anfangsknoten und Endknoten genau eines Bogens aus Z ist. Jede Zuordnung ist
also die Vereinigung knotendisjunkter gerichteter Kreise, so dass jeder Knoten auf genau
einem Kreis liegt. Offenbar ist jede Tour eine Zuordnung. A

Diese Version des Zuordnungsproblems ist ein Spezialfall des Problems, einen kostenmi-
nimalen Fluss in einem Digraphen zu finden. Fiir dieses Zuordnungsproblem gibt es sehr
effiziente Algorithmen (Worst-case-Laufzeit O(n?), praktisch schneller). Es ist die ,be-
liebteste” Relaxierung des asymmetrischen Travelling-Salesman-Problems und wird mit
gutem Erfolg in Branch & Bound-Verfahren fiir das asymmetrische Travelling-Salesman-
Problems eingesetzt, sieche Kapitel [0}

Die Zuordnungsrelaxierung des asymmetrischen Travelling-Salesman-Problems nimmt
eine Zwitterstellung zwischen den beiden Relaxierungstypen ein. Wie man leicht sieht ist
das folgende ganzzahlige Programm eine 0/1-Formulierung des asymmetrischen Travelling-
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Salesman-Problems

n n
min E E CijTij

1=1 j=1,i#j
(i) d o oay=1 fiir alle j € V
i=1,ij
(ii) Y =1 fiir alle i € V (8.53)
=1
() > > wp<|W|-1 firalle WCV,3< W] <n—1
€W jeW,i#j
(iv) xi; >0 fir alle (i,5) € A
(v) xi; ganzzahlig  fiir alle (4,5) € A

Die Ungleichungen (iii) sind die Kurzzyklus-Bedingungen. Léasst man diese aus (8.53)
weg, so erhalt man eine Formulierung des Zuordnungsproblems aus als ganzzahliges
Programm. Aus den Resultaten von ADM I, Kapitel 13 folgt, dass in diesem Programm
die Ganzzahligkeitsbedingung iiberfliissig ist, da alle Basislosungen des Systems (i), (ii),
(iv) ganzzahlig sind. Das Zuordnungsproblem ist also auch eine gewisse LP-Relaxierung
des asymmetrischen Travelling-Salesman-Problems.

Damit wollen wir kurz auf weitere LP-Relaxierungen eingehen.

(8.54) Bemerkung (LP-Relaxierungen des Stabile-Mengen-Problems (ADM I,
(3.13))). Sei G = (V, E) ein Graph mit Knotengewichten ¢, fiir alle v € V. Gesucht
ist eine stabile Menge maximalen Gewichts. Da keine stabile Knotenmenge S C V eine
Kante uv enthalten kann, sieht man sofort, dass das LP

max E Cy Ty

veV
(i) Ty + 2y <1 fur alle wv € E (8.55)
(ii) 0<z, <1 fiir allev e V
(iii) T, ganzzahlig fir allev eV

eine 0/1-Formulierung des Stabile-Mengen-Probems ist. Das LP, das aus durch
Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingung (iii) entsteht, ist somit eine LP-Relaxierung
des Stabile-Mengen-Problems. Man kann beweisen, dass alle Basislosungen dieses LPs
genau dann ganzzahlig sind, wenn G ein bipartiter Graph ist. Diese LP-Relaxierung ist
einfach (mit Spezialalgorithmen) 16sbar, liefert allerdings i. A. keine allzu guten oberen
Schranken fiir das Maximalgewicht einer stabilen Menge. A

Man kann diese LP-Formulierung (8.55)) auf vielfdaltige Weise verschirfen. Umfangrei-
che Untersuchungen dieser Art sind in |Grotschel et al. (1993) zu finden.
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(8.56) Bemerkung (LP-Relaxierung des Knotenfirbungsproblems (ADM I,
(3.14))). Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit Knotengewichten b, € Zy, v € V.
Gesucht ist eine Folge stabiler Mengen (eine Farbung) Si, ..., St, so dass jeder Knoten in
mindestens b, dieser Mengen liegt und ¢ minimal ist. Jeder stabilen Menge .S C V ordnen
wir eine ganzzahlige Variable Ag zu. (Die Anzahl der stabilen Mengen eines Graphen ist
i. A. exponentiell in |V|!) Die Variable Ag gibt an, wie oft die stabile Menge S in einer

Farbung Si,...,S; vorkommt. Ist S die Menge der stabilen Teilmengen von V', so ist
folglich
min Z Ag
Ses
. > ..
(1) Z As > by fir allev e V (8.57)
SeSwes
(ii) As >0 fir alle S e S
(iii) As ganzzahlig fiir alle S € S

eine Formulierung des Knotenfarbungsproblems als ganzzahliges lineares Programm (in
exponentiell vielen Variablen). Lésst man die Ganzzahligkeitsbedingung (iii) in (8.57))
weg, so erhélt man eine LP-Relaxierung des Farbungsproblems.

Es ist natiirlich unklar, wie man ein derartig grofses LP losen kann. Wir wollen daher
auf die LP-Dualitét zuriickgreifen und weiter relaxieren. Das zu diesem LP duale lineare

Programm lautet
max Z byxy

veV
(i) d oz, <1 firalle SCS (8.58)
veES
(ii) Ty >0 firalleveV

Das Programm hat |V| Variablen und |S| + |V, also i. A. exponentiell viele Ne-
benbedingungen. Aus der Dualitdtstheorie wissen wir, dass jede Losung von einen
Wert hat, der nicht gréfer ist als der Wert jeder Losung der LP-Relaxierung von ,
also insbesondere liefert jede zuldssige Losung von eine untere Schranke von
und somit eine untere Schranke fiir den Wert einer Knotenfarbung.

Man kann zeigen, dass Probleme des Typs NP-schwer sind, aber da jede Losung
von eine untere Schranke fiir liefert, kann man versuchen mit Heuristiken
,gute Losungen von zu finden.

Offenbar ist jeder Inzidenzvektor einer Clique von G eine (ganzzahlige) Losung von
(8-58). Also liefert jede Heuristik fiir das Cliquenproblem (siche ADM I, (3.13)) eine
untere Schranke fiir (8.57). JAN

Lagrange-Relaxierungen

Wir wollen nun eine Methode vorstellen, mit der man gegebene Relaxierungen verbessern
kann. Wir werden die Idee zunéchst an der 1-Baum-Relaxierung des symmetrischen TSPs
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erkldaren (hierbei ist sie auch von Held & Karp (1970) entwickelt worden), und sie dann
in voller Allgemeinheit formulieren. Wir beginnen mit einer simplen Beobachtung.

(8.59) Satz. Gegeben sei ein symmetrisches TSP mit Entfernungen c;j,1 < i < j < n.
Seien A;, i = 1,...,n, Knotengewichte, A := Y 1 | \; und

C;jzzcij+>\i+)\j, 1§Z<]§n

Fiir das modifizierte TSP mit Entfernungen c;j gilt:

d(T)=c(T) +2 Z Ai=c(T)+ 2\ fir alle Touren T,
=1
n
d(B)=c(B)+>_ dp(i)\ fiir alle 1-Biume B,
i=1

wobei dp(i) den Grad des Knotens i im 1-Baum B bezeichnet. Das heifit, die optima-
len Touren beziiglich ¢ bleiben auch optimal beziiglich ¢, wéihrend ein optimaler 1-Baum
beztiglich ¢ nicht unbedingt optimal beziiglich ¢ ist. A

Beweis. Offensichtlich. O

(8.60) Korollar. Gegeben sei ein symmetrisches TSP mit Entfernungen c;j, 1 < i <
7 < n. Dann ist

7= s (, i, (09 + D000 —20)

AeR"™ \ B 1-Baum
eine untere Schranke fiir die Linge der optimalen Tour. A

Beweis. Jede Tour ist ein 1-Baum, und es ist dr (i) = 2 fiir jeden Knoten i in jeder Tour
T. Also gilt fiir jede Tour T’

o(T) + Y (dr(i) = 2)\i = «(T),
i=1

d.h. fiir jedes A € R™ ist der Wert des minimalen 1-Baumes héchstens so grofs wie die
Léange der kiirzesten Tour. O

(8.61) Beispiel. Wir betrachten erneut das 6-Stédte TSP aus Beispiel (8.6)). Die Ent-
fernungen sind in Tabelle [8.1] angegeben. Wir eliminieren Wuppertal und erhalten den
in Abbildung dargestellten minimalen 1-Baum mit Lange 403 km. Wir fithren als
Knotengewichte

A =15, Ap=-120, Aa=-5, Ap=0, Ag=0

ein und erhalten die in Tabelle [8.3] wiedergegebene Entfernungsmatrix. Der beziiglich der
neuen Entferungen kiirzeste 1-Baum hat die Linge 443km und ist in Abbildung [8.1§]
dargestellt. Damit haben wir also eine bessere untere Schranke fiir die optimale Tour
gefunden. A
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Abbildung 8.17: Minimaler 1-Baum beziiglich Wuppertal

-0 0 -120 15 0
A B D F K W

5 1A - 8 75 134 80 116
0|B 86 - 77 o5 42 84
0D ™17 - 112 62 29

-120 | B 134 55 112 - 84 116

15 | K 80 42 62 84 — 70

0| W 116 84 29 116 70 -

Tabelle 8.3: Knotengewichte und modifizierte Entfernungen fiir 6 Stddte im Rheinland

Abbildung 8.18: Minimaler 1-Baum beziiglich der Knotengewichte in Tabelle
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Wir wissen zwar, wie wir 1-Baume schnell berechnen kénnen, aber wie soll das in (8.60))
formulierte freie Maximierungsproblem (iiber alle A € R"™) gelost werden? Wie finden wir

£

Auf folgende Weise kdnnen wir eine Funktion f : R™ — R definieren:

f(\) = min (c(B)+Z(dB(z')—2)/\i) (8.62)

B 1-Baum

d.h. f ist eine Funktion, deren Auswertung die Berechnung der Optimallésung eines
Optimierungsproblems erfordert. Das Problem, f* zu finden, ist damit das unbeschrénkte
Optimierungsproblem

max f().

Um diese Situation zu analysieren, verallgemeinern wir die vorliegende Fragestellung;:
Wir betrachten ein (NP-schwieriges) ganzzahliges lineares Programm der folgenden Form

¢ = min ¢’z

Ax =b
Dz <d (8.63)
x>0

x ganzzahlig,
wobei A eine (m,n)-Matrix sei. Wir setzen

P:={zxeR"| Ax =b, Dz < d,x > 0,z ganzzahlig},
Q:={reR"| Dx <d,z > 0,x ganzzahlig}.

(8.64) Definition. Die Funktion f:R™ — R definiert durch
fO) == min{c"z + AT (Az —b) | z € Q}

heifit Lagrange-Funktion von (8.63), der Vektor A € R™ heifit Vektor der Lagrange-
Multiplikatoren. Das Optimierungsproblem

nax f(}) (8.65)

heifit Lagrange-Relaxierung von (8.63)). A

Die in (8.62)) definierte Funktion ist die Lagrange-Funktion des symmetrischen TSP
beziiglich der 1-Baum Relaxierung. Denn, wie wir wissen, ist das folgende Programm
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eine ganzzahlige Formulierung des TSP:

min ¢z
(i) z(6(v)) =2 1<v<n
(i) z(EW)) <[W[—-1 VW CVA\{l},[W]=>3
(iif) z(BE(V\{1})) >n -2
(iv) x(0(1)) <2 (8.66)
v) £(5(1)) > 2
(vi) r<1
(vii) x>0
(viii) x ganzzahlig.

Schreiben wir das Gleichungssystem (i) von (8.66) als Ax = b und die Ungleichungen
(ii)—(vi) als Dz < d, so ist die in (8.62]) definierte Funktion genau die Lagrange-Funktion
des TSP-IPs.

(8.67) Satz. Seien Q und P (wie oben definiert) nicht leer und @ endlich. Dann gilt:

(a) Die Lagrange-Funktion f(\) = mingeg(cfa + AT (Az — b)) ist konkav, stiickweise
linear und nach oben beschrinkt.

(b) Sei A* € R™ mit
fA") = max f(X)

AER™

eine Optimalldsung der Lagrange-Relazierung von (8.63)), so gilt
f") < ¢,

d.h. f(X*) ist eine untere Schranke fiir den Optimalwert von (_8.63)). A

Beweis. @ Wir konnen fiir jeden Vektor x € @ eine affine Funktion g, in A wie folgt
definieren:

gx(\) =Tz 4+ 2T (Az —b).

Da @ endlich ist, ist f als Minimum endlich vieler affiner Funktionen darstellbar, d. h.

f(A) = min gz (N).

zeQ
Wir zeigen

e f ist konkav.
Es ist zu beweisen: f(aX+ (1 —a)u) > af(A)+ (1 —a)f(p) fir alle 0 < o <1 und
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fiir alle A, € R™.
flad+ (1 - a)p) = min ga(ad + (1 — a)u)

= min(ag;(\) + (1 — a)g. (1))

z€Q
> amin g,(A) + (1 — a) mi
> amin g2 (A) + (1 — o) min g (1)

=af(A) + (1 —a)f(u)

e f ist stiickweise linear.
Sei fiir jedes € Q: Ly := {A € R™ | f(A) = g»(\)}. Es gilt natiirlich U, Lz =
R™. Wenn wir zeigen konnen, dass L, konvex ist, dann gilt f(\) = g, (A\) VA € L.
Somit ist f linear auf L., d.h. stiickweise linear auf R™.
L, konvex <= al+ (1 —a)u € L, fiir alle 0 < o < 1 und fir alle A\, u € L.

golad+ (1 —a)p) = flad+ (1 —a)u) = af(X)+ (1 —a)f(n)
= age(A) + (1 —a)ge(p) = galaA+ (1 —a)p).
Daraus folgt: L, ist konvex fiir alle x € @), und somit ist f stiickweise linear.

e f ist nach oben beschrinkt.
Sei T € P beliebig. Dann gilt fiir jeden beliebigen Vektor von Lagrange-Multiplikatoren
AeR™
F(A) = ming;(A) < gz(A) = ¢'7.

z€eQ
Daraus folgt insbesondere, dass f(A) < ¢* fir alle A € R™ gilt.

@ ist offensichtlich. O

Es besteht nun das Problem, das Maximum der Lagrange-Funktion f zu bestimmen.
Die Standardverfahren der nichtlinearen Optimierung kann man hier nicht anwenden, da
die Funktion f i. A. nicht differenzierbar ist. Eine Verallgemeinerung des Gradientenkon-
zepts aus der Analysis fiihrt jedoch zu einer Losungsmoglichkeit.

(8.68) Definition. Sei f : R™ — R eine konkave Funktion, dann heifst ein Vektor
u € R™ ein Subgradient an f im Punkte A\g € R™, falls gilt

FO) = fo) <uf(A=Xg)  fiir alle X\ € R™.

Die Menge
Of(No) :={u € R™ | w ist Subgradient an f in Ao}

heifst Subdifferential von f in Ag. A
(8.69) Bemerkung. Ist die konkave Funktion f differenzierbar in Ao, so gilt

9f(Xo) ={vf(M)},
wobei 77 f(Ao) den Gradienten von f an der Stelle Ay bezeichnet. A
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A2

A1

9 (o) £ (%)

(0]

8 —1
FO) = =Ml + Dal) 1 91(7)
Abbildung 8.19: Graph einer konkaven Funktion f und einige Subdifferentiale

Der folgende Satz verallgemeinert die uns aus der Schule bekannte Tatsache, dass ein
Punkt eine differenzierbare konkave Funktion f maximiert, wenn die Ableitung von f in
diesem Punkt Null ist.

(8.70) Satz. Ein Vektor \* € R™ maximiert die konkave Funktion f genau dann, wenn

0€af(\). A

Beweis. Falls 0 € 9f(\*), dann ergibt die Subgradientenungleichung der Definition:
FOO) = fON) <0TA= ) = f(\) < f(X\¥) fiir alle A € R™.

Falls f(A*) maximal ist, so ist f(\) < f(\*) fiir alle A € R™, also f(\) — f(A\*) <0

ol

07 (X — A\*). Daraus folgt 0 € 9f(A\*).
(8.71) Beispiel. Fiir die konkave, stiickweise lineare Funktion
FiR? = R, (A1, A2) = —([Aa] + [Az])
ist das Subdifferential gegeben durch
[—1,1] x [-1,1] falls Ao = (0,0)7,
Df (M) = {(=signa,7)T | -1 <y <1} falls \g = (o,0)T, 0 € R\ {0},
o {(y,—signa)T | =1 <y <1} falls \g = (0,0)", 0 € R\ {0},
{(—signa, —sign 3)7'} falls Ao = (o, B)T,a, B € R\ {0}, A
siehe Abbildung

Fiir die speziellen Lagrange-Funktionen, die wir hier betrachten, kénnen wir die Sub-
differentiale einfach berechnen.

(8.72) Satz. Sei Q) nicht leer und endlich und f(\) := mingeg(cfx + A (Az — b)), so
gilt folgendes: Setzen wir fiir \g € R™, Lo := {xg € R" | f(\o) = cT'xo + N} (Azg — b)},
S0 1st

df(No) = conv{Axg — b | xg € Lo}. A
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Aus Zeitgriinden kénnen wir auf den Beweis dieses Satzes hier nicht eingehen. Der Satz
hat einen einfachen geometrischen Gehalt. Fiir jedes A\g € R™ ist df(A\g) ein Polytop.
Dieses Polytop erhélt man wie folgt. Man nehme alle Punkte g € R”, die das Minimum
des Optimierungsproblems min{c’x + A\ (Az — b) | z € Q} realisieren, also alle Opti-
malwerte beziiglich des Vektors der Lagrange-Multiplikatoren )\g. Dann bilde man die
konvexe Hiille all dieser Punkte und erhéalt das Subdifferential 9f(\o).

(8.73) Beispiel. Im Falle des symmetrischen TSPs gilt fiir einen Vektor von Knotenge-
wichten A := (Aq,..., \p):

dp(1) —2
dp(2) — 2

af(\) = COHV{ . | B optimaler 1-Baum beziiglich c’}.
dp(n) —2

Hat man einen optimalen 1-Baum B beziiglich A, so kann man also einen Subgradienten
der Lagrange-Funktion f direkt aus den Knotengraden von B ablesen. JAN

Zur Losung der Optimierungsaufgabe (8.65)) ist die folgende Methode vorgeschlagen
worden:

(8.74) Algorithmus (Allgemeines Subgradientenverfahren).

Eingabe: Konkave Funktion f: R™ — R
Ausgabe: max{f(\) | A € R}

1. Wihle A\g € R™ beliebig, setze j := 0.
2. Berechne f(\;) und 0f(};).

3. Ist ein (noch zu definierendes) STOP-Kriterium erfiillt?
Falls ja, so ist eine ,,gute untere Schranke fiir das Maximum oder das Maximum
selbst gefunden. — STOP.
Falls nein, gehe zu Schritt

4. Wihle neues \j41, setze z. B.

”
Njp1 = Aj +tj —L,
’ T gl
wobei t; € R eine Schrittlinge ist und u; € 9f()\;).
5. Setze j := j + 1 und gehe zu Schritt A

Beziiglich dieses Verfahrens kann man Folgendes beweisen.

(8.75) Satz (Polyak, 1967). Fualls die konkave Funktion f : R™ — R ein Mazimum
besitzt und falls die Folge (tj)jew der Schrittlingen die Bedingungen
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(a) t; >0 fir alle j € N,
(b) limj_mo t]‘ = 0,

(¢) D520t = o0

erfillt, so gilt
li ) = .
Jim f(Aj) = max f(A) A
Bei konkreten Rechnungen zeigt sich allerdings im allgemeinen, dass die (nach dem
Satz von Polyak theoretisch existierende) Konvergenz praktisch nicht erreicht wird. Ab-
bildung zeigt einen typischen Verlauf des Wertes f();), abhéngig von der Schrittzahl
7.

opt £EGp

Schrittzahl j

Abbildung 8.20: Typisches Konvergenzverhalten beim Subgradientenverfahren

Mit anderen Schrittlingenparametern kann man praktisch i. A. ein schnelleres An-
wachsen der Funktionswerte f(\;) erreichen, jedoch theoretisch nicht unbedingt eine
konvergente Methode. Da es sich ja hier ,nur um eine Heuristik zur Bestimmung unte-
rer Schranken handelt, ist der Konvergenzaspekt gleichgiiltig. Man bricht einfach nach
einer bestimmten Rechenzeit oder einem STOP-Kriterium ab und benutzt den bisher
besten Zielfunktionswert als untere Schranke.

Aus empirischer Erfahrung kann man festhalten, dass die Schrittlingen ¢; problem-
abhéingig zu wahlen sind und dass sie i. A. durch experimentelle Berechnung bestimmt
werden miissen. FEin Beispiel fiir eine derartige Schrittlingenwahl ist in Schritt [5] des Al-
gorithmus aus Beispiel zu finden. Dieses modifizierte Subgradientenverfahren hat
sich bei praktischen Versuchen beziiglich des symmetrischen TSP recht gut bewéhrt:

(8.76) Algorithmus (Subgradientenverfahren fiir symmetrisches TSP).
Eingabe: Symmetrisches TSP mit Zielfunktion ¢, ¢;; > 0,1 <i < j <n.
Ausgabe: Untere Schranke L fiir den Optimalwert des T'SP.

1. Initialisierung:
U := obere Schranke fiir die kiirzeste Tour,
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L := 0 (gegenwirtig beste untere Schranke),

M= (M,...,0) == (0,...,0) (Anfangsknotengewichte),

0 < a < 2 (Skalierungsfaktor fiir die Schrittlénge, i. A. « := 2),
€1,€2,e3 > 0 (numerische Genauigkeitsschranken),

k € IN (Z&hlparameter).

2. Berechne den kiirzesten 1-Baum B beziiglich ¢* mit cfj =i+ A+ A Vi, g
Falls B eine Tour ist — STOP.

3. Berechne einen Subgradienten u durch u; :=dp(i) —2 firi=1,...,n.

4. Setze L := max{L,c(B) + ATu} (gegenwiirtig beste untere Schranke).
o Falls U — L < g7 ist — STOP (gewtinschte Giite erreicht).

e Falls sich L in den letzten k Schritten nicht wenigstens um e5 verbessert hat
— STOP. (Wir geben auf, weil das Verfahren stagniert. Weiterrechnen wiére
nur Zeitverschwendung).

5. Setze

U-L
i
Ist t < e3 — STOP. (Die Schrittldnge ist so klein geworden, dass numerisch nichts
mehr passieren wird. Wir geben auf.)

t:=a« (Schrittlange).

6. Setze X := X + tu und gehe zu Schritt [2] A

Die obere Schranke U in Schritt [[ erhélt man z. B. durch Anwenden einer Primalheu-
ristik oder man nimmt eine triviale obere Schranke, wie z. B.

U=n- max ¢ oder U:E max c;j.

1<i<j<n

Wir haben zu Testzwecken o := 2, k := 100 und €1, €9, €3 := 102 gesetzt und fiir unser
6-Stéadte Beispiel das obige Programm ausgefiihrt. Das Subgradientenverfahren hat nach
276 Iterationen (d.h. 276 1-Baum Berechnungen) eine Tour geliefert. Damit ist diese
Tour die optimale Losung unseres 6-Stddte Problems. Die optimalen Knotengewichte der
6 Stédte sind in Abbildung verzeichnet. (Diese Tour wurde auch durch einige unserer
Primalheuristiken aus Abschnitt [8.1] gefunden.)

Es ist zu bemerken, dass die Optimallosung von (8.65) im Falle des TSP (und nicht
nur hier) nicht unbedingt eine Tour liefern muss, sondern es konnen durchaus ,gaps®
auftreten.

Trotzdem hat sich der Subgradientenansatz iiber die Lagrange-Relaxierung speziell
fiir Probleme mittlerer Gréfsenordnung bewéhrt. Verfahren dieser Art liefern i. A. sehr
gute untere (bzw. bei Maximierungsproblemen obere) Schranken und kombiniert mit
Branch & Bound gehoren sie vielfach zu den besten Algorithmen, die wir fiir schwere
kombinatorische Optimierung kennen.
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276 Iterationen

—121.18

Abbildung 8.21: Ergebnis des Subgradientenverfahrens fiir das Rheinland

Zum Ende dieses Abschnittes méchten wir noch ein weiteres TSP-Beispiel vorfithren
und auf einige (numerische) Eigenschaften des Subgradientenverfahrens zur Losung der
Lagrange-Relaxierung hinweisen.

Die Werte (und damit unteren Schranken), die das Subgradientenverfahren liefert,
héngen natiirlich stark von den gewahlten STOP-Kriterien ab. Je nachdem, wie man
in dem Spezialverfahren fiir das TSP die Parameter k, €1, €2, €3, a setzt, wird man
natiirlich andere Resultate erhalten. Aufterdem muss man bei der 1-Baum Relaxierung
einen Knoten v spezifizieren. Obwohl theoretisch die Wahl von v irrelevant ist (fiir alle
v ist max{f(\) | A € R"} gleich), zeigt sich doch bei praktischen Rechnungen, dass
unterschiedliche untere Schranken, abhéngig von der Wahl, auftreten kénnen. Wir de-
monstrieren das am folgenden Beispiel, von dem mir U Zaw Win berichtet hat.

(8.77) Beispiel (14-Stiddte Burma-Problem). Burma besteht aus 14 Bundeslédndern.
Zur Erinnerung an den Freiheitskampf gegen England und zur Festigung der nationalen
Einheit wird in jedem Jahr die Nationalflagge auf eine Rundreise durch die Hauptstéadte
der 14 Bundeslander geschickt. Diese Hauptstiddte sind mit ihren geographischen Ko-
ordinaten in Tabelle aufgelistet. Die Rundreise beginnt jeweils am 30. Januar eines
jeden Jahres in der Bundeshauptstadt Rangoon, fithrt dann durch die iibrigen 13 Stédte
und kehrt zum Nationalfeiertag am 12. Februar nach Rangoon zuriick. Der Transport
der Flagge erfolgt — je nach Verkehrsverbindungen — zu Fufs (Mandalay nach Sagaing),
mit dem Schiff, dem Auto oder dem Flugzeug. Wir gehen davon aus, dass die Entfernung
zwischen den Stéadten durch die Luftliniendistanzen auf der Erde gegeben sind, die man
aus den Daten der Tabelle berechnen kann; die so bestimmte Entfernungsmatrix fin-
det sich in Tabelle Wie sollte die Rundreise der Nationalflagge ausgelegt werden, so
dass der Reiseweg moglichst kurz ist?

Fiir das Burma-Problem haben wir eine Rundreise mit Hilfe des Farthest-Insert-Al-
gorithmus und dem Anfangskreis 7, 11, 14 berechnet. Diese Rundreise hat die Lange
3322km und ist in Abbildung [8.22(a) (nicht mafstabsgetreu) dargestellt. Um die Qua-
litét dieser Losung abzuschétzen, haben wir untere Schranken mit Hilfe des Subgradien-
tenverfahrens berechnet.
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8 Heuristiken

Nr Stadt Breitengrad (N) Léngengrad (E)
1 Rangoon 16.47 96.10
2 Bassein 16.47 94.44
3 Sittwe 20.09 92.54
4 Haka 22.39 93.37
5 Myitkyina 25.23 97.24
6 Mandalay 22.00 96.05
7 Taunggyi 20.47 97.02
8 Pegu 17.20 96.29
9 Moulmein 16.30 97.38

10 Tavoy 14.05 98.12

11 Pa-an 16.53 97.38

12 Sagain 21.52 95.59

13 Loikaw 19.41 97.13

14 Magwe 20.09 94.55

Tabelle 8.4: 14 Stédte in Burma (Geografische Koordinaten)

2 3 4 S 6 7 8 9 10 11 12 13 14
11153 510 706 966 581 455 70 160 372 157 567 342 398
2 422 664 997 598 507 197 311 479 310 581 417 376
3 289 744 390 437 491 645 880 618 374 455 211
4 491 265 410 664 804 1070 768 259 499 310
) 400 514 902 990 1261 947 418 635 636
6 168 522 634 910 593 18 284 239
7 389 482 757 439 163 124 232
8 154 406 133 508 273 355
9 276 43 623 358 498

10 318 898 633 761
11 582 315 464
12 275 221
13 247

Tabelle 8.5: 14 Stadte in Burma (Distanzen auf der Erdoberfléche)
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8.6 Duale Heuristiken, Relaxierungen
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Abbildung 8.22: Lésungen zum Burma-TSP

Wiéhlen wir als Knoten v des 1-Baumes den Knoten 1 (Rangoon), so erhalten wir
den in Abbildung (b) gezeigten 1-Baum der Lénge 3313,58398 km. Die ,optimalen®
Knotengewichte sind in Abbildung b) an den Knoten eingetragen.

Wihlen wir als Knoten v den Knoten 8 (Pegu), so erhalten wir einen 1-Baum der Lange
3316,98 km. Er ist in Abbildung (C) dargestellt. Die ,optimalen“ Knotengewichte sind
dort ebenfalls verzeichnet.

Wir sehen also, dass bei unterschiedlicher Wahl des Knotens v in der 1-Baum-Relaxie-
rung aufgrund unserer heuristischen Stopregeln verschiedene untere Schranken berechnet
werden konnen. Da unser Burma-Problem ganzzahlige Daten hat, wissen wir, dass die
kiirzeste Rundreise nicht kiirzer als 3317 km sein kann. Der maximale absolute Fehler
der von uns gefundenen Rundreise belduft sich somit auf 5km, dies entspricht einem
maximalen relativen Fehler von etwa 0,15%. A

Schliefslich wollen wir noch demonstrieren, dass nicht nur bei den bisher betrachte-
ten kleinen ,,Spielbeispielen durch die Lagrange-Relaxierung gute Resultate erzielt wer-
den, sondern auch bei groffen. Erinnern wir uns an das 120-Stédte Deutschland-Problem
mit Optimallésung 6 942 km. Die (einfache) 1-Baum-Relaxierung, sieche Abbildung
brachte eine (nicht allzu gute) untere Schranke von 6 025km (Knoten v = 13 = Berlin).

Wir haben das Subgradientenverfahren aus auf diese 1-Baum-Relaxierung an-
gesetzt und laufen lassen, bis eines der STOP-Kriterien erfiillt war. Das Ergebnis ist in
Abbildung zu sehen. (An einigen Knoten sind die Lagrange-Multiplikatoren der letz-
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ten (,optimalen“) Losung verzeichnet). Dieser 1-Baum hat eine Lénge von 6912 km. Die
Abweichung dieses Wertes von der Liange der Optimaltour betragt also nur noch 0,43%.

\

e
»

‘/
B—_\J optimaler 1-Baum 6912 km
L
/

Abbildung 8.23: Besserer 1-Baum fiir das 120-Stddte-Deutschland-TSP

Literaturverzeichnis

E. Aarts und J. K. Lenstra. Local Search in Combinatorial Optimization. Wiley, Chiche-
ster, first edition, 1997.

D. L. Applegate, R. E. Bixby, V. Chvatal, und W. J. Cook. The Traveling Salesman
Problem: A Computational Study. Princeton University Press, Princeton, 2006.

B. S. Baker. A new proof for the first-fit decreasing bin-packing algorithm. Journal of
Algorithms, 6:47-70, 1985.

B. Chandra, H. Karloff, und C. Tovey. New results on the old k-opt algorithm for the
traveling salesman problem. SIAM Journal on Computing, 28(6):1998-2029, 1999.

248



Literaturverzeichnis

E. G. Coffman, M. R. Garey, und D. S. Johnson. Approximation algorithms for bin
packing: A survey. In D. Hochbaum, editor, Approzimation algorithms for NP-hard
problems, Kapitel 2, S. 46-93. PWS Publishing Company, Boston, 1996.

G. Dosa. The tight bound of first fit decreasing bin-packing algorithm is FFD(I) <
11/90PT(I) 4+ 6/9. In Combinatorics, Algorithms, Probabilistic and Ezperimental
Methodologies, Band 4614 von Springer Lecture Notes in Computer Science, S. 1-11.
Springer, 2007.

G. Galambos und G. J. Woeginger. Repacking helps in bounded space online bin-packing.
Computing, 22:349-355, 1993.

P. C. Gilmore, E. L. Lawler, und D. B. Shmoys. Well-solved special cases. In E. L. Lawler,
J. K. Lenstra, A. Rinnooy Kan, und D. Shmoys, editors, The Traveling Salesman
Problem: A Guided Tour of Combinatorial Optimization, S. 87-143. Wiley, 1985.

M. Grétschel. Schnelle Rundreisen: Das Travelling-Salesman-Problem. In S. Huffmann
und B. Lutz-Westphal, editors, Kombinatorische Optimierung erleben — In Studium
und Unterricht, Kapitel 4, S. 93-129. Vieweg, Wiesbaden, 2007. Elektronisch verfiigbar
unter www.zib.de/groetschel/pubnew/paper/groetschel2007a_pp.pdf.

M. Grétschel und M. Padberg. Die optimierte Odyssee. Spektrum der Wissenschaft, 4:
76-85, 1999.

M. Grétschel, S. O. Krumke, und J. Rambau. Online Optimization of Large Scale Sys-
tems. Springer, 2001.

G. Gutin und A. P. Punnen. The Traveling Salesman Problem and Its Variations. Kluwer
Academic Publishers, 2002.

D. S. Hochbaum und D. B. Shmoys. A best possible heuristic for the k-center problem.
Mathematics of Operations Research, 10:180-184, 1985.

W. L. Hsu und G. L. Nemhauser. Easy and hard bottleneck location problems. Discrete
Applied Mathematics, 1:209-216, 1979.

D. S. Johnson und C. H. Papadimitriou. Performance guarantees for heuristics. In
E. L. Lawler, J. K. Lenstra, A. Rinnooy Kan, und D. Shmoys, editors, The Traveling
Salesman Problem: A Guided Tour of Combinatorial Optimization, S. 145-180. Wiley,
1985.

D. S. Johnson, C. R. Aragaon, L. A. McGeoch, und C. Schevon. Optimization by Simu-
lated Annealing: An Experimental Evaluation; Part I, Graph Partitioning. Operations
Research, 37(6):865-892, 1989.

D. S. Johnson, C. R. Aragaon, L. A. McGeoch, und C. Schevon. Optimization by Simu-
lated Annealing: An Experimental Evaluation; Part II, Graph Coloring and Number
Partitioning. Operations Research, 39(3):378-406, 1991.

249


www.zib.de/groetschel/pubnew/paper/groetschel2007a_pp.pdf

Literaturverzeichnis

S. Kirkpatrick, C. D. Gelatt, und M. P. Vecchi. Optimization by simulated annealing.
Science, 220:671-680, 1983.

E. L. Lawler, J. K. Lenstra, A. H. G. Rinnooy Kan, und D. B. Shmoys. The Traveling
Salesman Problem: A Guided Tour of Combinatorial Optimization. Wiley, 1985.

C. C. Lee und D. T. Lee. A simple online bin-packing algorithm. Journal of the ACM,
32:562-572, 1985.

S. Lin und B. W. Kernighan. An effective heuristic algorithm for the traveling-salesman
problem. Operations Research, 21(2):498-516, 1973.

G. Reinelt. The Traveling Salesman, Computational Solutions for TSP Applications.
Springer, 1994.

S. S. Seiden. On the online bin packing problem. In Automata, Languages and Pro-
gramming, Band 2076 von Springer Lecture Notes in Computer Science, S. 237-248.
Springer, 2001.

P. J. M. van Laarhoven und E. H. L. Aarts. Simulated Annealing: Theory and Applica-
tions. D. Reidel Publishing Co., Dordrecht, 1987.

A. van Vliet. An improved lower bound for on-line bin packing algorithms. Information
Processing Letters, 43:277-284, 1992.

250



	Polyedertheorie
	Transformationen von Polyedern
	Kegelpolarität
	Darstellungssätze
	Gültige Ungleichungen, Seitenflächen und Dimension
	Facetten und Redundanz
	Rezessionskegel, Linienraum und Homogenisierung
	Extremalen von spitzen Polyedern
	Weitere Darstellungssätze

	Matroide und Unabhängigkeitssysteme
	Allgemeine Unabhängigkeitssysteme
	Matroide
	Orakel
	Optimierung über Unabhängigkeitssystemen
	Ein primal-dualer Greedy-Algorithmus

	Der LP/IP-Ansatz zur Lösung diskreter Optimierungsprobleme
	Die allgemeine Methodik
	Unabhängigkeitssysteme und Polyeder, Matroid-Polytope
	Matching-Polyeder
	Travelling-Salesman-Polyeder
	Stabile-Mengen-Polyeder
	Separation

	Die Ellipsoidmethode
	Polynomiale Reduktionen
	Beschreibung der Ellipsoidmethode
	Laufzeit der Ellipsoidmethode
	Ein Beispiel

	Innere-Punkte-Verfahren
	Der Karmarkar-Algorithmus
	Primaler Pfadverfolgungsalgorithmus
	Primal-dualer Pfadverfolgungsalgorithmus

	Branch&Bound-Verfahren
	Theorie der ganzzahligen und gemischt-ganzzahligen Optimierung
	Einführung
	Ganzzahlige Punkte in rationalen Polyedern
	Schnittebenentheorie
	Ein Schnittebenenverfahren für ganzzahlige Programme
	Ein Schnittebenenverfahren für gemischt-ganzzahlige Programme

	Heuristiken
	Primale Heuristiken für schwere Probleme: Eröffnungs- und Verbesserungsverfahren
	Eröffnungsheuristiken für symmetrisches TSP
	Verbesserungsverfahren
	Gütemaße für Heuristiken
	Weitere Heuristiken
	Duale Heuristiken, Relaxierungen


