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Aufgabe 6.1 6+4 Punkte

Sei A ∈ Rn×n spaltenstochastisch mit aij > 0 ∀i, j.

a) Zeigen Sie: v ∈ Eig(A, 1) =⇒ vi > 0 ∀i oder vi < 0 ∀i.

b) Folgern Sie, dass dim(Eig(A, 1)) = 1.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass |
∑

i vi| <
∑

i |vi| falls v Komponenten mit ver-
schiedenen Vorzeichen besitzt.

Aufgabe 6.2 4+3+3 Punkte

Sei f : V → V ein Endomorphismus und sei λ ∈ Λ(f) mit algebraischer Vielfachheit
ν(f, λ) = r. Wir definieren Hau(A, λ) := {v ∈ V : (f − λId)r(v) = 0}. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen.

a) Hau(A, λ) ist ein Unterraum von V mit Eig(A, λ) ⊆ Hau(A, λ).

b) f ◦ (f − λId) = (f − λId) ◦ f .

c) f (Hau(f, λ)) ⊆ Hau(f, λ).

Aufgabe 6.3 10 Punkte

Berechnen Sie eine Jordanbasis B des R3 bezüglich

A =

1 −1 1
1 −1 0
0 0 0

 .



Aufgabe 6.4 5*2 Punkte

Die Folge der Fibonacci-Zahlen gilt als eine der “schönsten” Folgen der Mathematik
und ist rekursiv definiert durch

f0 = 0

f1 = 1

fn = fn−1 + fn−2 für n ≥ 2

In vielen Fällen ist man jedoch an einer geschlossenen Form der Folge interessiert,
das bedeutet, dass man zum Beispiel f50 direkt mit einer Formel berechnen kann,
ohne die Zahlen f49, f48, f47, . . . , f2 vorher zu berechnen. Diese Form herauszufinden,
ist das Ziel dieser Aufgabe.

Die Fibonacci-Zahlen sind nicht nur wichtig in der Mathematik, sondern finden sich
auch vielfach in der Kunst oder der Natur. Die Zahlenfolge führt nämlich auf den
goldenen Schnitt, ein Verhältnis, das als sehr ästhetisch angesehen wird. Der goldene
Schnitt ist ϕ := 1+

√
5

2
≈ 1, 618034 und in dieser Aufgabe brauchen Sie auch die Zahl

ψ := 1− ϕ = 1−
√
5

2
.

a) Berechnen Sie fi sowie fi
fi−1

für i ∈ {2, . . . , 10} (als Dezimalzahl).

b) Sei nun A :=

(
1 1
1 0

)
. Beweisen Sie: An =

(
fn+1 fn
fn fn−1

)
.

c) Zeigen Sie: Λ(A) = {ϕ, ψ} und

(
ϕ
1

)
∈ Eig(A,ϕ) sowie

(
−1/ϕ

1

)
∈ Eig(A,ψ).

d) Bestimmen Sie eine Diagonalmatrix D und eine reguläre Matrix S mit
D = S−1AS.

e) Geben Sie mithilfe von (b) und (d) eine direkte (nicht rekursive) Berechnungs-
vorschrift für fn an.


