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Zur Oberflichenstruktur des Travelling Salesman Polytopen
M. Grotschel und M.W. Padberg, Bonn

Das Travelling Salesman Problem (TSP) 1&Bt sich wie folgt formulieren:

Gegeben seien n Stddte 1,...,n und Entfernungen cij zwischen diesen.
Gesucht ist eine kiirzeste Tour durch alle n Stddte, die in Ort 1
beginnt und endet.

Das TSP heifit symmetrisch, falls cij=cji' sonst asymmetrisch.
Zundchst betrachten wir nur den asymmetrischen Fall.

Um das TSP algebraisch behandeln zu k&nnen, identifiziert man den Weg von
der Stadt i zur Stadt j mit einer Variablen xij und interpretiert diese
wie folgt:

falls xij=1’ ist der Weg von i nach j 2zu nehmen,

falls xij =0, ist der Weg von 1 nach j nicht zu nehmen.

Die Variablen xi]. fassen wir zu einem Vektor
2

= n
x-(xu,xlz,...,xln,le....,xnn}e.m Zusammen.

Graphentheoretisch beschreibt man das TSP durch einen gerichteten, voll-
stindigen, schlingenfreien Graphen G=(V,E), d.h. V={1,2,...,n}, E={(i,3)]
i,j:l,...,n,i*j}. Dabei reprédsentiert der Knoten ieV die Stadt i und die
Kante (i,j) den Weg von der Stadt i zur Stadt j.

Viele Losungsansdtze fiir das TSP nutzen dessen Verwandtschaft zum Assignment
Problem (AP) aus, dieses lautet
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Pﬁ heift der Assignment Polytop, welcher aufgrund der totalen Unimodu-
laritét des Restriktionensystems nur ganzzahlige Ecken besitzt.Bekanntlich ist

jede Losung des TSP eine Ldsung des AP (siehe(3]), aber nicht umgekehrt.
mntzig, Fulkerson und Johnson [2:[ haben die folgenden Ungleichungen, die

sogenannten Subtour Elimination Constraints, angegeben, die alle Ecken von
n

PA abschneiden, die nicht Touren sind:
(s,) I T .o & Ky I8l 2 ko dy Se¥,
52 ieS jeSs ]
i

und k=0,1... [-g—:[-— 1. Dabei ist [r] die griBte ganze Zahl kleiner oder
gleich r. Sei Pg = {x BPK |z erfillt i s k20515000, [%J—l}. so reprdsen-
g Touren; es zeigt sich aber, daB Pg
auch nicht-ganzzahlige Ecken besitzt. Definieren wir nun den Travelling
Sal 1 Polytopen P¥
ganzzahligl, so hat P; nach Definition nur ganzzahlige Ecken, dafiir ist aber
sehr wenig liber die Struktur von P? bekannt. (In "6] haben Padberg und Rao

gezeigt, daB der Diameter von P¥ fiir n > 6 genau 2 ist.)

tieren alle ganzzahligen Ecken von P

als die konvexe Hiille aller Touren,d.h. P¥=conv{xeP§|x

Durch konstruktive Beweisfiihrung haben wir in [4] die folgenden Ergebnisse
erhalten:

Satz 1: Die Dimension von P? ist d = n2 - 3n+l , falls n>3,
Satz 2: Die Subtour Elimination Constraints {Sk) definieren

Facetten von P,;.l fiir k=1 und k=2 und fiir alle n > 5.

Eine Ungleichung ax < a, definiert eine Facette eines Polytopen P, falls (i)
dim Pa{x|ax=a_}= dim P-1 und (ii) Pe{x|ax<a }.

Seien K.V, Ki*@, i=0,1,...k und gelte iKonKil= 5 . 1 I

k

gei K'= U {(p,2)|psge Kys pfq}, dann ist die folgende Ungleichung giiltig Fiir
i=o

P; (d.h. alle Touren erfiillen diese Ungleichung):

(ue1) b %o < s(KNY=kK |+ 5 (i | - 1) -(5>
G, et B9~ Gl 2/

wobei {1 die kleinste ganze Zahl grdBer oder gleich r bezeichnet,
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Die Ungleichung (UCl) ist eine direkte Ubertragung der "comb-inequality",
die Chvatal [1] fiir das symmetrische TSP abgeleitet hat.

Seien K,cV, Ki#@, 1=0,1,... ,k und k' wie oben definiert.
k

Seien p,qeV - \_J K; und pfq, sei
i=o

K2=K1u{(p,j)Ijexo}u{(j.q)ijeko}u{(p,q)} , dann ist die Ungleichung

(uc2) ) Ris £ s(kl) + 1
= e Y

giiltig filir Pg Dariiberhinaus zeigt sich (siehe [4])

Satz 3: Gilt in der Definition der Ungleichung (UC2) k=1, |K |=1 und

|K, |= n-2, dann definiert (UC2) eime Facette von 1".1.1 flir n>4.

Satz 4: Gilt in der Definition der Ungleichung (UC2) k=1, |K |=1 und [K, |=2,

dann definiert (UC2) eine Facette von P‘T1 fiir n>86.,

Seien 11,12,.. A 'ik +1a\F beliebige aber verschiedene Indizes, und sei 2<k<n-2.
Dann ist die Ungleichung
k k Kk §-1

{h.), I % Holr e #ZEKL e T Ty ik < k

e sr1 bt Gl T g2 5% 523 nes 4te
eine giiltige Ungleichung fiir Pg. Dariiberhinaus ist fiir k=2 die Ungleichung I),‘2
4quivalent zur (UC2)-Ungleichung von Satz 3, definiert also eine Facette von
Pg. (Zwei gililtige Ungleichungen heifien Hquivalent, falls sie von derselben
Eckenmenge von Pg mit Gleichheit erfiillt werden. Offensichtlich gibt es, da
dim P¥=n2—3n+1<n2. zu jeder Facette F eine unendliche Anzahl von linearen
Ungleichungen ax<a mit F:P? {xeR" |a.x=a°} ). Fir (Dk)-Ungleichungen zeigen
wir in E‘*]

Satz 5: (Dk}—Ungleichungen definieren Facetten von P;, falls k=3 und n>5.

Seien il’iz’ia’iuw vier verschiedene Indizes. Dann ist die folgende Unglei-

chung

(E,) 2%, + %, + 2%, +;, . FiMe o + X: < 3
3 1112 1114 1211 5.21:3 i1, 1411 =
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gliltig fir Pg,und es gilt:

Satz 6: (E3)~Ungleichungen definieren Facetten von Pg filr n > 5,

In [4] zeigen wir weiterhin, daB fiir genligend groBes n (n>6 reicht aus)
alle Facetten, die durch die in den obigen S#tzen angegebenen Ungleichungen
definiert werden, voneinander verschieden sind. Wir berechnen die Anzahl
der so gefundenen Facetten und fiir jede Facette die Anzahl der Touren, die
auf dieser liegen. Sei

EE :={xePg |x erflllt (Uc1), (Uc2), (Eg)s (DY,

so gilt: PE % Pg i Pg T PE. Das heift, wir haben eine schirfere lineare
; erhalten als allein durch die Subtour Elimination

Constraints, Im allgemeinen bendtigt man jedoch mehr Ungleichungen, um P¥

Charakterisierung von P

vollstdndig durch lineare Gleichungen und Ungleichungen darzustellen.

Zur algebraischen Behandlung des symmetrischen TSP ordnet man dem Weg zwischen
der Stadt i und der Stadt j (die Richtung spielt keine Rolle) eine Variable
xij mit i<j zu, Sei m=% (nz-n), so faBt man diese Variablen zu einem Vektor

Z m 5
x'(xlz’xls""’xln’x23"'"xn—Ln}ER zusammen. Bei der graphentheoretischen
Darstellung des symmetrischen TSP erhdlt man einen ungerichteten Graphen
G'=(V',E") mit V'={1,...,n}, E'={{i,§}]1i,§=1,...,n, i}i} .

Definieren wir analog zum asymmetrischen TSP den symmetrischen Travelling
Salesman Polytopen als die konvexe Hiille aller Touren, d.h.

Q.‘; := conv {xeR™ |x ist Tour} ,

so zeigen wir in [5]

Satz 7: dim Q¥ = % (n?- 3n) = |E'|-|V'| , falls n>lb.

Satz 2 lieB sich im symmetrischen Fall noch verschirfen. Betrachten wir die
"Loop Constraints" (eine dquivalente Formulierung der Subtour Elimination
Constraints)

I I Xie + I z X.. > 2, ScV', 2<|g| < n-2
1] 1= e

ies jev'-s ies jev'-s
i< j<i



so konnten wir beweisen (siehe 5 ):

Satz 8: Alle Subtour Elimination Constraints (bzw. Loop Constraints)

definieren Facetten von Q; fiir n>4.

Einige andere Ungleichungen, sowie die Struktur der gebrochenen Ecken von
Tl

Ps bzw. Qg (analog definiert) werden zur Zeit noch untersucht. Ebenso

befindet sich ein "linear programming approach" zur Lésung des TSP in der
Entwicklung.
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