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Kombinatorische Optimierung

Priv.-Doz. Dr. Martin Grétschel, Institut fir Okonometrle und Oparations Research

Bls zur Mitte dleses Jahrhunderts war dle angewsndte Mathematlk hauptsichlich an der Physlk
und an den Ingenleurwlssanschaften orlentiert. Zlel der Untersuchung praktischer Probleme war
meistens die Entwlcklung von ,geschlossenen Ausdriicken® bzw. von Formeln, dle rechentach-
nisch gut ausgewertet werden kdnnen. Mit der Erfindung schneller Hechenanlagen zu Beglinn der
flnfziger Jahra begann tir dle anwendungsorientierte Mathematlk eln neues Zeltaltar. Nunmehr
wurde es mdglich, Anwendungsprobleme mit Hlife von Iterativen Verfahren (Algorithmen) zu l8sen,
dle fdr schriftllche oder gar Kopfrechnung weltaus zu komplex und aufwendlg sind.

Aufgrund dlaser technologlschen Entwlcklung und der dadurch hervorgerufenen konzeptionel-
len Umorlantierung konnten der Mathematlk neus Anwendungsbereiche erschlossen warden. Fir
Probleme, die mit Hilfe der friher benutzten Mathematlk (hauptsichlich Analysls) nicht adiquat
behandelt werden konntan, wurden neue computerorlentlerte Modelle und Theorlan entwickslt. Es
wurda versucht, Formullerungen zu finden, die dle Behandlung der Probleme auf Rechenanlagen
verelnfachen.

Dle ersten neuen Anwaendungen kamen hauptsédchlich aus dem Barelch der Wirtschaftswissen-
schaften, z.B. lineare Proegrammlerung, Raelhenfolgeprobleme. Es entstanden naus Diszlplinen wle
das Operatlons Aesearch, das Methoden und Verfahren entwickelte, dle heute erfolgrelch ange-
wendet werden In Berelchen wie Archéclogle, Betrlsbs- und Velkswirtschaft, Blalogle, Chemle,
Ingenleurwiasenschaften, Lingulstlk, Raumplanung, Physlk, Sozlalwlssenschaft etc.

Eln groBer Tell der neuen Anwendungsprobleme Ist diskreter bzw. kombinatorlscher Struktur.
Dle Untersuchung solcher Problemtypen blidet den Forschungsschwerpunkt der Projektgruppe
.Methoden und Verfahren fiir Optimlerungsmodelie* des Sonderforschungsbersiches 21 am Insti-
tut fiir Okonometrle und Operatlons Research.

Um elnen Elnblick In dia Vielfalt und den Anweandungsrelchtum der In der kombinatorlschen
Optimlerung betrachteten Problema zu gaben, sollen zunéichst elnige typische Beispiele aufgefihrt
wardan.

1) Gegeben sel elne Platte, auf der an gewlssen fest vorgeschrlebenen Punkten Létstellen ange-
bracht (oder L&cher gebohrt) werden sollen, Das L&ten wird von elner numerlsch gestauarten
Maschine vorgenommen, die an alner Ecke der Platte startet; dle dann von einem Punkt zum
néchstan wandert, bls alle Létstellen angebracht sind, und dann an einer anderen Ecke der
Platte aufhort. AnschlleBand wird die nichste Platta In Angriff ganommen. Das Optimlerungszlel
Ist, dle Gesamtbearbeltungsdauer einer Platte so kurz wie moglich zu machen. Dies bedeutet,
daf fiir dle Létmaschine aln Weg gefunden werden muB, der zu allen Létstellen flihrt, und so
kurz wie mdglich ist, .

In Abblldung 1 Ist dle Lésung elnes Problems dieser Art dargestelit. Hler handelt es sich um
elne Platte flr slektronische Bautelle, In dle mit elnem Leserbohrer 318 Ldcher gebohrt werden
aollen. Dleses Belsplsl Ist das gréBte bisher exakt gel&ste seiner Art. Dle Darstellung Ist entnom-
men: H. CROWDER, M. W. PADBERQG: Sclving large-scale symmetric travelling salesman pro-
blems to optimallty. In: Management Sclence 26, (1880), 495-509.

2) An einer bestimmten Stells einer Stadt bricht eln Feuer eus. Von welchem Feusrwehrdepot
sollen L3schziige zur Brandstalle geschickt werden, und welches ist die zeltlich kiirzeste Verbln-
dung von dlesem Depot zur Brandstelle?

3) Stmtliche Telefonzellen einer Stadt werden von der Post regelméBlg, z.B. wichentlich, gewar-
tet. Die Wartungstechnlker erhalten téglich elne Tour zugewlesen, die sle zu bestimmten Tele-
fonzellen fihrt. Wie missen dle Touren gestaltet werden, sa daB [ada Telefonzelle pro Woche
elnmal Inspizlart und dle Gesamtzahl der bendtigten Arbeltsstunden minimiert wird? Dleses Pro- -
blem taucht analog bal jeder Art von regelmiBigen Wartungs- und Reparaturaufgaben auf, z.B.
Wartung von Varkehrsampaln, Kontrolle von metereologischen MaBgeréten, {Uberpriifung von
wichtigen Komponenten eines Kraftwerks, Kontrolle von Slcherheitseinrichtungen In einem
Bergwerk.

4) In elnem Walzwerk werden Blechplatten In gewlssen StandardgréBen gewalzt. Dle von Kunden
besteliten Bleche haben i.a. wesentlich klelnere Formate und miissen durch Zerschnaiden der
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gewslzten Platten hergestelit werdan. Dabal sollen dle bestelitan Blechs so angeordnet werden,
daB der Veriust belm Zersochnelden der Standardplatten méglichst gering Ist.

5) Zwlschen vorgegebenen Orten (Hiusern etc.) soll eln Telefonnetz (oder Strom-, Fernwé#rme-,
@asleltungsnetz atc, ) errichtet werden. Die Kosten zur Varlegung elnes Kabels zwischen Je zwel
Orten selen bekannt. Gesucht wird ein Kabelnetz, das so ausgelegt Ist, daB Jeder Ort von Jedem
anderen errelchbar Ist oder daB bel Ausfall ainer (oder zwel ader drei...) Kabelverbindung Immar
noch Jeder Ort Jeden anderen errelchen kann und daB dle Gesamtkosten zur Errichtung des
Netzes minimal sind.

6) In elnem archiiolagisch Interassanten @riberfeld soll festgelegt werden, In welcher chronolo-
glschen Relhenfolge dle Gréiber angelagt worden sind. Eine Méglichkelt, dlesa Relhenfolge anné-
hernd zu bastimmen, Ist dis folgende, Dle Tépfarwaren der Griber eines Gréberfeldas warden
von Archéologen nach Stil, Farben, Materlalzusammensetzung stc. klassifiziert. Um elnen Uber-
bllck Uber die Gréberinhaite zu erhalten, kann man folgende Matrix M = (my)) aufstellen. Jedam
Qrab wird eine Zella, |eder Karamikart eine Spalte zugeordnet. Das Element my wird mit einer
Eins belegt, falls das Grab | den Keramlktyp | enthéit, sonst wird my Null gesetzt. Nmmt man an,
daB jedes Grab alle Keramiktypen enthlt, die zum Zeltpunkt der Grablegung Mode waren, so Ist
es méglich, dia Zellen von M so umzuordnen, daB Jede Spalte folgendes Aussehen hat. Die
ersten Elemente alner Jeden Spalts sind Nullen, dann folgen lauter Elnsen, dann wisederum nur
Nullen. Natirlleh Ist die obige Annahme |n der Praxis nicht erfllit. Man wllt deher alne Umord-
nung der Zellen finden, dis dieser Anordnung mé&glichst nahe kommt. Genauer, wir nennen eln
Etement m; = 0 elne Zwischennull, wennesainr < lund eln s > [ glbt mit my = 1und mgy = 1,
@esucht Ist eine Umordnung der Zellen von M, so daB dle Anzahl der Zwischennuilen méglichst

“kleln 1st. Elne solche Anordnung der Zellen gibt L.a. elne sehr gute Annéherung an die wahre
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Relhenfolge der Griber {geordnet nach dem Zeitpunkt der Qrablegung). Analog kann man natQr-
lich verfahren, wenn man die zeltichen Uberlappungen und dle relativa Beslediungsrelhenfolge
verschledener Fundstellen harausfinden méchte. Die felgenden Abblldungen sind K. GOLD-
MANN: Some archaeoioglcal criterla for chronological serlation. in: F. R. Hodson et al. (Eds):
Mathematics In the archaeologlcal and historlcal sclences. Edinburgh University Press 1971, 202-
208 entnommaean. Hiar wird eln Varglelch varschiedener Fundstellen vorganommen. Abblldung 2
stellt dle Matrix M (dicke Punkte antsprechen Elnsen) vor der Umordnung der Zellen dar, Abbill-
dung 3 gibt dieselbe Matrix nach der Zellenumordnung wiedar. Zusétzlich sind hler noch dle
Spaiten von M umgeocrdnet worden, um dle Diagonalgestalt hervorzuheben.
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7) In der Input-Output-Rechnung wird die Wirtschaft eines Landas [n n Sektoren gegliedert. Dle
Lleferungen x; des Sektors | an den Sektor | wéhrend elnes Jahres warden in einer Input-
Qutput-Matrlx X = (xj) zusammenfassen. Eln vieldiskutiertes MaB zur Messung des Verma-
schungsgrades der Wirtschaft elnes Landes, das héiufly auch zum Vergleich der Okonomlen
varschledener Linder benutzt wird, ist der Linearltitsgrad, mit dem gleichzeitig eine lineare Ord-
nung der Sektoren deflniert Ist. Dlese lineare Ordnung gibt - etwas salopp gesagt - dle Rethan-
folge dar Wichtigkelt elnes Sektors fir die Aufrechterhaltung der gesamtwirtschaftiichen Pro-
duktion an. Mathematisch ausgedriickt wird elne simultane Permutation der Zallen und Spaltan
von X gasucht, so da der Quotient aus der Summe der Elemente aberhalb der Hauptdlagonalen
und der Summe aller Elemente von X, dle nicht auf der Hauptdiagonalen stehen, so grofl wle
moglich Ist.

B) In elnem Wirtschaftpriifungsunternahmen Ist elne Menge von Prifungsauftrigen mit jewells
vartraglich vereinbartem frihsstem Anfangs- und spétestem Endtermin wéhrend elnes Pla-
nungszeltraumes gegeban. Jedar der Prifungsauftrige zerf4llt In eine Menge von Prifungsfel-
dern, dle aufgrund priifungsrechtlicher und -technlscher Interdependenzen In elner bestimmten
Relhenfolge abgearbeitet werden miissen. Zur Bearbeltung der Prifungsfelder stehen Prifer,
d.h. Einzelprifer oder Prifungteams, zur Vertilhrung. FUr Jeden Prifer sind Ausflhrungszelten
und Ausfiihrungskosten fir dlejenlgen Priiffelder bekannt, denen der Prifer zugeordnet werden
kann, FOr jeden Priifer darf dabel eine vorgagebene maximale Gesamtarbeitszelt nicht Uber-
schritten werden. Die Zuordnung von Priifern hat so zu erfolgen, daB friiheste Baginn- und spa-
teste Endtarmine der Prifungsauftrige elngehalten ynd dle zeltabhénglgen Prifungskostan aller
Auftrige minimlert werden.

9) In der Elektrolndustrle werden Schelttateln etc. hiufig gedruckt, oder Verbindungen werden
durch Eintauchen In sine Atzfllissigkslt hergestelit. Damit dle Herstellung In einem Arbeitsgang
erfoigen kann, Ist es notwendlg, daB der Schaltplan so dargestellt wird, daB sich kelne zwei
leltenden Verbindungen kreuzen (kreuzende Verbindungen mdssen vonelnander iscllert wer-
den). Eine sclche Darstellung nennt man planar. Gegeban sel eln Schaltplan, Ist der Plan planar
darstelibar? Falls nicht, welches Ist die minimale Anzahl von Verblndungen, die entfernt werden
miissen, damit der daraus resultierende Schaltplan planar darsteilbar ist?

10) Eln Postbote (Zeltungsbote etc.) muB verschiedene StraBenzlge mit Post bellefarn. Wie sall
er selnen Weg einrichten, so daf die zuriickgelegte Gesamtstrecke von dar Post und zurlick
mdglichst kurz Ist, Der gleiche Problemtyp tritt auf, wenn gewlisse Stracken oder Flachen zu

~ nlUbardecken" sind, etwa bel der Versprihung von Dingemitteln auf Feldern oder bel der Festle-

gung von Kontrollgéngen fir zu bewachende Antagen, bel der Einsatzplanung von StraBenrelnl-
‘gungs- oder Schneerdumfahrzeugen und bel der Tourenplanung der Millabfuhr. :
11) In elner Reglon (Stadt, Krels, Land) sollen neue Versorgungseinrichtungen (Schulen, Kran-
kenhduser, Polizelstationen) errichtet warden. Wiaviele dieser Elnrichtungen sollen gebaut wer-
den, damit jeder Blrger héchstens eine fest vargegebene Distanz von einer dieser Elnrichtun-
gbn entfernt wohnt und dle Gesamtbaukosten minimal sind?
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Die Im vorhergehanden aufgefihrten Belsplele lassen sich elnfach 2.B. In der Sprache der Gra-
phentheorle formulleren. Fur verschledene Problemtypen, dle héuflg aligameiner sind als die obl-
gen Belsplele, haben slch Inzwischen (melst englischsprachige) Standardnamen elngebirgert. So
{st Belsplel 1) eln Spezielfall des symmetrischen Travelllng-Salesman-Problem, Belsplel 2) ein Kir-
zaste-Wege-Problem, Beispiel 3) ein m-Salesman-Problems, Belsplel 4) eln zweldimensionales
Verschnlttproblem, Belsple! 5) aln Spanning-Tree- bzw. Zusammenhangsproblem, Belsplel 6) helt
Sarlatlonsproblem, Belsplel 7) wird als Trlangulationsproblem von Input-QOutput-Matrizen bezeich-
net, ist aber auch ein Spezlslfall des azykllschen Subgraph-Problems, Belsplel 8) 18t sich als Set-
Partitioning-Problem oder stabile-Mengen-Problem formulieren, Belsple! 8) helBt Planarit4tsprob-
lemn, Balsplel 10) st aln Sonderfall des Chinese-Postman-Problems, und Belsplel 11) st aln spezlel-
les Lokatlons- oder Standortproblem.

Dle melsten komblnatarischan Optimierungsproblems, z.B, alle oben aufgefihrtan, lassen sich
mathematlsch wie folgt formulleran. Gegeben st eine endliche Mange E und selne Menge I von
Tellmangen von E . Jadas Element von I helBt zuléssige Ldsung oder zul4ssige Menge. Gegeben
Ist fernar fir jades Elememt e & E elne Zahl cq, genannt Kosten (oder Gewlcht, Lange, Entfarnung
etc.). Fr Jade zuldssige Menge | € I sind dle Kostan ofl) definiert durch

cl)i= ¥ cg.
B E€EE

Gesucht Ist alne zuliissige Menge |*, so daB c(/*) minimal (oder maximal) Ist. Formal schreibt man

dafar min {c{l) | | € 1}

Alle komblnatorlschen Optimlerungsprobleme haben eine endilche L4sungsmenge. Ein nalver
Ansatz wiire daner, dis Kosten aller mdglichen Lésungen zu berechnen und dle kostenglinstigste
Lésung zu wihlen. Es zelgt sich jedoch, daB l.a. dle Anzahl der Lésungen komblnatorlscher Optl-
mierungsprobleme ungeheuer grof st und eine vollsténdige Enumeration aller L&sungen selbst bel
den schnellsten denkbaren Rechnern Miliierden von Jahren (oder mehr) In Anspruch nehmen wir-
de. Belsplelswelse glbt as nl = 1.2.3...(n-1).n mdgliche Wege der L&tmaschine In Belsplel 1) bel
n Lotstellen, Auf den schnellsten zur Zelt existlerenden Computern wirde dle vollsténdige Enume-
ration aller Lésungen bel nur 30 Lotstellen etwa 1020 Jahre dauern. Bedenkt man, daB In der Prax|s
Probleme mit bls zu 5000 Létstellen auftreten, so sleht man, daB dlese nalve Strategle v8lllg
unbrauchbar Ist. Bel der Untersuchung spezleller komblnatorlscher Optlmierungsprobleme hat
sich Jedoch gezelgt, daB die Anzahl| der L&sungen so gut wie Irrelevant ist. Viel wichtiger sind
spezlelle Strukturelgenschaften, dle efflzlente Lésungsalgorithman m&gllch machen.

So konnten z.B. flir Problame des Typs 2), 5), 10) Verfahren entworfen werden, die praktische
Aufgabenstailungen dieser Art In so gut wie Jeder bellebigen @réBenordnung 1¢3en kénnen. Flr die
(ibrigen oben dargasteliten Problemtypen kann man l.a. nur Aufgaben bescheldener GrdBenord-
nungen exakt 15sen. Dle bisher fir dlese Probleme entwickelten Algorithmen sind zwar erheblich
besser als dle vollsténdige Enumeration, jedoch kdnnen diese Algorithmen bef elnzeinen Belsplie-
len elne Laufzelt haben, dle exponentlell In der ProblemgréBe (das Ist z.B. dle Anzahl der Létstellen
in 1) oder dla Anzahl der Sektoren in 8)) ist. Dles wiirde auf elnem Computer schon bel relatlv
klelnen Problemen zum Abbruch des Verfahrens durch Zeltiberschreltung flhren.

Dlesas unterschiedliche Verhalten durchaus éhnlicher kombinatorlscher Optimlerungsprobleme
wurde zunlichat ampirisch beobachtet. Inzwischen glbt es dafir recht gute theoretlsche Bagrin-
dungen. Héchstwahrschelniich zerféllt dle Menge aller kombinatorlschen Optimlerungsprobleme Im
wasentlishen In zwel Klassen, sagen wir die ,elnfachen* und dle ,schwlerlgen® Probleme. Einfache
Probleme sind fOr Jede In der Praxls vorkommende GrdBenordnung In kurzer Zelt |8sbar, Gro3e
sohwilerlge Prableme wird man dagegen wohl nur selten In vernlnftiger Zelt exakt jésen kdnnen.

MIt der Untersuchung von ,Schwlerlgkeltskiassen® komblinetorlscher Optimlerungsprobleme
(und anderer Problema) befaft sich dle Komplexititstheorle. Dle In threm Sinne einfachen Pro-
bleme sind die P-Problema (mit.einem palynomlalen Algorithmus 1$sbare Probleme), withrend dile
schwlerlgen Probleme dle sogenannten NP-vollstiindigen Probleme sind. Wir verzichten auf eine
exakta Definition, da dlese dle Einfihrung elner Relhe technlscher Konzepte notwendlg macht. 3

Ein wichtiger Forschungsgegenstand der letzten Jahre bestand darin, die Problema der kombl- -
natorlschen Optimlerung nach den Kriterlen ,einfach” und ,schwierlg" zu klassifizleran. Fur dle
malsten der Problems Ist dle Frage Inzwischen entschieden, und es hat sich herausgestellt, daB aln
groBer Tell der praxisrelevanten Fragestellung zur Klasse der schwlerlgen Probleme gehdrt,
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Elnige der arzlelten Resultate sind Intuitiv nicht unmittalbar sinleuchtand; zumindest Ist nicht
Jedem sofort kler, warum eln Prablem einfach und elne geringfiiglge Varlante des Prablems schwis-
rlg Iist. Belsplelsweise Ist Problem 1) schwilerlg, wahrend das relatlv &hnilche Prablem 10) einfach
ist. In Belsplel 9) Ist es einfach festzustellen, ob seln Scheltplan planar ist, es Ist jedoch schwlerig,
dle minimale Zahl der Verbindungen zu finden, dle entfernt werdan miissen, damit der Schaitplan
planar Ist. In Belsplel 6) Ist es einfach festzustellen, ob elna Matrix M so umgeordnet werden kann,
daf as kelne Zwischennull gibt, dagegen ist es schwierlg , dle minimale Anzah| der Zwischennullen
2u bestimmen.

Gagenwdrtig konzentrlert slch die Forschung hauptséchlich auf folgende Aspekte {ohne
Beschrinkung der Allgemelnhelt betrachten wir ein komblnatorlsches Meximierungsproblem, das
wir mit P bezelchnen):

a) Entwurf effizienter heuristischer Verfahren fir P (d.h. von Varfahren, dle auf Rechnern
schnell arbeltan, aber nicht notwandig eine Optimallésung liefern), dle gewlsse Gitega-
rantlen haben (d.h. gute untere Schranken fur den Wert der Optimalldsung liefern).

b) Konstruktlon geelgneter Relaxlerungen von P, dle es erlauben, gute ohare Schranken
fiir den Wert der Optimallésung von P zu berechnen.

¢) Entwlckiung polynomlaler Algorithmen flr Spezlalﬂillé schwlerlger Probleme.

d) Entwlcklung von Algorithmen fiir schwierige Problems, dle zwar theoretisch nicht effl-
zlent sind, aber Probleme aus der Prax!s La. In annehmbarer Zelt l&sen.

Anhand elnlger Ergabnisse, dle von Mitarbeltern des Instituts fir Okonometrla und Operations
Resaarch In letzter Zelt erziait worden sind, soll das Vorgehen bel der Behandlung der Aufgaben
e),.....d) kurz erldutert werden. Wir kénnen hier nur auf einige wenige Resultate eingehen, die mit
geringem mathematlsch-tachnischen Aufwand darstellbar sind. Umfangrelchere Ubersichten fin-
den sich In den Jahresberichten der Abtallung Operations Research des Instituts fur Okonometrle
und Operatlons Research. Dlese sind als Working Paper vom Institut erhéltlich.

2Zu 8): Analyse und Entwurf heurlstischer Varfahran

Sal E elne endliche Menge, und sel I eine Menge von Telimengan von E, dle folgende Elgenschaf-

t :
en hat (noer
1cder=>Iiel

I helft eln Unabhéngigkeltssystem auf E, und Jedes Element von I helt unabhiéinglg. Ist cq E A
fir alle o € E eln Gewlcht und )
g(l) := I cg
e €l

dann halBt mex {c(l) | | € I}

ain Optimlerungsproblem (ber einem Unabhéngigkeltssystem. Es Ist sehr sinfach, alla Belspiele 1),
.., 11) als Optimlerungsprobleme (ber einem Unabhéngigkeitssystem zu formulleren. Das heiBt
Probleme des obrigen Typs sind relatlv allgemelner Natur und natdriich im Sinne der Komplexitéts-
theorle schwer. ‘

Elne wichtlge Klasse von Unabhanglgkeltssystemen bilden dle Matrolde. Sel I ein Unabhinglg-
keltssystem auf E und F C_E. Eina unabhtingige Menge B € I mitB ¢ F helBt Basls von F, wenn
es kelne unabhiingige Menge B' C. F gibt, die B echt enthélt. Wir setzen firFCE

r*(F) := max {|B| : B Basls von F},
r,(F) := min {|B] . B Basls von F} .

Eln Unabh#nglgkeltssystam I auf E helBt Matrold, wenn zusétzlich gilt
(1.3) r*(F) = r (F) fGralle F C E.
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Von Edmonds, Rado und Welsh wurde gezelgt, daB Optimlerungsprobleme der Form
max {¢(l}| | & I} fir Matroide T wie folgt mit elnem sehr einfachen Verfahren, dem soganannten
Greedy-Algorithmus, gelést werden kénnen.

(G.1) Ordne dle Gewlchte ca, 8 € E, 5o def glit
Co( = Cgg 2 .0 > 02 Cey g = ...Cppy:
(G.2) Setze F: = Qund|: =1,
(G3) Istl = k+1, STOP.
(@.4) st F U {e;} unabhiinglg, dann setze F := F U {g|}.
(G@.B) Sstze | := {41 und gahe zu (G.3).

Das heiBt, nach der Sortlerung der Elemente nach der Grdfe lhrer Gewlchte nimmt man jewslls das
gréBdte noch verblelbende positive Element, schaut nach, ob dleses zur berelts vorhandenen
Menge F hinzugefiigt werden kann, ohne dle Unabhéngigkeit zu verletzen, Ist dies der Fall, flgt
man dleses Element zu F hinzy, andernfalls wirft man das Element fir immer weg.

Offensichtlich kann man den Qreedy-Algorithmus auch auf Optimlerungsprobleme Uber Unab-
hénglgkeltssystemen anwendsn; In der Tat Ist dlesa Mathade (cder elne lhrer Varlanten) eina der In
der Praxls am hiufigsten verwendeten Heurlstiken. Es Ist sehr einfach, fir jedes Unabhéinglgkelts-
system, das keln Matrold Ist, Belspiela anzugeben, wo der Greedy-Algorithmus nicht dle Optimal-
I6sung liefert. Gelegentiich kénnen diese L&sungen sogar erheblich von der Optimallésung abwel-
chen,

in den Aufsiitzen B. KORTE, D. HAUSMANN: An analysis of the greedy heurlstic for iIndepen-
dent systams. In: Annals of Discrete Mathematics, 2 (1978), 65-74. und D. HAUSMANN, T. A, JEN-
KYNS, B. KORTE: Worst-case type analysis of greedy type algorithms for Independence systems.
in: Mathamatical Programming Study, 12 (1980), 81-77 konnte das Verhalten des Gready-Algorith-
mus und vieler seiner Varlanten beziiglich Unabhéngigkeitssystemen volistindlg geklirt wardan., Ist

Copt der Optimalwert von max {c(!)| | € I} und cq der Wert der vom Greedy-Algarithmus gelleferten
Lésung, so glit

% o mn P
copt  FCE 17 (F)

Da cg < Gop Qlit, zeigt dieses Resultat als Spezlalfall, daB aufgrund von (. 3) bel Matrold-Proble-
men dle Greedy-L&sung sine Optimallésung [st.

Ferner konnte In den o.g. Aufsitzen gezelgt werden, da8 dle angegebane Schranke scharf ist
und daB es keinen polynomlalen Approximationsalgorithmus fUr Unabhénglgkeltssystema gibt, der
eine glelchmiBig bassere Giitegarantle ilefert als der Greedy-Algorithmus. Dlase sehr allgemeinen
Resultate wurden auf verschledene spezielle kemblnatorische Optimlerungsprobleme angewsndet.
So konnten Gitegarantien fir das Matching-Problem, das symmetrische und asymmetrische Tra~
vellng-Salesman-Problem, das stablle-Mengen=-Prcblem, des azykllsche-Subgraph-Problem etc.
gefunden werden. Durch dlese Arbelten wird elnerseits alne nachtrigliche theorstlsche Rechttertl-
gung von Vielen in der Praxls verwendeten Heur{stiken gegeben, andererselts wird gezelgt, daB3 es
sinnvoll Ist, mit Varlanten der Greedy-Technlk bel der Lésung praktischer Problame Intenslv zu
experimentliaren,

WIie das Beisplel des Greedy-Algorithmus zeigt, kénnen fir viele Problemtypen polynomlaie

(also In der Praxls efflzlente) Heuristiken konstrulert werden, die eine gewlsse Gitegarantle basit-
zen. Es stallt sich daher sofort dle Frage, ob es nicht mégllch Ist, den Optimalwert gines kombina-
torischen Optimlerungsproblems mit Hiife von polynomiaien Algorlthmen belleblg genau zu appro-
xImleren. Dles Ist In der Tat gelegentlich méglich, zum Belsple! belm sogenanntan Knapsackpro-
blem und bel elnigen Relhenfolgeproblemen.
_ In B. KORTE, R. SCHRADER: On the existence of fast approximation schemes. In: O. L. MAN-
GASARIAN, R. R. MEYER, S. M. ROBINSON (Eds): Nonlinear Programming 4, Academic Press,
New York 1981, 415-437 werden alle Klassen kombinatorischer Optimlerungsprobleme, fir dle dias
der Fall Ist, volistindlg charakterlsiert. Es stelit sich heraus, daf dle belleblg genaue Approximier-
barkelt der Optimallésung durch polynomlale Algorithmen eine duBerst seltene Elgenschatft ist. Bel
fast allen kombinatorischen Optimlerungsalgorithmen gibt es Approximierbarkeltsgrenzen, dle mit
Hilfe polynomlaler Aigorithmen nicht Uberschritten werden k&nnen. Vlelfach sind dlese Grenzen
jedoch nach nicht bekannt.
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Zu b): Polyadrischa Charakterislerungen kombinatorischer Optimierungsproblema

Elne Forschungsrichtung, In der In Iletzter Zelt sehr Interessanta Ergebnisse erzlelt worden sind,
beschéftigt sich mit der Méglichkeit, komblnatorische Optimlerungsprableme mit Hilfe von Poly-
adern darzustellen, um dann llneare Programmlarungsverfashren zur Berechnung von guten
Schranken f(ir die Optimalldsung elnzusetzen.

Dleser Ansatz soll kurz snhand des symmetrischaen Traveiling-Salesman-Problems (TSP) darge-
stallt werden. Die Resultate sind den Aufsétzen M. GROTSCHEL, M. W. PADBERG: On the sym-
metrlc travelling salesman problem | ; inequalities. In : Mathematlcal Programming 16 (1979), 265-
280, und M. GROTSCHEL, M. W. PADBERG: On the symmetric travelling salesman problem il :
lifting theorems and facets. In : Mathematical Programming 16 (1979), 281-302 entnommen.

Das TSP l&Bt sich graphentheoretisch wle folgt beschrelben. Gegeben sel eln vollstdndiger
Graph Kp = [V,E] mit n Knoten (Stdten) und m: = n(n-~1)/2 Kanten (Verbindungen zwlschen Je
zwel St4dten). FUr Jede Kante || Ist elne Entfernung ¢; (zwischen Stadt | und Stadt |) gegeben.
Gesucht Ist alne Tour (Rundrelse, dle In elner Stadt beginnt, alle anderen Sthdte genau elnmal
bertihrt und wieder zur Ausgangsstadt zurlickfiihrt) minimaler Lénge. ,

Dem n-Stédte TSP kann man eln Polyeder folgendermaBen zuordnen. Mit Jeder Kante || € E
assozlilert man eine Varlable xj. Der Kantenmenge E wird somit eln Vektor X == (X12, X130 e
Xn-1,n) & FE zugeordnet. Jede Tour besteht offensichtiich aus n Kanten, Elner solchen Kanten-
menge T C_E wird eln Inzidenzvektor xT € IRE zugeardnet mit x| = 1, falls | € T, und x] =0, fals
] € T. Somit gehért zu jeder Tour eln eindeutlg bestimmter 0/1-Vektor und umgekshrt. Nun defl-
nlert man .

Q. = conv {xT|T Tour In Kp}.

Als konvexa Hilla von endlich vielen Vektoren Ist Qf eln Polytop, und Qf hat dle Elgenschaft,
daf Jede selner Ecken elner Tour entspricht und umgekehrt. Das TSP kann man nun als lineares
Programm

min cTx, x € Qf

I6sen. Allerdings geht dles nur, wenn Qf In Form elnes Unglelchungssystems dargestellt Ist, d.h.
@4 = {x € Am | Ax <b}. Nach elnem bekannten Satz Ist dles immer mdglich. Wie jedoch alle not-
wendigen Unglelchungen zur Beschreibung von Qf aussehen, Ist unbekannt. Es glbt gute Griinde
anzunshmen, daB nlemals alle Unglelchungen explizit angegeben werden kdnnen. .

In den cben zltlerten Arbelten st es gelungen, groBe Klassen von Facetten von Qf zu identifi-
zleren, dle berelts eine sehr gute Approximatlon des Polyeders Qf ergeben. Bezelchnet man den
durah dlese Ungleichungen bestimmten Polyeder mit Qg, so gilt @ € Q2. Eln auf solche Welse
bastimmtes Polyeder nennt man lineare Relaxlerung von Q7. Kann man lineare Pragramme Gber
Qp In polynomialer Zelt [8sen, so erhélt man durch Berechnung von min c'™x, X € Q) sehr gute
untere Schranken flr dle Lénge der kirzesten Tour,

In welteren Arbelten wurden von Mitarbeltern des Instituts dhnliche Probleme bezlglich ande-
rer kombinaterischer Optimlerungsprobiemse (stablle-Mengen-Problem, Matching-Problem, ver-
schledene Relhanfolgeprobleme) angegangen. Auch hler konnten grofe Facettanklassen bestimmt
werden, dle auch algorithmisch von Nutzen sind.

Da sich dle Polyedertheorie als besonders wichtlg fir dle Behandlung komblnatorischer Opti-
mlerungsprobleme arwlesen hat, dle Konzepte der kiasslschen Polyedertheorle fir die mathemati-
scha Programmlerung Jedoch nicht besonders geelgnet waren, muBte ein groBer Tell der Paolyeder-
theorie unter neuen Gasichtspunkten aufgearbeltet werden, Tellwelse muBten neue Konzepte ent-
wickelt werden, dle dle algorithmischen Aspekte stirker berlickslchtigten. Eine umfangrelche
Untersuchung dieser Art Ist der Aufsatz A, BACHEM, M. GROTSCHEL: New aspects of palyhedrsl
theory. In: B. KORTE: Modern applied mathematics: optimization and operations research. North
Holland, Amsterdam 1982, 63-105. Hler wird auf algorithmische Charakterisisrungen der Zuléssig-
kalt von Polyadern, der Adjazenz von Ssltenfidchen, der Darstellung von Polyedern durch Unglel-
chungs- bzw. Erzeugendensysteme und anderes elngegangen. Ebenso werden verbandstheoretl-
sche Aspekte der Polyedertheorle durchieuchtst, '
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2u ¢): Entwicklung polynomialer Algorithmen fir Spezialfélle schwisriger Probleme

Nachdem weltgehend geklért [st, weilche der allgemelnen Problemklassen der komblnatorlschen
Optimlerung Im Sinne der Kompiexitétstheorle elnfach oder schwlerlg sind, wird versucht, flir pra-
xlsrelevanta Spezlalfélle polynomlale Algorithmen zu entwickeln, die dle besondere Struktur dieser
Spezialfdlle ausnutzen.

Betrachten wir els Belsplel stablle Mengen In Graphen. Gegeben sel eln Graph G = [V.E] mit
Knotengewlchten cy fiir alle v € V. Eine Knotenmenge S helBt stabll, wenn Kelne zwsl KnotenIn S
mitelnander durch eine Kanta verbunden sind. Gesucht Ist elne stabile Menge, so daB dle Summe
Ihrer Knotengewlchte maximal |st.

Bekanntllch st das stablle-Mengen-Prablem schwlerlg fir die Kiasse aller Graphen. Flr sine
Anzahl von Graphenklassen waren jedoch polynomiale Algarithmen bekannt (bipartite und trlangu-
llerte Graphen, Krelsgraphen, Intervaligraphen, Verglelchbarkeltsgraphen). Unter Ausnutzung der
1979 von dem russischen Mathematlker Khachlyan entwickelten Ellipsoldmethode konnte In M.
QGRATSCHEL, L. LOVASZ, A, SCHRIJVER: Polynomlal elgorithms for perfect graphs. To appear In:
Annals of Discrete Mathematlcs gezelgt werden, daB das stablle-Mengen-Problem auch flr per-
fekte Graphen polynomial 18sbar ist, Dleses Resultat verallgemeinert fast alle vorher bekannten
Ergebnisse dlesar Art,

Gelegentlich Ist es mdglich, fir schwlerige Probleme polynomlale Algorithmen zu entwerfen,
dle das gasuchts Optimum mit belleblger Genaulgkeit approximieren, deren Rechenaufwend
Jedoch mit dem geforderten Genaulgkeitsgrad stelgt.

In A. SCHRADER: A note on approximation slgorithms for graph partitioning problems. In:
ZAMM, Bd. 62, Haft 3/4 (1982}, 384-386 wurde das folgende Problem untersucht, Gegeben sel aln
Graph G = [V,E] mit Knoten- und Kantengewichtan. Gesucht st eine Partitionlerung der Knoten-
menge in Tellmengen, so daB die Summe der Knotengewlchte In jeder Tellmenge elne bestimmte
Schranke nicht dberschreitet und dis Summe der Gewlchte der Kanten, dle balde Endknoten In
derselben Tellmenge haben, maximal Ist. Dleses Problem Ist schwer fiir dle Klasse aller Graphen,
und wle In Schraders Aufsatz gezelgt wurde, sogar schwer fir dle Klasse aller Bdume, Fur Bdume
konnte |edoch eln polynomlaler Approximationsalgorithrmus der oben angegeben Art entworfen
werden. Dleser gibt In elner Relhe von Spezlalféllen sogar das exakte Optimum In polynomialer
Zelt.

Wie das GauB'sche Eliminations-Verfahren In fast allen Methoden der linearen Algebra aut die
eine oder andere Art erscheint, werden In der geanzzehligen Programmlerung Methoden zur
Berachnung der Smith- hzw. Harmite-Normalform als fundamentale Hilfsmittel benutzt, Zur Berech-
nung dlesar Normalformen standen bisher nur Verfahren mit exponentleller Laufzelt zur Verflgung.
In A. BACHEM, R. KANNAN: Polynomial algorithms for computing the Smith and Hermite normal
forms. In: SIAM Journal on Computing, 8 {1978), 499-507 konnte nun zum ersten Mal eln Algorith-
mus vorgelegt werden, der elna polynomiale Laufzelt hat und somit im praktischen und theoretl-
schen Sinne schnell Ist.

2Zu d): implementlarung von Algorithmen

Eln nicht unwesentlicher Tell der Arbeit der Mitarbeiter des Instituts wird In dle Implamentlerung
von neu entwlckelten Algorithmen Investlort, Das halBt, dle neuen Verfahren werden programmiart
und an Problembelsplelen aus der Praxis getestet, H#uflg gibt as fir eln theoretlsches Konzept
verschledena, theoretisch #quivatenta Implementationsmaoglichkelten. Es bedarf [, a. vieler Testldu-
fe, um heurlstisch-empirisch dis In der Praxis effizlentesten Reallslerungen zu ermitteln. Dlese Ent-
wicklungen geben allardings auch vielféltige Anregungen zu theoretischen Arbalten, um z.B. das
unterschiedliche empilrische Verhalten Im Prinzlp #qulvalenter Ansitze etwa mit statistischen
Methoden zu erklaren. :

Da dle melsten kombinatorischen Optimlerungsproblems, dle von praktischen Fragestailungen
harrithran, Im thaoret/schen Sinne schwlerlg sind und dlese Probleme melstens erhebliche Grofe-
nordnungen haben (2.T. hunderttausende van Variablen), kénnen selten Verfahren elngesetzt war-
den, dla das Errelchen des exakten Optimums garantieren. Es Ist daher notwendig, Verfahran zu
entwickeln, dle gute untere und obere Schranken fur das wahre Optimum llefern und dle nur wenig
Rechanzelt bendtigen.

Bel der Lésung praktischer Aufgaben wird daher h#ufig In mehreren Stufen vorgegangen.
Zuerst wird versucht, mit schneilen Haurlstlken obere und untere Schranken zu berechnen. Falls
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man z.B. zelgen kann, daBl der Wert der heurlstisch gefundenen Lésung héchstens 5% vom wahren
Optimum abweicht, kinnte elne sclche Lasung aufgrund von Datenungenaulgkelten etc. fiir prakti-
sche Zwecke durchaus akzeptabel sein. Falls man mit Heurlstikan nicht diese Gite errelcht oder
alne groBere Genaulgkelt wiinscht, muB mit erheblich aufwendigeren Verfahren elne bessere
L&sung gesucht werden. Man muf sich |edoch dariiber Im Klaran sein, daB dle Ermittiung elner
basseran LUsung mit z. T. exponentlellen ansteigendem Rechenautwand erkauft warden mus.

Im Institut ftir Okonometrle und Operations Research werden derzeit Varfahren der ocbengs-
nannten Art flr verschledene kombinatorlsche Optimlerungsprobleme entwickelt, Dabel wird mit
dem gesamten Spekirum der zur Vertligung stehenden Ansttze exparimantiert (Schnittebanenvar-
tahren mit LP-Ansatz, Polyederrelaxlerungen, Branch-and-Bound-Verfahren, Lagrange-Relaxierun-
gen, dynamische Programmlerung etc.) Es hat sich gezeigt, daB Methaden, dle bel elnigen Proble-
men sehr erfolgrelch sind, bel anderen Problemen durchaus versagen kénnen und daB dort 2. T.
villig neus Wege baschrltten werdan miissen.

Zum Belsple! sind auf dynamlscher Programmierung beruhendes Mathoden sehr gut fiir das
Knapseckproblem und verschiedene Partltions- und Relhenfolgeprobleme geelgnet und weltaus
besser als LP-Ansttze. Schnittebenenverfahren, die auf polyedertheoretischen Anstitzen baruhen,
erbringen hervorragende Resultate bel symmaetrischan Travelling-Salesman Problemen. Hler kén-
nen Probleme mit bls zu 300 Sthdten teliwelse exakt gelést werden. L8sungen, dle héchstens 5%
vom Optimum abwelchen, werden bel Problemnen mit bis zu 1000 Stddten In akzeptabler Rechen-
zelt gefunden. Immerhin besltzen sciche Probiema bls zu 5§00.000 Veriable, was zu nicht unerheb-
llchen spelchertechnischen Schwierlgkalten fiihrt.

Aus der Industrlelien Praxis sind Verfahren der kombinatarischen Optimierung bzw. des Opera-
tions Research nicht mehr wagzudenken. Am waltesten fortgeschrittan sind sicherlich dle Anwen-
dungen Im Erdélbereich. Beginnend mit der Festlagung cptimaler Bohrstrategien zur Aufschile-
Aung méglichst vieler Erdélquellen, iiber die optimale Routenplanung und Auslastung ven Tank-
schitfen, dle kostenglnstigste Verarbeltung das Rohdls In Crack-Anlagen, bls zur Optimlerung der
Lagerhaltung und der Auslieferung von Benzin und Helzé! durch Tankwagen werden Férderung,
Verarbeltung und Vertellung in starkem MaBe von OR-Verfahren geplant.

Aber auch In anderen Industriezwelgen werden kombinatorlsche Optimlerungsverfahren auf
vlelfiltige Walse elngesetzt. Als weitere Belsplale selen erwihnt:

- Festlegung einer optimalen Walzfolge In einem Walzwerk,

- Elnsatzplanung von Flugzeugbesatzungen,

- optimale Ausiegung von Schulbusiinlen,

- optimale Planung von GreBprojekten (Bau elner Fabrlk, eines Flughafens, elnes Stau-

sees) mit Hilfe von Netzplantechnlkan, :

- Management von Blutbanken,

- Bastimmung optimaler Forderstrateglen Im Dlamantenbergbau,

- optimale Nutzung von Wildern zur Holzkohlehersteliung (In Brasillen),

- - Bestimmung der glnstigsten Standaorte fur Dingemittelfabriken in Entwlcklungsléndern,

- Optimlerung des Cash-Flows In Grefunternahmen.
Fur dle oben aufgsfOhrten und weltere kemblinatorische Optimlerungsproblema sind Im Institut fir
Okonometrle und Operations Research sowohl exakte als auch schnelle heurlstische Verfahren
antwlckelt worden. Diese Algorithmen sind gréftentelis programmlart und auf der IBM 4331 des
Instituts Implementlert worden. Dla Programmae stehen allen Interessierten Anwendern zur Verfd-
gung.

Aus diesen Belsplelen wird deutlich, wie vielféitly die Anwendung der hler besprochenen
Modalle und Verfahren sind. Mit Sicherhelt Ist das.Potentlal méglicher Anwendungen bel weltem
noch nicht ausgeschbpft.

Operatlons Research wird erst selt relatlv kurzer Zelt an den Universititen gelehrt, dementspre-
chend sind Kenntnisse (iber dlesas Geblet noch nicht allzu welt verbreltet, Zusétziich bestent viel-
fach bel Praktikern noch kein ausrelchendes ProblembawuBtseln; das helBt, viele Anwender
bemerken gar nicht, daB man mathematische Verfahren benutzen kann, um z.B. Arbeitsabléufe zu
optimleren oder Rohstoffe ratloneller elnzusetzen. Hiuflg wird fir eln vorliegendes Problem einfach
nur alne zuléssige LYsung konstrulert, und es wird nicht tiberpriift, ob es nicht kostenglinstigere
L&sungen gibt, dle technisch oder betrlebswirtschaftlich dleselbe Wirkung haben.

Natiiriich splelt auch dle Tatsache eine Rolle, daB manche Produktlonstaktoren relatlv blliig sind
(oder daB man sle nicht selbst bezahlen muB), so daB der Aufwand zur Optimlerung eines Pro-
blems gar nicht batrleben wird. Stelgende Kosten éndern Jedoch vielfach den Blickwinkel (Benzin
wird erst gespart, wenn as knapp oder teuer ist).
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Durch die Verknappung der Rescurcen und die enormen Prelssteigerungen In vielen Bersichen
wird |Jedoch In Zukunft mit Sicherhelt wesentlich mehr Wart auf elne optimala Ausnutzung aller
varhandanen Mittel gelegt werdan miasen.

Zusammenfassend 146t sich sicherlich feststellten, de@ dle kamblnatorische Optimierung aln
Gebist 1st, das noch eln arhebliches Entwickiungspotential besltzt. Trotz vieler wissenschaftlicher

Fortschritte In dan letzten Jahren sind noch eine Relhe bahnbrechender Entwickiungen In der
Theorle und In der praktischen Anwendung zu erwarten.
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