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POLYEDRISCHE KOMBINATORIK
UND SCHNITTEBENENVERFAHREN

von

Martin Grdtschel, Augsburg

Zusammenfassung

Anhand einiger Beispiele wird ein Hberblick {ber die/Methoden
und Resultate der polyedrischen Kombinatorik gegeben. Auferdem
wird die Entwicklung und Implementation von Schnittebenenverfahren

zur Lésung kombinatorischer Optimierungsprobleme diskutiert.




1. Einleitung

Dieser Ubersichtsartikel ist an Machematiker gerichtet, die keine Spezia-
listen in der kombinatorischen Optimierung sind. Ziel des Aufsatzes ist
es, einen Einblick in die Methoden und Resultate der polyedrischen Kombi-

natorik und in die Entwicklung von Schnittebenenverfahren zu geben.

In Abschnitt 2 werden drei interessante kombinatorische Optimierungs-
probleme und einige ihrer Anwendungen beschrieben: das Travelling-Sales-
man-Problem, das Max-Cut-Problem und das Linear-Ordering-Problem. (Diese
englischen Namen haben sich inzwischen auch im deutschen eingebilrgert

und werden daher nicht {lbersetzt.)

Abschnitt 3 bringt eine Einfilhrung in die polyedrische Kombinatorik.
Dies ist ein Teilpebiet der kombinatorischen Optimierung,das sich in den
letztan Jahren besonders stark entwickelt hat, Es beschdftigt sich mit
der Anwendung der Polyedertheorie, der linearen Algebra und der Methoden
zur Lésung linearer Gleichungs— und Ungleichungssysteme in der Kombina-

torik.

In Abschnitt 4 werden die polyedertheoretiaschen Kenntnisse zu den in Ab-
schnitt 2 eingefiihrten Problemen zusammengefaft, um zu zeigen, welcher
Art die Aussagen der polyedertheoretischen Methoden zu konkraten kombina-

torischen Optimierungsproblemen sind.

Anwendungen der in den Abschnitten 3 und 4 dargestellten Resultate bringt
der Abschnitt 5. Hier wird gezeigt, wie man fiir (jedes beliebige)
kombinatorische Optimierungsproblem Schnittebenenverfahren entwerfen kann
und wie dabei die polyedertheoretischen Erkenntnisse zum Entwurf re-
lativ effizienter Algorithmen ausgenutzt werden kdnnen. In diesem Ab-

schnitt werden auch einigs offene Fragen angesprochen.
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2, Drei kombinatorische Optimierungsprobleme

Kombinatorische Optimierungaprobleme treten in kaum fiberschaubarer

Zahl und Vielfalt in der Praxis und anderen Wissenschafrsbereichen

auf. (Man vergleiche etwa die Liste der NP-vollstindigen Probleme in
Garey & Johnson (1979).) Zentraler Anwendungsbereich waren friiher die
Wirtschafts— und Ingenieurwissenschaften. Jedoch werden Methoden der
kombinatorischen Optimierung heute z. B. auch in den folgenden Ge-
bieten erfolgreich benutzt: Archiologie, Betrieba- und Volkswirtschaft,

Biologie, Chemie, Geopraphie, Linguistik, Raumplanung, Physik, Soziologie.

1n diesem Abschnitt méchte ich drei repridsentative kombinatorische Opti-
mierungsprobleme mit einigen ihrer Anwendungen vorstellen. Die Auswahl
liegt einerseits darin begriindet, daf ich mich in letzter Zeit mit diesen
Problemen aus polyedertheoretischer Sicht selber beschdfrigt habe, und
andererseits darin, daf sie verschiedenen Anwendungsbereichen entatammen

und iiber sie relativ viel bekannt ist.

2.1 Das Travelling-Salesman-Problem

Die klassische Formulierung, von der sicherlich jeder schon einmal ge-

hért hat, dieses Problems ist die folgende.

Gageben seien n Stddte und Entfernungen zwischen dizaen, gesucht iat

eine Rundreise, die in Stadt 1 beginnt, durch alle anderen Stiddte ge-—
nau einmal fihrt, wiedsr in Stadt 1 endet und die minimale Linge hat.
Sind die Entfernungen e aymmetriseh, d. h. cij = cji

v i,7 € {2,...,n), so hei8t das Problem symmetrisches Travelling-Sales-

man—Problem, andernfalls wird ec asymmetrisch genannt.

Rundreiseprobleme dieser Art treten in dieser klassischen Art durchaus

bei Tourenplanungsproblemen auf. Hdufig gibt es zusitzliche Nebenbedingun-
gen wie etwa: nach dem Besuch von jeweils hichstens oder genau k Stiddten
mufl man zum Ort 1 zuriickkehren, eine Rilckkehr mufi erfolgen, wenn gewissee
Kapazitéten ilberschritten sind (z. B. Ladefihigkeit eines Lastwagens,
Arbeirszeiten von Fehrern) etc..Viele dieser Varianten laesen sich durch

einfache Transformationen auf das Standardproblem zurlickfihren.
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Eine besonders wichtige Anwendung tritt bei der Herstellung von Leiter-
platten und #hnlichen Objekten mit Hilfe numerisch kontrollierter Ma-
schinen {NC-Maschinen) auf. Hier miissen 2. B. auf einer Flatte Ldcher
(z. B. mit einem Laserbohrer oder Stanzer) gebohrt, Litstellen ange-
bracht, Punkte geschweifit oder genau plaziert chemische Mittel aufge-
bracht werden. Die NC-Maschine soll so iiber die Platte geflihrt werden,
dap die durch den Bohrkopf (L&tkopf etc.) zurlickgelegre Wegstrecke mi-
nimal ist. Normalerweise hat eine derartige NC-Maschine einen "Start-
punkt" (Nullposition vor Einfilhrung der Flarte in die Maschine), so

daB es sich hierbei um eine Rundreise vom Startpunkt zum Startpunkt
handelt. Probleme dieser Art sind iiblicherweise sehr groB., Mir sind An-

wendungsfille mit iiber 5000 zu bohrenden Ldchern bekannt.

Im nachfolgenden Bild 2.1 sind die Bohrstellen einer Leiterplatte im
MaBstab 1:1 wiedergegeben. Links unten ist der Startpunke, insgegamt sind
441 LEcher zu bohren. Dieses 442-Stidte Problem ist ungeldst. Die beste
ups bekannte und mit Heuristiken gefundene Rundreise hat eine Linge von

51.299 inchesa. Sie ist in Bild 2.1 angegeben.
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Als Travelling-Salesman-Problem lassen sich auch folgende Probleme for-
mulieren:

a) Bestimmung einer optimalen Durchlaufreihenfolge der Flilssigkeiten

(Chargen) in einer Mehrproduktenpipeline,

b) Bestimmung der optimalen Verarbeitungsfolge van Lecken in einer Grof-

lackiererei,
bei den Problemen a) und b) werden Reinigungszeiten minimiert,

c) Bestimmung einer Reihenfolge des Walzens von Profilen in einem Walz-

werk, so daB die Umriistzeiten der Welzstrafe minimiert werdem,

d) Bestimmung der zeitlichen Reihenfolge van archdologischen Fundstdcten
(Grablegungsreihenfolge von Grdbern in einem Gréberfeld, Besiedlungs-
reihenfolge von Orten) aufgrund von Ahnlichkeitsmafen (Distanzen), die

dureh die aufgefundenen Fundstlicke definiert werden.

2,2 Das Max-Cut—Prablem

Formal ist dieses Problem wie folgt definiert.

Gegeban sei ein Graph € = (V,E) mit Kantengewichtan e, ER fir alle
¢ € E, gesucht 1st eine Zerlegung (Partition) der Knotenmenge V 1in
Mangen V., v, mit V, U, =V V¥, nv,s ¢ , so daB die Summe der Ge-
wichte der Kanten, die einan Endknoten in V, und den anderen in Yy

haben (eine solche Kantenmenge heibt Schniti oder Cut), mazimal Zst.

Tch will hier kurz eine besonders interessante Anwendung dieses Problems
in der Phyasik skizzieren. Es handelt sich um die Bestimmung des Grundzu-

standes von Spinglidsern.

Ein Spinglas besteht aus nichtmagnecrischem Materisl, das an einigen Stellen
durch magnetische Atome "verunreinigt' ist. Man interessiert sich fir die
Energie des Systems und dia Orientierung der magnetischen Atome (Verun-
reinigungen) bei 0® K, =zlso fiir den sogenannten (gefrorenen) Grundzustand
des Spinglases. Dieser Grundzustand ist experimentell nicht herstellbar,

und die Physiker haben unterschiedliche, sich z. T. widersprechende Theorien
iber einige Eigenschaften dieses Grundzustandes, Die im nachfelgenden be-
schriebenen Ideen kinnen vielleicht dazu beitragen, elnige Phinomene des

Maenetismus besser zu verstehen.




- 74 -

Mathematisch wird dieses Problem wie folgt modelliert. Jeder Verunreinigung
i wird ein Vektor Si € n@ zugeordnet, der (bei einem gegebenen Bezugs-
system) die Orientierung des Atomes im Raum, d. h. den magnetischen Spin,
beschreibt. Zwischen zwei Verunreinigungen 1i,j besteht eine magnetische
Interaktion, die durch

- ..)8. 8.
Hlj J(rlj) i SJ

beschrieben wird, wobei J(rij) eine Funktion ist die vom Abstand T
der Verunreinigungen abhingt und Si'Sj das innere Produkt der Vektoren

Si, Sj ist. In der Praxis wird J wie folgt bestimmt
J(r..):= ccs(Rr..)/r?.
i] i3> iy’

wobei K eine materialabhlingige Konstante ist (z. B. K = 2.4 x 108).

Die gesamte Energie einer Spinkonfiguration ist gegeben durch
H =-I.J(rij)si-sj +LF- S:.L ,

wobei F ein ZuBeres magnetisches Feld ist. (Der Einfachheit halber
nehmen wir im folgenden an F = 0.) Ein 2ustand minimaler Energie ist

also dadurch charakterisiert, daB EJ(rij) Si-Sj maximal ist.

Das hierdurch gegebene Maximierungsproblem ist mathematisch kaum be-
handelbar., Von Ising wurde folgende Vereinfachung vorgeschlagen. Statt
jeder beliebigen rHumlichen Orientierung werden jeder Verunreinigung nur
swei Orientierungen erlaubt: "Nordpol oben" oder "Norxdpol unten". Die
dreidimensionalen Vektoren Si werden dann in diesem Modell durch Va-
riable B, mit Werten in {1,-1} exrsetzt, wobei unter Physikern Uber-
einstimmung darilber besteht, daB dieses Ising-Model)l das wehre Verhalten

von Spinglisern gut widerspiegelt. Das obige Maximierungsproblem lautet

dann beziliglich des Ising Modells

max {ZJ(rij) sisj] s, € {-1,1}} .

Der Schritt zum Max-Cut Problem ist nun leicht. Wir definieren einen
Graphen G = (V,E), wobei jeder Knoten aus V eine Verunreinigung re-
prdsentiert, je zwei Knoten i,j sind durch eine Kante verbunden, die

das Gewicht c.. = -J(r.. dgt. . i ini-
s Gewich €3 (rlj) crdgt. (Ist Ty grof, so ist nach Defini
tion c..
1]
wichten €3 gar nicht berlicksichtigt). Eine Partition von V in v,

sehr klein, und i{iblicherweise werden Kanten wmit kleinen Ge-




und ¥, entspricht einer Orientierungsfestlegung der Variablem, z. B.
V1:= {i¢€ VI i repridsentiert eine Verunreinigung mit Nordpel oben},

v, i= {i € v| der Nordpol von i ist unten}. Bei gegebenen Orientierungen
der Atome (Partition V1, V2 von V) ist die Energie des Spinglaszustandes

also wie folgt definjert

X cij - I cij - L cij
1€V1,JEV2 1,J€V1 1,3EV2
Der Zustand minimaler Energie kann also durch Maximierung des obigen Aus-
drucks bestimmt werden. Addieren wir zu diesem Ausdruck die Xonstante
C:= z c.. , so folgt daraus, dafi der Grundzustand eines Spinglases
i,]JEv

durch die Ldsung des Max-Cut—-Problems

max { I I c,.|V,,V, Partition von v}
i€V, JEV 172
=Y IR
bestimmt werden kann. Eine detailliertere Analyse dieses Problems und
die Bestimmung vieler Grundzustinde von Spingldsern kann man in Barahona,

Maynard, Rammal & Uhry (1982) finden.

2.3 Das Linear-Ordering-Problem

Probleme dieses Typs tauchen immer dann auf, wenn gewisse Objekte in eine
Rangfolge (lineare Ordnung) gebracht werden sollen, und diese bezliglich
eines Kriteriums optimal sein soll. Das Linear-Ordering-Problem, das wir

hier skizzieren wollen, kann folgendermafen beschrieben werden.

Gegeben sei ein vollsidndigeer gerichteter Graph D = (V,An), und Jjeder
dogen (1,j) € A, aei mit einem Gewicht €3 € R belegt. Gzaucht wird

eine lineare Anordnung der Knoten, sagen wir ij,iz,...,in , 80 da8

n—1 n
p p3 e,
=1 ksj+1 Ik
mazimal ist, d. h. es wird eine Rangfolge der Knoten gasucht, go cab die
Swmma der Gewichte der Begen, die mit der Rangfolge kompatibel aind, ma-

ximal 18t.

Dieses Problem hat vielfiltige Anwendungen. Eine der wichtigaten ist die
Triangulation von Input-Output-Matrizen, bei der eine "optimale" Hierarchie

der Sektoren einer Volkswirtschaft gesucht wird, die gewisse Strukturana-
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Eine besonders wichtipe Anwendung tritt bei der Herstellung von Leiter-
platten und #hnlichen Objekten mit Hilfe numerisch kontrollierter Ma-
schinen (NC-Maschinen)} auf. Hier milssen z. B. auf einer Platte Ldcher
(z. B. mit einem Laserbohrer oder Stanzer) gebohrt, L&tstellen ange-
bracht, Punkte geschweift oder genau plaziert chemische Mittel aufge-
bracht werden. Die NC-Maschine soll so iiber die Platte gefiihrt werden,
dall die durch den Bohrkopf (L¥tkopf etc.) zuriickgelegte Wegstrecke mi-
nimal ist. Normalerweise hat eine derartige NC-Maschine einen "Start-
punkt" (Nullposition vor Einfilhrung der Platte in die Maschine), so

daR es sich hierbei um eine Rundreise vom Startpunkt zum Startpunkt
handelt., Probleme dieser Art sind iiblicherweise sehr grof, Mir sind An-

wendungsfille mit {iber 5000 zu bohrenden L&chern bekannt.

Im nachfolgenden Bild 2.1 sind die Bohrstellen einer Leiterplatte im
MaBstab 1:1 wiedergegeben. Links unten ist der Startpunkt, insgesamt sind
441 Licher zu bohren, Dieses 442-S5tidte Problem ist ungellist. Die beste
uns bekannte und mit Heuristiken gefundene Rundreise hat sine Linge von

51.299 inches. Sie ist in Bild 2.1 angegeben.
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Als Travelling-Salesman-Problem lassen sich auch folgende Probleme for-
mulieren:

a) Bestimmung einer optimalen Durchlaufreihenfolge der Fllissigkeiten

(Chargen) in einer Mehrproduktenpipeline,

b) Bestimmung der optimalen Verarbeitungsfolge von lacken in einer Grofi-

lackiererei,
bei den Problemen a) und b) werden Reinigungszeiten minimiert,

c) Bestimmung einer Reihenfolpe des Walzens von Prefilen in einem Walz-

werk, so daf die Uwmriistzeiten der Walzstrafle minimiert werdem,

d) Bestimmung der zeitlichen Reihenfolge von archidclogischen Fundstitten
(Grablegungsreihenfolge von Gribern in einem Griberfeld, Besiedlungs-
reihenfolge von Orten) aufgrund von Ahnlichkeitsmafen (Distanzen), die

durch die aufgefundenen Fundstiicke definiert werden.

2.2 Das Max—Cut—Problem

Formal ist dieses Problem wie folgt definiert.

Gegeben sei ein Graph G = (V,E} mit Kantengewichten e, € R fir alle
e € E, gasucht ist eine Zeriepuny (Partition) der Knotemmenge V in
Mengen VI' V2 mit V1 ur, =" v n Vé = ¢ , 8o daB die Summe dor Ge-
wichte der Kenten, die einan Endknotern in V1 und den anderen 1in Vé

saben (eine solohe Kantenmenge heiBt Schniti oder Cut), mazimal ist.

Ich will hier kurz eine besonders interessante Anwendung dieses Problems
in der Physik skizzieren. Es handelt sich um die Bestimmung des Grundzu-

standes von Spinglidsern.

Ein Spinglas besteht aus nichtmagnerischem Material, das an einigen Stellen

durch magnetische Atome 'verunreinigt' ist. Man interessiert sich flir die
Energie des Systems und die Orientierung der magnetischen Atome (Verun-
reinigungen) bei 0° X, also fiir den sogenannten (gefrorenen) Grundzustand

des Spinglases. Dieser Grundzustand ist experimentell nicht herstellbar,

und die Physiker haben unterschiedliche, sich z. T. widersprechende Theorien

lber einige Eigenschaften dieses Grundzustandes. Die im nachfolgenden be-
gchriebenen Ideen k¥nnen vielleicht dazu beitragen, einige Phdnomene des

Magnetismus besser zu verstehen.
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lysen und Vergleiche anterschiedlicher Lidnder ermdglicht, sowie Aussagen

iber die Zirkularitdt (Grad der intermen Sektorverflechtungen) der Volks-
wirtschaft erlaubt, siehe Gritschel, JlUnger & Reinelt (1984b). Anwendungen
gibt es 2z, B. auch im Sport (Auswertung von Turnierergebnissen}, in der
Psychologie {Hierarchieuntersuchungen in Gruppen), in der Archidologie (Ahnen-

bestimmung, Datierung), in der Maschinenbelegungsplanung und im Marketing.

Im Marketing tritt das Linear Ordering Problem z, B. bei der Planung veon
Marketingstrategien oder der Auswahl von Anzeigenserien auf. Ein einfaches

Beispiel ist das folgende.

Von W. Gaul (Karlsruhe) wurden 10 verschiedene Anzeigen filr franz@sischen
Cognac auf ihre Wirkung hin untersucht. Dazu wurden 37 Studenten gebeten,
je zwei der 10 Anzeigen paarweise zu vergleichen und eine als die bessere
su bestimmen. (Diese "Methode des paarweisen Vergleichs" wird z. B. auch
bei der Bestimmung von miglichst schmackhaf tem Hundefutter etc. verwvendet) .
Addiert man die jeweiligen Einzelergebnisse auf, so erhilt man Bogenge-
wichte cij' die besagen, daB cij Personen Anzeige 1 besser fanden

als Anzeige j. Das Ergebnis dieses Experiments ist in der fclgenden

{10,10)-Matrix zusammengefalit.

o 16 11 15 7 11 17 12 11 8
21 0O 14 15 9 14 21 13 10 8
26 23 0 26 12 26 26 24 22 20
22 22 11 0 13 20 21 13 16 12
30 28 25 24 0 27 28 25 24 20
26 23 t0 17 0 O 21 15 15 12
20 16 11 16 9 16 0 11 15 U
25 24 13 24 12 22 26 O 20 15
26 27 15 21 13 22 22 17 0O 16
29 29 17 25 17 25 26 22 21 O

Die (eindeutig bestimmte) optimale Rangfolge ist
5,3,10,8,9,4,6,2,7,1 .

Daraus kann man schlieBen, daa man z. B. mit einer Serie bestehend aus
den Anzeigen 5,3,10 und & insgesamt mehr Leute anspricht, als mit je-

der anderen aus vier dieser zehn Anzeigen bestehenden Serie.




-.77_

Weitere Informationen iiber das Linear Ordering Problem und seine An-

wendungen finden sich in Reinelt (1985). :




3. Polyedrische Kombinatorik

viele kombinatorische Cptimierungsprobleme k&nnen wie folgt beschrieben
werden, Gepeben ist eine endliche Grundmenge E (2. B. die Kanten oder
Knoten eines Graphen), und jedem Element e € E ist ein Gewicht g ER
zugeordnet. Ferner ist eine (endliche) Menge T € 2F ven zuldiseigen Lo~
sungen gegeben (z. B. die Menge aller hamil tonschen Kreise oder aller
Schnitte in einem Graphen), und gesucht wird eine zuldsssige Ldsung

I€1 , so dall

c(I):= X ¢

ef1 °

maximal (oder minimal} ist.

Jedem auf diese Weise gegebenen Problem kann ein Polyeder und damit ein

lineares Programm zugeordnet werden. Das studium von derartigen Polyedern ‘
und von linmearen Programmen, die aus kombinatcrischen Optimierungsproblemen '
abgeleitet sind, ist das Thema der polyedrischen Kombinatorik. Umfangreiche ‘
{iberblicke liber dieses Gebiet findet man in Pulleyblank (1982) und Grdtschel,
(1984) . j

Polyeder sind bekanntlich definiert als die L¥sungsmengen von (endlichen)
Ungleichungssystemen, d. h. als Durchschnitte von endlich vielen Halb-
rdumen. Ein Polytop ist ein beschriénktes Polyeder und kann dquivalent de-
finiert werden als die konvexe Hiille endlich vieler Punkte. D. h. fir ein
Polytop P R" haben wir zwei Darstellungen

(3.1) P={x€ R |Ax <5},

(3.2) P

n

conv(s) ,
m

wobei A€ RO , b ER und S € BR" eine endliche Menge ist.

Lineare Programme (ilber beschrinkten Gebieten) kann man formal wie folgt

beschreiben:
T
(3.3) max c x, Xx €E P .

Jedoch wird bei allen Algorithmen der linearen Optimierung (z. B. Simplex-

e

verfahren, Ellipsoidmethode) unterstellt, da8 P in der Form (3.1) gegeben

P
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ist, Die in der polyedrischen Kombinatorik betrachteten Polytope P
treten jedoch — wie nachfolgend beschrieben - in der Form (3.2) auf,

und eine der wichtigsten und interessantesten Aufgaben ist die Bestim—
mung von zugehéirigen Ungleichungssystemen, die P in der Form (3.1) be-

schreiben.

Nehmen wir an, daB ein kombinatorisches Optimierungsproblem gegeben ist
durch eine Grundmengze [, eine Menge von zuldssigen LGsungen T E;ZE und
Gewichte c, € R Ve €E, kurz! das Problem ist durch (E,I,c) gegeben.
Fiir F < E definieren wir den Inzidenzvektor (charakteristischen Vektor)
Iy

F E
X = (xe)eEE E R durch

F 1 fall
x--{ s

_ e EF,
e’ 0 falls e @ F .
pDer zu (E,I,c} gehdrige Polytop PI ist die konvexe Hillle der Inzidenz-

vektoren der zulissigen Lisungen d. h,
(3.4) Pye= conv{xI ER [TET}.

Jeder Ecke von PI entspricht eine zuldssige L&sung ans 1 und umge-

kehrt, d. h. jede optimale BagislBsung des linearen Programms
T
(3.5) max ¢ x , X E P

entspricht einer optimalen L&sung unseres kombinatorischen Optimierungs-
problems und umgekehrt. Das Program (3.5) liegt jedoch in der "falschen"
Form vor. Um Methoden der linearen Programmierung anwenden zu k#nnen, muf

ein System von Ungleichungen gefunden werden, so da8
E
P; = {x € R | &x S b}

gilt.

Im nachfolgenden werden wir sehen, dafi es — fir algorithmische Zwecke -
hdufig ansreicht, "hinreichend gute'" Ungleichungesysteme mit der Eigen-
schaft Py < {x |A'x S b"} zu bestimmen. L8sungen von linearen Programmen
max ch, A'x £ b' (mit "guten" Systemen A'x 3 b') liefern vielfach be-
reits Optimalldsungen oder sehr gute Schranken flir die betrachteten kombina=

torischen Probleme.
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Zundchst noch einige Definitionen. Ist P SEIR“ ein Polyeder, dann heifit

eine Ungleichung a'x § & gilltig (bezliglich P), falls P c {x € [alx £ a}.
Ist aTx 2o gliltig, dann ist die Menge F:= {xlaTx =a} NP eine Seiten-
Sfldche von P. Ist F # @ eine Seitenfléche von P und gilt dim F =

dim P-1, dann heift F Facetie von P. (Flir eine Menge § < R ist dim S

die maximale Anzahl in § enthaltener affin unabhingiger Punkte minus eins.)

Die affine Killle von P , Bezeichnung aff(P), ist der von den Punkten in
P aufpespannte affine Teilraum von R" . Ein Gleichungssystem Dx = d @it

der Eigenschaft
aff(P) = {x| px = d}

heidt minimal (beztiglich P), falls die Zeilen von D 1linear unabhingig sind.

Will man ein Polytap P (gegeben in der Form (3.2)) durch ein System von
Gleichungen und Ungleichungen beschreiben, so soll dieses System mdglichst
nicht redundant sein, d. h. es soll keine Gleichungen oder Ungleichungen ent-

halten, die weggelassen werden kbnnen, ohne die Liéisungsmenge zu verindern.

(3.6) satz. Set g #Pc K ein Polyeder. Ein nicht redundantas System
von Gleichungen und Ungleichungen zur Beschreibung ven P erhdlt man

wie folgt.

(a) Man bestimme ein minimalea Gleichungssyetem Dx = d fur P

(dieses iat leer, falls dim P = n).

(b) FuUr jede Facette F von P bestimme man genau eine gilltige
Ungleichung 'z & a mit F = {.'.r.'|aT:r:= a} n P. [|

Filr Polytope PI' die zu kombinatorischen Optimierungsproblemen gehiren,
ist es narmalerweise einfach,ein winimales Gleichungssystem zu finden
(siehe Abschmnitt 4). Erheblich achwieriger ist die vollstindige Charakteri-

sierung aller Facetten von PI durch Ungleichungen.

Flir fagt alle Probleme, die in polynomialer Zeit geldst werden kénnen, ist
eine vollstindige (und hiufig auch nicht redundante) Beschreibung der zuge-

hiirigen Polytope bekannt. Beispiele hierflr sind:

- das Matching-Pelytop (Edmonds (1965)),
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- das kapazitierte b-Matching-Polytop (Edmonds & Johnson (1970),
Cook & Pulleyblank (1984)),

- das Matroid-Polytop (Edmonds (1971)) (ein Spezialfall hiervon ist

die konvexe Hiille aller Inzidenzvektoren von Wildern in Graphen).

Eine lange Liste fast aller bekannten Resultate dieser Art findet sich in

Gritschel, Lovasz & Schrijver (1986).

Dagegen ist kein NP-schwieriges kombinatorisches Optimierungsproblem bhe-
kannt, so daB fiir die Klasse der zugeh8rigen Polytape eine vollsténdige Be-
schreibung gefunden worden wire. Aus komplexititstheoretischen Griinden
kidnnen Resultate dieser Art auch nicht erwartet werden, siehe Papadimitriou

(1984).

Noch eine wichtige Bemerkung! Man kiomnte glauben, daB einfache Probleme
(polynomial lésbare) auch eine einfache polyedrische Beschreibung haben.
Dies stimmt im Hinblick auf die Anzahl der zur Beschreibung von P; not-
wendigen Ungleichungen nicht. Diese ist i. a. exponentiell in |E|. Be-
trachten wir z. B. die konvexe Hiille aller Inzidenzvektoren von Wildern
(das sind Kantenmengen, die keine Kreise enthalten) des vollaténdigen

Graphen K = (V,En), d. h.
F Eq
(3.7) P(K ) ={conv x' € R" [ Fc E  Wald} ,

dann ist durch das falgende System von Ungleichungen eine minimale nicht-

redundante Beschreibung von P(Kh) gegeben

x(E(N) € Wl -~ 1 flr alle Wev, Wl 22,

(3.8)
x 20 fir alle e € E
8 n

Hierbei ist E(W) = {ij € Enl i,] € W}. Die Anzahl der Ungleichunpen des
obigen Systems (3.8) betrigt 2% (2) -n-1.

Ist allerdings ein kombinatorisches Optimierungsproblem polynomial 1#sbar,
so k8nnen auch sehr viele polyedertheoretische Fragen bezilglich der zuge—
hérigen Klasse von Polyedern in polynomialer Zeit geld#st werden, siehe

Gritschel, Lovasz & Schrijver (1986). Beispiele hierfilir sind:




(3.9)

(3.10)

3.11)

(3.12)

(3.13;
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Gegeben vy € QE, entscheide, ob y € PI und falls dies nicht der

Fall ist, finde einen Vektor c¢ € QE {eine Schnittebene) mit

cTy >elx Y x€ P, (Dies ist das sogenannte Separierungsproblem).

Gegeben y € PI , bestimme Ecken Xyye--a¥, VoD PI s kK 8 n+l, s0

daB y Ronvexkombination dieser Ecken ist.

Gegeben y € P, bestiome die Seitenfliche kleinster Dimension von

PI , die y enthillt.
Gegeben zwei Ecken von PI , entscheide, ob diese benachbart sind.

Gegeben eine giiltige Ungleichung ch £y fir Py Finde Facetten
T T .
a,x -4 QygneesB X g @ s k Sn von PI , und rationale Zahlen

A1""’kk 2 0, so daB

k k

c= I 1A,a, und Y 2 I A,o. .
. i1 . il
i=1 i=1

Mit anderen Worten: Auch optimale Lésungen des zu max ch, x € PI

dualen linearen Programms kénnen in polynomialer Zeit gefunden werden.

B

ypm A

rpt:.,-u-\-. FRE—
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4. Einige Beispiele kombinatorischer Polyeder

Wir haben bereits gesehen, daf der Polytop P(Kn) der Wialder (3.7} des
vollstindigen Graphen X durch das Ungleichungssystem (3.8) beschrieben
werden kann. Derartige Resultate sind flir die drei in Abachnitt 2 vorge-
stellten Probleme nicht bekannt. Diese drei Probleme sind NP-vollstidndig,
und es wird wohl niemals mfglich sein, Systeme von Gleichungen und Un-
gleichungen anzugeben, die die zugehérigen Polytope vollstidndig in der
Form (3.1) beschreiben. Dennoch gibt es beziiglich dieser Probleme einige
interessante polyedertheoretische Resultate, die im nachfplgenden darge-
stellt werden und die zur Entwicklung relativ effizienter Algorithmen ge-

fihrt haben.

4.1 Travelling-5alesman—Polytope

Einen unfangreichen Uberblick iiber derzeit alle zum Travelling-Salesman-
Problem bakannten polyedertheoretischen Resultate gibt der Aufsatz
Grotschel & Padberg (1985). Wir wollen uns hier auf das symmetrische TSP

beschrinken und nur einige der interessantesten Resultate zitieren.

Sei Kn = (V,En), a2 3, ein vollstdndiger Graph, dann ist das Travelling
Salesman Polytop Qg die konvexe Hillle aller Inzidenzvektoren von hamil-

tonachen Kreisen (Touren) in Kn , d. h.
n T En . .
(4.1) Qp = convy € R "| Tc E_ hamiltonscher Kreig} .
Offensichtlich erfillen alle Punkte in Q; die Ungleichungen
(4.2) 0 £x S 1 flir alle e € E_ .
e n
Jeder Knoten wird von jeder Rundreise genau einmal durchlaufen, 4. h. genau

zwei Kanten jeder Tour sind inzident mit jedem Knoten aus R . Algebraisch

li8t sich diese Bedingung durch das folgende Gleichungssystem formulieren:
(4.3) x(8(v)) = 2 filr alle vEV,
wobei &(v) = {vi € En| i € v~{v}}. Das Gleichungesystem (4.3) ist minimal

beziiglich Qg , d. h. die Lisungsmenge von (4.3) ist gleich aff(Qg), und

die n Gleichungen sind linear unabhdngig. Daraus folgt




sl a
dim Qp lEnl Vi

Die Ecken des Polytops, das durch (4.2) und (4.3) bestimmt ist, sind ent-
weder Inzidenzvektoren von Touren, Inzidenzvektoren von disjunkten Kreisen,
wobei jeder Knoten des Kn auf genau einem Kreis liegt (solche Kantenmengen
heiBen 2-Matehings),oder Vektoren x, deren Komponenten die Werte

X, € {0,1,%} annehmen, wobei die Menge der Kanten & € En » die zu Kompo-
nenten X, = %— gehéren, aus disjunkten Kreisen ungerader Linge besteht.

Bild 4.1 zeigt im Falle n = & in (a), (b) und (c) diese drei Mdglichkeiten.

<D<

(a) Tour {b) 2-Matching, das (c) gebrochene Lésung
keine Tour ist

O—

Bild 4.1

Die gewellten Linien in 4.1 (c) entsprechen Kanten e € E, , deren zuge-
h8rige Komponenten den Wert %— haben, gerade Linien in (a), (b), {c) ent-

sprechen dem Wert 1{.

Ist Tc En eine Tour und W g V , so gilt offensichtlich |T N E(W)| S
Wl - 1, d. h. Touren enthalten keine "kurzen' Kreise. Dies k#nnen wir

algebraigch durch die sogenannten

(4.4) Kurzzyklus-Ungleichungen
x(E(W) £ 1Wl -1 Eir alle WSV, W#Y
ausdrilcken. Es ist unmittelbar einsichtig, daR jeder Inzidenzvektor eines

2-Matchings, das keine Tour ist, eine der Ungleichungen (4.4) verletzt.

Daraus folgt:

(4.5) Qg = conv{x € IEED x erfdllt (4.2), (4.3), (4.4) und

x ist ganzzahlig} .
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Wir kdnnen somit das Travelling-Salesman-Problem als ganzzahliges lineares

Programm formulieren

(4.86) min ch
x erfiille (4,2), (4.3), (4.4),

x ganzzahlig .

Jede L&sung von (4.6) ist der Inzidenazvektor einer Tour und umgekehrt.

Das durch (4.2), (4.3) und (4.4) definierte Polytop hat jedoch noch ge-
brochene Ecken. Z. B. ist der zu Bild 4.1 (c)} gehdrige Vektor eine solche !
gebrochene Ecke. Edmonds (1965) hat eine Klasse von Ungleichungen angegeben,

die alle gehrochenen Ecken dieser Art eliminiert.

(4.7) Z-Matching Ungleichungen

x(E(T)) § 11+ Bl fur alle W, T,,...,1 €V

5
x(E(H)) + X

1=1

so daB |H N le -1, lTj\HI = 1, J=1,.0.,58
und s ungerade .
Edmonds konnte zeigen:

(4.8) Satz. Die Ecken dea dureh (4.2), (4.3) und (4.7) definierten Poly- :
eders aind ganzzahlig, und awar sind sie genau die Inzidenzvektoren

der 2-Matchings des K . i

Fligt man jedoch die Ungleichungen (4.4} zu (4.2), (4.3), (4.7) hinzu, so
werden neue gebrochene Ecken erzeugt. Um diese abzuschneiden wurden neue
Klassen von Ungleichungen durch Verallgemeinerung der Ungleichungen (4.7}
abgeleitet. Chvatal (1973) betrachtete zundchst sogenannte Kamm-Ungleichungen,
diese wurden von Grétschel & Padberg (1979) weiterentwickelt und schlief-
lich durch Gr&tschel & Pulleyblank (1981) in eine - in einem prizisierbaren
Sinne - allgemeinste Form gebracht. Wir erinnern daran, daB eine Clique

in einem Graphen eine maximale Knotenmenge W ist, so daf je zweli Knoten

aus W benachbart sind.

(4.9) Definition. EZn Cliquenbaum ist ein zusammenhéingender Untergraph
¢ dee K , der aus Cliquen besteht, die die folgandan Eigenschaften
haben,

!
;
:-w
fir

ot b 2
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(1) Die Cliquen bestehen aus zwei Mengen, den Griffen

Hl""’”r und den Zinken TI""’IB .
n = St j =
(2) Ti n Tj g, 1 t < J 8
(3) Hinﬁj:0,15i<j£r.
r
(4) 25 |7 Sn2 und T~ U H A2l J=1,0..45-
J '71:.:11‘

{3) Jeder Griff hat etinen nichtleeren Durchcehnitt mit einer

ungeraden Anzahl von mindestens drei Zinken.

(6) . Falls IE n Hi 7 P, dann zst c\{Tj n Hi) unausaymen—
htingend. I

Bild 4.2 zeigt einen Cliguenbaum mit vier Griffen und elf Zinken.

Bild 4.2

(4.10) Satz. Fir jeden Cliquenbaum C des X = gegeben durch die Griffe
Hyseoosll, und die Zinken T T, definiert die Cliguenbaum—

Ungleichung

P IR

n 8 r L] S+I
(h.11) I z(E(H_i)J + ¥ x{E(T.)) s T [Hil + I rlTJ.I—tJ.J -5

=1 J-1 J 1=1 Jj=1

aine Facette von Q; . (Hierbei <at tj die Anzahl der Griffe,
die mit der Zinke 13 einen nichtigeren Durchschnitt haben.)

[
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Gilt fiir zwel Knoten u,v eines Cliquenbaums {u,v} c Tj n Hi , S0 ist

der Koeffizient der Variablen X v auf der linken Seite von {4.11) zwei.

Die Koeffizienten ven Cliquenbaumungleichungen haben also Werte in

{0,1,2} .

Es ist nicht schwierig zu sehen, daf die Ungleichungen (4.7) und (4.4)
Spezialfille von (4.11) sind. Es sind noch einige andere Klassen von Un—
gleichungen bekannt, die Facetten von Q; definieren. Aus Platzgriinden

kéinnen wir hier jedoch darauf nicht eingehen.

4.2 Das Polytop der Schnitte eines Graphen

Ist G = (V,E) ein Graph, so hezeichnen wir den durch W < V gegebenen

Schnitt mit 6(W), d. h.
S(W) = {ij € E| 1 €W, ] € W} .

Der Schnittpolytop CUT(G) ist somit definiert durch

& (W)

CUT (G) := canv{y € IRE| wcvl,

d. h. ein Max-Cut-Problem auf G kann man {lber das lineare Frogramm

max ch, x € CUT(G) 1lé&sen.

Studien zum Schnittpolytop und dem damit eng verwandten Polytop der bi-
partiten Teilgraphen von G sind in Barahona & Mahjoub (1983) und
Barahona, Gr&tschel & Mahjoub (1985) durchgefiihrt worden. Unter anderem

koante folgendes gezeigt werden.

(4.12) Satz. (Barahona & Mahjouh (1983)). Sei G = (V,E) ein Graph.

(a) Die folgenden Ungleichungen sind gilltig beailglich CUT(G):

(4.13) 02z, £ 1 filr alla e € E ,

(4.14) z(F) — z(C~F) & |F| - 1 fir alle Kretge ¢ < E und alle
FecC, |Fl wungerade ,

G5 mEw) s [LWILEIWI] furalle Wev, W23,

(4.16) xz(F) & 2p filr alle Fahrrad-p—Rdder F c E ,
p 2 3 und ungerade .
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(b} Ferner gilt:

(4.13") Die beiden Ungleichungen 0 & x, £1 aus (4.13) definieren
Facetten von CUT{(G) genau dann, wemn e 1in keinem Kreis
der Lédnge drei enthalten tSt.

(4.14") Eine Ungleichung (4.14) defintcrt eine Facette von CUT(G)
genau dann, wenn der Kreis C keine Diagonale enthilt.

{4.15") Eina Ungleichung (4.15) definiert eine Facette von CUT(G) ge-

nau dann, wenn |W| ungerade igt.

{4.16") Alle Ungleichungen (4.16) definieren Facevten von CUT(G).

[

Ein Fahrrad-p~Rad (bicycle p-wheel) F € E ist dabei eine Kantenmenge, die
aus einem Kreis der Linge p besteht, aus den Kanten, die von zweli weiteren
Knoten wu,v zu allen Knoten des Kreises fithren, und aus der Kante uv. In

Bild 4.3 ist ein Fahrrad-5-Rad gezeichnet.

Bild 4.3

Fermer sind mehrere relativ allgemeine Verfahren bekannt, mit denen man
weitere Facetten aus den in Satz (4.12) angegebenen konstruieren kann.

Eine besonders interessante Beobachtung ist die folgende

{4.17) Satz. Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt

CUT(G) = {z € I’ | = erfullt (4.13) und (4.14))
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genau dann, wenn G nicht zum vollstdndigen Graphen K, kontra-

hierbar iat. ﬂ

Jedem Polytop P kann man einen Graphen G(P), das Skelett von P, wie
folgt zuordnen. Die Ecken des Polytops P sind die Knoten von G(P), und
zwei Knoten von G(P) sind adjazent, falls sie auf P durch eine Kante
verbunden sind. Der Abstand dist(u,v) 2zweier Knoten u,v einea zusammen—
hdngenden Graphen iat die Linge des kiirzesten Weges von u nach v. Der
Diameter eines Graphen ist das Maximum aller Abstinde dist(n,v), und der

Diameter aines Polytopes ist der Diameter seines Skeletts,

Fiir den Diameter ven CUT(G) aind scharfe obere und untere Schranken be-

kannt, Verbliiffend ist das folgende Resultat

(4.18) Satz. Dar Diameter von CUT(KH) 15t eing,

Dies bedeutet, dafl jede Ecke von CUT(Kh} mit jeder anderen Ecke be-
nachbart ist. Insbesondere folgt daraus, daB man bei der Ldsung eines li-
nearen Programms max ch, ﬁ 3 CUT(Kn) von jeder Startecke im Prinzip in
einem Schritt des Simplexalgorithmua zur Optimalecke pelangen kann. Man

weifl allerdings nicht wie !

4.3 Das zum Linear-Ordering-Prablem geh8rige Polytop

Ein Turnier in einem vollst#ndigen Digraphen Dn = (V'An) ist eine Bogen-
menge T C An , so daB je zwei Knoten 1i,j € V durch genau einen Bogen
verbunden sind. Ein Turnier heift azyklisaeh, falls es keinen gerichteten
Kreis enthlilt. Mit diesen Bezeichnungen kann man das Linear-Ordering~

Problem folgendermafen formulieren:

Finde in D, ein azyklisches Turnier maximalen Gewiohtaes.

[
i

kann somit wie
LO v

Das 2um Linear-Ordering~Problem gehsrende Polytop P

folgt definiert werden:

P:O:' conv{xT € nfh’l TS A azyklisches Turnier} .

Linear-{0rdering-Probleme k&nnen also mit Hilfe des linearen Programms

n

max ch y X E PLO

gelbst werden.
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In Grédtschel, Jiinger & Reinelt (1982) wurde u. a. folgendes pezeigt.

(4.19) Satz. Sei D, = (V,A”) ein vollatdndiger Digraph, n < 2. Dann
gLit:
{a) Das Gleichungssystem
(4.20) TiptEg T 1 ftiralle i, €V, 1 # ]
ist ein minimales Gleichungssystem beaiglich on . (Daraus folgt
. n _ ,n
dim P, = (2).)

(b) Die Ungleichungen
(4.21) 0 s T $1 (1,7) €4,

definieren Facetten von PEO . Dabei definieren jedoch die beiden

Ungleiclungen T £1 und xji 2 0 jewsils ein und dieselle Facette.
(¢) Fiir jeden gerichteten Kreiz € C An tat die Ungletchung
(4.22) z(C) £ IC] - 1

giiltig beztigiich on . Jadooh definieren lediglich die au Kreisen
der Léinge drei gehdrigen Ungleichungen Facetten von P;O .

{d) Es seien k23 wund n 2 2k, U = {"1""=“p} , W= {mI,...,mk}
Uny=¢ . Die Bogenmange

F

[(“1:)"’1;) ] i= 1:---;k} u {(wl‘-’u,])l ] js 'LnJ = 1,...,k}

heiBt k-Zaun (siehe Bild 4.4 (a)). Fir alle k~24une F <A,
definiert die Ungleichung

2

(4.23) xz{(F) sk -k +1

eine Facette von PEO . ﬂ

Es sind noch weitere Facetten von P£O bekannt, etwa solche die von
MBbiusleitern (siehe Bild 4.4 (b)), k-Rddern und anderen Digraphen abge-
leitet sind. Die Definiticmen der zugehdrigen Ungleichungen aind jedoch

reichlich kompliziert. Wir verweisen hlerzu auf Reinelt (1985).




v

{a) 3-Zaun (b) Msbiusleiter

Bild 4.4

Auch PEO hat einen {iberraschend kleinen Diameter, Young {1978) kannte

zeigen,

(4.24) Satz. Der Diameter von PZO 15t zwet filr n 2 2,




5. Schnittebenenverfahren

Gegeben sei ein System von Ungleichungen in n Variablen
(5.1) alx Sa, i=1,...,m
: i i rerT

mit &, € qQ°, a; € Q. Mit £i wollen wir die Inputlinge der i-ten Un-
gleichung bezeichnen, 4. h. die Anzahl der Speicherplitze, die notwendig
sind, um den Vektor a; und die Zahl a; binlir darzustellen. Es sei
L:= max{LiI i=1,...,m} Mi; Hilfe der Ellipscidmethode kann man zeigen,
daB lineare Programme max c x, x erfiillt (5.1), genau dann in einer An-
zahl von Rechenschritten geldst werden kinnen, die polynomial in L wund

der Inputliinge von c¢ 1ist, falls das

(5.2) Separierungsproblem. Gegeben y E Qn, entscheide, ob y (5.1)

erfiillt und falls nicht, finde eine Ungleitchung, die y verletat.

in einer Zeit gelost werden kann, die polynomial in L wund der Inputlinge
von y ist, siehe Gritschel, Lovasz & Schrijver (1981). Man beachte hier-
bei, da@ L unabhidngig von der Anzahl der Ungleichungen ist! In der Tat

konnen — bei geeigneter Modifikation der Problemstellung - sogar unendlich

viele Nebenbedingungen zugelassen werden.

Wie wir gesehen bzw. angedeutet haben, entstehen bei der polyedrischen For-
mulierung von kombinatorischen Optimierungsproblemen (E,Il,c) fast immer
lineare Programme mit einer Anzahl von Nebenbedingungen, die exponentiell
in der Variablenzahl |E{ ist. Das oben zitierte Resultat zeigt jedoch,
dag die Anzahl der Ungleichung nicht wiehtig ist, wenn man nur in der Lage

ist, alle Ungleichungen in polynomialer Zeit (in L) zu {lberprilfen.

Ist (E,I,c) in polynomialer Zeit 18sbar, so folgt aus dem obigen Resultat
insbesondere, daf das Separierungsproblem beziiglich des zugeh¥rigen Poly-
eders PI in polynomialer Zeit geldat werden kann. Fiir NP-vollstindige
kombinatorische Optimierungsprobleme ist das natiirlich nicht zu erwarten
(andernfalls hdtte man P = NP gezeigt). Von auBerordentlicher praktischer
Bedeutung ist jedoch die Tatsache, daR es h¥ufig auch bei Polytopen, die zu
NP-vollstiéindigen Problemen geh¥ren, Klassen von facetten—-definierenden Un~
gleichungen gibt, fiir die das Separierungsproblem in polynomialer Zeit ge-
lést werden kann. Dieae Ungleichungen kann man danmn in Schnittebenenver—

fahren verwenden.
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Prinzipiell geht man hierbei wie folgt vor.

Zundchst wird die Ellipsoidmethode durch das Simplexverfahren ersetzt. Die
Ellipsoidmethode garantiert zwar theoretisch eine polynomiale Laufzeit, ist
aber praktisch (derzeit noch) sehr ineffizient und numerisch instabil. Der
Simplexalgorithmus hat dagegen ein empirisch hervorragendes Laufzeitver-

halten.

Ist nun ein kombinatorisches Optimierungsproblem (E,I,c) gegeben, und ist
Py = conv{xI € rE | T € 1}, se betrachtet man das lineare Programm

(5.3) max ¢ x , x € Py .

Man versucht PI in der Form (3.1) darzustellen. Nehmen wir an, es werden

Ungleichungssysteme UI""’Uk gefunden, so daB gilt

(5.4) P, e {x€ R | x erfitllt U,...,0.} und

L

(5.5) Py = conv{x € rE | » erfiillt U, wund x ganzzahlig} .

Man beginnt mit dem linearen Programm

(5.86) max cox  x erfillle U,.

(Ist U, =zu grof, um alle Ungleichungen aus U explizit aufzuschreiben,

1 1

widhlt man natiirlich zundchst ein Teilsystem Ui c U1

algorithmus liefert eine optimale Ldsung x* wvon (5.6). Ist x* ganz-

aus.) Der Simplex-

zahlig, so hat man wegen (5.5) eine optimale Lbsung von (5.3) gefunden,

also das kombinatorische Optimierungsproblem gelédst.

Ist x* gebrochen, sc ruft man die Separierungsalgorithmen beziiglich der
Ungleichungssysteme U2""'Uk auf. Wird eine (oder mehrere) verletzte
Ungleichung gefunden, so filgt man sie als neue Restriktion zum gegen-
wirtigen LP hinzu, 1&st das neue LP und fEhrt auf diese Weise weitar

fort.

Allgemeine Strategieregeln zur Auswahl der Ungleichungssysteme, die iiber-
Prift werden, und die Anzahl der Ungleichungen, die in jedem Schritt hinzu-
gefilgt werden sollen, lassen sich nicht angeben. Es scheint so, daR man

bei jedem Problem apezielle empirische Erfahrungen hierliber sammeln und




- 04 -

auswerten mufi. AuBerdem hat es sich gezeigt, daB die Anwendung von Heuri-
stiken zur Schnittebenenerkennung (statt — falls vorhanden - exakter Se-
parationsverfahren, die z. T. recht hohe - jedoch polynomiaie - Laufzeiten

haben) sinnvoll ist und zu erheblichen praktischen Laufzeitverbesserungen

ftihTt.

Das oben beschriebene Verfahren endet entweder mit einer optimalen L&sung

ven (5.3) oder mit einer gebrochenen optimalen Ldsung des gegenwdrtigen
linearen Programms, filr die in den Ungleichungssystemen Ul""‘uk keine
Schnittebene gefunden werden kann. In diesem Falle gibt man entweder mit
einer (i. a. sehr guten) oberen Schranke fiir den Wert von (5.3) auf oder
beginnt eine Branch & Bound-Phase. Wie dies zu machen ist, ist offensichtlich,
allerdings i. a. recht milhsam und nur mit viel Arbeitsaufwand und empiri-

schen Rechenvergleichen zu implementieren.

Ist das System von Ungleichungen U_!,...,Uk vollatdndig beziiglich 'PI .

so endet dieses Schnittebenenverfahren immer mit einer ganzzahligen L&-
sung. So kénnten wir mit diesem Verfahren z. B, einen maximalen Wald in
einem vollstindigen Graphen (wdhle Ungleichungssystem (3.8)), ein maxi-
males 2-Matching (wihle (4.2), (4.3) und (4.7), siehe (4.8)) und einen
maximalen Schnitt in einem Graphen, der nicht zu K5 kontrahierbar ist,
(wdhle (4.13), (4.14), siehe (4.17)) bestimmen, ohne in die Branch & Bound-
Phase eintreten zu missen. Empirisch hat es sich gezeigt, daB bei manchen
NP-vollstindigen Problemen am Ende der Schnittebenenphase sehr h#ufig ganz-
zahlige Losungen (und damit OptimallBaungen fir (5.3)) auftreten, siehe

z. B. Gr8tschel, Jiinger & Reinelt (1984a), Barahona & Maccioni (1982), Beim
Travelling-Salesman—Problem hingegen tritt eine solche Situation wesentlich

seltener ein, siehe Crowder & Padberg {1980).

Fiir die in Abschnitt 4 besprochenen Probleme liegen die folgenden Er-

fahrungen in Bezug auf Schnittebenenverfahren vor.

5.1 Das Travelling-Salesman—Problem

Bezliglich dieses Problems wurden die ersten sehr erfolgreichen Schnitt-—
ebenenverfahren der oben beschriebenen Art entwickelt, siehe hierzu
Grétschel (1980), Hong & Padberg (1980) und Crowder & Padberg (1980).
Einen {lberblick iiber Schnittebenenverfahren fiir dag TSP und die dabei

auftretenden Probleme gibt Padberg & Griitschel (19835).
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Man beginnt mit den Ungleichungen (4.2) und dem Gleichungssystem (4.3).

Die Kurzzyklusungleichungen (4.4) und die 2-Matching-Ungleichungen (4.7)

sind in polyncmialer Zeit iiberpriifbar mit NetzwerkfluBmethoden. Die drei
cben penannten Studien benutzen hierzu jedoch Heuristiken. Dennoch konnten
Travelling Salesman Probleme mit bis zu 318 Stddten in verninftigen Rechen-
zeiten geldst werden. Bild 5.1 zeigt dieses bisher gr&Bte gelSste Travelling-

Salesman-Problem. Es handelt sich wiederum um ein Bohrproblem, siehe Abschmitt 2.1
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Bild 5.1

Gegenwédrtig wird von 0. Holland und dem Autor ein Schnittebenenverfahren

entwickelt, das die Erfillung aller Ungleichungen (4.4) und {(4.7) garantiert

Wir zeigen kurz,wie man die Kurzzyklusbedingungen (4.4) in polynomialer Zeit
iberprifer kann. Sei x* die optimale Lisung dea letzten LP, Wir definieren
den Graphen G = (V,E%) mit E#*:= {ij € Enl xij > 0}. Die Kanten ij € E*
erhalten die KapazitHt xi. . Mit dem MaximalfluR-Algorithmus von Ford und
Fulkerson {(oder einer Variante dieses Algorithmus) bestimmt man einen Schnitt
d(w*) in G minimaler Kapazitdt x*(§(W*)). Gilt x*(S(W*)) 2 2, so sind
alle Kurzzyklusbedingungen erfiilllt, andernfalls — wie man leicht aus-
rechnet -ist die Ungleichung x(E(W*)) £ |W*¥| - 1 durch =x* wverlatzt und
kann als Schnittebene hinzugefllgt werden. Ob es einen polynomialen Sepa-
rierungsalgorithmus fiir die Klasse der Cliquenbaum-Ungleichungen (4.11)

gibt, ist derzeit unbekannt. Selbst der Spezialfall der Kammungleichungen




(Cliquenbdume mit genau einem Griff) ist ungeldst. Ein schneller Sepa-
rierungsalgorithmus filr (4.11) wiirde sicherlich die vorhandenen Schnite-

ebenenverfahren fiir das TSP erheblich beschleunigen.

Bemerkenswert ist, daB beim TSP in der Schnittebenenerkennungsphase i. a.
nur recht wenige Schnitte gefunden werden. Hier hat man also nicht das
Problem eine "geeignete" Menge von Schnittebenen auswihlen zu milssen. Man

fiigt ganz einfach alle gefundenen Ungleichungen zum gegenwdrtigen LP hinzu.

5.2 Das Max-Cut=Problem

Die Schnictebenenstudien hierzu sind noch nicht allzu umfangreich. Eine
erste Implementation basierend auf Schnitrebenenerkennungsheuristiken
wurde in Barahona & Maccioni (1982) vorgenommen. Hier konnten Max-Cut
Probleme auf Graphen mit 150 Knoten und 600 Kanten gel&st werden. Gegen-
wirtig wird ir Augsburg ein Verfahren konzipiert, das einen exakten Se-

parierungsalgorithmus fiir die Ungleichungen (4.14) enthilt.
Zur L&sung eines Problems
T
max ¢ x , X € CUT{G)

startet man mit den trivialen Ungleichungen (4.13). Die {exponentiell
vielen) Kreisungleichungen (4.14) kbnnen dadurch in polynomialer Zeit
tiberprilft werden, daf das Separierungsproblem fiir (4.14) in ein kombi-
natorisches Optimierungaproblem umformuliert werden kann, das durch
Anwendung eines Algorithmus zur Bestimmung kiirzester Wege gellat weden
kann. (Verwendet man diesen Separierungsalgorithmus zusammen mit der
Ellipsoidmethode, so folgt aue Satz (4.17), daB Max-Cut Probleme auf
Graphen, die nicht zu KS kontrahierbar sind, in polynomialer Zeit ge-
l8st werden k&nnen, siehe Barahona (1983).) Auch das Separierungsproblem
fir die Fahrrad-p-Rider Ungleichungen kann mit Hilfe von Kiirzeste-Wege-—
Methoden in polynomialer Zeit geldst werden, miehe Gerards (1985), Ob
die Cliquenungleichungen (4.15) in polynomialer Zeit iiberpriift werden
kdnnen, ist derzeit nicht bekannt. Weitere offene Fragen in dieser Hinsicht

sind in Barahona, Gr&tschel & Mahjoub (1985) zu finden.

5.3 Das Linear-Ordering-Problem

Fir dieses Problem wurde in Grétschel, Jinger & Reinelt (1984a)ein Schnitt-

ebenenalgorithmus entwickelt, der speziell zur L#sung von Triangulations-
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problemen in der Input—-Output—Analyse gedacht war. Die meisten empirisch
erhobenen Input-Output-Tabellen haben Zeilen- und Spaltenzahlen n, die

zwischen 40 und &0 liegen. Da das Triangulationsproblem von erheblicher

praktischer Bedeutung ist, wurden in der Vergangenheit eine Vielzahl von
Verfahren zur L#sung von Problemen dieser Gr8filenordnung vorgeschlagen.
Jedoch ist es erstmals mit einem Schnittebenenverfahren gelungen, in
diese Dimensionen vorzustofien, und zwar wurden in Gr&tschel, Jinger

& Reinelt (1984b) alle den Autoren zughnglichen Input-Output-Matrizen

innerhalb akzeptabler Rechenzeiten trianguliert.

Bei diesem Problem kann man aufgrund der Gleichungen (4.20) die Variablen-
zahl halbieren und beginnt die LP-Phase mit den trivialen Ungleichungen
(4.21). Da alle Kreisungleichungen (4.22) redundant sind aufler den Drei-
erkreisungleichungen, werden nur die Kreise der Linge drei durch Enumera-
tion dberpriift. Dies geschieht in 0(n3) Schritten. Bei den Rechenexperi-
menten in Grdtschel, Jinger & Reinelt (1984a), Reinelt (1985) wurde empi-
risch beobachtet, daf bei den ersten zwei bis drei Schnittebenenerken—
nungsphasen (Enumeration der Dreiecksungleichungen) bereits im Bereich

40 £ n S 60 einige Tausend verletzte Ungleichungen entdeckt werden kdnner.
Die Hinzufiigung aller verletzten Ungleichungen wiirde sehr bald zu nicht
mehr handhabbaren linearen Programmen fiilhren. In Reinelt (1985) sind
mehrere Strategien zur Reduzierung der LP-Gréfe in einem solchen Fall

beschrieben worden.

Flir die k-Zaun-Ungleichungen (4.23), M&biusleiter-Ungleichungen etc.
sind keine polynomialen Separatiomsalgorithmen bekannt. Hierfiir wurden

Heuristiken entwickelt, die in Reinelt (1985) diskutiert werden.
Erstaunlich ist bei diesem Problem, daB die optimale LP-~Ldsung in den
untersuchten rund 100 realen Problemen fast immer ganzzahlig war, also

so gut wie nie die Branch & Bound-Phase aufgerufen werden mufite.

5.4 Matching-Probleme

Den Schnittebenenansatz kann man natiirlich auch auf kombinatorische
Optimierungsprobleme anwenden, fiir die gute kombinatorische Optimierungs-
algorithmen existieren. A priori erscheint es natiirlich unsinnig, der-
artige Probleme mit Verfahren anzugehen, die potentiell eine expcnentielle

Laufzeit haben konnen.

Bayzarische
Staatshibliothclk
Mnchen
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In Grdtschel & Holland (1985) wurde dies fiir das Matching Froblem {finde
in einem gerichteten Graphen G ein perfektes Matching minimalen Ge-
wichtsg) versucht, Das erstaunliche Resultat dieser Rechenatudie igt, daB
das io diesem Papar entworfene Schnittebenenverfahren etwa genau so schnell
iet wie das derzeitig beste kombinatorische Verfahren zur L¥sung von

Matching Problemer.

Hier zeigt sich also, daB dieser Ansatz auch bei "gutartigen" Problemen er-
folgreich sein kann. Dies ist insofern von Bedeutung als viele kombinato-
rische Problems (wie 2. B. das Matching Problem) selten in ihrer 'reinen"
Form in der Praxis auftreten, Hiufig treten Nebenbedingungen auf, die bei
einem LP-Ansatz (mit anschliefiender Branch & Bound-Phase} berilcksichtigt
werden kénnen, die aber im Rahmen eines kombinatorischen Algorithmus nicht

behandelt werden kénnen.
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