
Die optimierte Odyssee 
Das Problem der kürzesten Rundreise ist Prototyp einer großen Klasse praktisch 

bedeutsamer, komplexer Minimierungs- oder Maximierungsaufgaben. Sie sind so schwer, 
daß man sich häufig mit einer brauchbaren Näherung zufriedengeben muß. Neue, 

listenreiche Verfahren liefern jedoch immer häufiger die nachweislich beste Lösung. 

VON MARTIN GRÖTSCHEL UND MANFRED PADBERG 

Odysseus, der sagenhafte König von 
der griechischen Insel Ithaka, hatte 
eine lange Reise hinter sich, als er 

nach 20 Jahren seine Penelope endlich 
wieder in die Arme schließen konnte -
Stoff für ein ganzes Epos, die „Odyssee" 
des antiken Dichters Homer. Moderne 
Interpreten haben aus ihr 16 Orte im Mit­
telmeerraum herausgelesen, die er be­
sucht haben soll (kleines Bild unten). 

Er hätte es zweifellos kürzer haben 
können, wären da nicht das Schicksal, 
die Launen des Meeres, die Mißgunst 
der Götter und vor allem der mangelnde 
Überblick über die Geographie gewesen. 
Versetzen wir Odysseus in die moderne 
Zeit: Stellen wir uns einen Topmanager 
oder - prosaischer - Handelsvertreter 
(travelling salesman) vor. Er will alle 16 
Städte in beliebiger Reihenfolge besu­
chen, und zwar auf dem kürzestmögli-
chen Wege - Zeit ist Geld. Das ist das 
berühmte travelling salesman problem 
(TSP): schnell formuliert, höchst praxis-
relevaut, scheinbar harmlos, in Wirklich­
keit aber - für große Städteanzahlen - so 
schwer, daß die Mathematiker sich auch 
nach Jahrzehnten harter Arbeit die Zähne 
daran ausbeißen. 

Mehr noch: Das TSP ist nur das ein­
leuchtendste Beispiel aus einer ganzen 
Klasse von Problemen. Sie finden sich 

Der sagenhafte Odysseus drohte 
bereits auf der zweidimensionalen 
Meeresoberfläche rettungslos verlo­
renzugehen und wählte nicht den 
kürzesten Weg nach Hause (kleines 
Bild, nach der Interpretation von E. 
Bradley). Um nicht nur heimzu­
finden, sondern auf kürzestem 
Wege alle Stationen aufzusuchen, 
muß man sich statt in zwei 
in 120 Dimensionen 
zurechtfinden. 

überall da, wo es gilt, unter Kombinationen 
von sehr vielen Möglichkeiten die günstig­
ste zu finden. Beispielhaft für die unüber­
sehbar vielen Anwendungen seien genannt: 
• Zuweisung von Ladung und Personal 

an Lastwagen oder Frachtflugzeuge, 
• Maschinenbelegung, 
• Fahrplangestaltung, 
• Entwurf von Mikrochips, 
• Kapitalanlageplanung und 
• die Gestaltung von Kommunikations­

netzen. 
Für das Problem des Odysseus ergibt 

sich als kürzeste Rundreise eine Tour 
von 6859 Kilometern Länge (Kasten Sei­
te 84 rechts unten). Die 
Entfernungen zwischen 
je zwei Städten haben 
wir in Luftlinie gemes­
sen (und auf ganze Ki­
lometer gerundet): aber 

selbst mit dem Flugzeug hätte Odysseus 
in der von ihm gewählten Reihenfolge 
9913 Kilometer zurücklegen müssen. 
Optimierung kann also erhebliche Ein­
sparungen bringen! 

Wie haben wir nun die kürzeste 
Rundreise für Odysseus gefunden? Ir­
gendwelche Touren zu finden ist nicht 
schwer: Es stehen 653837184000 Mög­
lichkeiten zur Auswahl. Wir haben alle 
diese Touren durchprobiert und ihre Län­
gen berechnet (Kasten auf Seite 78). Das 
hat auf einem üblichen Arbeitsplatzrech-



Weltrekord: die kürzeste Rundreise durch sämtliche 13509 Städte der USA (ohne Alaska und Hawaii) mit mehr als 500 Einwohnern 

ner immerhin 92 Stunden - fast vier Tage 
- gedauert. 

Diese Enumeration ist der klassische 
Ansatz zur Lösung von kombinatori­
schen Optimierungsproblemen, das heißt 
solchen mit endlich vielen Auswahlmög­
lichkeiten. Es steckt nichts dahinter als 
die gedankenlose Anwendung roher Ge­
walt; aber diese Methode lebt immer 
noch in einigen (etwas angestaubten) 
Köpfen fort. Nur scheitert sie bereits an 
Problemen, die geringfügig größer sind 
als die Reiseplanung des Odysseus. Wir 
haben dieses Beispiel unter anderem des­
wegen gewählt, weil es mit heutzutage 
vorhandenen Computern gerade noch 
mittels Enumeration lösbar ist. Bereits 
25 Städte würden die größten Supercom­
puter mit den ausgefeiltesten Enumerati-
onstechniken hoffnungslos überfordern. 

Praktische Probleme sind jedoch 
deutlich größer - und werden trotzdem 
gelöst. Erst im vergangenen Sommer ha­
ben David Applegate, Robert Bixby und 
William Cook von der Rice-Universität 
in Houston (Texas) sowie Vasek Chvatal 
von der Rutgers-Universität in New 
Brunswick (New Jersey) mit den hier be­
schriebenen Methoden die kürzeste 
Rundreise durch mehr als 13000 Städte 
gefunden (Bild oben) und damit ihren 
bisherigen Rekord von 7397 Städten 
weit hinter sich gelassen. Solche und 
noch weit größere Probleme treten täg­
lich in der Produktion von Leiterplatten 
(Kasten Seite 79), beim Entwurf höchst­
integrierter Schaltkreise, in der Röntgen-

kristallographie und in vielen anderen 
Gebieten auf. 

Am Anfang der Analyse steht eine 
mathematische Formalisierung. Beim 
TSP ersetzt man jede Stadt durch einen 
Punkt, einen sogenannten Knoten, und 
jede direkte Verbindung zwischen zwei 
Städten durch eine Linie (Mathematiker 
sagen: Kante) zwischen den entspre­
chenden Knoten. Ein Gebilde aus Kno­
ten mitsamt Kanten dazwischen heißt ein 
Graph. Wenn, wie beim Problem des 
Odysseus, jeder Knoten mit jedem ande­
ren durch eine Kante verbunden ist -
man kann von jeder Stadt direkt zu jeder 
anderen fliegen - , sprechen die Fachleu­
te von einem vollständigen Graphen. Der 
vollständige Graph mit 16 Knoten hat 
genau 120 Kanten. 

Mathematische Modellierung: 
Aus einer Rundreise wird ein Graph 

An jede Kante wird nun die Strek-
kenlänge zwischen den zugehörigen 
Knoten angeschrieben - allgemeiner for­
muliert: die „Kosten" (Zeit, Geld, Materi­
al, oder was einem sonst lieb und teuer 
ist), die das Durchlaufen dieser Kante ver­
ursacht. Jede Reise entspricht einer Teil­
menge der Kanten. Wenn eine solche Teil­
menge eine komplette Rundreise durch 
alle Knoten bildet, wird sie Tour oder Ha-
milton-Kreis genannt, nach dem irischen 
Mathematiker Sir William Hamilton 
(1805 bis 1865). Die Länge einer Tour ist 

die Summe der einzelnen Kantenlängen. 
Das TSP ist also, graphentheoretisch for­
muliert. die Aufgabe, die kürzeste Tour in 
einem vollständigen Graphen zu finden; 
genauer: eine kürzeste Tour, denn es kann 
verschiedene Touren mit der gleichen mi­
nimalen Länge geben. 

Warum ist nun das TSP so schwie­
rig? Liegt es daran, daß die Zahl der 
Touren für große Städtezahlen so unge­
heuer groß ist? Erstaunlicherweise nein. 
Die Anzahl möglicher Lösungen ist kein 
brauchbares Maß für die Schwierigkeit 
eines kombinatorischen Problems. 

Betrachten wir als Gegenbeispiel fol­
gendes Problem. Zwischen den 16 Städ­
ten soll ein Kommunikationsnetzwerk 
errichtet werden, das jede Stadt mit jeder 
anderen verbindet, möglicherweise auf 
dem Umweg über weitere Städte. Wieder 
gehören zu einer Direktverbindung 
(Kante) zwischen zwei Städten gewisse 
- entfernungsabhängige - Kosten, etwa 
für die Verlegung eines Glasfaserkabels. 
Die teuerste Lösung besteht im vollstän­
digen Graphen: Jede Stadt ist auf direk­
tem Wege mit jeder anderen verbunden. 

Für dieses Problem gibt es ein sehr 
einfaches Verfahren zur Kostensenkung: 
Wir entfernen aus dem jeweiligen Gra­
phen die teuerste Kante, die wir über­
haupt entfernen können, ohne daß das 
Netz in zwei unzusammenhängende Tei­
le zerfällt, und das immer wieder, bis 
nichts mehr geht. Für die 16 Städte des 
Odysseus ergibt sich nach diesem Ver­
fahren ein Netzwerk mit einer Gesamt-



länge von 4540 Kilometern (siehe Karte 
unten). 

Der beschriebene Algorithmus wählt 
also in jedem Moment unter den verfüg­
baren Möglichkeiten die günstigste, in 
diesem Falle die mit der größten Kosten­
senkung, ohne Rücksicht darauf, ob er 
sich damit nicht eine insgesamt gesehen 
viel bessere Lösung verbaut. Ein solches 
Verhalten - nehmen, was man kriegen 
kann, ohne auf die Spätfolgen zu sehen -
nennt man gierig (greedy). Normalerwei­
se ist es sinnvoll, auf der Suche nach 
dem größten Vorteil vorübergehend ei­
nen Nachteil in Kauf zu neh­
men. Aber in diesem Fall ist 
blinde Gier genau das Richtige! 
Man kann beweisen, daß dieser 
Algorithmus stets eine optima­
le, das heißt kostenminimale 
Lösung des Problems liefert. 

Wie viele mögliche Lösun­
gen gibt es für dieses Problem? 
Bei n Städten ist jeder Graph 
mit genau n-1 Kanten, der kei­
nen geschlossenen Rundweg 

durch einen Teil der Knoten enthält, eine 
mögliche Lösung. Solche Graphen hei­
ßen aufspannende Bäume {spanning 
trees) oder Gerüste (vergleiche Spektrum 
der Wissenschaft, April 1995, Seite 10). 
Arthur Cayley (1821 bis 1895) bewies 
bereits 1889, daß es für n Städte genau 
nn-2 verschiedene aufspannende Bäume 
gibt. Für 16 Städte beträgt diese Zahl 
72057594037927936. Das ist beträcht­
lich mehr als die Anzahl der möglichen 
Rundreisen im Problem des Odysseus: 
und das gilt allgemein für beliebige (gro­
ße) Städtezahlen. Trotzdem läßt sich un-

Das kostengünstigste Kommunikationsnetz zwischen den 
16 Städten des Odysseus 

ter diesen vielen Lösungen eine optimale 
auf einem PC innerhalb weniger Millise­
kunden errechnen. 

Wenn es also nicht die Anzahl der 
möglichen Lösungen ist: Was macht das 
TSP zu einem so schwierigen Problem? 
Um ehrlich zu sein, wir kennen die 
Antwort selber nicht. Immerhin gibt es 
die Komplexitätstheorie, die zwischen 
„leichten" Problemen wie dem des auf­
spannenden Baumes und „schwierigen" 
wie dem TSP zu unterscheiden hilft. Die 
Theorie liefert ein unangenehmes Ergeb­
nis: Sehr viele praktisch relevante kom­
binatorische Probleme sind als „schwie­
rig" zu klassifizieren. 

Schon durch eine geringfügige Ver­
änderung kann aus einem leichten Pro­
blem ein schwieriges werden. Nehmen 
wir an, wir legten bei unserem Kommu­
nikationsnetzwerk Wert auf eine gewisse 
Ausfallsicherheit: Es soll auch dann 
noch funktionieren, wenn ein Feuer, ein 
Erdbeben oder auch nur der Fehlgriff ei­
nes Baggers eine Leitung zerstört. Ein 
aufspannender Baum bietet solche Si­
cherheit ja gerade nicht: Durch eine Un­
terbrechung an irgendeiner Stelle zerfällt 
das Netz in zwei Teile, die nicht mehr 
miteinander reden können. 

Solch naheliegende Aspekte werden 
in der Realität nicht immer berücksich­
tigt. Als in den regionalen Telephonnet-
zen der USA die Kupferdrähte durch 
Glasfaserkabel ersetzt wurden, begnügte 
man sich wegen der hohen Kosten mit 
Minimallösungen - und hatte hinterher 
katastrophale Ausfälle zu beklagen, so 
den völligen Zusammenbruch des Chica­
goer Telephonnetzes im Jahre 1988. Dar­
aufhin waren sehr kostspielige Nachbes­
serungen vorzunehmen. 

Je mehr zusätzliche Leitungen es 
gibt, desto größer ist die Ausfallsicher­
heit. Das Optimale unter diesem Aspekt 
ist der vollständige Graph; aber der ist zu 
teuer. Man muß also die Ausfallsicherheit 
gegenüber den Kosten der Konstruktion 
und Wartung abwägen. In aller Regel gibt 
es dabei wichtige und weniger wichtige 
Verbindungen beziehungsweise Städte; 
man wird Prioritäten vergeben. Solche 
Zusatzbedingungen sind mühelos in die 
mathematische Formulierung des Pro­

blems einzubringen: das ist das 
Schöne an den kombinatorischen 
Ansätzen. Leider wird dabei aus ei­
nem leichten Problem ein schwieri­
ges - ebenso schwierig wie das TSP 
im allgemeinen Fall. 

Eine mögliche (und übliche) 
Formulierung des Problems ist fol­
gende. Wir vergeben Wichtigkeits-
werte für die einzelnen Städte: 0 für 
die unbedeutenden, I für die wich­
tigeren, 2 für die großen Städte und 

Alle Wege führen (am Ende) nach Ithaka 
Wie viele Touren durch n Städte gibt es? 

D ie Anzahl aller möglichen Rundrei­
sen durch eine gegebene Anzahl 

von Städten berechnet man am einfach­
sten mit einem Induktionsargument. 
Nehmen wir an, wir hätten bereits eine 
vollständige Liste aller Touren durch n-
1 Städte. Daraus konstruieren wir eine 
entprechende Liste für n Städte, indem 
wir in eine (n-l)-Städte-Tour einen Ab­
stecher zur n-ten Stadt einfügen. Dafür 
gibt es n-\ Möglichkeiten, nämlich 
sämtliche Teilstrecken von einer Stadt 
zur nächsten. Also ist die Anzahl der n-
Städte-Touren gleich (n-1) mal der An­
zahl der (n-l)-Städte-Touren. (Bei die­
sem Konstruktionsverfahren kann eine 
Tour nicht auf zwei verschiedene Wei­
sen entstehen, also 
gibt es auch keine 
Doppelzählungen.) 

Für drei Städte 
gibt es genau eine 
Tour. (Ein Weg durch 
alle Städte und dersel­
be Weg in Gegenrich­
tung gelten als ein 
und dieselbe Tour; das 
genannte Konstrukti­
onsverfahren stellt si­
cher, daß aus jedem 
Paar entgegengesetzt 
durchlaufener Touren 
stets nur genau eine 
in der Liste vertreten 
ist.) Für vier Städte 
gibt es drei Rundrei­

sen, für fünf Städte 3x4=12 , allgemein 
für n Städte 3x4x . . . x (n - l )= (n - l ) ! / 2 
Touren. Für n=16 ergibt diese Formel 
653837184000 mögliche Routen. 

Wir haben für das Problem des 
Odysseus die Längen all dieser Touren 
ausgerechnet. Die 10 kürzesten sind 
6859, 6865, 6870, 6875, 6889, 
6890, 6895, 6898 und 6900 Kilome­
ter lang; die längste hat 16434 Kilome­
ter. Die Graphik zeigt, wieviel Touren es 
zu einer gegebenen Länge gibt. Der Me­
dian ist 13072 Kilometer, das heißt, die 
Hälfte aller Touren ist länger, die andere 
Hälfte kürzer als dieser Wert. Die häu­
figste Tourlänge, 13359 Kilometer, ist 
mehr als 229 Millionen mal vertreten. 



so weiter, und fordern, daß eine Stadt der 
Wichtigkeit j mit jeder Stadt gleicher 
oder größerer Wichtigkeit verbunden 
bleiben soll, selbst wenn j beliebige Di­
rektverbindungen ausfallen. Unter allen 
Netzen, die diese Bedingung erfüllen, ist 
dasjenige mit den geringsten Kosten ge­
sucht. In ähnlicher Form kann man For­
derungen nach Sicherheit gegenüber 
dem Ausfall von Knoten oder von Kno­
ten und Kanten zugleich in das Problem 
einbringen (Kasten Seite 80). 

Probleme der Praxis enthalten häufig 
noch eine Fülle weiterer Nebenbedingun­
gen; zum Beispiel kann eine Leitung oder 
ein Verbindungsrechner nur eine gewisse 
Anzahl von Gesprächen zugleich bewäl­
tigen. Durch sie wird die Anzahl der zu­
lässigen Lösungen noch kleiner, aber das 
Problem nicht einfacher - im Gegenteil. 

Soweit die Probleme. Wie findet man 
nun gute oder gar optimale Lösungen, 
und wie erfährt man, wie gut eine be­
stimmte Lösung ist, die der Computer 
ausspuckt? Bei allen - wichtigen - Un­
terschieden zwischen den Problemklas­
sen gibt es einige Grundprinzipien. 

Obere und untere Schranken 

Gehen wir zunächst davon aus, daß 
eine gewisse Zielfunktion - Reiseweg, 
Kosten und so weiter - zu minimieren 
ist. (Maximierungsprobleme unterschei­
den sich von Minimierungsproblemen 
nur durch das Vorzeichen.) Wir tragen in 
Gedanken den Wert jeder überhaupt zu­
lässigen Lösung auf der reellen Zahlen­
geraden ein. Daß es eine optimale Lö­

sung geben muß, ist klar: Es gibt ja nur 
endlich viele Lösungen, und unter end­
lich vielen reellen Zahlen gibt es stets 
eine kleinste. Wir wissen nur nicht, wo 
auf der Zahlengeraden sie liegt. Nun gilt 
es diesen unbekannten Wert irgendwie 
einzugrenzen, obere und untere Schran­
ken auf der Zahlengeraden zu finden. 
Ohne die optimale Lösung zu kennen, 
wüßte man dann immerhin, daß sie nicht 
schlechter ist als die obere Schranke, 
aber auch nicht besser als die untere. 

Obere Schranken zu finden ist nicht 
schwer. Jede zulässige Lösung ist eine, 
denn eine optimale Lösung ist per defini-
tionetn nicht schlechter als diese beliebi­
ge Lösung. Interessant sind natürlich Lö­
sungen, die dem Optimum möglichst na-
hekommen. Algorithmen, die (möglichst 
gute) zulässige Lösungen und somit obe-

Die lange Rundreise des Bohrers 
Mit der richtigen Reihenfolge spart man fast die Hälfte der Zeit 

Die Aufgabe... 

Es sind mit einem mechanischen oder einem Laserbohrer 
2392 Löcher in eine rechteckige Leiterplatte zu bohren. 

Durch sie sollen im nächsten Produktionsschritt die Anschlüsse 
der elektrischen Bauteile geführt werden. Derartige Leiterplat­
ten finden sich in Waschmaschinen, Transistorradios, Fernseh­
geräten, Computern und zahlreichen anderen Geräten. Genau 
wie Odysseus muß der Bohrer jedes Loch (jede Stadt) genau 
einmal anfahren. Die Bohrzeit pro Loch ist konstant; an der 
Gesamtbohrzeit kann man nur sparen, indem man die Gesamt­
entfernung, die der Bohrer zurücklegen muß, minimiert. 

Wieder ist es, wie beim Problem des Odysseus, einfach, 
eine beliebige Rundreise für den Bohrer zu finden. Ein Planer in 
der Industrie hat die rechts oben abgebildete Lösung entworfen, 
die offensichtlich noch Verbesserungsreserven enthält. 

Bei der rechts unten dargestellten optimalen Lösung beträgt 
die zurückzulegende Gesamtentfernung 378032 statt 718876 
(in willkürlichen Einheiten) - eine Ersparnis von fast 50 Pro­
zent! Eine Workstation benötigt dafür weniger als eine Stunde. 
Dabei wurde angenommen, daß die Fahrzeit des Bohrers 
zwischen zwei Bohrungen proportional zu ihrer Entfernung 
ist. Andere Annahmen sind ebenfalls sinnvoll. Wenn, wie häu­
fig, der Bohrer von zwei unabhängigen Motoren in x- und in 

... irgendeine Lösung... 

y-Richtung bewegt wird, ist das Maximum der Entfernungen 
in x- und in y-Richtung das realistischere Maß für die Fahrzeit. 

, und die optimale Lösung 


