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Die optimierte Odyssee

Das Problem der kiirzesten Rundreise ist Prototyp einer groBen Klasse praktisch
bedeutsamer, komplexer Minimierungs- oder Maximierungsaufgaben. Sie sind so schwer,
daB man sich haufig mit einer brauchbaren Naherung zufriedengeben muf3. Neue,
listenreiche Verfahren liefern jedoch immer haufiger die nachweislich beste Losung.

VON MARTIN GROTSCHEL UND MANFRED PADBERG

dysseus, der sagenhafte Konig von
O der griechischen Insel Ithaka, hatte

eine lange Reise hinter sich, als er
nach zwanzig Jahren seine Penelope end-
lich wieder in die Arme schlieen konnte
— Stoff fiir ein ganzes Epos, die ,,Odys-
see* des antiken Dichters Homer. Moder-
ne Interpreten haben aus ihr 16 Orte im
Mittelmeerraum herausgelesen, die er be-
sucht haben soll (kleines Bild unten).

Er hitte es zweifellos kiirzer haben
konnen, wiren da nicht das Schicksal,
die Launen des Meeres, die Mifigunst
der Gotter und vor allem der mangelnde
Uberblick iiber die Geographie gewesen.
Versetzen wir Odysseus in die moderne
Zeit: Stellen wir uns einen Topmanager
oder — prosaischer — Handelsvertreter
(travelling salesman) vor. Er will alle 16
Stadte in beliebiger Reihenfolge besu-
chen, und zwar auf dem kiirzestmogli-
chen Wege — Zeit ist Geld. Das ist das
beriihmte travelling salesman problem
(TSP): schnell form i hochst praxis-
releva
keit ab
schwer, d
nach Jahr;

iiberall da, wo es gilt, unter Kombinationen
von sehr vielen Moglichkeiten die giinstig-
ste zu finden. Beispielhaft fiir die uniiber-
sehbar vielen Anwendungen seien genannt:
e Zuweisung von Ladung und Personal
an Lastwagen oder Frachttlugzeuge,
Maschinenbelegung,
Fahrplangestaltung,
Entwurf von Mikrochips,
Kapitalanlageplanung und
die Gestaltung von Kommunikations-
netzen.

Fiir das Problem des Odysseus ergibt
sich als kiirzeste Rundreise eine Tour
von 6859 Kilometern Lénge (Kaste

te 40 rechts unten). Die
A/

Entfernungen zwischen
je zwei Stadten habe
wir in Luftlinie gemes-
sen (und auf ganze K
lometer gerundet);

selbst mit dem Flugzeug hitte Odysseus
in der von ihm gewihlten Reihenfolge
9913 Kilometer zuriicklegen miissen.
Optimierung kann also erhebliche Ein-
sparungen bringen!

Wie haben wir nun die kiirzeste
Rundreise fiir Odysseus gefunden? Ir-
gendwelche Touren zu finden ist nicht
schwer: Es stehen 653 837 184 000 Mog-
lichkeiten zur Auswahl. Wir haben alle
diese Touren durchprobiert und ihre Lan-
gen berechnet (Kasten auf Seite 34). Das
hat aut einem {iblichen Arbeitsplatzrech-

renzugehen und wah
kiirzesten Weg nach (ki
Bild, nach der Interpretation von E
Bradley). Um nicht
finden, sondern auf
Wege alle Stationen aufzusuc :
muB man sich statt in zwei
in 120 Dimensionen
zurechtfinden.




Weltrekord: die kiirzeste Rundreise durch samtliche 13509 Stadte der USA (ohne Alaska und Hawaii) mit mehr als 500 Einwohnern

ner immerhin 92 Stunden — fast vier Tage
— gedauert.

Diese Enumeration ist der klassische
Ansatz zur Losung von kombinatori-
schen Optimierungsproblemen, das heifit
solchen mit endlich vielen Auswahlmog-
lichkeiten. Es steckt nichts dahinter als
die gedankenlose Anwendung roher Ge-
walt; aber diese Methode lebt immer
noch in einigen (etwas angestaubten)
Kopfen fort. Nur scheitert sie bereits an
Problemen, die geringfiigig groBer sind
als die Reiseplanung des Odysseus. Wir
haben dieses Beispiel unter anderem des-
wegen gewidhlt, weil es mit heutzutage
vorhandenen Computern gerade noch
mittels Enumeration 16sbar ist. Bereits
25 Stiadte wiirden die grofiten Supercom-
puter mit den ausgefeiltesten Enumerati-
onstechniken hoffnungslos tiberfordern.

Praktische Probleme sind jedoch
deutlich grofer — und werden trotzdem
gelost. Erst im Sommer 1998 haben Da-
vid Applegate, Robert Bixby und Willi-
am Cook von der Rice-Universitit in
Houston (Texas) sowie Vasek Chvatal
von der Rutgers-Universitit in New
Brunswick (New Jersey) mit den hier be-
schriecbenen Methoden die kiirzeste
Rundreise durch mehr als 13000 Stadte
gefunden (Bild oben) und damit ihren
bisherigen Rekord von 7397 Stidten
weit hinter sich gelassen. Solche und
noch weit groflere Probleme treten tag-
lich in der Produktion von Leiterplatten
(Kasten Seite 35), beim Entwurf hochst-
integrierter Schaltkreise, in der Rontgen-
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kristallographie und in vielen anderen
Gebieten auf.

Am Anfang der Analyse steht eine
mathematische Formalisierung. Beim
TSP ersetzt man jede Stadt durch einen
Punkt, einen sogenannten Knoten, und
jede direkte Verbindung zwischen zwei
Stiadten durch eine Linie (Mathematiker
sagen: Kante) zwischen den entspre-
chenden Knoten. Ein Gebilde aus Kno-
ten mitsamt Kanten dazwischen heif3t ein
Graph. Wenn. wie beim Problem des
Odysseus, jeder Knoten mit jedem ande-
ren durch eine Kante verbunden ist —
man kann von jeder Stadt direkt zu jeder
anderen fliegen —, sprechen die Fachleu-
te von einem vollstandigen Graphen. Der
vollstindige Graph mit 16 Knoten hat
genau 120 Kanten.

Mathematische Modellierung:
Aus einer Rundreise wird ein Graph

An jede Kante wird nun die Strek-
kenldnge zwischen den zugehorigen
Knoten angeschrieben — allgemeiner for-
muliert: die ,,Kosten* (Zeit. Geld, Materi-
al, oder was einem sonst lieb und teuer
ist), die das Durchlaufen dieser Kante ver-
ursacht. Jede Reise entspricht einer Teil-
menge der Kanten. Wenn eine solche Teil-
menge eine komplette Rundreise durch
alle Knoten bildet, wird sie Tour oder Ha-
milton-Kreis genannt, nach dem irischen
Mathematiker Sir William Hamilton
(1805 — 1865). Die Léange einer Tour ist
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die Summe der einzelnen Kantenldngen.
Das TSP ist also, graphentheoretisch for-
muliert, die Aufgabe, die kiirzeste Tour in
einem vollstindigen Graphen zu finden;
genauer: eine kiirzeste Tour, denn es kann
verschiedene Touren mit der gleichen mi-
nimalen Lange geben.

Warum ist nun das TSP so schwie-
rig? Liegt es daran, dafl die Zahl der
Touren fiir grofe Stiddtezahlen so unge-
heuer grof} ist? Erstaunlicherweise nein.
Die Anzahl moglicher Losungen ist kein
brauchbares Maf fiir die Schwierigkeit
eines kombinatorischen Problems.

Betrachten wir als Gegenbeispiel fol-
gendes Problem. Zwischen den 16 Stid-
ten soll ein Kommunikationsnetzwerk
errichtet werden. das jede Stadt mit jeder
anderen verbindet, moglicherweise auf
dem Umweg iiber weitere Stadte. Wieder
gehoren zu einer Direktverbindung
(Kante) zwischen zwei Stidten gewisse
— entfernungsabhingige — Kosten. etwa
fiir die Verlegung eines Glasfaserkabels.
Die teuerste Losung besteht im vollstédn-
digen Graphen: Jede Stadt ist auf direk-
tem Wege mit jeder anderen verbunden.

Fiir dieses Problem gibt es ein sehr
einfaches Verfahren zur Kostensenkung:
Wir entfernen aus dem jeweiligen Gra-
phen die teuerste Kante, die wir iiber-
haupt entfernen konnen, ohne dafl das
Netz in zwei unzusammenhéngende Tei-
le zerfallt, und das immer wieder, bis
nichts mehr geht. Fiir die 16 Stddte des
Odysseus ergibt sich nach diesem Ver-
fahren ein Netzwerk mit einer Gesamt-
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KOMBINATORISCHE OPTIMIERUNG

Wie viele Touren durc

Die Anzahl aller méglichen Rundrei-
sen durch eine gegebene Anzahl
von Stadten berechnet man mit einem
Induktionsargument. Nehmen wir an,
wir hatten bereits eine Liste aller Touren
durch n—1 Stadte. Daraus konstruieren
wir eine entsprechende Liste fiir n Stad-
te, indem wir in eine (n-1)-Stadte-Tour
einen Abstecher zur n-ten Stadt einfi-
gen. Dafur gibt es n—1 Maoglichkeiten:
samtliche Teilstrecken von einer Stadt
zur nachsten. Also ist die Anzahl der n-
Stadte-Touren gleich (n—1) mal der An-
zahl der (n-1)-Stadte-Touren. (Bei die-
sem Konstruktionsverfahren kann eine
Tour nicht auf zwei verschiedene Wei-
sen entstehen, also gibt es auch keine
Doppelzéhlungen.)

Alle Wege fiihren (am Ende) nach Ithaka

h n Stédte gibt es?

fir n Stadte 3x4x...x(n-1)=(n-1)!/2
Touren. Fur n=16 ergibt diese Formel
653837 184000 mogliche Routen.

Wir haben fir das Problem des
Odysseus die Langen all dieser Touren
ausgerechnet. Die 10 kirzesten sind
6859, 6865, 6870, 6875, 6878,
6889, 6890, 6895, 6898 und 6900
Kilometer lang; die langste hat 16434
Kilometer. Die Graphik zeigt, wieviele
Touren es zu einer gegebenen Lange
gibt. Der Median ist 13072 Kilometer,
das heiB3t, die Halfte aller Touren ist lan-
ger, die andere Halfte kiirzer als dieser
Wert. Die haufigste Tourlange, 13359
Kilometer, ist mehr als 229 Millionen
mal vertreten.

sen, fur fiunf Stadte

3x4=12, allgemein
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linge von 4540 Kilometern (siehe Karte
unten).

Der beschriebene Algorithmus wihlt
also in jedem Moment unter den verfiig-
baren Moglichkeiten die giinstigste, in
diesem Falle die mit der grofiten Kosten-
senkung, ohne Riicksicht darauf, ob er
sich damit nicht eine insgesamt gesehen
viel bessere Losung verbaut. Ein solches
Verhalten — nehmen, was man kriegen
kann, ohne auf die Spatfolgen zu sehen —
nennt man gierig (greedy). Normalerwei-
se ist es sinnvoll, auf der Suche nach
dem groBten Vorteil voriibergehend ei-
nen Nachteil in Kauf zu neh-
men. Aber in diesem Fall ist
blinde Gier genau das Richtige!
Man kann beweisen, daf3 dieser
Algorithmus stets eine optima-
le, das heiflt kostenminimale
Losung des Problems liefert.

Wie viele mogliche Losun-
gen gibt es fiir dieses Problem?
Bei n Stddten ist jeder Graph
mit genau n—1 Kanten, der kei-
nen geschlossenen Rundweg
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durch einen Teil der Knoten enthilt, eine
mogliche Losung. Solche Graphen hei-
Ben aufspannende Biume (spanning
trees) oder Geriiste (vergleiche Spektrum
der Wissenschaft, April 1995, S. 10).
Arthur Cayley (1821 — 1895) bewies be-
reits 1889, daB es fiir n Stidte genau n"-2
verschiedene aufspannende Béume gibt.
Fir 16 Stidte betrigt diese Zahl
72057594 037927936. Das ist betrécht-
lich mehr als die Anzahl der moglichen
Rundreisen im Problem des Odysseus;
und das gilt allgemein fiir beliebige (gro-
Be) Stadtezahlen. Trotzdem ldBt sich un-

Das kostengiinstigste Kommunikationsnetz zwischen den
16 Stadten des Odysseus
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ter diesen vielen Losungen eine optimale
auf einem PC innerhalb weniger Millise-
kunden errechnen.

Wenn es also nicht die Anzahl der
moglichen Losungen ist: Was macht das
TSP zu einem so schwierigen Problem?
Um ehrlich zu sein, wir kennen die
Antwort selber nicht. Immerhin gibt es
die Komplexititstheorie, die zwischen
,Jleichten” Problemen wie dem des auf-
spannenden Baumes und ,,schwierigen*
wie dem TSP zu unterscheiden hilft. Die
Theorie liefert ein unangenehmes Ergeb-
nis: Sehr viele praktisch relevante kom-
binatorische Probleme sind als ,,schwie-
rig* zu klassifizieren.

Schon durch eine geringfiigige Ver-
anderung kann aus einem leichten Pro-
blem ein schwieriges werden. Nehmen
wir an, wir legten bei unserem Kommu-
nikationsnetzwerk Wert auf eine gewisse
Ausfallsicherheit: Es soll auch dann
noch funktionieren, wenn ein Feuer, ein
Erdbeben oder auch nur der Fehlgriff ei-
nes Baggers eine Leitung zerstort. Ein
aufspannender Baum bietet solche Si-
cherheit ja gerade nicht: Durch eine Un-
terbrechung an irgendeiner Stelle zerfllt
das Netz in zwei Teile, die nicht mehr
miteinander reden konnen.

Solch naheliegende Aspekte werden
in der Realitdt nicht immer beriicksich-
tigt. Als in den regionalen Telephonnet-
zen der USA die Kupferdrihte durch
Glasfaserkabel ersetzt wurden, begniigte
man sich wegen der hohen Kosten mit
Minimallsungen — und hatte hinterher
katastrophale Ausfille zu beklagen, so
den volligen Zusammenbruch des Chica-
goer Telephonnetzes im Jahre 1988. Dar-
aufhin waren sehr kostspielige Nachbes-
serungen vorzunehmen.

Je mehr zusitzliche Leitungen es
gibt, desto grofler ist die Ausfallsicher-
heit. Das Optimale unter diesem Aspekt
ist der vollstindige Graph; aber der ist zu
teuer. Man muB also die Ausfallsicherheit
gegeniiber den Kosten der Konstruktion
und Wartung abwigen. In aller Regel gibt
es dabei wichtige und weniger wichtige
Verbindungen beziehungsweise Stidte;
man wird Priorititen vergeben. Solche
Zusatzbedingungen sind miihelos in die
mathematische Formulierung des Pro-
blems einzubringen: das ist das
Schone an den kombinatorischen
Ansitzen. Leider wird dabei aus ei-
nem leichten Problem ein schwieri-
ges — ebenso schwierig wie das TSP
im allgemeinen Fall.

Eine mogliche (und iibliche)
Formulierung des Problems ist fol-
gende. Wir vergeben Wichtigkeits-
werte fiir die einzelnen Stédte: O fiir
die unbedeutenden, 1 fiir die wich-
tigeren, 2 fiir die grofen Stidte und




so weiter, und fordern, daf3 eine Stadt der
Wichtigkeit j mit jeder Stadt gleicher
oder groBerer Wichtigkeit verbunden
bleiben soll, selbst wenn j beliebige Di-
rektverbindungen ausfallen. Unter allen
Netzen, die diese Bedingung erfiillen, ist
dasjenige mit den geringsten Kosten ge-
sucht. In zhnlicher Form kann man For-
derungen nach Sicherheit gegeniiber
dem Ausfall von Knoten oder von Kno-
ten und Kanten zugleich in das Problem
einbringen (Kasten Seite 36).

Probleme der Praxis enthalten haufig
noch eine Fiille weiterer Nebenbedingun-
gen; zum Beispiel kann eine Leitung oder
ein Verbindungsrechner nur eine gewisse
Anzahl von Gesprachen zugleich bewil-
tigen. Durch sie wird die Anzahl der zu-
lassigen Losungen noch kleiner, aber das
Problem nicht einfacher — im Gegenteil.

Soweit die Probleme. Wie findet man
nun gute oder gar optimale Losungen,
und wie erfahrt man, wie gut eine be-
stimmte Losung ist, die der Computer
ausspuckt? Bei allen — wichtigen — Un-
terschieden zwischen den Problemklas-
sen gibt es einige Grundprinzipien.

Obere und untere Schranken

Gehen wir zunichst davon aus, daf
eine gewisse Zielfunktion — Reiseweg,
Kosten und so weiter — zu minimieren
ist. (Maximierungsprobleme unterschei-
den sich von Minimierungsproblemen
nur durch das Vorzeichen.) Wir tragen in
Gedanken den Wert jeder iiberhaupt zu-
lassigen Losung auf der reellen Zahlen-
geraden ein. Daf} es eine optimale L&-

sung geben muB, ist klar: Es gibt ja nur
endlich viele Losungen, und unter end-
lich vielen reellen Zahlen gibt es stets
eine kleinste. Wir wissen nur nicht, wo
auf der Zahlengeraden sie liegt. Nun gilt
es diesen unbekannten Wert irgendwie
einzugrenzen, obere und untere Schran-
ken auf der Zahlengeraden zu finden.
Ohne die optimale Losung zu kennen,
wiite man dann immerhin, daf$} sie nicht
schlechter ist als die obere Schranke,
aber auch nicht besser als die untere.
Obere Schranken zu finden ist nicht
schwer. Jede zuldssige Losung ist eine,
denn eine optimale Losung ist per defini-
tionem nicht schlechter als diese beliebi-
ge Losung. Interessant sind natiirlich Lo-
sungen, die dem Optimum moglichst na-
hekommen. Algorithmen, die (moglichst
gute) zuldssige Losungen und somit obe-

Die lange Rundreise des Bohrers
Mit der richtigen Reihenfolge spart man fast die Halfte der Zeit

Die Aufgabe ...

2392 Locher in eine rechteckige Leiterplatte zu bohren.

ten finden sich in Waschmaschinen, Transistorradios, Fernseh-
geraten, Computern und zahlreichen anderen Geraten. Genau
wie Odysseus muB der Bohrer jedes Loch (jede Stadt) genau

Gesamtbohrzeit kann man nur sparen, indem man die Gesamt-
entfernung, die der Bohrer zuriicklegen muB, minimiert.

Wieder ist es, wie beim Problem des Odysseus, einfach,
eine beliebige Rundreise fiir den Bohrer zu finden. Ein Planer in
der Industrie hat die rechts oben abgebildete Losung entworfen,
die offensichtlich noch Verbesserungsreserven enthalt.

die zuriickzulegende Gesamtentfernung 378032 statt 718876
(in willkiirlichen Einheiten) - eine Ersparnis von fast 50 Pro-
zent! Eine Workstation benétigt dafiir weniger als eine Stunde.
Dabei wurde angenommen, daB die Fahrzeit des Bohrers

ist. Andere Annahmen sind ebenfalls sinnvoll. Wenn, wie hau-
fig, der Bohrer von zwei unabhangigen Motoren in x- und in

s sind mit einem mechanischen oder einem Laserbohrer

Durch sie sollen im néchsten Produktionsschritt die Anschliisse
der elektrischen Bauteile gefiihrt werden. Derartige Leiterplat-

einmal anfahren. Die Bohrzeit pro Loch ist konstant; an der

Bei der rechts unten dargestellten optimalen Losung betragt

zwischen zwei Bohrungen proportional zu ihrer Entfernung

... irgendeine Losung ...

y-Richtung bewegt wird, ist das Maximum der Entfernungen
in x- und in y-Richtung das realistischere MaB fir die Fahrzeit.

proTn

T Ther LT

... und die optimale Lésung

MARTIN GROTSCHEL, MANFRED PADBERG
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ehmen wir an, wir hatten die

16  Mittelmeerstadte  des
Odysseus durch ein ausfallsicheres
Netzwerk miteinander zu verbin-
den. Aus historischen Griinden er-
klaren wir Ithaka (1), Troja (2),
Djerba (5), Circeo (10) und Messi-
na (13) zu bedeutenden Stadten
und teilen ihnen die Wichtigkeit 1
zu, wahrend alle anderen Stadte
den Wert O erhalten. Es sollen also
alle bedeutenden Stadte miteinan-
der verbunden bleiben, selbst wenn eine
beliebige Direktverbindung ausfallt.

Wenn man davon ausgeht, daB3 die
Konstruktionskosten fiir eine direkte Ver-
bindung proportional zur Lange der Ver-
bindung sind, erhalten wir als Optimallo-
sung ein Netzwerk mit einer Lange von
5842 Kilometern (unten). Dabei genie-
Ben nicht nur die finf auserwahlten Stad-
te, sondern alle bis auf 9, 11 und 12 die
erhohte  Ausfallsicherheit. Heutzutage
versuchen Netzwerkplaner ein verntnfti-
ges Gleichgewicht zwischen Kosten und
Sicherheit durch Probieren zu finden, in-

Gefordert: Rang 1 fiir die Stadte 1, 2, 5, 10 und 13

Ausfallsichere Kommunikationsnetze

Meistens erfiillt das optimale Netz nicht nur die geforderten Bedingungen, sondern noch einige mehr

Gefordert: Rang 3 fiir alle Stadte

dem sie die Parameter, etwa die Wichtig-
keitswerte, variieren.

Wenn wir mehr fir die Sicherheit
auszugeben bereit sind, beispielsweise
jedem Knoten unseres Problems die
Wichtigkeit 3 zuordnen, erhalten wir das
oben abgebildete kostenminimale Netz-
werk mit einer Lange von 16112 Kilo-
metern. Es wiirde selbst beim gleich-
zeitigen Ausfall von drei direkten Kom-
munikationsverbindungen funktionsfahig
bleiben. Auch beim Ausfall eines der
Knotenpunkte im Netzwerk (zum Beispiel
durch Feuer in der Vermittlungsstelle)
bleiben die anderen Knoten
Uber einen Kommunikations-
weg miteinander verbunden.
Erst wenn die Knoten 8 (Za-
kinthos) und 16 (Korfu)
gleichzeitig ausfallen, ist das
Netz unterbrochen.

In einem realistischen
Fall, namlich einem regiona-
len Telephonnetz fiir den ost-
lichen Teil der USA, sieht die
kostenminimale Ldsung so
aus wie rechts abgebildet.

Knoten der Wichtigkeit O sind durch
Kreise, solche der Wichtigkeit 1
durch Quadrate gekennzeichnet.
Dieses  Kommunikationsnetzwerk
umfaBt 116 Knoten. In diesem Fall
sind die Kosten einer Verbindung
nicht proportional der Streckenlan-
ge; Berge oder Flisse auf dem Weg
konnen die Kosten erheblich in die
Hohe treiben.

Die Beispiele dieses Kastens
wurden mit einem Code berechnet,
den Martin Grotschel, Clyde Monma von
der Forschungsabteilung von Bell Com-
munications in Morristown (New Jersey)
und Mechthild Stoer von der Forschungs-
abteilung der norwegischen Telephonge-
sellschaft in Kjeller entwickelt haben.

S [:/._.'/' -/ .
T.\.\'\'\,,. ./"_:./

CLYDE MONMA UND MECHTHILD STOER

MARTIN GROTSCHEL

Telephongeast fiir den Osten der USA

re Schranken fiir den Optimalwert lie-
fern, heiflen im Fachjargon Heuristiken.

Auch die Auskunft, dal keine Lo-
sung besser sein kann als ein gewisser
Wert, eben eine untere Schranke, ist hilf-
reich: Treffen die oberc und die untere
Schranke zusammen, ist damit bewiesen,
daB die zur oberen Schranke gehorige
Losung optimal ist. Wenn das — wie mei-
stens — nicht der Fall ist, weil man im-
merhin, wie weit man hdchstens noch
vom Optimum entfernt ist. Wenn diese
Abweichung hinreichend klein ist, licfert
das einen guten Grund, die Arbcit cinzu-
stellen: Selbst im Erfolgsfall wiirde die
weitere Suchc nicht viel einbringen.

Fiir die Suche nach eincr unteren
Schranke ist ebenfalls einc geeignete
mathematische Formulierung zu finden.
Besonders geschickt ist es, abwechselnd
nach oberen und nach unteren Schranken
zu suchen und bei jedem Suchschritt die
Informationen aus den vorangegangenen
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Schritten mitzuverwerten. Dieser Kom-
binationsstrategie sind die enormen Fort-
schritte der letzten Jahre zu verdanken.

Techniken zur Ermittlung von bei-
derlei Schranken wollen wir nun wicder
am Beispiel des Odysseus diskutieren.
Fiir andere schwicrige Probleme hort
sich dic Geschichte nur geringfiigig an-
ders an; allerdings kann durch diese klei-
nen technischen Details das Problem
abermals erheblich schwerer werden.

Fiir die Suche nach einer brauchba-
ren oberen Schranke ist zunéchst aber-
mals Gier — genauer: kurzsichtiges Stre-
ben nach Kostenminimicrung — ein guter
Ratgeber. Von jeder Stadt aus fahre man
in die nichstgelegene noch nicht besuch-
te Stadt (Nearest-Neighbour-Heuristik).
Wenn keinc Stadt mehr iibrig ist, kehre
man zum Ausgangspunkt zuriick.

Wer dieses Verfahren mit Papier und
Bleistift an beliebigen Ansammlungen
von Stadten durchspiclt, bemerkt sehr

schnell zweierlei. Erstens: Das Resultat
einer Hcuristik hdngt stark vom Aus-
cangspunkt ab. Zweitens: Eine solche
Losung ist leicht zu verbessern. Wenn
sich etwa zwei Kanten iiberschneiden, ist
es giinstiger, in dem Vicreck aus den vier
beteiligten Stidten nicht dic Diagonalen
entlang zu reisen, sondern zwei gegen-
iberliegende Sciten. Moglicherweise ge-
winnt man auch ctwas, wenn man zwei
solche Seiten eines Vierecks durch dic
beiden anderen ersetzt. Es gibt weitcre
Verbesscrungsschritte dieser Art.

Um aus solchen Ideen cine brauchba-
re Methode zu machen, mufl man ctwas
gegen die ungiinstigen Folgen der Gier
tun. Wer immer nur darauf besteht, eine
Losung zu verbessern, lauft Gefahr. in
einem schlechten ,lokalen Optimum®
steckenzubleiben: einer Losung, die
nicht besonders gut ist. aber durch keine
einzelne der verfiigbaren Anderungen
besser wird. Man muf also — voriiberge-
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hend, mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit, bis zu einem gewissen Ausmal}
oder unter anderen Einschrinkungen —
zulassen, daf} ein solcher Austausch-
schritt eine LOsung ver-
schlechtert, oder ab und zu
per Zufall eine vollig neue
heuristischc Losung erzeu-
gen. Derartige Methoden haben
meist unterhaltsame Namen wie
Monte-Carlo-Methoden, Simulated
Annealing, Evolutionsverfahren oder
Sintflut-Algorithmus (siehe Spektrum
der Wissenschaft, Juli 1987, S. 104,
und in diesem Heft S. 22).

Der Programmieraufwand ist bei die-
sen Methoden fiir Probleme mittlerer
GroBle in der Regel relativ gering. Aus
diesem Grunde sind sie zu eincm belicb-
ten Tummelplatz fiir Amateure gewor-
den, was — ungliicklicherweise — zu vol-
lig iiberzogenen Erwartungen an ihre
Giitc und Durchfithrbarkeit gefithrt hat.
Fiir TSPs mit Zehntausenden oder Hun-
derttausenden von Knoten (solche Gro-
Benordnungen sind nicht ungewohnlich)
miissen dann doch kompliziertc Daten-
strukturen und raffinierte Tricks der In-
formatik  hinzukommen, damit man
brauchbare Losungen in akzeptabler Zeit
findet. Andererscits sind heuristische
Algorithmen, die in einem langeren Ex-
perimentierproze dem spezicllen Pro-
blemtyp angcpalit wurden, aufgrund
gegenwirtiger technologischer Grenzen
zum Arbeitspferd fiir die Losung prakti-
scher Probleme geworden und auch fir
die exakten Optimicrungsmethoden in
mancherlet Hinsicht hilfreich.

Wie findet man nun eine untere
Schranke sum Optimalwert? Dic — nur
scheinbar paradoxe — Grundidee ist, das
Problem grofler zu machen, damit es ein-
facher wird. Das bedeutet: Zu unserem
Problem konstruieren wir ein weiteres,
das mehr Losungen hat: Jede Losung des
alten Problems ist auch eine des neuen
(aber nicht notwendig umgeckchrt). Zum
Beispiel konnte man Nebenbedingungen
des urspriinglichen Problems lockern
oder aufler Kraft sctzen. Die Losungs-
menge des urspriinglichen Problems ist
also in der des neuen Problems cnthalten
(.eingebettet™); die Fachleute sprechen
von embedding techniques.

Eine minimale Losung des groBen
Problems hat per definitionem geringere
Kosten als jede andere Losung, also auch
geringere als — oder hochstens gleich
grole wie — jede Losung des urspriing-
lichen, eingebetteten Problems. Also ist
sie das. was wir suchen: einc untcrc
Schranke fiir den Optimalwert des ur-
spriinglichen Problems.

Damit diesc ldce etwas einbringt,
sollte das einbettende Problem einerscits
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Wer unter mehreren Alternativen stets die
im Moment verlockendste wahit, ist nicht
fahig, um des groBen langfristigen Vorteils
willen auf den unmittelbaren zu verzich-
ten: Das ist der Nachteil eines gierigen Al-
gorithmus. Um diesen Fehler zu vermei-
den und den Gesangen der Sirenen nicht
anheimzufallen, IaBt sich Odysseus von
seinen Gefahrten am Mast festbinden
(Malerei auf einem attischen Krug um
450 vor Christus).

einfach sein, damit seine minimale Lo-
sung leicht zu finden ist, andererseits
dem urspriinglichen moglichst dhnlich.
Nur dann kann man hoffen, daf3 auch die
Minimallosung des groBen Problems
derjenigen des eingebetteten Problems
nahe kommt. Es ist keine Kunst, ein TSP
in irgendein groBeres Problem cinzubet-
ten. Man konnte Odysseus die Freiheit
geben, sich liberhaupt nicht zu bewegen.
Nur ist die untere Schranke. dic man dar-
aus gewinnt — jede Tour ist linger als
null Kilometer —, nicht besonders auf-
schluBrcich.

Untere Schranken
aus der linearen Programmierung

Unter den verschicdenen Einbet-
tungstechniken wollen wir hier lediglich
die crfolgreichste diskutieren. Sie basiert
auf der lincarcn Programmierung, einer
der bedeutsamsten Tcchniken, welche
dic angewandte Mathematik scit dem
Zweiten Weltkrieg hervorgebracht hat
(siche ,,Wirtschaftsfaktor lineare Pro-
grammicrung” von Robert G. Bland,
Spektrum der Wissenschaft, August
1981, S. 118).

Der — iiberkommene — Name ist irre-
filhrend: es geht nicht in erster Linie ums
Programmieren. Einc zutreffende Be-
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zeichnung wire . Optimierung linearer
Probleme*. Hiufig wird sie interpretiert
als die Kunst, knappe Ressourcen in
optimaler Weise wirtschattlichen Ak-
tivitdten zuzuordnen. Sie ist heutc
Standardwerkzeug zur Lo-
sung von Planungsproble-
men bei Fluggesellschaf-
ten. Olraffinerien. Banken.
Autoherstellern und vielen an-
deren Firmen.

Um nun das Problem dcs Odys-
seus in ein lineares Optimierungspro-

blem einzubetten, noticren wir zunéchst
samtliche 120 Dircktverbindungen 7wi-
schen den 16 Stidten — in einer belicbi-
gen Reihenfolge — und schreiben neben
jede dicser Verbindungen eine Eins,
wenn Odysseus sic auf seiner Rundreise
benutzt, sonst eine Null. Jede Tour wird
also beschrieben durch 120 Zahlen. Wir
sprechen von cinem Vektor der Dimensi-
on 120, denn wir wollen nun jede Folge
von 120 Zahlen als einen Punkt (oder
cben einen Vektor) in einem Raum der
Dimension 120 auffassen, ebenso wie
jede Folge dreier Zahlen (x,y.z) einen
Punkt im gewohnlichen dreidimensiona-
len Raum beschreibt.

Jede Tour entspricht also einem
Punkt in diesem 120-dimensionalen
Raum — aber nicht umgckehrt! Damit ein
Punkt einer Tour cntspricht, miissen ge-
nau 16 der Komponenten gleich eins und
die tibrigen 104 gleich null sein. Weiterc
Bedingungen sind zu crfiillen (siche Ka-
sten Seite 38).

Wir crinnern uns. dall es genau
653837184000 mogliche Rundreisen
fiir Odysseus gibt. Aus so viclen Punkten
im 120-dimensionalen Raum mochten
wir einen auswihlen, bei dem die Sum-
me der Kilometerzahlen, die zu den
Komponenten mit dem Wert 1 gehéren.
moglichst gering ist. Wir multiplizieren
also jede Komponente unscres Vektors —
1 oder 0 — mit der zugehotrigen Kilome-
terzahl, addieren alle Produkte auf und
erhalten die Gesamtlinge der Tour.

Jetzt kommt der entscheidende
Schritt. Wir fassen die Komponenten un-
seres Vektors als Variable auf, die auBer
0 und 1 auch jeden belicbigen Wert da-
zwischen annehmen diirfen. Das ist vom
urspriinglichen Problem her gesehen
ziemlich albern: Was soll das heifien, daf
Odysseus cin halbes Mal von Ithaka
nach Troja fliegt oder 0,17 mal von Mes-
sina nach Gibraltar? Es ist aber fiir unse-
re Zwecke sinnvoll, denn wir erweitern
zwar gewaltig dic Menge der zuldssigen
Losungen, bringen aber zugleich das
Problem in die Reichweite der lincaren
Programmierung. Dic Zielfunktion — die
Gesamt-Tourldnge — ist namlich eine li-
neare Funktion der 120 Variablen: Jede
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Q—L2 5 B etrachten wir zunachst ein einfaches Pro-
blem mit vier Stadten, die mit 1 bis 4

numeriert sind. Der vollstandige Graph zu vier

Knoten enthalt sechs Kanten. Jede Kante tragt

die Nummern der Stadte, die sie verbindet

(die kleinere Nummer zuerst). Man kann eine

@ @ Rundreise eindeutig kennzeichnen, indem
man den Kanten, die zur Rundreise gehdren, den Wert 1 zuweist,
den anderen den Wert O:

Kante (1,2) (1,3) (1,4 (2,3) (2,4) (3,4)

[ a o 1 1 o
X a, 1, o o 1, 1
N © 1, 1, 1, 1, 0

Jede Tour wird so zu einem Vektor im 6-dimensionalen
Raum, der genau vier Einsen und sonst Nullen enthalt. Entspre-
chend wird jede Tour durch die 16 Stadte des Odysseus zu
einem Vektor aus 120 Zahlen, von denen genau 16 gleich 1 und
die tbrigen gleich O sind. Ein Vektor, der nur aus Einsen und
Nullen besteht, heiit Inzidenzvektor.

Nicht jeder Inzidenzvektor mit 16 Einsen und sonst Nullen
entspricht einer Rundreise. Von den Kanten, die zu einer Stadt
gehdren, diirfen genau zwei mit einer Eins belegt sein: der Weg,
auf dem Odysseus die Stadt betritt, und der, auf dem er sie
wieder verlaBt. Das IaBt sich als Nebenbedingung in Form einer
linearen Gleichung formulieren: Die Summe aller Komponenten
des Vektors, die den zu einer Stadt gehdrigen Kanten entspre-
chen, muB gleich 2 sein.

Ein Inzidenzvektor, der auch diese Bedingung erfillt, muf
jedoch immer noch nicht einer Rundreise entsprechen. Es kdnn-
te sein, daB sich die ausgewahiten Kanten zu mehreren kleinen
Touren statt zu einer groBen zusammensetzen (oben). Man muf

Die Rundreise als lineares Optimierungsproblem

Man erweitert die Aufgabe, damit sie hinterher einfacher ist

Losung des erweiterten Problems — aber nicht des urspriinglichen

also weitere Bedingungen stellen, um die ,richtigen” von den
Jfalschen” Inzidenzvektoren zu unterscheiden.

Man nehme etwa die sieben westlichen Stadte, die im Bild
durch eine Teiltour verbunden sind. Unter allen Kanten, die
diese Stadte untereinander verbinden, sind im Inzidenzvektor
sieben mit einer Eins belegt. Das ist mindestens eine zuviel;
sieben Kanten zwischen sieben Stadten, wobei jede Stadt nur
von zwei Kanten beriihrt wird, missen zwangslaufig eine ge-
schlossene Rundreise (oder gar mehrere) durch diese Stadte
enthalten, was wiederum eine komplette Rundreise durch alle
16 Stadte ausschlieBt. Allgemein 128t sich diese Bedingung so
formulieren: Zu jeder Teilmenge von k Stadten darf der vollstan-
dige Graph dieser k Stadte hochstens k—1 Kanten enthalten, die
mit einer Eins belegt sind. Das ist eine lineare Ungleichung: Die
Summe aller Komponenten des Inzidenzvektors, die zu den
Kanten des vollstandigen Graphen einer Teilmenge aus k Stad-
ten gehdren, muB kleiner oder gleich k-1 sein.

Jede Teilmenge von (mindestens drei) Stadten liefert eine
solche Teiltour-AusschluBbedingung; das sind bei n Stadten
groBenordnungsméaBig 271 Stick (nicht 27, denn die Aus-
schluBbedingung fiir eine Teilmenge und die flr ihr Komplement
sind im wesentlichen dasselbe). Fiir sehr groBe Stadteanzahlen
sind das weitaus mehr, als man explizit beriicksichtigen kann.

Anderung in einer der Variablen wirkt
sich mit einem Proportionalititsfaktor —
namlich der Linge der cntsprechenden
Teilstrecke — auf den Wert der Zielfunk-
tion aus. Die Nebenbedingungen sind
ebenfalls lincar (siche Kasten oben).

Fiir die Suche nach dem Minimum
einer linearen Funktion mit linearen
(Gleichungs- oder Ungleichungs-)Ne-
benbedingungen gibt es ein effizientes
Verfahren. den Simplex-Algorithmus.
(Die seit etwa zehn Jahren intensiv er-
forschten Innere-Punkte-Verfahren brin-
gen fiir unsere Zwecke noch keine Vor-
teile ein.)

Ein wenig Geometrie ist hilfreich,
auch wenn unser Vorstellungsvermogen
nur drei statt 120 Dimensionen erfalit.
Nehmen wir alle Punkte (Vektoren) mit
Koordinaten zwischen 0 und 1. Sie bil-
den einen Wiirfel der Kantenlange | mit
eincr Ecke im Nullpunkt. Die Ecken die-
ses Einheitswiirfels sind die Vektoren,
deren Komponenten samtlich gleich 0
oder 1 sind. Das gilt auch in 120 Dimen-
sionen, nur hat der Einheitswiirfel jetzt
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2120 Ecken; die kann man unméglich
eine nach der anderen absuchen. Eine li-
ncare Ungleichungs-Nebenbedingung ist
wie ein Messer, das von dem Wiirfel
(denken wir ihn uns aus Kise) ein Stiick
abschneidet. Es entsteht ein von cbenen
Flachen begrenzter Korper.

Im 120-dimensionalen Raum ist die
Menge der zuldssigen Punkte, das heif3t
derjenigen, die samtliche (linearen) Ne-
benbedingungen erfiillen, die Verallge-
meinerung eines solchen Korpers: ein
(konvexes) Polytop. Das Minimum einer
linearcn Zielfunktion auf cinem Polytop
wird stets in einer Ecke angenommen
(oder allenfalls in mehreren Ecken und
allem, was dazwischen ist, zugleich).
Der Simplex-Algorithmus sucht syste-
matisch (auch hier einem Gier-Prinzip
folgend) die Ecken des Polytops ab, bis
er nicht mehr weiterkommt; die Ecke, an
der er stehenbleibt, ist dann das gesuchte
Minimum (oder eines von mehrercn
gleichberechtigten).

Leider handelt es sich nur um das
Minimum des erweiterten Problems,

nicht um das des urspriinglichen. Im all-
gemeinen hat also der Losungsvektor,
den der Simplex-Algorithmus liefert,
keine ganzzahligen Koordinaten. Man
muB} demnach das Kisemesser nochmals
ansetzen, um aus dem Polytop des linea-
ren Problems das ,.echte* Polytop des ur-
spriinglichen Problems zu machen:; das
ist das kleinste Polytop, das siamtliche
Inzidenzvektoren von Touren enthilt
(Kasten Seite 40).

Das gelingt jedoch nicht mit einem
Schnitt. Schlimmer noch: Wir wissen
nicht einmal genau, wie wir schneiden
miiiten. Explizite lineare Programme fiir
Rundreiseprobleme sind bislang fiir
hochstens 9 Stddte bekannt. Genauer ge-
sagt: Das mit dem 9-Stidte-TSP assozi-
ierte Polytop hat 9 Gleichungen und
42104442 Ungleichungen mit 36 Varia-
blen, entsprechend den 36 moglichen di-
rekten Verbindungen zwischen 9 Punk-
ten. Fiir Polytope mit 8 (7 und 6) Stadten
gibt es entsprechend 194 187 (3437 be-
ziehungsweise 100) Ungleichungen mit
28 (21 beziehungsweise 15) Variablen.
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Fiir zehn Stidte sind es wahr-

scheinlich 51043900866 Un-
gleichungen, mit Sicherheit
nicht weniger; der Beweis fiir
diese Vermutung steht noch aus.
Fir groflere Rundreiseprobleme
ist noch nicht einmal theoretisch
ein vollstindiges Sortiment von
Ungleichungen bekannt, welches
das echte Polytop beschreibt. Und

selbst wenn es bekannt wire, wiirde
es, da zu groB3, nicht viel helfen. Fiir
allgemeine, groBere Stidtezahlen wird
es moglicherweise nie gefunden werden,
und das wire ein weiterer Beweijs der
enormen Schwierigkeit des tfravelling
salesman problem.

Fiir das 16-Stadte-Problem des
Odysseus ist die Anzahl der Ungleichun-
gen auf jeden Fall astronomisch hoch.
Immerhin kann man stets eine lineare
Ungleichung (entsprechend der Verallge-
meinerung eines ebenen Schnittes) fin-
den, die den bisher ermittelten Minimal-
punkt vom echten Polytop trennt. Diese
Ungleichung fiigt man dem System der
bisherigen Ungleichungen hinzu, opti-
miert aufs ncue und findet einen neuen
Minimalpunkt, der dem echten Polytop
niher liegt.

Wenn man Glick hat, liegt er sogar
auf dem echten Polytop; dann hat man
eine minimale Losung des urspriingli-
chen Problems erzielt. In der Regel aber
hat er wieder keine ganzzahligen Koordi-
naten, und man muf} das Verfahren wie-
derholen.

Ein weiteres Problem kommt hinzu.
Man kann im allgemeinen noch nicht ein-
mal mit dem Polytop der zuldssigen Punk-
te des linearen Optimierungsproblems an-
fangen. Dazu miiite man namlich samt-
liche Nebenbedingungen beriicksichtigen,
und das sind fur grofie Stédtezahlen eben-
falls astronomisch viele. Gleichwohl ge-
lingt es, weitaus groflere Probleme mit
Methoden der linearen Programmierung
optimal zu 16sen. Wie ist das moglich?

Wir ersetzen abermals das Problem
durch ein groBeres, einfacheres: Von den
astronomisch vielen Nebenbedingungen
verwenden wir nur eine sehr kleine Teil-
menge (wir beschneiden den Kasewiirfel
nur sehr grob), finden einen Losungsvek-
tor, das heiflit eine optimale Ecke des zu
groflen Polytops, und bessermn dann erst
nach: Wir fithren eine Nebenbedingung
ein, die mit der bisher gefundenen Ecke
gleich ein mdglichst grofles Stiick Kise
abschneidet.

Beim Problem des Odysseus kénnen
wir uns zundchst auf die (Gleichungs-)
Nebenbedingungen beschranken, dafl
jede Stadt nur mit zwei Wegen an der
Tour beteiligt sein darf: dem Weg in die
Stadt hinein und dem aus ihr heraus.
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Polyphem und das Polytop: Der Suchalgo-
rithmus befindet sich in der Situation
eines Blinden. Er hat keinen allgemeinen
Uberblick, sondern kann sich nur voran-
tasten, und immer nur in eine Richtung
auf einmal. Aus Zeitgriinden iiberprift er
nicht jedesmal, ob jede Nebenbedingung
eingehalten wird, und muB deshalb Ver-
stoBe hinnehmen. So entwischt Odysseus,
unter den Bauch des Widders gekrallt,
dem gefréBigen Zyklopen — aus dessen
Sicht eine unzulassige Losung (Darstel-
lung des sogenannten Sappho-Malers auf
einem GefaB um 510 vor Christus).

(Eine Gleichungs-Nebenbedingung re-
duziert im Gegensatz zu einer Unglei-
chung die Dimension des Polytops, was
sich leider mit Kdse nicht mehr veran-
schaulichen 148t.)

Die Losung des entsprechenden li-
nearen Programms liefert einen Minimal-
wert von 6113 Kilometern fiir die Ziel-
funktion. Das ist immerhin schon eine
brauchbare untere Schranke. Allerdings
besteht diese Losung (Kasten Seite 38)
aus mehreren Teiltouren. Da sie noch kei-

i

ne zulassige Losung des urspriing-

lichen Problems ist, mufl man durch
Hinzunahme einer Nebenbedingung
den entsprechenden Punkt von dem
bisher gewonnenen Polytop ab-
schneiden.

Es steht eine grofie Anzahl sol-
cher Schnitte zur Auswahl; darunter
sind ,,bestmdgliche®, das heift solche,

die mit den Facetten des echten Poly-
tops moglichst viel gemeinsam haben.
(Facetten sind die vieldimensionalen
Verallgemeinerungen der Grenzfldchen
eines dreidimensionalen Polytops.) Ein
Grof3teil der theoretischen Arbeit der
letzten 20 Jahre hat sich auf die Identifi-
zierung solcher Schnitte konzentriert.

In unserem Fall fligen wir als ab-
schneidende Nebenbedingungen gerade
diejenigen hinzu, welche dic vier
Teiltouren der bisher gefundenen L&-
sung ausschliefen. Nun ist das um diese
Ungleichungen erweiterte lineare Pro-
gramm zu l6sen; moderne Software-
pakete erledigen das schnell und
effizient, weil sie die in der bisherigen
Losung enthaltene Information geschickt
ausnutzen.

Es ergibt sich ein Losungsvektor mit
dem Zielfunktionswert 6228 Kilometer,
der noch immer nicht eine passende
Komplett-Rundreise fiir Odysseus ist
(Kasten Seite 40, f). Die algorithmische
Idee ist jetzt jedoch klar: Weiter so. Wir
miissen nur noch iterieren. Wir aktivie-
ren cine weitere kleine Teilmenge der
astronomisch vielen Ungleichungen, die
wir bislang ignoriert haben. Dadurch und
durch die Losung eines dritten linearen
Programms erhalten wir eine Zielfunkti-
on mit dem Optimalwert 6813,5 Kilome-
ter und einen Losungsvektor, der wieder-
um keine Rundreise fiir Odysseus ist
(Kasten Seite 40, g). Er enthilt namlich
fiir einige der 120 Variablen den Wert 1/2
— was fiir das erweiterte Problem ja zu-
ldssig ist. Eine weitere Iteration liefert
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Lineare und ganzzahlige Optimierung

Polytope zurechtschneiden ist schwer — man weifl gar nicht, wo man anfangen soll

MARTIN GROTSCHEL MANFRED PADBERG

v] b

er Anschaulichkeit zuliebe zeigen wir

hier Beispiele in zwei (statt drei oder
gar 120) Dimensionen. Es gibt also nur
zwei GroBen — x und y —, die man Uber-
haupt variieren kann. Eine lineare (Un-
gleichungs-)Nebenbedingung entspricht
einer Geraden in der x-y-Ebene mit der
Eigenschaft, daB alle Punkte, die auf ei-
ner Seite der Geraden liegen, unzulassig
sind. Mehrere Nebenbedingungen gren-
zen so in der x-y-Ebene ein Vieleck (im
allgemeinen Fall: ein Polytop) ein, das
aus allen zulassigen Lésungen des Pro-
blems besteht (a).

Die Kostenfunktion ist ebenfalls linear
in den Variablen des Problems. Deswegen
gibt es Geraden (im allgemeinen Fall: Hy-
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perebenen), auf denen die Kostenfunktion
konstant ist. Die gestrichelte Linie im Bild
a zeigt beispielhaft eine solche Gerade;
die Punkte links unterhalb von ihr sind
alle teurer, die Punkte rechts oberhalb
alle billiger als die Punkte auf der Gera-
den selbst. Die optimale Losung des Pro-
blems — der billigste Punkt des Vielecks -
mufB eine Ecke des Vielecks sein: der
einzige Punkt des Vielecks, der diese glin-
stigste erreichbare Gerade konstanter Ko-
sten trifft. Allenfalls konnte eine Vielecks-
seite parallel zu den Geraden konstanter
Kosten sein; dann sind die beiden End-
punkte dieser Seite — und jeder Punkt
dazwischen — gleichberechtigte optimale
Loésungen. In jedem Fall genugt es, die
Ecken des Vielecks (beziehungsweise Po-
lytops) nach dem Optimum abzusuchen.

Nun ist das lineare Problem in unse-
rem Falle nur die Erweiterung eines Pro-
blems, dessen zulassige Losungen Vekto-
ren mit ganzzahligen Koordinaten sind
(schwarze Punkte). Im Problem des Odys-
seus sind die zulassigen ganzzahligen
Werte sogar nur O und 1. Wir suchen also
gar nicht die optimale Lésung des linea-
ren Problems — die liegt namlich im allge-
meinen nicht auf einem solchen Gitter-
punkt — sondern unter den Gitterpunkten
innerhalb des Vielecks (Polytops) der zu-
lassigen Losungen den optimalen. Man
miBte also dieses Vieleck so zurechtstut-
zen, dall es nur noch diese zulassigen
Gitterpunkte enthalt samt allem, was da-
zwischen ist: die konvexe Hulle der zulas-
sigen Gitterpunkte (b).

Zurechtstutzen bedeutet zusatzliche
Nebenbedingungen einfiihren. Leider ist
es extrem schwierig, sie alle zu finden,
schon deshalb, weil es astronomisch vie-
le werden kénnen. Man geht deswegen
iterativ vor:

Zu einem falschen”, das heiBt nicht-
ganzzahligen Optimum yo des linearen
Problems (c) finde man eine Gerade (eine
lineare Ungleichungs-Nebenbedingung),
die das falsche Optimum ausschlieft,
aber alle zulassigen Gitterpunkte zulassig
1aBt. Unter den vielen Geraden mit dieser
Eigenschaft gibt es ,beste”, das heiBt sol-

che, die von dem Vieleck ein maximal
groBes Stiick abschneiden. Man lose das
lineare Problem mit dieser zusatzlichen
Nebenbedingung (d), finde ein Optimum
¥1, das sich abermals als falsches Opti-
mum herausstellt, und wiederhole den
ProzeB solange, bis das Optimum auf ei-
nen Gitterpunkt zu liegen kommt (e). Das
ist der Schnittebenen-Algorithmus.

Was in der Ebene einfach ist, namlich
eine beste Schnittgerade (entsprechend
einer Schnittebene) zu finden, ist in ho-
hen Dimensionen schwierig bis praktisch
unmoglich. Im Jahre 1958 hat Ralph Go-
mory, damals an der Universitat Prince-
ton, spater langjahriger Forschungschef
von IBM und heute Prasident der Alfred-
P-Sloan-Stiftung, ein Verfahren angege-
ben, das garantiert nach endlich vielen
Schritten zum Erfolg fiihrt. Allerdings ist
es fiir gréBere Probleme viel zu langsam.
Heute sucht man nicht mehr irgendwel-
che Schnittebenen, sondern solche, die
sich den Facetten des Polytops moglichst
gut anschmiegen.

Durch Hinzunahme von Nebenbedin-
gungen wird aus der unzulassigen Losung
des Odysseus-Rundreiseproblems im Ka-
sten Seite 38 eine immer noch unzulassi-
ge, die jedoch langenmaBig der kiirzesten
zulassigen (der optimalen) Losung bereits
naher liegt (f), und im néchsten Schritt
eine noch bessere, in der allerdings einige
Kanten (gestrichelt) mit dem Wert 1/2
belegt sind (g). Der nachste Schritt liefert
bereits die optimale Lésung (h).
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den Zielfunktionswert von 6859
Kilometer und den Losungsvek-
tor, welcher der optimalen Rund-
reise entspricht (/). Damit sind
wir am Ziel.

Das oben erlduterte iterative
Verfahren heifit Schnittebencnalgo-
rithmus (cutting plane algorithm).
Sind die Ungleichungen, die das ech-
te Polytop beschreiben, vollstindig
bekannt, muf der Schnittebenenalgo-
rithmus nach einer endlichen Anzahl von
Schritten beendet sein. Dall in unserem
Fall vier Schrittc bereits geniigen, geht
aus so allgemeinen Uberlegungen aller-
dings nicht hervor.

Wir kennen gegenwirtig all diese
Ungleichungen aber weder fiir das Tra-
velling Salesman Problem noch fiir die
meisten anderen kombinatorischen Opti-
mierungsprobleme von praktischer Be-
deutung. Ein Grofiteil der Forschung
konzentriert sich darauf, dieses Wissen
fiir immer mehr kombinatorische Proble-
me zu vergrofiern. Dadurch sind die
Grenzen mathematischer Berechenbar-
keit weit iiber das hinaus getrieben wor-
den, was sich Wissenschaftler noch vor
wenigen Jahren vorstellen konnten.

Andererseits ist es moglich, da} die
Schwierigkeit des TSP oder anderer
kombinatorischer  Optimierungsproble-
me eine vollstindige Kenntnis der erfor-
derlichen Ungleichungen ausschlieft.
Wir wissen es einfach nicht; und gegen-
wirtig kennen wir mit Sicherheit nicht
alle Ungleichungen. Anders als beim
Problem des Odysseus kann also das ite-
rative Schnittebenenverfahren beendet
sein, bevor eine optimale Rundreise ge-
funden wurde.

Was sind unsere Wahlmoglichkeiten
in einem solchen Fall? Wir kénnten auf-
horen und uns mit der Kenntnis einer gu-
ten unteren Schranke begniigen. Wir
koénnten auch wie folgt cin Enumerati-
onsverfahren anwenden: Wenn der
Schnittebencnalgorithmus  unschliissig
(also ohne eine zuldssige Losung fiir un-
ser eigentliches Problem) endet, gibt es
Kanten, die weder mit 0 noch mit | be-
legt sind. Wir greifen eine solche Kante
heraus, setzen ihren Wert willkiirlich auf
1 (,die Tour mufl diesen Weg verwen-
den*) und versuchen das derart einge-
schrinkte — und deshalb einfachere —
Problem zu I6sen. Dasselbe versuchen
wir mit der Festlegung auf O statt 1 (,,die
Tour darf diesen Weg nicht verwenden®).
Von den beiden Losungen, die sich dabei
ergeben, nehmen wir die bessere. Eins
von beiden — den Weg nehmen oder nicht
— muf die Tour ja tun.

Natiirlich kann der Losungsversuch
fir diese Teilprobleme abermals un-
schliissig enden. Wieder verzweigt der

Ganzzahlige Optimierung mit Pfeil und
Bogen: Als Odysseus nach 20jahriger
Irrfahrt wieder am heimischen Hof ein-
trifft, trennen ihn nur noch endlich viele
unerfillte Nebenbedingungen vom Ziel
seiner Wiinsche, namlich die Freier
Penelopes. Indem er gezielt eine Neben-
bedingung nach der anderen wieder in
Kraft setzt, eliminiert er samtliche
unzulassigen Punkte und erreicht dadurch
endlich das Optimum (Darstellung auf
einem attisch-rotfigurigen Skyphos).

Losungsprozel in zwei Alternativen
(branching), und es entsteht ein ganzer
Baum von Losungsmoglichkeiten. Den
missen wir auf moglichst geschickte
Weise absuchen.

Das entsprechende Baumsuchverfah-
ren ist unter dem Namen Brunch and Cut
bekannt. Es baut auf das in den sechziger
Jahren entwickelte Verfahren Branch and

Martin Grétschel (rechis) und Manfred
Padberg begannen ihre gemeinsame
Arbeit an kombinatorischen Opti-
mierungsproblemen 1974 an der
Universitit Bonn, wo Padberg
Gastprofessor und Grotschel
Doktorand war. Gritschel ist heute
Professor fiir Mathematik an der
Technischen Universitdit Berlin und
Vizepriisident des Konrad-Zuse-
Zentrums fiir Informationstechnik
Berlin. Padberg war Gastprofessor
an vielen bedeutenden Universitditen
und ist heute Professor an der

New York Universirty. Fiir ihre
Forschungsleistungen wurden die
Autoren mit zahlreichen Preisen
ausgezeichnet.
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Bound auf, ist jedoch wesent-
lich effizienter. Auf ihm basieren
die gegenwirtig erfolgreichsten
Algorithmen fiir groBle kombi-
natorische Optimierangsprobleme
sowie die Algorithmen mit den be-
sten Giitegarantien. Diverse heuristi-
sche und enumerative Techniken
kommen hinzu. In ein erfolgreiches
Verfahren gehen griindliche mathemati-
sche Analyse, Wissen auf vielen der Op-
timierung und Informatik zugehdrigen
Gebieten, Kenntnis iiber effiziente Da-
tenstrukturen, Datenverarbeitung und
Computerprogrammierung ein. Denn der
Wert eines Verfahrens erweist sich erst in
der Durchfiihrung auf realen Rechen-
anlagen.

Die hier erlauterten Beispiele fiir
TSPs wurden mit einem Code berechnet,
den Manfred Padberg und Giovanni Ri-
naldi vom italienischen Forschungszen-
trum [ASI (Istituto di Analisi dei Sistemi
ed Informatica) in Rom entwickelt
haben. Es gibt weit mehr erfolgreiche
Anwendungen von Branch and Cut
durch uns und andere, als in diescm
Artikel beschricben werden konnen. Die
Losungszeiten fiir die verschiedenen
Fragestellungen eines 16-Stéddte-Pro-
blems betragen nur wenige Millisekun-
den auf einer modernen Workstation.
Man vergleiche diese Zeit mit den
92 Stunden fir die stumpfsinnige Enu-
meration! Dazu der rasante Leistungs-
zuwachs der Rechner-Hardware, solide
angewandte Mathematik und intelligente
Software-Entwicklung: Damit kann eine
exakte LOsung von weitaus grofleren
Problemen, als wir uns jetzt vorstellen
konnen, leicht zur Realitdt werden.

Zum SchluB noch einmal die Frage:
Warum ist das Travelling Salesman Pro-
blem so schwer? Beim beschriebenen
Losungsverfahren ist die astronomisch
hohe Zahl von Ungleichungen, die zu be-
riicksichtigen sind, zweifellos die grofite
Hiirde. Liegt darin die prinzipielle
Schwierigkeit des Problems begriindct?
Dies ist sicherlich teilweise der Fall. Er-
staunlicherweise ist dies aber keine voll-
stindige Erkldarung. Es gibt Probleme in
der kombinatorischen Optimierung, die
sowohl in der Theorie als auch in der
Praxis leicht zu 16sen sind, deren Polyto-
pe aber bei gleicher Dimension weit
mehr Ungleichungen als das zum TSP
gehorige Polytop bendtigen.

Wenn es also weder die Anzahl mog-
licher Losungen noch die Anzahl der er-
forderlichen Ungleichungen ist, was ist
es dann, was ein Problem ,schwierig”
macht? Gegenwiirtig kennt niemand eine
Antwort auf diese Fragen: gleichwohl
liefern die hier vorgestellten Algorith-
men gute Ergebnisse. B

41



