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Die optimierte Odyssee

Das Problem der kiirzesten Rundreise ist Prototyp einer groBen Klasse praktisch
bedeutsamer, komplexer Minimierungs- oder Maximierungsaufgaben. Sie sind so schwer,
daB man sich haufig mit einer brauchbaren Naherung zufriedengeben muf3. Neue,
listenreiche Verfahren liefern jedoch immer haufiger die nachweislich beste Losung.

VON MARTIN GROTSCHEL UND MANFRED PADBERG

dysseus, der sagenhafte Konig von
O der griechischen Insel Ithaka, hatte

eine lange Reise hinter sich, als er
nach zwanzig Jahren seine Penelope end-
lich wieder in die Arme schlieen konnte
— Stoff fiir ein ganzes Epos, die ,,Odys-
see* des antiken Dichters Homer. Moder-
ne Interpreten haben aus ihr 16 Orte im
Mittelmeerraum herausgelesen, die er be-
sucht haben soll (kleines Bild unten).

Er hitte es zweifellos kiirzer haben
konnen, wiren da nicht das Schicksal,
die Launen des Meeres, die Mifigunst
der Gotter und vor allem der mangelnde
Uberblick iiber die Geographie gewesen.
Versetzen wir Odysseus in die moderne
Zeit: Stellen wir uns einen Topmanager
oder — prosaischer — Handelsvertreter
(travelling salesman) vor. Er will alle 16
Stadte in beliebiger Reihenfolge besu-
chen, und zwar auf dem kiirzestmogli-
chen Wege — Zeit ist Geld. Das ist das
beriihmte travelling salesman problem
(TSP): schnell form i hochst praxis-
releva
keit ab
schwer, d
nach Jahr;

iiberall da, wo es gilt, unter Kombinationen
von sehr vielen Moglichkeiten die giinstig-
ste zu finden. Beispielhaft fiir die uniiber-
sehbar vielen Anwendungen seien genannt:
e Zuweisung von Ladung und Personal
an Lastwagen oder Frachttlugzeuge,
Maschinenbelegung,
Fahrplangestaltung,
Entwurf von Mikrochips,
Kapitalanlageplanung und
die Gestaltung von Kommunikations-
netzen.

Fiir das Problem des Odysseus ergibt
sich als kiirzeste Rundreise eine Tour
von 6859 Kilometern Lénge (Kaste

te 40 rechts unten). Die
A/

Entfernungen zwischen
je zwei Stadten habe
wir in Luftlinie gemes-
sen (und auf ganze K
lometer gerundet);

selbst mit dem Flugzeug hitte Odysseus
in der von ihm gewihlten Reihenfolge
9913 Kilometer zuriicklegen miissen.
Optimierung kann also erhebliche Ein-
sparungen bringen!

Wie haben wir nun die kiirzeste
Rundreise fiir Odysseus gefunden? Ir-
gendwelche Touren zu finden ist nicht
schwer: Es stehen 653 837 184 000 Mog-
lichkeiten zur Auswahl. Wir haben alle
diese Touren durchprobiert und ihre Lan-
gen berechnet (Kasten auf Seite 34). Das
hat aut einem {iblichen Arbeitsplatzrech-

renzugehen und wah
kiirzesten Weg nach (ki
Bild, nach der Interpretation von E
Bradley). Um nicht
finden, sondern auf
Wege alle Stationen aufzusuc :
muB man sich statt in zwei
in 120 Dimensionen
zurechtfinden.




Weltrekord: die kirzeste Rundreise durch sémtliche 13509 Stadte der USA (ohne Alaska und Hawaii) mit mehr als 500 Einwohnern

ner immerhin 92 Stunden - fast vier Tage
- gedauert.

Diese Enumeration ist der klassische
Ansatz zur L&sung von kombinatori-
schen Optimierungsproblemen, das heift
solchen mit endlich vielen Auswahlmdg-
lichkeiten. Es steckt nichts dahinter als
die gedankenlose Anwendung roher Ge-
walt; aber diese Methode lebt immer
noch in einigen (etwas angestaubten)
Képfen fort. Nur scheitert sie bereits an
Problemen, die geringfiigig groRer sind
als die Reiseplanung des Odysseus. Wir
haben dieses Beispiel unter anderem des-
wegen gewdhlt, weil es mit heutzutage
vorhandenen Computern gerade noch
mittels Enumeration l6sbar ist. Bereits
25 Stadte wirden die gréfiten Supercom-
puter mit den ausgefeiltesten Enumerati-
onstechniken hoffnungslos (iberfordern.

Praktische Probleme sind jedoch
deutlich gréRer - und werden trotzdem
geldst. Erst im Sommer 1998 haben Da-
vid Applegate, Robert Bixby und Willi-
an Cook von der Rice-Universitat in
Houston (Texas) sowie Vasek Chvatal
von der Rutgers-Universitdt in New
Brunswick (New Jersey) mit den hier be-
schriebenen  Methoden die kirzeste
Rundreise durch mehr als 13000 Stadte
gefunden (Bild oben) und damit ihren
bisherigen Rekord von 7397 Stidten
weit hinter sich gelassen. Solche und
noch weit gréfiere Probleme treten tég-
lich in der Produktion von Leiterplatten
(Kasten Seite 35), beim Entwurf hdchst-
integrierter Schaltkreise, in der Rontgen-

kristallographie und in vielen anderen
Gebieten auf.

Am Anfang der Analyse steht eine
mathematische Formalisierung. Beim
TSP ersetzt man jede Stadt durch einen
Punkt, einen sogenannten Knoten, und
jede direkte Verbindung zwischen zwei
Stédten durch eine Linie (Mathematiker
sagen: Kante) zwischen den entspre-
chenden Knoten. Ein Gebilde aus Kno-
ten mitsamt Kanten dazwischen heif3t ein
Graph. Wenn, wie beim Problem des
Odysseus, jeder Knoten mit jedem ande-
ren durch eine Kante verbunden ist -
man kann von jeder Stadt direkt zu jeder
anderen fliegen -, sprechen die Fachleu-
te von einem vollstandigen Graphen. Der
vollstandige Graph mit 16 Knoten hat
genau 120 Kanten.

Mathematische Modellierung:
Aus einer Rundreise wird ein Graph

An jede Kante wird nun die Strek-
kenldnge zwischen den zugehdrigen
Knoten angeschrieben - allgemeiner for-
muliert: die ,,Kosten" (Zeit. Geld, Materi-
al, oder was einem sonst lieb und teuer
ist), die das Durchlaufen dieser Kante ver-
ursacht. Jede Reise entspricht einer Teil-
menge der Kanten. Wenn eine solche Teil-
menge eine komplette Rundreise durch
alle Knoten bildet, wird sie Tour oder Ha-
milton-Kreis genannt, nach dem irischen
Mathematiker  Sir  William Hamilton
(1805 - 1865). Die Lange einer Tour ist

die Summe der einzelnen Kantenldngen.
Das TSP ist also, graphentheoretisch for-
muliert, die Aufgabe, die kiirzeste Tour in
einem vollstdndigen Graphen zu finden;
genauer: eine kiirzeste Tour, denn es kann
verschiedene Touren mit der gleichen mi-
nimalen Lénge geben.

Warum ist nun das TSP so schwie-
rig? Liegt es daran, daB die Zahl der
Touren fiir groe Stddtezahlen so unge-
heuer grof ist? Erstaunlicherweise nein.
Die Anzahl mdglicher Ldsungen ist kein
brauchbares MaR fir die Schwierigkeit
eines kombinatorischen Problems.

Betrachten wir als Gegenbeispiel fol-
gendes Problem. Zwischen den 16 St&d-
ten soll ein Kommunikationsnetzwerk
errichtet werden, das jede Stadt mit jeder
anderen verbindet, mdglicherweise auf
dem Umweg (iber weitere Stadte. Wieder
gehdren zu einer Direktverbindung
(Kante) zwischen zwei Stadten gewisse
- entfernungsabhédngige - Kosten, etwa
fir die Verlegung eines Glasfaserkabels.
Die teuerste Losung besteht im vollstan-
digen Graphen: Jede Stadt ist auf direk-
tem Wege mit jeder anderen verbunden.

Fur dieses Problem gibt es ein sehr
einfaches Verfahren zur Kostensenkung:
Wir entfernen aus dem jeweiligen Gra-
phen die teuerste Kante, die wir (ber-
haupt entfernen kdnnen, ohne daf das
Netz in zwei unzusammenhéngende Tei-
le zerfallt, und das immer wieder, bis
nichts mehr geht. Fur die 16 Stadte des
Odysseus ergibt sich nach diesem Ver-
fahren ein Netzwerk mit einer Gesamt-



