OPTIMIZATION

Le stanze del TSP
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by Martin Grétschel and Manfred Padberg

La ricerca di un ipotetico ottimo viaggio di Ulisse nasconde studi e melodi che 5 vifanno largamente all ottimiszazione combinatoria (ved:
Leditoriale di AIROwnews V'L, 2, Summer 2001, pp 1-7). Le finestre che seanono si propongono di aprire alenni spiragli sui tentativi ben riu-
sciti di percorrere nuove strade, con il contributty Teorice della ricerea o sfruttando Fesperienza delle applicazioni concrete. Si inigia con
Lesemplificazione dei problewii di ottimigzazione combinatoria. Si passa alla wisura delle dinrensioni del problema del TSP. Segue un esempio
di applicazione alla produzione di una scheda elettroniua (2392 nodi). L'evoluzione di una soluzione “semplice” del problema di Ulisse serve
per considerare le implicasioni del TSP per progettare una rete di frbre ottiche della vegione atlantica degli US (116 nodi). Infine Pultima fine-
stra introduce la formulazione piit recente del TSP con la ricerea delle faccette del politepo intero. Per un dettaglio degli algoritni che hanno per-
messo di trovare nel 1998 il ciclo ottimo per visitave 13509 atta degle US' si vimanda al Javaro “On the Solution of Traveling Salesman Pro-
blemes” di David 1. Applegate, Robert Bixly, | asek Chidtal, William Cook prbblicato el 1998 da Docunsenta Mathematica Journal.
Una nota nel prossimo nunero di AIROnans infroduce la soluzione di un problema con 15112 citta ottenuta nell aprile del 2001.

Ottimizzazione iineare € intera.

E arduo trovare i ginsti tagli per un polito-
po. E non si sa da dove cominciare!

Un esempio in uno spazio a due di-
mensioni puo chiatire le tecniche di
taglio meglio di uno a 120 dimensioni.
Una condizione lineare nello spazio a
due dimensioni cotrisponde ad una
retta, che divide il piano tra puntd am-
missibili e inammissibili. In generale,
pit condizioni formano un poligono
(politopo) che racchiude tutte le solu-
zioni ammissibili (figura 1).

Lineare ¢ anche la funzione obiettivo,
rappresentata nelle figure con una ret-
ta tratteggiata. I punti al disopra della
retta sono pitt convenienti. Quindi in-
tuitivamente si osserva che lottimo
giace su un vertice del poligono. Infat-
ti tale punto ¢ I'unico corrispondente
al valore minimo della funzione obiet-
tivo(figura 12). Un lato del poligono
puo essete parallelo alla retta dei costi.
In tal caso i due punti estremi del lato
e tutti i punti intermedi soddisfano al-
la condizione di minimo, e quindi so-
no ottimali. Da tali osservazioni deri-
va che, per la ticerca dell'ottimo, ¢
sufficiente analizzare solo i vertici. 1l
problema lineare & lestensione del
problema i cui punti ammissibili sono
interi (indicad dai pund neri in figura
1a). Se i punti ammissibili assumono
soltanto il valore 0 o 1, come nel pro-
blema di Ulisse (vedi AIRO News,
V1, 2, Summer 2001), si deve cercare
Pottimo nei punti interi interni al poli-
gono. Per trovare I'insieme convesso
delimitato dai soli vertici interi ammis-
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sibili (figura 1b) sono necessarie ulte-
riotri condizioni. Sfortunatamente tali
condizioni sono in numero molto ele-
vato. Ecco la necessita di procedere in
modo iterativo alla ticerca di tali con-
dizioni. Il punto yo (figura 2c) rappre-
senta un “cattivo” ottimo giacché non
ha coordinate intere. Si deve quindi
introdurre una condizione di taglio
che non elimini i possibili punti am-
missibili interni al poligono. In tal
modo s’introducono nuove condizio-
ni che escludono fette di poligono e
hanno la “buona” qualita di appog-
giarsi a vertict interi. Una soluzione
intermedia fornisce il vertice ottimo yi
ma ancora inammissibile per il proble-
ma intero. Continuando si artiva alla
soluzione ottima (figura 2¢) In essen-
za questo ¢ Ialgoritmo dei piani di ta-
glio (cutting planes). ILa ticerca dei
piani di taglio sembra di facile attua-
zione. Purtroppo per problemi di
grandi dimensioni il procedimento fi-
sulta poco efficiente.

Ralph E.Gomory, attualmente Presi-
dente della fondazione Alfred P. Slo-
an e per lungo tempo capo della Ri-
cerca IBM, quando nel 1958 lavorava

alla Princeton University ha dimostra-
to che dopo innumerevoli passi que-
sto metodo potta alla soluzione otti-
ma.

Purtroppo i tempi si allungano note-
volmente e risultano estremamente o-
nerosi per problemi di grandi dimen-
sioni. Oggi non si ricercano piu i piani
di taglio ma piuttosto le faccette e-
stratte dal politopo.

Con l'inserimento delle nuove condi-
zioni, dalla situazione dei sottocicli
(figura 13, AIROnews VI, n.2-
Summer 2001, p. 3) si ottiene una so-
luzione ancora inammissibile ma piu
vicina all'ottimo (figura 3f).

Inserendo altre condizioni necessarie
per considerare le faccette (archi trat-
teggiati di figura 3g) si arriva alla solu-
zione ottima (figura 3h).

Tutte le strade portano a itaca
Quanti sono i cicli che passano per # citta?
Come primo passo si assegna un peso
a tutti i possibili cicli.

Supponiamo di conoscere tutti i cicli
che passano pet #-7 citta.

Troviamo i cicli che passano per # cit-
ta partendo dagli elementi di tale in-
sieme inserendo una citta. Ci sono
quindi #-7 nuovi cicli. 1l totale dei cicli
¢ allora 11 prodotto dei cicli di #-7 citta
moltiplicato per #-7.

Si deve conteggiare una sola volta un
ciclo che passa per tutte le citta in due
diverse direzioni. Con tale premesse,
cerchiamo di costruire una formula
che indichi il numero totale dei cicli.
Sappiamo che esiste un solo ciclo che
passa per tre citta. Infatd la procedura
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Figura 1. Politopo e soluzioni intere.
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conteggia una sola volta un ciclo che stante, si deve cercare TR TR
passa per tutte le citta in due diverse di minimizzare la di- e T RN
direzioni. Quindi possiamo assegnate  stanza tra un foro e il — .
successivo. Come fece : e =

un unico peso al ciclo (pari alla sua
lunghezza). Proseguendo troviamo
che 3 sono i cicli che passano per
quattro citta. Cosi per cinque citta si
hanno 12 (=3*4) cicli. In generale
per # citta passano 3**. . Hwn-1) =
(#-1)!/2 cicli. Per n=16 tale formula
fornisce 653837184000 diversi per-
corsi.

Infine calcoliamo la lunghezza dei ci-
cli trovati. I dieci cicli pit brevi han-
no la lunghezza pari a: 6859, 6865,
6870, 6875, 6889, 6890, 6895, 6898 e
6900 km. 11 ciclo piu lungo ¢ di 164-
34 km. Il grafico (figura 4) riporta la
distribuzione delle lunghezze dei ci-
cli. La lunghezza mediana, che vale
13072 km, separa il numero dei cicli
a meta. Piu di 229 milioni di cicl
hanno una lunghezza pari 13359 km
€ sono i piu numerosi.

Ovviamente tale procedimento esau-
stivo diventa non proponibile per un
numero elevato di citta. Si deve tro-
vare un algoritmo di ottimizzazione
piu efficiente.

Il lungo cammino del trapano
Con la sequenza migliore si dimezgano i
tempi.

Supponiamo di dover eseguire 2392
fori in una scheda eletttonica utiliz-
zando una punta meccanica o un
raggio laser. 1 fori setvono per stabi-
lire i collegamenti in un prossimo
passo di produzione. Queste schede
sono comunemente utilizzate nelle
lavatrici, nelle radio a transistor, negli
apparecchi televisivi, nei calcolatoti e
in molte altre apparecchiature che ri-
chiedono controlli elettronici. Poiché
il tempo per eseguire un foro ¢ co-

Ulisse si puo adottare
una soluzione qualun-
que che unisca tutti i
fori.

In base all’ obiettivo
(figura 5) supponiamo
che un'Azienda adotti
la soluzione che sembra
la pitt idonea al movi-
mento orizzontale del
trapano (figura 6). Uti-
lizzando una qualunque
unita di misura per la
distanza tra 1 fot, la so-
luzione ottima (figura
7) raggiunge una som-
ma delle distanze pari a
378032 invece del valo-
re 718876 della soluzio-
ne adottata: il risparmio
¢ di almeno il 50%! U-
na workstation impiega
meno di un'ora per tro-
vare il ciclo ottimo, con
il tempo impiegato dal
trapano proporzionale
alla distanza tra due fo-
ti.

Si possono imporre al-
tre condizioni piu vici-
ne alle caratteristiche
della lavorazione. Se
per esempio il movi-
mento nelle direzioni X
e Y del trapano ¢ go-
vernato da due macchi-
ne indipendenti, il tem-
po di lavorazione mas-
simo puo essere piu re-
alisticamente  assunto
pari alle distanze nelle
direzioni X e Y.

Figura 2. ! piani di taglio.

Figura 3. Ricerca delle faccette per il

raggiungimento dell'ottimo del problema di Ulisse.
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Distribuzione-dei-percorsi: Le ordinate rappresentano il numero di cicli in milloni.

Lange der Rundreise in Kilometer

Figura. 4

Le ascisse rappresentano la lunghezza dei cicli in km.
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Figura 7. ... la soluzione ottima.
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Reti a prova di ta-
glio

Condigioni per la sicu-
regza dei collegaments in
refe.

Supponiamo di do-
ver costruite una re-
te di comunicazione
tra le 16 citta appar-
tenenti al viaggio di
Ulisse nel Mediterra-
neo (vedi AIRO
News, VI, 2, Sum-
mer 2001) e di voler-
le mantenere colle-
gate anche se un
tratto viene meno.
Per ragioni stotriche
scegliamo Itaca (1),
Troia (2), Gesrba (6),
Circeo (10) e Messi-
na (13) come le citta
piu importanti che
debbono mantenersi
collegate anche se
cade un ramo della
rete. A tali cittd asse-
gniamo peso 1 e alle
rimanenti peso 0.
Per tener conto del-
I'importanza di alcu-
ne citta, si aggiungo-
no delle condizioni
per far si che le citta
importanti rimanga-
no connesse anche
se un qualsiasi arco
della rete viene a
mancare. Assumen-
do che i costi siano
proporzionali  alle
connessioni  dirette,
I'albero ottimale ri-
sulta avere una lun-
ghezza di 5842 km
(figura 8). Eccettuate
le citta 9, 11, e 12,
tutte le altre risulta-
no appartenenti al
sotto-ciclo di sicu-
rezza (ciclo chiuso)
voluto per le 5 citta
pitt importanti. L'e-
quilibrio tra i costi e
i sotto-cicli di sicu-
rezza dipende dal
valore che si attr-
buisce alle citta im-
portanti. Se ricer-
chiamo una sicurez-
za “distribuita”, as-
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segnando per esempio il valore 3 a
tutte le citta, si trova che la rete otti-
male ha una lunghezza di 16112 km
(figura 9). Tale rete ottimale mantie-
ne la connessione anche se 3 connes-
sioni dirette sono interrotte. Inoltre
anche se viene a mancare un punto
di connessione, tutti gli altri nodi ri-
mangono connessi attraverso un ca-
nale di comunicazione.

Solo nel caso in cui cadano simulta-
neamente i nodi 8 (Zacinto) e 16
(Cotfu) la rete viene interrotta.

La soluzione di minimo costo per u-
na sotto-rete di sicurezza trova attua-
zione nel progetto per la rete regio-
nale tra 116 citta della regione atlan-
tica degli US (figura 10). I cerchi in-
dicano i nodi di importanza 0 mentre
i quadrati sono quelli di importanza
1. I costi di connessione tra i 116 no-
di della rete non sono proporzionali
alla distanza, bensi tengono conto
dell'orografia del territorio. Cioe la
presenza di monti e fiumi aumenta
notevolmente il peso della connes-
sione.

Le reti ottimali negli esempi delle fi-
gure sono stati sono state trovate da
un programma sviluppato da Martin
Grotschel e Clyde Monma dalla ti-
cerca della Bell Communications in
Morristown (New Jersey) € da Me-
chthild Stoer della ricerca della com-
pagnia dei telefoni norvegese in Kjel-
ler.

11 ciclo minimo come problema
lineare di ottimizzazione

Come semplificare il compito ingrandendolo.
Partiamo da un compito semplice:
trovare il ciclo minimo tra quattro
citta numerate da 1 a 4. Il grafo com-
pleto contiene sei archi Sugli archi
sono compaiono tra parentesi i nu-
meri delle cittd che uniscono (figura
11).

Si forma un ciclo utilizzando alcuni
di questi archi come variabili e asse-
gnando all'arco il valore 1 se appar-
tiene al ciclo scelto altrimenti 0
(figura 12).

Quindi ogni ciclo viene rappresenta-
to da un vettore a sei dimensioni con
esattamente 4 archi, quelli che hanno
sulla corrispondente riga il valore 1.

I cicli che potrebbe fare Ulisse visi-
tando 16 citta sono rappresentati da
un vettore in uno spazio a 120 di-
mensioni. Ogni possibile ciclo ha e-




9

IRC .,.l

| VI, n.3 - Autumn 2001

sattamente 16 archi con il valore 1 e
i rimanenti 0. Un vettore composto
di valori O e 1 é chiamato zettore di
incidenga. Non tutti 1 vettori di inci-
denza con 16 valoi unitari corri-
spondono ad un ciclo. La principale

cicli non deve comprendere il ciclo
che si sta cercando). Purtroppo tale
numero ¢ troppo elevato per per-
mettere una formulazione esplicita
delle condizioni.

condizione ¢ che una citta apparten- . 1o i Ay AR Martin Gritschel
ga a soltanto a due archi. Questo & \ of Figs ’ groetschel@zib.de
la formulazione di base del proble- . /- A & ~

ma di Ulisse, rappresentata con le \\./ \ E " ‘:’ Manfred W. Padberg
condizioni in forma di equazioni li- 1 - '/\ \I G E manfred@padberg.com
e e di-quattro. C%tt?’ l-a . [;/J/ .'/ E SPer risolvere il TSP di grandi dimensioni
somma\ Ceghi 1 flel st e Roei- 8 \f\" ._,,/""—'./ gg sono necessarie metodologie alternative
denza.e‘ 2. Non € detto chg bl & Q% come quelle illustrate nell’articolo On
tore di incidenza che soddisfa a tale ’ i =.  the Solution of Traveling Salesman Pro-
condizione appartenga ad un ciclo. 2 5°  blems di David L. Applegate, Robert

Potrebbe accadere che i vettor sele-
zionati appartengano a cicli pit bre-
vi (sotto-ciclij € non ad un ciclo

Figuira 10 - Progetto di rete per 116 citta della regione
atlantica degli US.

Bixby, Vasek Chvétal, William Cook pub-
blicato nel 1298 da Documenta Mathe-
matica Journal. [nota del traduttore].
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completo (figura 13). Quindi si deb-
bono imporre ulteriori condizioni
per scartare i vettori di incidenza
“buoni” da quelli “cattivi”. Nella so-
luzione di di figura 13 un sotto-ciclo
collega tra loro solo sette citta invece
di tutte e 16. Nel cortispondente vet-
tore di incidenza del sottociclo con
sette citta risulta che sette degli archi

appartengono al ciclo che collega le
£ citta, deve essere minore uguale a
A&-1. Ciascuno dei tre sotto insiemi
contribuisce a questa condizione uti-
lizzata per escludere i sottocicli. Per
# citta tali condizioni sono dell'ordi-
ne di grandezza di 2n-1 (non 2n, poi-
ché la condizione che esclude i sotto-

hanno valore 1: uno di troppo. Solo
aprendolo si puo insetirne la catena
nel ciclo completo che abbraccia tut-
te e 16 le citta. Questa caratteristica
porta ad una regola generale: il ciclo
di £ citta pud al massimo contenere
un sotto insieme di A&-7 archi che li
collegano. Ma questa condizione ¢
lineare: la somma di tutti componen-
ti del vettore di incidenza, i cui archi

Figura 13 -
Sottocicli del grafo con le 16 citta del viaggio dl Ulisse.




