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Vorwort

Bei dem vorliegenden Skript handelt es sich um die Ausarbeitung der vierstiindigen
Vorlesung ,, Algorithmische Diskrete Mathematik II (Diskrete Optimierung)“ (mit zuge-
hérigen Ubungen und Tutorien), die die zweite Vorlesung des dreisemestrigen Zyklus
,Algorithmische Diskrete Mathematik* bildet. Diese Vorlesung wurde von mir im Som-
mersemester 2013 zusammen mit Axel Werner an der TU Berlin gehalten, der auch an
der Ausarbeitung des vorliegenden Vorlesungsskripts beteiligt war.

Wir gehen in dieser Vorlesung davon aus, dass die Studierenden die Vorlesung , Algo-
rithmische Mathematik I (Einfithrung in die Lineare und Kombinatorische Optimierung)*
gehort haben und das zugehorige Vorlesungsskriptum

http://www.zib.de/groetschel/teaching/WS1213/Skriptum_ADM_I_130326.pdf

kennen. Wir werden im vorliegenden Skript haufig auf das ADM I Skript Bezug nehmen
und tibernehmen die Notation aus diesem Skript.

Der Inhalt dieser Vorlesung besteht aus einer (bunten) Mischung von Polyedertheo-
rie, Matroid- und Graphentheorie, linearer, kombinatorischer und gemischt-ganzzahliger
Optimierung. Einige Themen aus ADM I (z. B. Polyeder, Simplex-Algorithmus, Appro-
ximationsverfahren) werden erneut aufgegriffen und vertieft. Wir versuchen dabei, ver-
schiedene Aspekte der diskreten Mathematik miteinander zu verschrianken und Beziige
zwischen den einzelnen Themenbereichen sichtbar zu machen. Die (algorithmische) dis-
krete Mathematik besteht nicht aus voneinander unabhéngigen Einzelthemen und hoch-
spezialisierten Werkzeugkésten, erst die Kombination der vielen Strukturen, Analyseme-
thoden und algorithmischen Ansétzen macht diese sich stark entwickelnde Teildisziplin
der Mathematik zu einem Gebiet, das neben schéner Theorie eine grofte Vielfalt an realen
Anwendungen bietet.

Es gibt kein einzelnes Buch, das den gesamten, in dieser Vorlesung abgehandelten
Themenkreis abdeckt. Daher sind in die einzelnen Kapitel Literaturhinweise eingearbeitet
worden. Hinweise auf aktuelle Lehrbiicher, die als Begleittexte zur Vorlesung geeignet sind
finden sich auf der zur Vorlesung gehorigen Webseite:

http://www.zib.de/groetschel/teaching/SS2013/Lecture-SS2013deutsch.html

Die vorliegende Ausarbeitung ist ein Vorlesungsskript und kein Buch. Obwohl mit der
gebotenen Sorgfalt geschrieben, war nicht geniigend Zeit fiir das bei Lehrbiichern not-
wendige intensive Korrekturlesen und das Einarbeiten umfassender Literaturhinweise.
Die daher vermutlich vorhandenen Fehler bitte ich zu entschuldigen (und mir wenn mog-
lich mitzuteilen). Das Thema wird nicht erschopfend behandelt. Das Manuskript enthélt
nur die wesentlichen Teile der Vorlesung. Insbesondere sind die in der Vorlesung erfolgten
Schilderungen komplexer Anwendungsfélle, der Schwierigkeiten bei der mathematischen
Modellierung praktischer Probleme, der Probleme bei der praktischen Umsetzung und
die Darstellung der Erfolge, die in den letzten Jahren beim Einsatz der hier vorgestellten
Methodik in der Industrie erzielt wurden, nicht in das Skript aufgenommen worden.

Martin Grotschel


http://www.zib.de/groetschel/teaching/WS1213/Skriptum_ADM_I_130326.pdf
http://www.zib.de/groetschel/teaching/SS2013/Lecture-SS2013deutsch.html
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1 Polyedertheorie

Der zweite Teil des Vorlesungszyklus beginnt mit dem Ausbau der Polyedertheorie. Wir
werden weitere Darstellungen von Polyedern angeben und neue Operationen mit Poly-
edern einfithren, welche spater an verschiedenen Stellen benétigt werden. Wir werden
dabei meistens von der geometrischen Anschauung ausgehen und die Begriffe von dieser
Sicht aus motivieren. Besonderes Augenmerk wird allerdings auch auf die analytische Be-
schreibung der geometrischen Konzepte gelegt. Weiterfithrende Details zur Polyedertheo-
rie finden sich z. B. in |Griinbaum| (2003)), |Ziegler| (2010]) oder auch Matousek| (2002)).

Wir erinnern daran, dass ein Polyeder P die Losungsmenge eines linearen Unglei-
chungssystems Az < b ist und benutzen dafiir die Bezeichnung P = P(A,b). Polyeder
der Form {z € K" | Az = b,z > 0} bezeichnen wir mit P=(A,b). Ein Polytop ist ein
beschrénktes Polyeder.

1.1 Transformationen von Polyedern

Wir haben in der Vorlesung ADM I bereits Projektionen von Polyedern entlang eines
Richtungsvektors ¢ untersucht und in Satz (10.13) festgestellt, dass eine derartige Pro-
jektion wieder ein Polyeder ist. Wenn man mehrfach hintereinander projiziert, bleibt diese
Eigenschaft natirlich erhalten. Sind A € K™ b e K™ und k,r > 0 mit k +r = n, so
nennt man die Menge

Q= {x e K* | 3y € K" mit (;”) € P(A,b)}

eine Projektion von P(A,b) auf IK*. Hierbei ist A e K(m™) eine Matrix, die durch Spal-
tenvertauschung aus A hervorgeht. Offensichtlich folgt aus Satz (10.13):

(1.1) Bemerkung. Jede Projektion eines Polyeders P(A,b) C K" auf K*, k < n, ist
ein Polyeder. A

Dieser Sachverhalt ist in gréfserer Allgemeinheit giiltig. Erinnern wir uns daran, dass
jede affine Abbildung f : K™ — K* gegeben ist durch eine Matrix D € K* und einen
Vektor d € K*, so dass

flx)=Dzx+d VzeK"

Fiir derartige Abbildungen gilt:

(1.2) Satz. Affine Bilder von Polyedern sind Polyeder. A
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Beweis. Seien P = P(A,b) C K" ein Polyeder und f(x) = Dz +d eine affine Abbildung
von K” in den K*, dann gilt
f(P)={y e K* |3z € K" mit Az < b und y = Dz + d}

= {y e K" | 3z € K" mit B<x> < b},

)
wobei
A 0 b
B=|D -I]|, b=|-d
-D I d
Wenden wir nun das Projektionsverfahren (10.11) aus ADM I iterativ auf B,b und
die Richtungsvektoren ej,es,...,e, an, so erhalten wir nach Satz (10.12) ein System

C’(z) < cmit C = (0,0), und es gilt:

VyE]Kk: (EI:UE]K" mitB<x> <bh < Jzec K" mit C’(gj) <ec
Y )
«— Cy<o).
Daraus folgt f(P) = {y € K* | Cy < ¢} ist ein Polyeder. O

Man beachte, dass der Beweis von Satz durch die Anwendung der Fourier-
Motzkin-Elimination sogar ein Verfahren zur expliziten Konstruktion des affinen Bildes
von P(A,b) beinhaltet.

Wir erinnern hier an unsere Konventionen zur Bildung von linearen, affinen, konvexen
und konischen Hiillen von Mengen und Matrizen, die in Abschnitt 2.2.3 des ADM 1
Skripts zu finden sind. Aus Satz ergibt sich dann direkt die folgende (auch aus
anderen Griinden unmittelbar einsichtige) Beobachtung.

(1.3) Korollar (Satz von Weyl). Fiir jede Matriz A € K"™™ gilt:
lin(A)
aff(A)
conv(A)
cone(A) A

ist ein Polyeder.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir die konische Hiille. Alle anderen Félle beweist
man analog.

cone(A) ={z € K™ | Jy > 0 mit z = Ay}

I —-A .
={zeK"|JyeK"mit [ -1 A <)§0}.
0 -I

Die letzte Menge ist die Projektion eines Polyeders im K™% auf den K™, also nach (1.1
bzw. (|1.2)) ein Polyeder. O



1.2 Kegelpolaritét

Offenbar besagt die obige Folgerung nichts anderes als: Die lineare, affine, konvexe oder
konische Hiille einer endlichen Teilmenge des IK™ ist ein Polyeder. Fiir die konische Hiille

hat dies WEYL (1935) gezeigt (daher der Name fiir Korollar (1.3)).
(1.4) Korollar. Die Summe P = Py + P, zweier Polyeder Py, Py ist ein Polyeder. A
Beweis. Es seien P, = P(A,a), P, = P(B,b), dann gilt:

P=P+P={rz+ycK"| Az <a,By < b}
={zecK"|Jz,y € K" mit Az <a,By<bz=z+y}
={zeK"|Jz,y e K" mit A(z—y) <a,B(z—z) <bz=x+y}

x a
={zeK"|Jz,yceK"mit D [y | < |b]}
z 0
mit

0 —-A A
-B 0 B
D= 1 1 -1
-1 -1 1

Also ist P die Projektion eines Polyeders des K3" auf den K", und somit nach (1.1)) ein
Polyeder. O

Verbinden wir nun die Erkenntnis aus (1.3)), dass conv(A) und cone(B) Polyeder sind,
mit (1.4]), so erhalten wir:

(1.5) Korollar. Es seien A € K™ B e K™™) dann gilt
P = conv(A) + cone(B)
st ein Polyeder. A

Die obige Folgerung erscheint (durch geschickte Vorbereitung) vollig trivial, sie ist
jedoch eine durchaus beachtenswerte Erkenntnis, denn wir werden bald zeigen, dass in
der Tat alle Polyeder von der Form conv(A) + cone(B) sind.

1.2 Kegelpolaritat

Es gibt mehrere Moglichkeiten die Umkehrung von zu beweisen. Eine besondere
elegante, die eine geometrische Version des Farkas-Lemmas benutzt, fiihrt iiber die Ke-
gelpolaritdt. Diese Operation mag zunéchst nur als technisches Hilfsmittel erscheinen.
Sie und ihre Verallgemeinerungen (allgemeine Polaritaten, Blocker, Antiblocker) sind je-
doch bedeutende Methoden in der Polyedertheorie und der linearen sowie ganzzahligen
Optimierung.
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Wir beginnen mit einer Neuinterpretation des Farkas-Lemmas (11.2)(c) aus ADM L.
Dieses besagt
Jdz>0,Az =b — Vu(ATuZO:>uTbZO).

Durch diese Aussage sind offenbar auch alle rechten Seiten b charakterisiert, fiir die z > 0,
Az = b eine Losung hat. Nach Definition gilt cone(A) = {b € K™ | 3z > 0 mit Az = b},
also konnen wir aus der Aussage (11.2)(c) des ADM I Skripts folgern:

(1.6) Bemerkung. Fiir alle Matrizen A € K(™") gilt:
cone(A) = {b € K™ | u'b < 0Vu € P(AT,0)}. A

Bemerkung kann man geometrisch wie folgt beschreiben. Die Menge der zulés-
sigen rechten Seiten b von Ax = b, x > 0 ist genau die Menge aller Vektoren b € K™,
welche einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren des Kegels P(A”,0) bilden. Allgemei-
ner definieren wir nun fiir jede beliebige Menge S C K"

S°:={yeK"|yle <0vVzeS})

S° ist die Menge aller Vektoren, die einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren aus S
bilden. S° heikt polarer Kegel von S. (Uberzeugen Sie sich, dass S° ein Kegel ist!) Wir
erinnern hier an das in der linearen Algebra definierte orthogonale Komplement

St={yeK"|ylz=0vze S}

Offensichtlich gilt S+ C S°. Unter Benutzung der obigen Definition kénnen wir Bemer-
kung (1.6)) nun auch wie folgt aufschreiben.

(1.7) Korollar. Fiir alle Matrizen A € K™™) gilt
P(AT,0)° = cone(A) und P(A,0)° = cone(AT). A

Korollar (1.7) und die vorher gemachten Beobachtungen wollen wir an einem Beispiel

erlautern. Es sei
-3 1
a=(3 ).

dann sind die Kegel P(A,0) und P(A,0)° in Abbildung gezeichnet.

P(A,0)° besteht also aus allen Vektoren, die mit den Elementen des Kegels P(A,0)
einen stumpfen Winkel bilden, und das sind gerade diejenigen Vektoren, die als konische
Kombination der Normalenvektoren A;. dargestellt werden kénnen, also

P(A4,0)° = cone <(‘13) (_12)> .

Ferner gilt: Az = b, x > 0 ist genau dann lésbar, wenn b € P(A,0)° gilt. Daraus folgt
z.B., dass Az = ((1)), x > 0 nicht I6sbar ist, wihrend Az = (_01), x > 0 eine Losung hat.

Aus der Definition des polaren Kegels und des orthogonalen Komplements ergeben
sich unmittelbar einige triviale Beziehungen, deren Beweis wir dem Leser zur Ubung

iberlassen. Wir schreiben im Weiteren

§°° 1= (S°)°.



1.2 Kegelpolaritét

P(A,0)

Abbildung 1.1: Kegel und polarer Kegel

(1.8) Bemerkung (Hausaufgabe). Fir 5,5, CK", i=1,...,k gilt:
(a) S; CSj=5;CS

(b) S C S

© (ULis:) =N, se

(d) S° = cone(S°) = (cone(95))°

(e) S =1lin(S) = S° = S*. Gilt die Umkehrung?

(f) Ersetzen wir in (@), ..., (d) “o” durch “1”, sind dann auch noch alle Behauptungen
wahr? A

(1.9) Bemerkung (Hausaufgabe). Fiir welche Mengen S C K" gilt

(a) §° = 5%,

(b) S =5°7 A

Die Aussage @ impliziert insbesondere:
(1.10) Korollar. cone(AT)° = P(A4,0). A

Beweis. (cone(A”))° = cone((AT)°) = (AT)° = {z | Az <0} = P(A4,0). O
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Das folgende Korollar aus (1.7) und (1.10)) wird in der Literatur hiufig mit einem
Namen belegt.
(1.11) Satz (Polarensatz). Fiir jede Matriz A € K™™) gilt:

P(A,0)® = P(A,0),
cone(A)°° = cone(A).

A
Beweis.
P4, 0) 2 cone(a™y B p (4, 0)°,
cone(A)P(AT,O)O = cone(A)°°. O

Unser kurzer Exkurs tiber Kegelpolaritit ist damit beendet.

1.3 Darstellungssatze

Wir wollen nun zeigen, dass Polyeder nicht nur in der Form P(A,b) dargestellt werden
kénnen und benutzen dazu die bisher entwickelte Maschinerie.

(1.12) Satz (Minkowski (1896)). Eine Teilmenge K C K" ist genau dann ein poly-
edrischer Kegel, wenn K die konische Hiille von endlich vielen Vektoren ist. Mit anderen
Worten: Zu jeder Matriz A € K(™™) gibt es eine Matriz B € K" 50 dass

P(A,0) = cone(B)
gilt und umgekehrt. A

Beweis. P(A,0) cone(AT)° P(BT,0)° cone(B). O
(1.13) Satz. Es seien A € Kmn) b e K™, dann existieren endliche Mengen V, E C K"
mat

P(A,b) = conv(V) + cone(E). A

we=r (o 2)-0))

dann gilt: © € P(A,b) <= (}) € H. H ist nach Definition ein polyedrischer Kegel.

Also gibt es nach Satz (T.12)) eine Matrix B € K™+1%) mit H = cone(B). Aufgrund der

Definition von H hat die letzte Zeile von B nur nichtnegative Elemente. Durch Skalieren

Beweis. Setze



1.3 Darstellungssétze

der Spalten von B und Vertauschen von Spalten konnen wir B in eine Matrix B so

umformen, dass gilt
B= (1:/; (f;) , cone(B) = H.

Daraus folgt:

x € P(Ab) <— <313> eH

— z=VA+Epmit \T'1=1, A,z >0
<= 1z € conv(V) + cone(E). O

(1.14) Korollar. FEine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polytop, wenn P die
konveze Hille endlich vieler Vektoren ist. A

Beweis. Sei V' C K" endlich und P = conv(V'), dann ist P nach ein Polyeder. Ist
x € P, sogilt z = Zle Aivi, v € V., Ay >0, Zle Ai = 1, und somit ||z| < Z;c:l llvsl],
d.h. P C{z ||z <> ,cv [v[l}. Also ist P beschrankt, d.h. P ist ein Polytop.

Ist umgekehrt P ein Polytop, so gibt es nach Satz (1.13]) endliche Mengen V', E' mit
P = conv(V) 4 cone(E). Gibt es einen Vektor e € E mit e # 0, so gilt fiir alle n € IN:
x+ne € P fur alle z € conv(V). Also ist P unbeschrankt, falls E'\ {0} # 0. Daraus folgt
E € {0,{0}}, und dann gilt trivialerweise conv(V) = conv(V') + cone(FE) = P. O

(1.15) Satz (Darstellungssatz). Eine Teilmenge P C K™ ist genau dann ein Polyeder,
wenn P die Summe eines Polytops und eines polyedrischen Kegels ist, d. h. wenn es
endliche Mengen V, E C K" gibt mit

P = conv(V') + cone(E). A
Beweis. Kombiniere ([1.12)), (1.13)), (1.14)) und (1.5). O

Ist P C K™ ein Polyeder, so wissen wir nunmehr, dass es fiir P zwei mogliche Darstel-
lungen gibt. Es gilt namlich

P = P(A,b) = conv(V) + cone(E),

wobei A eine (m,n)-Matrix, b € K™ und V, E endliche Mengen sind. Diese beiden Dar-
stellungen sind grundsétzlich verschieden, was natiirlich in vielerlei Hinsicht niitzlich sein
kann. Manche Aussagen iiber Polyeder sind vollig trivial, wenn man von der einen Be-
schreibung ausgeht, wihrend sie aus der anderen Beschreibung nicht unmittelbar folgen.

Die Darstellung P(A,b) nennt man auch dufere Beschreibung von P. Der Grund fiir
diese Bezeichnung liegt darin, dass man wegen

P = ({z|Aiz<b} C {z] Az <b},
=1
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das Polyeder P als Durchschnitt von grofseren Mengen betrachten kann. P wird sozu-
sagen ,yvon aufen“ durch sukzessives Hinzufiigen von Ungleichungen (bzw. Halbradumen)
konstruiert.

Hingegen nennt man conv(V') + cone(FE) eine innere Beschreibung von P. Ist E = (),
so ist die Bezeichnung offensichtlich, denn V' C P und somit wird P durch konvexe
Hiillenbildung von Elementen von sich selbst erzeugt. Analoges gilt, wenn P ein poly-
edrischer Kegel ist. Sind jedoch V und E nicht leer, dann ist F nicht notwendigerweise
eine Teilmenge von P, jedoch gelingt es eben aus den Vektoren v € V zusammen mit
den Vektoren e € E das Polyeder P ,yon innen her“ zu konstruieren.

Die Sétze , und beinhalten weitere wichtige Charakterisierungen
von polyedrischen Kegeln, Polytopen und Polyedern. Wir erinnern uns aus der linearen
Algebra daran, dass jeder lineare Teilraum L des KK eine endliche Basis hat, d.h. eine
endliche Teilmenge B besitzt, so dass B linear unabhéngig ist und L = lin(B) gilt.
Die linearen Teilraume des K™ sind also diejenigen Teilmengen des K", deren Elemente
durch Linearkombinationen einer endlichen Menge erzeugt werden kénnen. Nach
sind Polytope genau diejenigen Teilmengen des K", die durch Konvexkombinationen einer
endlichen Menge erzeugt werden kénnen.

Wir werden spéter sehen, dass es sogar eine eindeutig bestimmte minimale (im Sinne
der Mengeninklusion) endliche Menge V' C K" gibt mit P = conv(V'), d.h. Polytope
haben sogar eine eindeutig bestimmte ,konvexe Basis“. Nach sind polyedrische
Kegel genau diejenigen Teilmengen des K", die ein endliches ,Kegelerzeugendensystem*
haben. Auch hier gibt es natiirlich minimale endliche Mengen, die die Kegel konisch
erzeugen. Aber nur unter zusétzlichen Voraussetzungen haben zwei minimale konische
Erzeugendensysteme auch gleiche Kardinalitdt, und Eindeutigkeit gilt lediglich bis auf
Multiplikation mit positiven Skalaren. Haufig nennt man eine Teilmenge T" des IK™ endlich
erzeugt, falls T = conv(V') + cone(F) fur endliche Mengen V', E gilt. Nach sind
also die Polyeder gerade die endlich erzeugten Teilmengen des IKK™. Fassen wir zusammen,
so gilt:

(1.16) Bemerkung. Ist 7' C K", so gilt

(a) T ist ein linearer Teilraum <= T ist die lineare Hiille einer endlichen Menge.
(b) T ist ein affiner Teilraum <= T ist die affine Hiille einer endlichen Menge.

(
(d

)
)
¢) T ist ein polyedrischer Kegel <= T ist die konische Hiille einer endlichen Menge.
) T ist ein Polytop <= T ist die konvexe Hiille einer endlichen Menge.

)

(e) T ist ein Polyeder <= T ist endlich erzeugt. A

Exkurs: Andere Darstellungsformen von Polyedern

Satz ([1.15) und Bemerkung (1.16|) zeigen, dass Polyeder auch durch Hiillenbildungspro-

zesse (linear, affin, konisch, konvex) und nicht nur durch Durchschnitte (Halbraume,



1.3 Darstellungssétze

Hyperebenen), die uns in ADM I (siehe (2.1)) zur Definition gedient haben, charakte-
risiert werden konnen. Dies sind jedoch nicht die einzigen Moglichkeiten, Polyeder zu
beschreiben. Wir kénnen hierauf nicht vertieft eingehen, sondern erwédhnen nur zwei Bei-
spiele.

Der harmlos aussehende absolute Betrag |.| ermoglicht in manchen Féllen enorm kom-
pakte Darstellungen. Wir betrachten als Beispiel

K(n) :=conv{ey,...,en, —€1,...,—€n},

wobei e; den i-ten Einheitsvektor im K™ bezeichnet. K (n) wird in der Literatur Kreuz-
polytop genannt. Zur Definition des Kreuzpolytops K (n) durch Hiillenbildung benotigt
man also 2n Vektoren. Will man K (n) als Durchschnitt von Halbrdumen darstellen, so
sind (beweisbar) 2" Ungleichungen erforderlich:

K(n)={zecK"|ales <1Va e {-1,1}"}.

Erlaubt man die Benutzung des Absolutbetrages, so ergibt sich
n
K(n)={zeXK"|) | <1}.
i=1

Eine einzige Ungleichung geniigt in diesem Falle also zur Darstellung des Kreuzpolytops.
Das Kreuzpolytop K (3) im dreidimensionalen Raum ist das bekannte Oktaeder.

Tiefliegende Sétze der reellen algebraischen Geometrie, die auf Brocker (1991) und
Scheiderer (1989) zuriickgehen, siehe hierzu Bochnak et al.| (1998), zeigen, dass der Sta-
bilitdtsindex jeder ,basic closed semi-algebraic set® im Raum R”™ den Wert m := %
hat.

Polyeder sind spezielle ,basic closed semi-algebraic sets”. Ubersetzt in ,unsere Sprache
und bezogen auf Polyeder besagt das Resultat von Brocker und Scheiderer, dass es zu
jedem Polyeder P Polynome p1,...,pm, in n reellen Variablen mit reellen Koeffizienten

gibt, so dass

P={zeR"|piz) 20,2’—1,...,71(71;1)}
gilt. Der Beweis ist rein ,existenziell“ und liefert kein Konstruktionsverfahren fiir diese m
Polynome. Es gibt allgemeine semi-algebraische Mengen, bei denen man auch beweisbar
m Polynome braucht.

Fiir den Spezialfall von Polyedern wurde in [Bosse et al. (2005)) gezeigt, dass man im
R™ die benétigten Polynome algorithmisch bestimmen kann und dass man sogar mit
2n Polynomen auskommt. Es wird vermutet, dass sogar n Polynome zur Darstellung
von Polyedern ausreichen (und dass diese auch konstruiert werden konnen). Fiir einen
wichtigen Spezialfall haben dies Averkov und Henk bewiesen, der allgemeine Fall ist noch
offen.

Eine Konsequenz der oben geschilderten Ergebnisse ist, dass das Kreuzpolytop K(n)
statt mit 2" linearen Ungleichungen mit lediglich 2n Polynomialgleichungen beschrieben
werden kann.
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1.4 Giiltige Ungleichungen, Seitenflichen und Dimension

In Abschnitt haben wir bereits einen Polarentyp, die Kegelpolare, zur Beweisverein-
fachung eingefiihrt. Hier wollen wir eine weitere Polare betrachten, die es uns ermogli-
chen wird, eine Charakterisierung beziiglich P(A,b) in eine Charakterisierung beziiglich
conv(V) + cone(E) zu tibertragen.

(1.17) Definition. FEs seien S C K", a € K", a € K. Die Menge
ST = {<a> ceK"! a2z <aVeeS)
a

heifit v-Polare von S. A

Die v-Polare S7 kann als die ,Menge aller giiltigen Ungleichungen beziiglich S“ be-
trachtet werden. Wir wollen nun die y-Polare eines Polyeders charakterisieren.

(1.18) Satz. Essei P C K", P # (), ein Polyeder mit den Darstellungen P = P(A,b) =
conv(V) + cone(E), dann gilt:

a n+1 T T T AT 0
(a) PV = cK | FJu>0,u" A=a" ,u"b<a; = cone 1)
«

o ={(@)ew i V)= - (G 0)0) e

Beweis.
a

@ < > € P’ < Az <b,a’z > « inkonsistent
a

“— Ju>0,v>0mit u’ A —va® =0,u’b—va <0 (ADMI, (11.5))
<= du > 0 mit uTA:aT,uTbS o

. [a AT 0\ [u
s suznzom (3= (4 9)(9)
a c AT 0
— o cone (G )

() (Z) ePl = dlv<aWweVunda (v+Xe)<aWweV,ec ELA>0

— a’'e <0 (andernfalls wire a’ (v + \e) > a fiir geniigend groRes \)

- (5 )=

Gilt umgekehrt das letztere Ungleichungssystem, und ist x € P, so existieren v1,...,v, €
Vound er,...,eq € B, A, ...y 0 >0, 30 N =1, pa,...,pg > 0, so dass

p q
xr = Z Ui + Zujej.
i=1 j=1

10



1.4 Giiltige Ungleichungen, Seitenflichen und Dimension

Und daraus folgt
P q q q
ol = Z Nialv; + Z ,ujaTej < Z Aioe + ZujO = «,
i=1 j=1 i=1 j=1

also gilt (a) e P, a
o’

(1.19) Korollar. Die y-Polare eines Polyeders ) # P C K™ ist ein polyedrischer Kegel
im K"t A

(1.20) Korollar. Ist() # P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein Polyeder und a’z < a
eine Ungleichung, dann sind dquivalent:

(i) aTz < « ist giiltig beziiglich P.
(i) Ju>0 mit u’ A =a”, uTb < a.

(iii) aTv < aVv €V und ale <0 Ve € E.

(iv) (a> e P A

a

Wir erinnern an einige Begriffsbildungen aus der ADM I (siehe Definitionen (8.2) und
(8.6) des ADM I Skripts): Eine Teilmenge F' C P eines Polyeders P ist eine Seitenfliche
von P, wenn es eine giiltige Ungleichung ¢’z < ¢q beziiglich P gibt mit F = PN {x |
'z = ¢o}. Ist P = P(A,b) und M die Zeilenindexmenge von A, dann ist fiir eine
Teilmenge F' C P die Gleichheitsmenge eq(F) := {i € M | A;.x = b; Yo € F'}, die Menge
der fiir alle z € F' bindenden Restriktionen. Fir I C M ist fa(l) :=={x € P | Ar.x = bs}
die von I induzierte Seitenfliche.

Wir zeigen nun, dass man die Gleichheitsmenge einer Seitenflache explizit berechnen
kann.

(1.21) Satz. Seien P = P(A,b) ein Polyeder und ) # F = {x € P | 'z = ¢y} eine
Seitenfliche von P. Dann gilt

eq(F)={ie€ M |3u>0 mitu; >0 und u’ A =c" uT'b=cp}. A

Beweis. Nach Voraussetzung und Folgerung (11.19) aus ADM I haben die beiden linea-
ren Programme

T min ulb
(p) M Ax L, wd (D uTA = T
T
o u >0

11



1 Polyedertheorie

optimale Losungen mit gleichem Zielfunktionswert cg, und F ist die Menge der Optimal-
16sungen von (P). Sei nun i € eq(F'). Aufgrund des Satzes (11.26) vom starken komple-
mentéren Schlupf existieren Optimallésungen z, @ von (P), (D) mit 4; > 0 < A;.Z = b;..
Wegen T € F gilt A;.T = b;, also gibt es einen Vektor v mit den geforderten Eigenschaf-
ten.

Gibt es umgekehrt einen Vektor u > 0 mit u; > 0 und u7A = ¥, uTb = ¢, so ist u
optimal fiir (D), und aus dem Satz vom schwachen komplementéaren Schlupf (11.25) folgt
Aj.x =1b; fiir alle x € F, d.h. i € eq(F). O

(1.22) Satz. Seien P = P(A,b) ein Polyeder und F # () eine Teilmenge von P, dann
stnd dquivalent:

(i) F ist eine Seitenfliche von P.
(ii)) 3T C M mit F =fa(l) ={z € P| Ar.x = br}.

(i) F = fa(eq(F)). A

Beweis. Gelten (ii) oder (iii), dann ist F' offenbar eine Seitenfliche von P.

(i) = (ii): Sei F ={x € P|cl'z = ¢y} eine Seitenfliiche. Setzen wir I := eq(F),
dann gilt nach Definition F C {z € P | Ar.x = br} =: F'. Ist x € F’, so gilt z € P; es
bleibt zu zeigen, dass ¢’ x = ¢g gilt. Zu jedem i € I gibt es nach einen Vektor u(®
mit u(® > 0, UZ@ >0, (uTA=c" und (u)Tb = ¢y. Setze

L G
u::Zmu(),

el

dann gilt nach Konstruktion u; > 0 Vi € I und ferner u; = 0 Vi € M \ I (andernfalls wére
i € I nach (1.21))). Die Vektoren 2 und u sind zuléissig fiir die linearen Programme (P), (D)
des Beweises von ([1.21). Aus dem Satz vom schwachen komplementéren Schlupf (11.25)
aus ADM I folgt, dass sie auch optimal sind. Daraus folgt ¢’z = ¢y und somit € F.
(i) == (iii) folgt direkt aus dem obigen Beweis. O

Aus Satz folgt, dass zur Darstellung einer Seitenfliche von P(A,b) keine zusétz-
liche Ungleichung benotigt wird. Man braucht lediglich in einigen der Ungleichungen des
Systems Ax < b Gleichheit zu fordern. Da jede nichtleere Seitenfliche auf diese Weise
erzeugt werden kann, folgt:

(1.23) Korollar. Sind A € K™ b ¢ K™, dann hat das Polyeder P(A,b) hichstens
2™M 4+ 1 Seitenflichen. A

Beweis. M = {1,...,m} hat 2™ Teilmengen. Fiir jede Teilmenge I C M ist P N {z |
Aj.x = by} eine Seitenfliche von P. Dazu kommt u. U. noch die leere Seitenfléche. O

12



1.4 Giiltige Ungleichungen, Seitenflichen und Dimension

Man kann Seitenflichen auf dhnliche Weise durch Einfiihrung von Abbildungen analog
zu eq bzw. fa beziiglich der Darstellung P = conv(V') + cone(E) charakterisieren. Diese
Kennzeichnungen von Seitenflichen sind jedoch technisch aufwendiger. Der interessierte
Leser sei dazu auf |Bachem and Grotschel| (1982)) verwiesen.

Wir wollen nun zeigen, dass man auch die Dimension einer Seitenfléche eines Polyeders
explizit berechnen kann. Zunéchst fiihren wir einen Hilfsbegriff ein.

(1.24) Definition. Ein Element x eines Polyeders P heifft innerer Punkt von P, wenn
x in keiner echten Seitenfliche von P enthalten ist. A

Achtung! Innere Punkte eines Polyeders P sind nicht notwendig auch topologisch
innere Punkte im Sinne der natiirlichen Topologie des IK". Unsere inneren Punkte sind
topologisch innere Punkte im Sinne der Relativtopologie auf P.

(1.25) Satz. Jedes nichtleere Polyeder besitzt innere Punkte. VAN

Beweis. Sei P = P(A,b) und I =eq(P(A,b)), J=M\1I. Gilt I = M, so hat P keine
echten Seitenfléchen, also ist jedes Element von P ein innerer Punkt. Andernfalls ist das
System Ax < b dquivalent zu

Ar.x = by,

Ajx <by.

P hat innere Punkte heiflt dann, dass es ein x gibt mit A;.x = by und Ajy.x < by.
Zu jedem i € J existiert nach Definition ein Vektor y® e P mit A;.yD < b;. Setze
Y= ﬁ Yoics y™, dann ist y Konvexkombination von Elementen von P, also y € P, und
es gilt Aj.y < by. Mithin ist y ein innerer Punkt von P. O

(1.26) Satz. Sei F' Seitenfliche eines Polyeders P(A,b) und & € F. Der Vektor T ist
ein innerer Punkt von F genau dann, wenn eq({z}) = eq(F). A

Beweis. 7 ist genau dann ein innerer Punkt von F', wenn die kleinste (im Sinne der
Mengeninklusion) Seitenfliche von F', die T enthélt, F' selbst ist. Offenbar ist fa(eq({z}))
die minimale Seitenfliche von P, die T enthélt. Daraus folgt die Behauptung. O

(1.27) Satz. Ist F' # () eine Seitenfliche des Polyeders P(A,b) C K", dann gilt
dim(F) = n — rang(Aeq(r).)- A
Beweis. Sei I := eq(F). Aus der linearen Algebra wissen wir, dass n = rang(Ay.) +
dim(kern(Ay.)) gilt. Zu zeigen ist also: dim(F) = dim(kern(A;.)). Seien
r = dim(kern(Az7.)) und s:=dim(F).

s> s Dadim(F) = s, gibt es s+ 1 affin unabhéngige Vektoren zg, z1,...,zs € F.
Dann sind die Vektoren z1 —xy, . .., zs— o linear unabhéngig und erfiillen Ay.(x; —x¢) =
0. kern(A;.) enthélt also mindestens s linear unabhéngige Vektoren, also gilt r > s.

13
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»$ > 1 Nach (1.25]) besitzt F' einen inneren Punkt z € F'. Nach ((1.26]) gilt eq({Z}) =
eq(F') = I, und daraus folgt fiir J := M \ I:
Al-i‘ = b[a
Aj.T <by.

Ist 7 =0, so gilt s > 0 wegen Z € F. Sei also r > 1, und {z1,...,z,} sei eine Basis von
kern(Az.). Firp=1,...,r und j € J setze:

00, falls Aj.x, =0
(5jp = bj — Aj.i‘
e:=min{d;, | j € J,pe{l,...,r}}.

andernfalls,

(Setze € # 0 beliebig, falls §;, = oo fiir alle j,p.) Fiir i € I und alle p € {1,...,r} gilt
nun
Ai.(a?—ksxp) = Ai.f+8Ai.$p = A, = b,
da A;.xz, = 0. Fiir j € J gilt
Aj(z+exy) =A;.2+cAjxp

< Aj.f + 5ijj.SUp

= Aj.:i’ +bj — Aj.i

= b;.

Daraus folgt Z 4 ex, € F fiir alle p € {1,...,r}. Da die Vektoren ez1,...,ex, linear
unabhéngig sind, sind die Vektoren T, Z+¢cx1,...,T+¢cx, affin unabhéngig. Das heifst, I
enthdlt mindestens r 4+ 1 affin unabhéngige Vektoren, und somit gilt dim(F) =s > r. O

(1.28) Korollar. P = P(A,b) C K" sei ein nichtleeres Polyeder, dann gilt:

(a) dim(P) =n — rang(Aeq(p).)-

(b) Ist eq(P) =0, dann ist P volldimensional (d.h. dim(P) = n).

(c) Ist F eine echte Seitenfliche von P, dann gilt dim(F) < dim(P) — 1. A

Mit Hilfe von Satz (1.27)) kann man auch die affine Hiille einer Seitenflache auf einfache
Weise bestimmen.

(1.29) Satz. Sei F # () eine Seitenfliche des Polyeders P(A,b), dann gilt

aﬁ(F) = {l’ ’ Aeq(F)-x = beq(F)}' YA
Beweis. Es seien [ :=eq(F') und T := {z | A;.z = bs}. Offenbar ist T ein affiner Raum
und wegen F' C T gilt aff(F) C aff(T") = T'. Sei s = dim(F'), dann folgt aus Satz (|1.27)),

dass dim(kern(Az.)) = s und somit dim(7") = s gilt. Aus dim(aff(F)) = dim T und
aff(F') C T folgt aff(F') =T. O

14
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1.5 Facetten und Redundanz

Wie wir bereits bemerkt haben, kann man zu einem Ungleichungssystem Ax < b be-
liebig viele Ungleichungen hinzufiigen, ohne die Losungsmenge des Systems zu dndern.
Wir wollen nun untersuchen, wie man ein gegebenes Polyeder mit moglichst wenigen
Ungleichungen darstellen kann. Dies ist speziell fiir die lineare Optimierung wichtig, da
der Rechenaufwand zur Auffindung einer Optimallésung in der Regel von der Anzahl
der vorgelegten Ungleichungen abhéngt. Gesucht wird also eine Minimaldarstellung ei-
nes Polyeders, um rechentechnische Vorteile zu haben. Es wird sich zeigen, dass hierbei
diejenigen Ungleichungen, die maximale echte Seitenflichen eines Polyeders definieren,
eine wesentliche Rolle spielen. Deshalb wollen wir derartige Seitenflichen untersuchen.

(1.30) Definition. Ax < b sei ein Ungleichungssystem, und M sei die Zeilenindezmenge
von A.

(a) Sei I C M, dann heifst das System Ar.x < by unwesentlich oder redundant beziiglich
Az < b, wenn P(A,b) = P(App ., bang) gilt.

(b) Enthalt Ax < b ein unwesentliches Teilsystem Ar.x < by, dann heifit Ax < b redun-
dant, andernfalls irredundant.

(c) FEine Ungleichung A;.x < b; heifit wesentlich oder nicht redundant beziiglich Az < b,
wenn P(A,b) # P(App qiy., ban\iy) gilt.

(d) FEine Ungleichung A;.x < b; heifit implizite Gleichung beziiglich Az < b, wenn i €
eq(P(A,b)) gilt.

(e) FEin System Az < a, Bx = b heifst irredundant, wenn Ax < a keine unwesentliche
Ungleichung beziiglich des Systems Ax < a, Bx < b, —Bx < —b enthdlt und B vollen
Zeilenrang hat.

(f) Eine nichttriviale Seitenfliche F' von P(A,b) heifft Facette von P(A,b), falls F' in
keiner anderen echten Seitenfliche von P(A,b) enthalten ist. A

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass Redundanz bzw. Irredundanz keine Eigen-
schaft des Polyeders P(A,b) ist, sondern eine Eigenschaft des Ungleichungssystems Az <
b. Wir werden sehen, dass ein Polyeder viele irredundante Beschreibungen haben kann.
Ferner ist auch die Annahme falsch, dass man immer durch das gleichzeitige Weglassen al-
ler unwesentlichen Ungleichungen eines Systems Ax < b eine irredundante Beschreibung
von P(A,b) enthdlt. Wir wollen nun zunéchst unwesentliche Ungleichungen charakteri-
sieren.

(1.31) Satz. FEin Ungleichungssystem Ar.x < by ist unwesentlich beziiglich Ax < b genau
dann, wenn es eine Matriz U € ]KSl”’m) gibt mit UA = Ay, Ub <by und U.;r = 0. AN

Beweis. Fiir jedes i € I ist nach (1.20) die Ungleichung A;.x < b; giiltig beziiglich
P(Apn1.,ban 1) genau dann, wenn es einen Vektor @; > 0 gibt mit ﬂfAM\[, = A;. und
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ﬂin < b;. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine Matrix U € ]Kgl”’m) gibt mit

UA= A, Ub<b;und U.; = 0. O

(1.32) Korollar. A;.z <b; ist genau dann redundant beziglich Az < b, wenn es einen
Vektor u € K7 gibt mit uwlT'A=A;., u"b<b;, uy =0. A

Der néchste Satz zeigt, wann man Ungleichungen nicht mehr weglassen kann, ohne das
Polyeder zu éndern.

(1.33) Satz. P = P(A,b) # 0 sei ein Polyeder. Sei ) # I C M \ eq(P) und P’ :=
P(Apng.,ban1)- Dann gilt

P # P' <= 3 nichttriviale Seitenfliche F C P mit eq(F) C I Ueq(P). A

Beweis. Im Weiteren bezeichnen wir mit eqps die ,equality set“~-Abbildung beziiglich P’.
Es gilt offenbar eqp, (F') C eq(F).

»,<=* Angenommen, es gilt P = P’, und F sei eine beliebige nichttriviale Seitenflache
von P (und somit auch von P’). Da F eine nichttriviale Seitenflache von P’ ist, gibt es
eini e (M\I)\eqp (P') mit i € eqp/ (F). Daraus folgt eq(F) € I Ueq(P).

,=—" Angenommen, es gilt P # P’. Wegen P C P’ heift dies, es existiert ein Vektor
v € P'\ P, und somit gibt es eine Indexmenge () # K C I mit der Eigenschaft A; v <
bi Vi e M\ K und A;.v > b; Vi € K. Nach Satz hat P einen inneren Punkt, sagen
wir w, d.h. es gilt A;.w =b; Vi € eq(P) und A;.w < b; Vi € M \ eq(P).

Wir betrachten nun einen Punkt y auf der Strecke zwischen v und w, d.h. y = Aw +
(1 — A)v mit 0 < X\ < 1. Aufgrund der Voraussetzungen gilt:

Aiy=10b; Yi€eq(P)
Ay <b; Yie M\ (eq(P)UK), falls A > 0.
Ist i € K, so gilt
Aiy <b, <= Mw+ (1—-N)A,.v<b

< M. (w—v) <b — Aj.v

— )\2 bi—Ai.v

Aw—1) (da A;.(w—wv) <0).

Setzen wir
bz' — Ai.U 3
= _— K
w maX{Ai.(w—U)HG },

. b; — Ajv
L:{ZEK’M:A (wv)}’

dann gilt z :=pw+ (1 —p)ve P, 0 L C K C I und

Aiz=bVieL
Ajz<bVie K\ L.
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Daraus folgt, z ist ein innerer Punkt von F' := fa(L U eq(P)). Nach (1.26]) gilt dann
eq(F) = eq({z}) = LUeq(P), und das bedeutet, dass F' eine nichttriviale Seitenflédche
von P mit eq(F) C I Ueq(P) ist. O

Wir werden nun wichtige Eigenschaften von Facetten bestimmen, Nichtredundanz
kennzeichnen und Facetten charakterisieren.

(1.34) Satz. Sei F eine Facette von P = P(A,b), dann gilt:
(a) eq(P) C eq(F).
(b) Fir alle i € eq(F) \ eq(P) gilt

F=fa({i}) = {z € P| Aj.x = b} A

Beweis. (a) gilt offensichtlich fiir alle nichttrivialen Seitenflichen von P.
(b) Die Abbildung fa ist inklusionsumkehrend, d. h.

1CJ = fa(I) D fa(J).

Daraus folgt F' = fa(eq(F')) C fa({i}). Dai & eq(P), muss fa({i}) eine echte Seitenfliche
von P sein. Aus der Maximalitdt von F' folgt die Behauptung. O

(1.35) Korollar. Sei P = P(A,b) ein Polyeder und F die Menge der Facetten von P.
Dann gilt:

(a) hEFBeF Fi+4#F — eq(Fl) ﬂeq(Fg) = eq(P).
(b) |F| <m —[eq(P)].

(¢) Es gibt eine Menge I C M mit folgenden FEigenschaften
(c1) I € M\ eq(P),
() 111 = |7,
(c3) FeF < 3 genau eini € I mit F = fa({i}). A

Jede Menge I C M mit den Eigenschaften , wollen wir Facetten-Indez-
menge nennen. Satz zeigt, dass man Facetten von P dadurch erhilt, dass man
in nur einer Ungleichung A;.z < b; des Systems Ax < b Gleichheit fordert. Jedoch ist es
keineswegs so, dass fiir alle ¢ € M die Menge fa({i}) eine Facette von P ist! Dies gilt nur
fiir solche ¢ € M, die in einer Facettenindexmenge enthalten sind.

(1.36) Satz. Seien P = P(A,b) # () ein Polyeder und F die Menge der Facetten
von P. Seien M die Zeilenindezmenge von A, I C M \ eq(P) und J C eq(P). Sei
P ={x|Ajx=0by,Ar.x <bs}, dann gilt:

(a) P=P <= (a1) VFeFgitIneq(F)#0 und
(ag) rang(Aj.) = rang(Aeqp).)-

17
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(b) P = P(AIUeq(P)«7bIUeq(P)) <~ VF e F gilt Iﬂeq(F) 7é 0. A

Beweis. Mit J = eq(P) folgt (b)) direkt aus (fa)). Wir beweisen ().

»,— Nach Definition gilt offenbar J = eqp/(P’). Angenommen (ag) ist nicht er-
fiillt, d.h. rang(A;.) < rang(Aeqp).). Dann folgt aus der Dimensionsformel (1.28) (&)
dim(P’) > dim(P) und somit muss P # P’ gelten. Widerspruch!

Angenommen (aj) ist nicht erfiillt. Dann gibt es eine Facette F' von P mit eq(F) C
M\ I=(M\I)Ueq(P). Folglich gilt P # P’ nach Satz (1.33]). Widerspruch!

<" Wir zeigen zunéchst, dass unter der Voraussetzung (ag) gilt:

Ajx=b; = Aeq(P)-x = beQ(P)'

Da P' # 0, gilt rang(A,.,bs) = rang(A;.) = rang(Aeqp).) = rang(Acq(p)., beq(p))-
Das heift, fiir alle i € eq(P) existieren K C J und A, k € K, mit A;. = >, p MeAg.,
bi = > ek Akby. Erfiillt also der Vektor x das System A .z = by, so gilt fiir alle i € eq(P)

Ai.x = Z )\kAkLL’ = Z )\kbk = bi.
keK keK

Nach (a;) gilt fiir jede Facette F' von P: eq(F) € M \ I, und da Facetten maximale echte
Seitenflachen sind und eq inklusionsumkehrend ist, folgt daraus eq(G) € M \ I fiir alle
echten Seitenflaichen G von P. Aus Satz ([1.33)) folgt daher P = P’. O

(1.37) Korollar. Seien P = P(A,b) # 0 ein Polyeder, I C M \ eq(P), J C eq(P) und
P={z|Ajx =0by,Ar.x < br}. Diese Darstellung von P ist genau dann irredundant,
wenn gilt:

(a) I ist eine Facetten-Indexmenge von P.

(b) Aj. ist eine (rang(Acq(p).), n)-Matriz mit vollem Zeilenrang. A

(1.38) Korollar. Sei P = P(A,b) C K" ein volldimensionales Polyeder (also eq(P) =
0, bzw. dim(P) = n), dann gilt fiir alle I C M

P(Aj.,br) ist eine irredundante Beschreibung von P

<= [ ist Fuacetten-Indexmenge von P. A

(1.39) Satz. Sei P = P(A,b) ein Polyeder, und F sei eine nichttriviale Seitenfliche
von P. Dann sind dquivalent:
(i) F ist eine Facette von P.

(ii) F ist eine maximale echte Seitenfldche von P.

(iii) dim(F) = dim(P) — 1.

18
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(iv) F enthalt dim(P) affin unabhingige Vektoren.

(v) Sei cT'x < ¢y eine beziiglich P giiltige Ungleichung mit F = {x € P | c'z = ¢},
dann gilt fiir alle giiltigen Ungleichungen d*x < § mit F C {x € P |d'xz = §}: Es
gibt einen Vektor u € KP) ynd o € K, o > 0 mit

d¥ = acl + uTAeq(p).,

0 = acg + uTbeq(p). A

Beweis. (i) <= (ii): nach Definition.

— : trivial.
(i) = : Angenommen F ist keine Facette, dann existiert eine echte Seitenfliche G

von Pmit F C G C P. Aus (1.28) (d) folgt dann dim(F) < dim(G)—1 < dim(P)-2,
Widerspruch!

i) = : Sei I’ eine beliebige Facette von P. Wir nehmen zunéchst an, dass
Ar.x < by, Aj.x = by eine irredundante Darstellung von P(A,b) ist mit 1 € I und
dass FF = {x € P | Aj.x = by} gilt. Sei nun d’2z < § eine giiltige Ungleichung
mit £ C {z € P | d'x = §}. Aufgrund von Folgerung gibt es Vektoren
v > 0 und w mit vT A7, + wT Ay, = d¥ und vy + wTby; < 6 (in der Tat gilt
hier Gleichheit, da {z | d”2 = §} eine Stiitzhyperebene ist). Angenommen, es gibt
einen Index 7 € I\ {1} mit v; > 0, dann gilt nach i € eq(F'). Dies ist aber
ein Widerspruch dazu, dass I eine Facettenindexmenge ist. Hieraus folgt .

(v) == (ii1): Da F eine echte Seitenfliche von P ist, gilt dim(F) < dim(P) — 1.
Angenommen dim(F') < dim(P) — 2. O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass F' =
{r € P| Aj.x = b1} gilt. Aus ((1.27) folgt

rang(Aeq(r).) > rang(Aeqpy.) + 2.

Mithin gibt es einen Index i € eq(F) \ (eq(P) U {1}), so dass der Zeilenvektor A;.
linear unabhéngig von den Zeilenvektoren A;., j € eq(P)U{1}, ist. Das aber heifit,
dass das System

Ai. = OéAl. + uTAeq(p)_

keine Losung «, u hat. Wegen F' C {x € P | A;.x = b;} ist dies ein Widerspruch zu
(v)- O

(1.40) Korollar. Seien P = P(A,b) C K" ein volldimensionales Polyeder und F =
{x € P|clz = cy} eine Seitenfliche von P. Dann sind dquivalent:

(i) F ist Facette von P.

(i) dim(F)=mn—1.
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(iii) Fir alle giiltigen Ungleichungen d*x < 8, d #0, mit F C {x € P | d"x = 6} gilt:

FEs existiert ein o« > 0 mat

dT = ac”,

0 = acg. A

(1.41) Beispiel. Wir betrachten das Polyeder P = P(A,b) C R?, das wie folgt gegeben

ist (siehe Abbildung[L.2).

Aq. 1 -1 0
As. -2 2 0
As, 10 b | 2
Ay, 0 1]’ - 2
As. -1 0 -1
Ag. -1 -1 -2

Fy

2. 3

1 0

F2
i é

Abbildung 1.2: Ein 1-dimensionales Polyeder in R?

P hat 4 Seitenflachen, ndmlich (), P und F; = {(g)}, F, = {(})} F1 und F» sind
Facetten von P. Es gilt eq(P) = {1,2}, eq(F1) = {1,2,3,4}, eq(F>) = {1,2,5,6}, eq(0) =
{1,...,6}. Die Mengen {3,5}, {3,6}, {4,5}, {4,6} sind die Facettenindexmengen von P.
Eine irredundante Beschreibung von P ist z. B. gegeben durch

P={x]| A2 =0,As3.2 < b3, As.x < bs}.

Ubrigens sind die Ungleichungen A;.x < b;, i = 3,4, 5,6 redundant beziiglich P(A,b).
Die Ungleichungssysteme Ay.x < by mit I = {3,5} oder I = {4,6} sind z. B. ebenfalls
redundant. Aber A;.x < by ist nicht redundant beziiglich P(A,b), falls I = {3,4,5}. A

1.6 Rezessionskegel, Linienraum und Homogenisierung

An dieser Stelle ist es niitzlich einige weitere Objekte einzufithren, die man Polyedern
(bzw. allgemeinen Mengen) zuordnen kann. Das Studium dieser Objekte ist fiir sich
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selbst betrachtet sehr interessant. Wir wollen diese Mengen jedoch nur als Hilfsmittel
zur Vereinfachung von Beweisen verwenden, weswegen wir nicht weiter auf theoretische
Untersuchungen dieser Mengen eingehen werden.

(1.42) Definition. Sei S C K™ eine beliebige Menge. Wir definieren
(a) rec(S) :={y e K" |Jx €S, so dass VA >0 gilt x + \y € S},

(b) lineal(S) :={y € K" |3z € S, so dass VA € K gilt x + \y € S},
(c) hog(S) :={(]) € K" |z € S}°.

Die Menge rec(S) heifst Rezessionskegel von S, lineal(S) heifit Linealitdtsraum oder
Linienraum von S, und hog(S) heifst Homogenisierung von S. JAN

Wir wollen nun die oben eingefiithrten Mengen beziiglich Polyedern charakterisieren.
Nennen wir einen Vektor y mit x4+ Ay € S fiir alle A > 0 eine ,,Richtung nach Unendlich®,
so besteht der Rezessionskegel einer Menge S aus allen Richtungen nach Unendlich. Fiir
Polyeder gilt Folgendes:

(1.43) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder, dann gilt
rec(P) = P(A,0) = cone(E). A

Beweis. (a) rec(P)= P(A,0).

Ist y € rec(P), so existiert ein x € P mit x + Ay € P YA > 0. Daraus folgt b >
A(z + \y) = Az + AAy. Gébe es eine Komponente von Ay, die grofer als Null ist, sagen
wir (Ay); > 0, so wére der Vektor x + Aoy mit

Ao = +1
‘ (Ay);

nicht in P(A,b), Widerspruch!

Isty € P(A,0),sogilt fiirallex € P(A,b) und A > 0, A(z+\y) = Az+ Ay < b+0 = b,
also ist y € rec(P).

(b)  rec(P) = cone(E).

Die Inklusion cone(E) C {y € K" | Vo € S;YA > 0: 2+ Ay € S} C rec(P) ist
offensichtlich. Umgekehrt sei y € rec(P), dann existiert wieder ein € P wie oben. An-
genommen y ¢ cone(E), dann gibt es nach dem Farkas-Lemma (ADM I Skript (11.2)(c))
ein u mit u £ < 0 und u”'y > 0. Fiir jedes z € P folgt dann mit gewissen \;, 0 < \; < 1,
YA =1und p; > 0:

M1
ulz = UTZ)\iV.i +uTz,uZ-E.i = Z)\iuTV.i +ul'E : < Z)\iuTV.i
i i i g i

< max u'V;
1

Andererseits gilt aber u” (z + \y) = uTx + AuTy — oo, fiir A — oo, ein Widerspruch zu
x+ Ay € P fir alle A > 0. O
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Insbesondere folgt aus dem Beweis auch, dass rec(P) = {y € K" | Vo € P und YA >0
gilt © + Ay € P} fiir Polyeder P gilt. Ist P ein Kegel, so gilt natiirlich P = rec(P), und
offenbar ist ein Polyeder P genau dann ein Polytop, wenn rec(P) = {0}. Abbildung
zeigt ein Polyeder und seinen Rezessionskegel.

rec(P)

Abbildung 1.3: Ein Polyeder und sein Rezessionskegel

Aus Definition (|1.42) folgt lineal(P) = rec(P) N (—rec(P)). Offenbar ist lineal(P) ein
linearer Teilraum des K", und zwar ist es der grofste lineare Teilraum L C K", so dass
x4+ L C P fir alle z € P gilt. Analytisch konnen wir lineal(P) wie folgt darstellen.

(1.44) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder, dann gilt

lineal(P) = {z | Az = 0} = cone({e € E | —e € cone(E)}). A

Beweis. Wegen lineal(P) = rec(P)N(—rec(P)) folgt die Behauptung direkt aus ((1.43]).0

Wir kommen nun zur Homogenisierung. Die Definition der Homogenisierung erscheint
etwas kompliziert: Man wende zweimal die Kegelpolaritdt auf die Menge S an! Geome-
trisch betrachtet ist hog(.S) der Durchschnitt aller Ungleichungen mit rechter Seite 0, die
giiltig beziiglich {(7) | z € S} sind.

(1.45) Satz. Sei P = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder. Sei
A —b
p=(0 2)

hog(P) = P(B,0) = cone({(}) | v € V}) + cone({(§) | e € E}). A

dann gilt
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Beweis. Setzen wir Py := {(]) € K" | 2 € P}, so gilt offensichtlich
Py =conv({(}) | ve V}+cone({() | e € E}.

Aus Folgerung ([1.20)) ergibt sich dann:

P ={zeK" | Tu<0vVue P}
={ze K" |1()) <0vweV, " ({) <0Vec E}

G o)== (G 0)0)

Mit Folgerung (1.7) P(A,0)° = cone(AT) erhalten wir nun

0 Vi) V E
hog(P) = P; :P<<ET 0>,0> :cone(]lT 0T>.

Die zweite Charakterisierung von hog(P) folgt aus einer anderen Darstellung von Py.

Es gilt ndmlich mit Satz (1.18):
PP={(§) e K" |yTz+ A1 <0V e P} ={(}) e K" | yTz < -AVz e P}

() e K| () € PY = {(2) e K[ (2 )econe@f ?)}

B AT 0
= cone T 1)

Folgerung ([1.10f) impliziert nun

hog(P) = P° = (cone <:4;; _()1>)° =P <<€ :ll)> ,O> . 5
In Abbildung sind ein Polyeder P C R!, die im obigen Beweis definierte Menge P;
und hog(P) dargestellt.
(1.46) Bemerkung. Sei P C K" ein Polyeder, dann gilt:
(a) z € P < (}) € hog(P).
(b) @ € rec(P) <= (i) € hog(P). A

Beweis. @ ist trivial.
[) Sei P = P(A,b) eine Darstellung von P, dann gilt hog(P) = P(B,0) mit B =

<gl :l1)> Folglich gilt nach ((1.45)) und ((1.43])

(5) cosr) = (7)€ PB.0) = Ar <0 = s erep)
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hog(P)

P

Abbildung 1.4: 1-dimensionaler Polyeder und seine Homogenisierung

1.7 Extremalen von spitzen Polyedern

Wir wollen nachfolgend einige Aussagen {iber spitze Polyeder beweisen, die sich — ent-
sprechend modifiziert — auch fiir allgemeine Polyeder zeigen lassen. Dabei treten jedoch
einige unschone technische Komplikationen auf, so dass wir hier auf die Behandlung dieser
Verallgemeinerung verzichten.

Wir erinnern daran, dass ein Polyeder spitz genannt wird, wenn es eine Ecke (null-
dimensionale Seitenflache) besitzt. Die folgende Aussage erweitert Satz (8.11) aus dem
ADM I Skript.

(1.47) Satz. Sei P = P(A,b) C K" ein nichtleeres Polyeder, dann sind dquivalent:
(1) P ist spitz.

(2) rang(A) = n.

(3) rec(P) ist spitz, d. h. 0 ist eine Ecke von rec(P).

(4) Jede nichtleere Seitenfliche von P ist spitz.

(5) hog(P) ist spitz.

(6) P enthdlt keine Gerade.

(7) rec(P) enthdlt keine Gerade.

(8) lineal(P) = {0}. A

Beweis. Die Aquivalenz von (), und wurde schon in ADM I in Satz (8.11)
gezeigt.
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Aus der Aquivalenz von und folgt direkt die Aquivalenz der Aussagen ,
und , da

rec(P) = P(A,0), nach (1.43),
A —b
hog(P) = P <<O _1> ,0) , nach ([1.45).

() = (6). Angenommen P enthilt eine Gerade G = {u+ v | A € K}, v # 0, dann
gilt b > A(u + \v) = Au + AAv fir alle A € K. Daraus folgt A(Av) < 0 fiir alle A € K
und somit v, —v € rec(P), d.h. 0 = Jv + (—v) ist eine Konvexkombination. Also ist 0
keine Ecke von rec(P).

@ = . Ist rec(P) nicht spitz, so ist 0 echte Konvexkombination von Vektoren
aus rec(P), sagen wir 0 = Au+ (1 — AN)v, u # 0 # v, 0 < XA < 1. Dann aber ist neben u
auch —Au = (1 — A\)v € rec(P) und folglich ist G = {pu | u € K} eine Gerade in rec(P),
und fiir alle z € P ist x + G eine Gerade in P.

Die Aquivalenz von und zu den iibrigen Aussagen ist nun offensichtlich. O

Der folgende Hilfssatz {iber innere Punkte wird im Weiteren bendtigt.

(1.48) Lemma. Ist F eine nichtleere Seitenfliche von P = P(A,b), gilt I = eq(F),

und ist B = {y',...,y*} eine Basis des Kerns von Aj., dann gibt es zu jedem inneren
Punkt x € F von F eine > 0, so dass x +ey/ € P fiir alle j = 1,....k gilt. AN
Beweis. Ubungsaufgabe. O

(1.49) Definition. Sei P ein Polyeder. Ein Vektor z € rec(P) \ {0} heiffit Extremale
(oder Extremalvektor) von P, wenn cone({z}) ein Extremalstrahl von rec(P) ist. A

Nur spitze Polyeder haben Extremalen. Denn ist P nicht spitz, so ist nach
rec(P) nicht spitz, also ist der Nullvektor eine echte Konvexkombination zweier von Null
verschiedener Vektoren, sagen wir 0 = Au+ (1 — A)v, 0 < A < 1. Ist F = cone({z})
ein Extremalstrahl von rec(P), so gibt es eine beziiglich rec(P) giiltige Ungleichung
'z < 0mit F = {z € rec(P) | 'z = 0}. Nun gilt 0 = ¢70 = T (Mu+ (1 — M) =
Melfu+ (1= N)efv <0. Aus ¢Tu <0, ¢f'v <0 folgt ¢T'u = ¢Tv = 0 und somit u,v € F,
ein Widerspruch. Aussagen {iber Extremalen machen also nur fiir spitze Polyeder Sinn.

Ist K speziell ein spitzer polyedrischer Kegel, so ist (wegen rec(K) = K) eine Extremale
von K ein Vektor z € K, so dass cone({z}) ein Extremalstrahl von K ist. Das heifst,
jeder auf einem Extremalstrahl von K gelegener und von Null verschiedener Vektor ist
eine Extremale von K.

(1.50) Satz. Seien P = P(A,b) C K" ein spitzes Polyeder und z € rec(P)\ {0}. Dann
sind dquivalent:

(1) z ist eine Extremale von P.

(2) cone({z}) ist ein Extremalstrahl von rec(P).
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(3) z lafst sich nicht als echte konische Kombination zweier linear unabhdngiger Elemente
von rec(P) darstellen.

(4) (rec(P) \ cone{z}) U {0} ist ein Kegel.
(5) rang(Aeq(fz}).) =n — 1 (wobei sich eq auf das System Az <0 bezieht). A

Beweis. () <= (2). Definition.

@) = @). Ist F := cone({z}) ein Extremalstrahl von rec(P), so ist F eine eindi-
mensionale Seitenflache von rec(P), d.h. F' kann keine zwei linear unabhéngigen
Vektoren enthalten. Insbesondere gibt es eine beziiglich rec(P) giiltige Ungleichung
'z <0mit F = {x € rec(P) | c'z = 0}. Gibt es zwei linear unabhingige Vekto-
ren u,v € rec(P) und A, > 0 mit z = Au + pw, so gilt 0 = ¢T'z = T (Au+ wv) =
AeTu + pe’v < 0. Daraus folgt ¢’v = ¢’v =0, d.h. w,v € F, ein Widerspruch.

B) <= (@). Trivial.

B) = (B). Sei I = eq({z}), dann ist z innerer Punkt von F := {z € rec(P) |
Ar.xz = 0}. Ist rang(Ar.) < n — 1, dann enthélt der Kern von Aj. einen von z
linear unabhéngigen Vektor uw. Nach Lemma ((1.48) gibt es ein € > 0, so dass

T

z+teu € rec(P) gilt. Dann aber gilt z = 3(z+eu)+5(z—eu), d. h. z ist echte konische

Kombination von zwei linear unabhéngigen Elementen von rec(P), Widerspruch.

Offenbar ist rang(A;.) # n.

B) = ([@). Sei I = eq({z}), dann folgt fiir F' = {x € rec(P) | Aj.z = 0} aus der
Voraussetzung, dass dim(F") = 1 gilt. Da rec(P) spitz ist, enthélt nach (1.47) rec(P)
keine Gerade, also muss die eindimensionale Seitenfliche F' der Strahl cone({z})
sein. O

Wir wollen nun noch eine Beziehung zwischen den Ecken und Extremalen eines spitzen
Polyeders und den Extremalen seiner Homogenisierung aufzeigen.

(1.51) Satz. Sei P C K" ein spitzes Polyeder, dann gilt:

T

(a) z ist Ecke von P <= (Y) ist Extremale von hog(P).

z

(b) z ist Extremale von P <= (7) ist Extremale von hog(P). A
Beweis. Sei P = P(A,b), dann gilt nach Satz (1.45) hog(P) = P(B,0) mit

p=(5 0)

(@) Sei I = eq({z}) beziiglich P(A,b). z ist Ecke von P <= rang(A;.) = n (nach
Satz (8.8) aus dem ADM I Skript) <= rang(Beq({(;c)})_) = n (denn die neu hin-
1

zugekommene Ungleichung ist nicht mit Gleichheit erfiillt) IR, (T) ist Extremale
von hog(P).
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(1.50)

() = ist Extremale von P <= z ist Extremale von rec(P) <= rang(Aeq({z}).) =
n—1 <= rang(Beq({(z)}).) =n (5) ist Extremale von hog(P). O
0

1.8 Weitere Darstellungssatze

Wir kniipfen hier an Abschnitt an, wo wir bereits verschiedene Darstellungssitze be-
wiesen haben. Einige dieser Séatze kdnnen wir mit Hilfe der nun gewonnenen Erkenntnisse
verschérfen.

Ist K ein polyedrischer Kegel und gilt K = cone(E), dann nennen wir E eine Kegelbasis
von K, wenn es keine echte Teilmenge E’ von E gibt mit K = cone(E’) und wenn jede
andere minimale Menge F' mit K = cone(F) dieselbe Kardinalitdt wie E hat. Ist P
ein Polytop, dann heifst eine Menge V mit P = conv(V') konvexe Basis von P, wenn V'
keine echte Teilmenge besitzt, deren konvexe Hiille P ist, und wenn jede andere minimale
Menge W mit P = conv(WW) dieselbe Kardinalitdt wie V' hat.

Trivialerweise sind die Elemente einer Kegelbasis FE konisch unabhdngig, d.h. kein
e € F ist konische Kombination der iibrigen Elemente von E; und die Elemente einer
konvexen Basis sind konver unabhdngig, d. h. kein Element von V ist Konvexkombination
der tibrigen Elemente von V. Es gilt aber keineswegs, dass jeder Vektor x € cone(E) bzw.
x € conv(V) eine eindeutige konische bzw. konvexe Darstellung durch Vektoren aus E
bzw. V hat. In dieser Hinsicht unterscheiden sich also Kegelbasen und konvexe Basen
von Vektorraumbasen.

(1.52) Satz. Sei {0} # K C K" ein spitzer polyedrischer Kegel, dann sind dquivalent:
(1) E ist eine Kegelbasis von K.

(2) E ist eine Menge, die man dadurch erhdlt, dass man aus jedem Extremalstrahl von K
genau einen von Null verschiedenen Vektor (also eine Extremale von K ) auswdhlt./\

Beweis. Ist z Extremale von K, so ist K’ := (K \ cone({z}))U{0} nach ein Kegel.
Folglich gilt cone(E) C K’ fiir alle Teilmengen E von K’. Also muss jede Kegelbasis
von K mindestens ein (aus der Basiseigenschaft folgt sofort ,genau ein®) Element von
cone({z}) \ {0} enthalten.

Zum Beweis, dass jede wie in spezifizierte Menge eine Kegelbasis ist, benutzen wir
Induktion {iber d = dim K. Fiir Kegel der Dimension 1 ist die Behauptung trivial. Sei
die Behauptung fiir Kegel der Dimension d richtig und K ein Kegel mit dim K = d + 1.
Sei y € K \ {0} beliebig und ¢ € K" \ {0} ein Vektor, so dass die Ecke 0 von K die
eindeutig bestimmte Lésung von max{clz | z € K} ist (c existiert nach Satz (8.8) aus
dem ADM I Skript). Sei z € {z | ¢T'x = 0} \ {0}. Dann ist fiir die Gerade

G={y+ X z| XK}

die Menge K N G ein endliches Streckenstiick (andernfalls wire z € rec(K) = K, und

wegen ¢! z = 0 wire 0 nicht der eindeutige Maximalpunkt). Folglich gibt es zwei Punkte
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z1 und z3, die auf echten Seitenflichen, sagen wir F; und F5, von K liegen, so dass
K NG = conv({zg, z1}). Die Dimensionen der Seitenflichen Fy, F3 sind hochstens d, Fy
und F5 sind Kegel, und die Extremalstrahlen von F} und F3 sind Extremalstrahlen von
K. Nach Induktionsvoraussetzung werden z; und zo durch die in festgelegten Mengen
beziiglich F; und F5 konisch erzeugt. Daraus folgt, dass y durch jede Menge des Typs
konisch erzeugt werden kann. Dies impliziert die Behauptung. O

(1.53) Korollar. Jeder spitze polyedrische Kegel besitzt eine — bis auf positive Skalierung
der einzelnen Elemente — eindeutige Kegelbasis. A

(1.54) Korollar. Jeder spitze polyedrische Kegel K # {0} ist die Summe seiner Extre-
malstrahlen, d. h. sind cone({e;}), i = 1,...,k die Extremalstrahlen von K, so gilt

k
K = cone({eq,...,ex}) = Z cone({e;}).
i=1

Der folgende Satz verschérft (1.13)) fiir spitze Polyeder.

(1.55) Satz. Jedes spitze Polyeder P ldsst sich darstellen als die Summe der konvexen
Hiille seiner Ecken und der konischen Hiille seiner Extremalen, d. h. sind V' die Ecken-
menge von P und cone({e}), e € E, die Extremalstrahlen von rec(P) (bzw. ist E eine
Kegelbasis von rec(P)), so gilt

P = conv(V) + cone(E). A

Beweis. Sei hog(P) die Homogenisierung von P. Da P spitz ist, ist hog(P) nach (|1.47)
ein spitzer Kegel. Nach (1.54)) ist hog(P) die Summe seiner Extremalstrahlen cone({e}}),
i=1,...,k O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, dass e, = (Uf), i=1,...,p,und €, = (%)7
i =p+1,....k gilt. Aus (L.51)) folgt: V' = {vy,...,v,} ist die Eckenmengen von P
und E = {ept1,...,ex} ist die Extremalenmenge von P. Nach (1.46) gilt z € P <=
(f) € hog(P) und somit folgt ©z € P <— z = Zle Aiv; + Zf’:pH Wi€iy iy g > 0,

P Ai=1,dh z € conv(V)+ cone(E). O

(1.56) Korollar (Satz von Krein-Milman). Sei P ein Polyeder und V die Menge
seiner Ecken, dann gilt

P ist ein Polytop <= P = conv(V). A

(1.57) Korollar. Polytope haben eine eindeutige konvexe Basis. A

Fiir die lineare Optimierung ist die folgende Beobachtung wichtig.

(1.58) Satz. Seien P C K" ein spitzes Polyeder und ¢ € IK". Das lineare Programm

maxc’x, x € P ist genau dann unbeschrinkt, wenn es eine Extremale e von P gibt mit

Te>0. AN
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Beweis. Seien V' die Eckenmenge von P und E eine Kegelbasis von rec(P), dann gilt
nach P = conv(V)+cone(E). Esist v := max{c’v | v € V} < 0o, da V endlich und
v =max{clz | x € conv(V)}. Gilt ¢T'e <0 Ve € E, so ist v = max{c'z | x € P} < c0.
Falls also max{c’z | # € P} unbeschrinkt ist, muss fiir mindestens ein e € E gelten
c’e > 0. Die umgekehrte Richtung ist trivial. O

Wie bereits bemerkt, haben Elemente von spitzen Polyedern P i. A. keine eindeutige
Darstellung als konvexe und konische Kombination von Ecken und Extremalen. Man
kann jedoch zeigen, dass zu einer derartigen Darstellung von Elementen von P nicht
allzu viele Ecken und Extremalen benttigt werden.

(1.59) Satz. FEs seien K C K" ein spitzer Kegel und 0 # x € K. Dann gibt es
Eztremalen y1, . . .,yq von K, wobei d < dim(K) < n gilt, mit

d
i=1 A
Beweis. Es seien cone({e;}) die Extremalstrahlen von K, i = 1,..., k, dann gibt es nach

(1.54) Skalare \; > 0,7 =1,...,k, mit

k
T = E )\iei.
i=1

Unter allen moglichen Darstellungen von x dieser Art sei die obige eine, so dass I =
{ie{l,...,k}| A\ > 0} minimal ist. Sagen wir, es gilt [ = {1,...,d}. Angenommen die
Vektoren e;, ¢ € I sind linear abhingig, dann gibt es w1, ..., uqg € K, nicht alle p; Null,

so dass gilt
d
Z pie; = 0.
i=1

Angenommen p; > 0 fiir ¢ = 1,...,d, und 0.B.d. A. sei g3 > 0. Dann ist —e; =
Z?:Q %ei eine konische Kombination, und nach Satz gilt e; € lineal(K). Dies
widerspricht nach der Voraussetzung K ist spitz.

O.B.d. A. kénnen wir daher annehmen, dass gilt 1 < 0 und

A A
2o max{Z |,ui<0}.
251 223

Daraus folgt

125
€1 = — Z — €4,
i 1
d
A1
T = ZO‘Z - 7#@)62
i—2 M1
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Diese Darstellung von x ist eine konische Kombination, denn

A
>0 = A\ — "t >0,
M1
by A A
i <0 — e )\iZ*lHi,
i 1 H1

also kann x mit weniger als d Extremalen konisch dargestellt werden, Widerspruch zur
Minimalitéat! Da ein Kegel hochstens dim(K) linear unabhéngige Vektoren enthélt, folgt
d < dim(K). Setzen wir y; = Ne;, i = 1,...,d, so sind die Vektoren y; Extremalen von
K mit der gewiinschten Eigenschaft. O

(1.60) Korollar. Ist P C K" ein spitzes Polyeder und ist x € P, dann gibt es Ecken
V0, V1, - - ., Uk und Extremalen ejy1, exyo, ..., eq von P mit d < dim(P) und nichtnegative
Skalare Ao, ..., A\ mit Zf:o Xi =1, so dass gilt

k d
wZZ)\ivi+ Z €.
=0

i=k+1 A

Beweis. Nach (|1.47) ist hog(P) ein spitzer Kegel, und die Dimension von hog(P) ist
dim(P)+1. Nach (L.46) gilt « € P <= () € hog(P). Nach Satz (1.59) ist () konische
Kombination von d + 1 < dim(P) + 1 Extremalen von hog(P). O.B.d. A. kénnen wir

annehmen, dass gilt
k d
Ty _ Yi €;
<1> -2 <A> . <0>

i=k+1

wobei A\; > 0,7=0,...,k. Fiir v; := )\%yi gilt dann

k d k
$:Z)\Z’Ui+ Z €, Z)\i:L
=0

i=k+1 =0

Ferner sind nach (1.51) die Vektoren v; Ecken von P und die Vektoren e; Extremalen
von P. Also haben wir die gewiinschte Kombination von = gefunden. O

Das folgende direkte Korollar von (1.60) wird in der Literatur haufig Satz von Ca-
ratheodory genannt.

(1.61) Korollar. Ist P C K" ein Polytop, dann ist jedes Element von P Konvexkom-
bination von hochstens dim(P) + 1 Ecken von P. A
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2 Matroide und Unabhangigkeitssysteme

Wir werden nun einige sehr allgemeine Klassen von kombinatorischen Optimierungspro-
blemen kennenlernen. Diese enthalten die in den Kapiteln 5 bis 7 in ADM I betrachteten
Probleme. Der in Kapitel 5 von ADM I eingefiihrte Greedy-Algorithmus wird hier von
besonderer Bedeutung sein. Allerdings treten bei der algorithmischen Behandlung der
hier besprochenen allgemeinen Probleme einige Schwierigkeiten auf, die wir eingehend
diskutieren miissen.

Gute Biicher iiber Matroidtheorie sind Oxley (1992)), [Truemper (1992)) und Welsh
(1976), ein lesenswerter Ubersichtsartikel ist [Welsh| (1995). Optimierungsprobleme auf
Matroiden werden z. B. in Bixby and Cunningham| (1995) und Lee (2004), Seiten 49-74,
ausfiithrlich behandelt. Eine umfassende Ubersicht iiber Matroide, submodulare Funktio-
nen und verwandte Strukturen findet sich in Part IV, Volume B von |Schrijver (2003) auf
den Seiten 649-852.

2.1 Allgemeine Unabhangigkeitssysteme

E sei im folgenden immer eine endliche Menge, 2 bezeichne die Menge aller Teilmengen
von E.

(2.1) Definition. Eine Menge T C 2F heiffit Unabhingigkeitssystem (oder monotones
Mengensystem ) auf E, wenn Z die folgenden Axiome erfiillt:

(L1) 0ezZ,
(I12) FCGel=Fel.

Hiufig wird auch das Paar (E,Z) Unabhdingigkeitssystem genannt. Die Teilmengen von
E, die in T enthalten sind, heiffen unabhingige Mengen, alle ibrigen Teilmengen von E
heiffen abhidngige Mengen. A

Mit jedem Unabhéngigkeitssystem (E,Z) sind auf kanonische Weise andere Mengen-
systeme verbunden, die wir nun kurz einfithren wollen.

Die beziiglich Mengeninklusion minimalen abhéngigen Teilmengen von E heifsen Zir-
kuits (oder Kreise), d.h. C C E ist ein Zirkuit, wenn C' abhéngig ist und wenn C
keine von sich selbst verschiedene abhéngige Teilmenge enthélt. Die Menge aller Zirkuits
(bzgl. eines Unabhéngigkeitssystems Z) heifst Zirkuitsystem und wird mit C bezeichnet.

Ist F' C FE, so heiftt jede Teilmenge von F', die unabhéngig ist und die in keiner anderen
unabhéangigen Teilmenge von F' enthalten ist, Basis von F', d.h.

B Basis von F < (B,B'€Z,BC B'CF= B=D).
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

Die Menge aller Basen der Grundmenge FE heift Basissystem (bzgl. Z) und wird mit B
bezeichnet.
Fiir jede Menge F' C FE heifit die ganze Zahl

r(F) := max{|B| | B Basis von F'}

Rang von F. Die Rangfunktion r ist also eine Funktion, die 2 in die nicht-negativen
ganzen Zahlen abbildet.

Offenbar induziert jedes Unabhéngigkeitssystem Z auf E ein eindeutig bestimmtes Zir-
kuitsystem, ein eindeutig bestimmtes Basissystem und eine eindeutig bestimmte Rang-
funktion. Es gilt auch die Umkehrung, wie wir nachfolgend (ohne Beweis) skizzieren.

Zirkuitsysteme und Basissysteme sind nach Definition Antiketten (Clutter), d.h. Sys-
teme von Mengen, so dass keine zwei Mengen ineinander enthalten sind.

Ist B # () eine Antikette auf E, so ist

I:={ICFE|3BecBmnitlC B}

ein Unabhéngigkeitssystem auf E, und B ist das zu Z gehorige Basissystem.
Ist C # {0} eine Antikette auf E, so ist

Z:={I C E | I enthélt kein Element von C} (2.2)

ein Unabhéngigkeitssystem, und C ist das zu Z gehérige Zirkuitsystem.
Die oben definierte Rangfunktion hat folgende Eigenschaften. Sie ist subkardinal, d. h.
fiir alle F' C F gilt
r(F) < |F],

sie ist monoton, d. h. fir alle F,G C E gilt
FCG=r(F)<r(G),

und sie ist stark subadditiv, d.h. fiir alle F' C FE, fiir alle ganzen Zahlen k > 1, fiir alle
endlichen Indexmengen K C IN und fiir alle Familien (F});cx von Teilmengen von F' mit
der Eigenschaft, dass [{i € K | e € F;}| = k fiir alle e € F, gilt

k-r(F) <) r(F).
€K
Ist 7 : 2 — Z. eine subkardinale, monotone, stark subadditive Funktion, so ist

T:={ICE|rI) =]}

ein Unabhéngigkeitssystem, dessen Rangfunktion die Funktion r ist.

Unabhéangigkeitssysteme Z auf einer Grundmenge E definieren also mathematische
Strukturen, die dquivalent durch Zirkuitsysteme, Basissysteme oder Rangfunktionen ge-
geben werden konnen. Unabhéngigkeitssysteme sind sehr allgemeine Objekte und besit-
zen zu wenig Struktur, um tiefliegende Aussagen iiber sie machen zu konnen.
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2.1 Allgemeine Unabhéngigkeitssysteme

Sei fiir jedes Element e € E ein Gewicht ¢, € R gegeben. Fiir F' C E setzen wir wie

tiblich
o(F) := Z Ce.
eeF

Das Problem, eine unabhéngige Menge I* € 7 zu finden, so dass ¢(I*) maximal ist, heifst
Optimierungsproblem tiber einem Unabhdngigkeitssystem I, d.h. wir suchen

max{c(I) | I € T}. (2.3)

Offenbar macht es hier keinen Sinn, Gewichte c. zu betrachten, die nicht positiv sind.
Denn wenn I* € Z optimal ist, gilt I’ := I*\ {e € E | ¢c < 0} € T (wegen (1.2))
und ¢(I') > ¢(I*), also ist I’ ebenfalls eine optimale unabhéingige Menge. Deswegen
werden wir uns im Weiteren bei Optimierungsproblemen iiber Unabhéngigkeitssystemen
auf Gewichtsfunktionen beschrénken, die positiv oder nicht-negativ sind.

Bei Optimierungsproblemen iiber Basissystemen ist es dagegen auch sinnvoll, negative
Gewichte zuzulassen. Ist ein Basissystem B auf der Grundmenge E gegeben und sind
ce € R Gewichte, so nennen wir

min{c(B) | B € B} (2.4)
Optimierungsproblem tiber einem Basissystem B.
(2.5) Beispiel.

(a) Sei G = (V,E) ein Graph. Eine Knotenmenge S C V heift stabil (Clique), falls
je zwei Knoten aus S nicht benachbart (benachbart) sind. Die Menge der stabi-
len Knotenmengen (Cliquen) ist ein Unabhéngigkeitssystem auf V. Die Aufgabe —
bei gegebenen Knotengewichten — eine gewichtsmaximale stabile Menge (Clique) zu

finden, ist ein Optimierungsproblem iiber einem Unabhéngigkeitssystem, vergleiche
ADM T (3.13).

(b) Ein Wald in einem Graphen G = (V, E) ist eine Kantenmenge, die keinen Kreis ent-
hélt. Die Menge aller Wilder bildet ein Unabhéngigkeitssystem auf E. Das Problem,
einen maximalen Wald in G zu finden, war Hauptthema von ADM I, Abschnitt 5.2.
Offenbar ist in einem zusammenhédngenden Graphen G die Menge der aufspannenden
Baume genau die Menge der Basen des Unabhéngigkeitssystems der Wélder. Das Pro-
blem, einen minimalen aufspannenden Baum zu finden (siche ADM I, Satz (5.13)),
ist somit ein Optimierungsproblem iiber einem Basissystem.

(c) Ein Matching in einem Graphen G = (V, E) ist eine Kantenmenge M C E, so dass je-
der Knoten aus V' in hochstens einer Kante aus M enthalten ist. Die Menge aller Mat-
chings ist ein Unabhéngigkeitssystem auf F. Das Matchingproblem ADM I, (3.10)
ist also ein Optimierungsproblem iiber einem Unabhéngigkeitssystem. Die Aufgabe,
in einem vollstdndigen Graphen mit Kantengewichten ein minimales perfektes Mat-
ching zu finden, ist ein Optimierungsproblem iiber einem Basissystem. Analog bilden
die zuléssigen Losungen eines 1-kapazitierten b-Matchingproblems ein Unabhéngig-
keitssystem.
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

(d) Gegeben sei ein vollstandiger Digraph D,, = (V, A) mit n Knoten und Bogenléngen
¢ fiir alle (4, 5) € A. Eine Tour (gerichteter Hamiltonkreis) ist ein gerichteter Kreis
in D, der jeden Knoten enthilt. Die Aufgabe, eine Tour mit minimalem Gewicht zu
finden, heifst asymmetrisches Travelling-Salesman-Problem, siche ADM 1, (3.12). Die
Menge T aller Touren ist kein Unabhéngigkeitssystem, jedoch eine Antikette, also
Basissystem eines Unabhédngigkeitssystems. Das asymmetrische TSP ist somit ein
Optimierungsproblem iiber einem Basissystem. Wir kénnen es aber auch als Opti-
mierungsproblem iiber einem Unabhéngigkeitssystem auffassen. Dies geht wie folgt:
Setzen wir

T:={ICA|3T T mit I CT},

cgj = max{|ci;| | (4,7) € A} + 1 — ¢y,

so ist 7 ein Unabhéngigkeitssystem, und jede Losung von max{c/(I) | I € T} ist
eine Tour, die — beziiglich der Gewichte ¢;; — minimales Gewicht hat. (Auf die gleiche
Weise kann man viele andere Optimierungsprobleme {iber Basissystemen in Optimie-
rungsprobleme {iber Unabhéingigkeitssystemen iiberfiihren.) Ebenso ist das symme-
trische TSP ein Optimierungsproblem iiber einem Basissystem.

(e) Gegeben sei ein gerichteter Graph D = (V, A). Ein Branching in D ist eine Bo-
genmenge B C A, die keinen Kreis (im ungerichteten Sinne) enthélt, und die die
Eigenschaft hat, dass jeder Knoten v € V Endknoten von hochstens einem Bogen
aus B ist. Die Menge aller Branchings ist ein Unabhéngigkeitssystem auf A. Das Pro-
blem, in einem vollstdndigen Digraphen eine minimale aufspannende Arboreszenz zu
finden, ist ein Optimierungsproblem iiber einem Basissystem, siche ADM I, (3.11).A

Uberlegen Sie sich, welche der iibrigen Beispiele aus ADM I, Abschnitt 3.3 als Opti-
mierungsprobleme iiber Unabhéngigkeits- oder Basissystemen aufgefasst werden kénnen
und welche nicht.

Verschiedene praktische Fragestellungen fiithren auch zu Optimierungsproblemen iiber
Zirkuits. Sind die Elemente e € E durch Gewichte ¢, bewertet, so kann man das Problem
untersuchen, ein Zirkuit C' € C zu finden, das minimales Gewicht ¢(C) hat. Die Aufgabe,
in einem Graphen einen kiirzesten Kreis zu bestimmen, ist z. B. von diesem Typ.

Allgemeiner noch ist folgende Frage von Interesse. Wir sagen, dass eine Menge Z C F
ein Zyklus ist, wenn Z die Vereinigung von paarweise disjunkten Zirkuits ist, d.h. wenn
es Zirkuits Cy,...,C gibt mit C;NC; = 0,1 < i < j < k, so dass Z = UleCi.
Sind die Elemente e € E mit Gewichten ¢, belegt, so sucht man nach einem Zyklus
maximalen Gewichts. Das Chinesische Postbotenproblem (siehe ADM I, (3.12)) und das
Max-Cut-Problem (siche ADM I, (3.15)) sind z. B. von diesem Typ. Aus Zeitgriinden
kénnen wir auf Optimierungsprobleme iiber Zirkuits bzw. Zyklen nicht eingehen, siehe
hierzu Barahona and Grotschel (1986) und (Grotschel and Truemper| (1989).
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2.2 Matroide

2.2 Matroide

Wie die Beispiele aus dem vorigen Abschnitt zeigen, enthalten Optimierungsprobleme
iiber Unabhingigkeitssystemen sowohl polynomial losbare als auch NP-vollstindige Pro-
bleme. Man wird daher nicht erwarten konnen, dass fiir diese Probleme eine ,gute”
Losungstheorie existiert. Wir wollen nun eine Spezialklasse von Unabhéngigkeitssyste-
men einfiihren, fiir die es so etwas gibt. In einem noch zu prézisierenden Sinn (siehe
Folgerung (77?)) ist dies die Klasse der Unabhéngigkeitssysteme, fiir die der Greedy-
Algorithmus (siche ADM I, (5.7)) eine Optimallosung liefert.

(2.6) Definition. FEin Matroid M besteht aus einer Grundmenge E zusammen mit
einem Unabhdngigkeitssystem T C 2F, das eine der folgenden dquivalenten Bedingungen
erfillt:

(13) I,JeZ,|I|=|J|—-1 = FgeJ\Imit IU{j} €T,
(L3 I,JeZ|I|<|J| = IKCJ\Imit ITUK|=|J|, sodass [UK €T,

(I.3") F C FE und B, B" Basen von F — |B| = |B|. A

Das heifst also, das Unabhéngigkeitssystem eines Matroids auf F ist ein Mengensystem
T C 2P das die Axiome (I.1), (1.2) und eines der Axiome (I.3), (1.3'), (1.3") erfiillt. Ein
solches System erfiillt automatisch auch die beiden tibrigen der drei Axiome (1.3), (1.3),
(L.3").

Ein Wort zur Terminologie! Nach der obigen Definition ist ein Matroid M ein Paar
(E,T) mit den oben aufgefiihrten Eigenschaften. Wenn klar ist, um welche Grundmenge
FE es sich handelt, spricht man héufig auch einfach von dem Matroid Z, ohne dabei E
explizit zu erwdhnen. Man sagt auch, M (bzw. Z) ist ein Matroid auf E.

In Definition haben wir von den ,dquivalenten Bedingungen® (1.3), (1.3'), (1.3")
gesprochen. Diese Aquivalenz muss natiirlich bewiesen werden. Da wir hier jedoch keine
Vorlesung iiber Matroide halten wollen, konnen wir auf die Beweise (aus Zeitgriinden)
nicht eingehen. Das gleiche gilt fiir die nachfolgend gemachten Aussagen iiber Zirkuit-
und Basissysteme und Rangfunktionen. Beweise der hier gemachten Aussagen findet der
interessierte Leser z. B. in |Oxley (1992) und Welsh/ (1976]).

Wie wir bereits gesehen haben, kénnen Unabhéngigkeitssysteme iiber Zirkuits, Basen
oder Rangfunktionen beschrieben werden. Ist M = (E,Z) ein Matroid und sind C, B, r
das zugehorige Zirkuit-, Basissystem bzw. die zugehdrige Rangfunktion, so ist natiirlich Z
durch die Angabe von C, B oder r eindeutig beschrieben. Gelegentlich werden daher auch
die Paare (E,C), (E,B), (E,r) als Matroide bezeichnet, meistens dann, wenn es bei einer
speziellen Untersuchung sinnvoller erscheint, mit Zirkuits, Basen oder Rangfunktionen
statt mit Unabhangigkeitssystemen zu arbeiten.

Sicherlich induzieren nicht alle Zirkuit- oder Basissysteme oder alle Rangfunktionen
Unabhéngigkeitssysteme von Matroiden. Diese Antiketten bzw. Funktionen miissen spe-
zielle Eigenschaften haben, damit das zugehorige Unabhéngigkeitssystem das Axiom (1.3)
erfiillt. Einige solcher Eigenschaften wollen wir kurz auflisten.
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

(2.7) Satz.
(a) Bine Antikette C C 2F, C # {0}, ist das Zirkuitsystem eines Matroids auf E
genau dann, wenn eine der beiden folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:
(Cl) C1,C€C,C1#£Coy, ze C1NCy = JC53 € C mit C3 C (ClLJCQ)\{Z},
(C.ll) C1,Cy €C, C1 # Cs, y € Cl\CQ — Ve e CiNCy 3C3 € C mit
yeCs C (01 UCQ) \ {{L‘}
(b) Eine Antikette B C 2, B # (), ist das Basissystem eines Matroids auf E genau
dann, wenn das folgende Axiom erfillt ist:
(Bl) By,By € B, x € By \ By =— dy € By \ By mit (Bl @] {y}) \ {$} € B.

(c) Eine Funktion r : 2F — 7 ist die Rangfunktion eines Matroids auf E genau
dann, wenn eines der beiden folgenden dquivalenten Axiomensysteme erfillt ist:

(R.1) r(®) =0,
(R2) FCE,ecE = r(F)<r(FU{e}) <r(F)+1,

(R.3) F(Q)E, fr9 € Emitr(FU{g}) = r(FU{f}) =r(F) = r(FU{g, f}) =
r(F),

beziehungsweise
(R1) FCFE = 0<r(F)<|F| (ristsubkardinal),
(R2") FCGCEFE = r(F)<r(G) (rist monoton),
(R3) F,GCE = r(FUGQ)+r(FNG) <r(F)+r(G) (r ist submodular)./\

Es gibt noch einige hundert weitere dquivalente Definitionen von Matroiden (die Aqui-
valenz ist — auch in den obigen Féllen — nicht immer offensichtlich). Wir wollen uns jedoch
mit den obigen begniigen.

Ist Z; ein Matroid auf einer Grundmenge F7 und Zs ein Matroid auf Es, so heiffen 7
und Zy isomorph, falls es eine bijektive Abbildung ¢ : Fy — Fs gibt mit
©(F') ist unabhéngig in Zy <= F ist unabhéngig in Z;.
Eine Teilmenge F' C E heifst abgeschlossen (beziiglich T ), falls gilt
r(F) <r(FU{e}) fir allee € E'\ F.
Die Matroidtheorie kann man als eine gemeinsame Verallgemeinerung gewisser Aspekte

der Graphentheorie und der linearen Algebra ansehen. Die beiden Beispiele, aus denen
die Matroidtheorie entstanden ist, wollen wir daher zuerst vorstellen.

38



2.2 Matroide

(2.8) Beispiel.

(a)

Graphische Matroide

Das in (]ED definierte Unabhéingigkeitssystem der Walder eines Graphen G =
(V, E) ist ein Matroid. Ist F' C E, so zerfallt (V, F) in Zusammenhangskomponen-
ten Gy = (V4, F1),...,Gr = (Vi, F)). Die Basen der Zusammenhangskomponenten
G1,...,Gg sind die aufspannenden Baume von Gy, ...,Gg. Jede Vereinigung von
aufspannenden Bdumen von Gy, ..., Gy ist eine Basis von F'. Die Zirkuits von Z sind
die Kreise des Graphen G (daher der Name!). Der Rang einer Menge F' C F ist
gegeben durch

r(F) = |V(F)| — Anzahl k der Komponenten von (V(F), F'),

wobei V(F) die Menge aller Knoten v € V' bezeichnet, die in mindestens einer Kante
aus F' enthalten sind, vergleiche ADM I, Korollar (5.5).

Die Matroide, die wie oben angegeben auf einem Graphen definiert werden kénnen
(bzw. isomorph zu solchen sind), heiften graphische Matroide.

Matrix-Matroide

Sei A = (ay;) eine (m,n)-Matrix iiber einem beliebigen Kérper K mit Spaltenvek-
toren A.q,...,A,. E = {1,...,n} sei die Menge der Spaltenindizes von A. Eine
Teilmenge F' C E heifst unabhéngig, wenn die Vektoren A.;, j € F', linear unabhén-
gig in K™ sind. Da jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge wiederum linear
unabhéngig ist, ist das so definierte Mengensystem Z offenbar ein Unabhéngigkeits-
system. Die Menge aller Basen von F ist die Menge aller B C F, so dass die Vektoren
A.j, j € B, eine Basis des durch die Spaltenvektoren von A aufgespannten linearen
Teilraums von K™ bilden. Das Basisaxiom (B.1) ist in diesem Falle aufgrund des
Steinitz’schen Austauschsatzes erfiillt. (Dieser Satz war die Motivation fiir (B.1).)
Matroide, die auf die hier angegebene Weise konstruiert werden konnen, heifsen
Matriz-Matroide. Die Rangfunktion von Z entspricht der aus der linearen Algebra
bekannten Rangfunktion des K™ beschrankt auf die Spalten von A. Ist Z ein Ma-
troid auf E und gibt es einen Korper K und eine (m,n)-Matrix A tiber K, so dass
Z zu dem Matrix-Matroid beziiglich A isomorph ist, dann heifst Z reprdsentierbar
(iber K ). (Natiirlich kann man hier etwas verallgemeinern und anstelle von Kérpern
Schiefkérper oder andere geeignete Objekte betrachten und Représentierbarkeit {iber
diesen studieren.) Matroide, die iiber dem zweielementigen Korper GF'(2) reprisen-
tierbar sind, heiften bindr. Eine umfassende Untersuchung dieser wichtigen Klasse
von Matroiden findet sich in Truemper| (1992). Matroide, die iiber allen Kérpern
reprasentierbar sind, nennt man reguldr.

Bindre Matroide

Die iiber dem zweielementigen Korper GF(2) représentierbaren Matroide kann man
auf sehr einfache Weise durch eine 0/1-Matrix reprasentieren. Seien M ein binéres
Matroid auf E, T eine Basis von E und S := F\T. Wir kénnen o. B. d. A. annehmen,
dass T'={e1,...,em} und S = {em+1,...,en} gilt. Eine das Matroid M (mit Rang
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

m) reprasentierende Matrix A erhdlt man wie folgt: A hat m Zeilen und n Spalten.
Die i-te Zeile ,représentiert” das i-te Basiselement e;, 1 <1¢ < m, die j-te Spalte das
j-te Element e;, 1 < j < n, von E; A hat die folgende Form (genannt Standardform
oder Standardreprisentation):

A= (In,B),

wobei I,,, die (m, m)-Einheitsmatrix ist. Die j-te Spalte von A, m +1 < j < n, wird
wie folgt konstruiert. Fiigt man das Element e; zur Basis 7" hinzu, so kann man
beweisen, dass genau ein Zirkuit entsteht, genannt das Fundamentalzirkuit zu e;.
Fiir das graphische Matroid des Beispielgraphen in Abbildung ergibt sich so die
folgende Standardreprésentation:

123 456 7 89 10
11 00 0O0 O
2 1 0 |01 11 O
3 1 01 01 0
41 0 1 1110 0
) 11110 0 O

10

Abbildung 2.1: Graph mit 10 Kanten

Es folgt nun eine Liste weiterer interessanter Matroide.

(2.9) Beispiel.

(a) Cographische Matroide

40

Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Ein Cokreis ist eine Kantenmenge, deren Entfer-
nung aus G die Komponentenzahl erhoht und die (mengeninklusionsweise) minimal
beziiglich dieser Eigenschaft ist. Ein Schnitt ist eine Kantenmenge der Form

W)={ijeE|ieW,jeV\W}, WCVWV



2.2 Matroide

Jeder Cokreis ist offenbar ein Schnitt, und es ist einfach einzusehen, dass die Co-
kreise gerade die minimalen nicht-leeren Schnitte von G sind. Sind 6(W') und 6(W”)
verschiedene Cokreise und ist die Kante ij in beiden enthalten, so ist §(WAW') ein
Schnitt, der ij nicht enthélt. (Hier bezeichnet WAW’ die symmetrische Differenz
(WUW)\ (WnW').) Ist 6(WAW') kein Cokreis, so enthélt er einen Cokreis, der
natiirlich ¢j auch nicht enthélt. Daraus folgt, dass die Antikette der Cokreise das Axi-
om (C.1) erfiillt und somit das Zirkuitsystem eines Matroids auf F ist. Ein Matroid,
das isomorph zu einem so definierten Matroid ist, heilt cographisch. Ist G = (V, E)
ein zusammenhéngender Graph und M das cographische Matroid auf G, so ist das
Basissystem B von M gegeben durch

B ={B C E | 3 aufspannender Baum 7' C E mit B = E'\ T}.

Uniforme Matroide

Sei E eine Menge mit n Elementen, dann ist die Menge aller Teilmengen von F
mit hochstens k Elementen ein Matroid auf E. Dieses Matroid heifst uniform und
ist durch die Angabe von k& und n bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Dieses
Matroid wird mit Uy, bezeichnet. Das Basissystem von Uy, wird durch die Menge
der Teilmengen von E mit genau k Elementen gebildet. Das Zirkuitsystem von Uy,
besteht aus den Teilmengen von E mit k+ 1 Elementen. Die Matroide U, ,, (d. h. die
Matroide, in denen alle Mengen unabhéngig sind) heifsen frei (oder trivial). Fiir freie
Matroide gilt C = 0, B = {E}, r(F) = |F| fir alle F C E. Das uniforme Matroid
Us 4 ist das kleinste nicht bindre Matroid. Uberlegen Sie sich einen Beweis hierfiir!

Partitionsmatroide

Sei F eine endliche Menge, und Ej,..., E} seien nicht-leere Teilmengen von E mit
E;NE; =0,1+# j, und Ule FE; = E. Seien by, ..., by nicht-negative ganze Zahlen,
dann ist Z := {I C E | [INE;| < bj,i = 1,...,k} ein Matroid auf E, genannt
Partitionsmatroid.

Transversalmatroide

Sei E eine endliche Menge, (E;);cs sei eine endliche Familie von Teilmengen von E.
Eine Teilmenge T' C E ist eine teilweise Transversale (oder partielles Repriasentan-
tensystem) von (FE;)er, falls es eine Indexmenge J C I gibt mit |J| = |T'| und eine
Bijektion 7 : T — J, so dass t € Er fiir alle ¢ € T'. Die Menge aller teilweisen
Transversalen ist das Unabhéngigkeitssystem eines Matroids auf E. (Dieses Ergebnis
ist nicht trivial und hatte einen wesentlichen Einfluss auf die Transversaltheorie.) A

Wir wollen nun noch einige konkrete Beispiele von Matroiden angeben und ihre Basis-,
Zirkuitsysteme etc. explizit auflisten.

Betrachten wir den folgenden, in Abbildung dargestellten Graphen G = (V, F) mit
E = {1,2,...,13}. Das Zirkuitsystem C des graphischen Matroids auf E ist gegeben
durch die Menge aller Kreise in G, d. h.

C = {{1,2,3},{4,5,6,7},{9,10,11}, {11, 12,13}, {9, 10,12, 13}}.
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

13

Abbildung 2.2: Graph G mit 13 Kanten

Das Zirkuitsystem C* des cographischen Matroids auf F ist gegeben durch die Menge
aller minimalen Schnitte, d. h.

= {{1,2},{1,3},{2,3},{4,5},{4,6},{4,7}, {5,6},{5, 7}, {6, 7}, {8},
{9,101}, {9, 11,12}, {9,11,13}, {10,11,12}, {10, 11,13}, {12, 13} }.

Das Basissystem B des graphischen Matroids des folgenden Graphen G = (V, E) (siehe
Abbildung mit F = {1,2,3,4} ist gegeben durch

B={{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4}},
und das Basissystem B* des cographischen Matroids beziiglich G ist die folgende Anti-

Abbildung 2.3: Graph G mit 4 Kanten

kette:
B* = {{4},{3}.{2}}.
Das graphische Matroid des in Abbildung dargestellten Graphen ist das uniforme

Matroid Us 3. Uniforme Matroide kénnen also auch isomorph zu graphischen sein. Das
uniforme Matroid Us 4 ist jedoch nicht graphisch (Ubungsaufgabe).
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2.2 Matroide

Abbildung 2.4: Graph zum uniformen Matroid Us 3

Betrachten wir die Matrix
1 -1 1 -1
A= (0 1 1 0 >
als Matrix iiber dem Korper R oder Q. Das Zirkuitsystem C des Matrix-Matroids M
beziiglich A ist offenbar gegeben durch

C={{1,2,3},{2,3,4},{1,4}},
und das Basissystem B des Matrix-Matroids M ist
B = {{1’ 2}7 {17 3}’ {27 3}7 {2’ 4}7 {37 4}}'

Ein aus der endlichen Geometrie stammendes Beispiel ist das Fano-Matroid, das
haufig mit dem Symbol F; bezeichnet wird. Betrachten Sie Abbildung Dies ist eine

Abbildung 2.5: Fano-Ebene

graphische Darstellung der Fano-Ebene. Die Fano-Ebene hat 7 Punkte und 7 Geraden.
Die 7 Geraden werden durch die 6 geraden Linien {1,2,6}, ..., {3,6,7} und den Kreis,
der durch die Punkte {4, 5,6} geht, reprasentiert. Das Fano-Matroid F% ist auf der Menge
E ={1,...,7} definiert. Eine Teilmenge B von F ist genau dann eine Basis von Fy, wenn
|B| = 3 und wenn die drei zu B gehorigen Punkte nicht kollinear sind, also nicht auf
einer Geraden liegen. Die Menge {1,2,3} ist somit eine Basis, {4,5,6} dagegen nicht.
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

Das Fano-Matroid ist bindr. Wéhlen wir die Basis T' = {1, 2, 3}, so ergibt die in ([2.8))

beschriebene Konstruktion der Standardreprasentation die folgende Matrix:

1 2 3 4 5 6 7
1 /1 0 0 0 1 1 1
210 1 01 0 11
3\0 01 11 01

die das Fano-Matroid Fy {iber GF'(2) reprisentiert.
Wir wollen nun noch einen einfachen, aber interessanten Zusammenhang zwischen
Unabhéngigkeitssystemen und Matroiden erwéahnen.

(2.10) Satz. Jedes Unabhdngigkeitssystem ist als Durchschnitt von Matroiden darstell-
bar, d. h. ist T ein Unabhdngigkeitssystem auf E, dann gibt es Matroide I, ..., Ty auf
mit

i=1 ' JAN

Beweis. Sei C das zu Z gehorige Zirkuitsystem. Jedes Zirkuit C' € C definiert eine
Antikette {C} C 2%, die trivialerweise das Axiom (C.1) aus ([2.7) erfiillt. Also ist das zu
dem Zirkuitsystem {C'} gehorige Unabhéngigkeitssystem Z¢ ein Matroid. Wir behaupten

nun
7= ﬂ Zc.

Ist I € Z, so ist kein Zirkuit C' € C in I enthalten, folglich ist nach (2.2) I € Z¢ fiir alle
C € C. Sei umgekehrt I € Zo fiir alle C' € C, so heifst dies, dass kein Zirkuit C' € C in [
enthalten ist, und somit, dass I ein Element von Z ist. O

Die im Beweis von Satz angegebene Konstruktion zur Darstellung eines Unab-
héngigkeitssystems als Durchschnitt von Matroiden produziert i. A. eine riesige Zahl von
Matroiden, die das Gewdlinschte leisten. Haufig kommt man mit viel weniger Matroiden
aus.

Betrachten wir z. B. die Menge der Branchings Z C 24 in einem Digraphen D = (V, A).
Man kann einfach zeigen, dass das zugehorige Zirkuitsystem C aus den inklusionsmini-
malen Mengen der Vereinigung der folgenden Antiketten C; und Cy besteht:

C1:={C C A||C| =2 und die Endknoten der beiden Bégen in C sind identisch},
Cy:={C C A | C ist ein Kreis (die Bogenrichtungen spielen keine Rolle)}.

C; ist das Zirkuitsystem eines Partitionsmatroids auf A, dessen Unabhéngigkeitssystem
gegeben ist durch {B C A | |[BNd~ (v)] < 1Vv € V}, und Cy ist das Zirkuitsystem des
graphischen Matroids auf D (hierbei wird D als Graph aufgefasst, d.h. die Bogenrich-
tungen werden ignoriert). Daraus folgt, dass das Unabhéngigkeitssystem der Branchings
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2.3 Orakel

Durchschnitt von 2 Matroiden ist. Fiir den vollstandigen Digraphen D mit n Knoten
hétte die Konstruktion im Beweis von Satz (2.10]) insgesamt

n<";1> +kzn::2 <Z>(k1)!

verschiedene Matroide geliefert.

Das Unabhingigkeitssystem 7 der Teilmengen von Touren im vollstéindigen Digra-
phen D,, mit n Knoten, siche @, ist als Durchschnitt von 3 Matroiden darstellbar
(Ubungsaufgabe). Also ist das asymmetrische Travelling-Salesman-Problem als Optimie-
rungsproblem iiber dem Durchschnitt von 3 Matroiden formulierbar.

2.3 Orakel

Um Eigenschaften von Matroiden oder Unabhéngigkeitssystemen iiberpriifen zu kénnen,
muss man sich natiirlich fragen, wie man Matroide geeignet darstellt, um z. B. ein Com-
puterprogramm schreiben zu kénnen, das Matroide als Input akzeptiert.

Betrachten wir zum Beispiel das in formulierte Optimierungsproblem max{c(I) |
I € T} iiber einem Unabhéngigkeitssystem Z auf E (Spezialfall: (E,7) ist ein Matroid).
Ist Z als Liste aller unabhéngigen Mengen gegeben, so ist das Optimierungsproblem vol-
lig trivial. Wir durchlaufen die Liste, rechnen fiir jede Menge I der Liste den Wert ¢(I)
aus und wihlen eine Menge I*, so dass ¢(/*) maximal ist. Die Laufzeit dieses Enumera-
tionsalgorithmus ist linear in der Inputlange des Unabhéngigkeitssystems.

Viele der Matroide und Unabhéngigkeitssysteme, die wir in den voraufgegangenen Ab-
schnitten definiert haben, sind jedoch in wesentlich kompakterer Form gegeben. Zum
Beispiel ist ein Matrix-Matroid @ durch eine Matrix A (mit der Information, dass
I C E unabhingig genau dann ist, wenn die Spalten A.;, i € I, linear unabhéngig sind)
gegeben, ein graphisches Matroid durch einen Graphen G = (V, E) (zusammen
mit der Information, dass I C F unabhéngig ist genau dann, wenn [ keinen Kreis ent-
hélt), ein cographisches Matroid (2.9)(a) durch einen Graphen G = (V, E) (zusammen
mit der Information, dass C' C E ein Zirkuit ist genau dann, wenn C' ein Cokreis ist).
Wiirden wir die Inputldnge des Matroids als die Lange der Kodierung der Matrix A (fiir
([2-8) (b)) bzw. als die Lénge der Kodierung des Graphen G (fiir (2.8)(a))) definieren, hétte
unser trivialer Enumerationsalgorithmus exponentielle Laufzeit in der Kodierungsléange
dieses kompakten Inputs.

Die Frage ist also: Was ist eine ,,geeignete” Kodierung eines Matroids? Motiviert durch
die gerade angegebenen Beispiele konnte man glauben, dass die Angabe einer Liste aller
unabhéingigen Mengen eine unékonomische Methode sei. Jedoch geht es im allgemeinen
nicht viel besser. Man kann némlich zeigen, dass es mindestens

2271/2 Matroide mit n Elementen

gibt. Daraus folgt, dass es bei jeder beliebigen Kodierungsart immer Matroide gibt, deren
Kodierung eine Linge hat, die mindestens 2™/2 betragt.
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2 Matroide und Unabhéangigkeitssysteme

Aufgrund dieser Tatsache hat sich ein anderes Konzept der Reprisentation von Ma-
troiden durchgesetzt und als aufserordentlich niitzlich erwiesen. Matroide werden durch
,Orakel“ dargestellt.

Wir treffen folgende Definition. Die Kodierungslinge eines Matroids M = (E,T) ist die
Anzahl der Elemente von E. Das Matroid selbst ist in einem Orakel ,yersteckt”, wobei das
Orakel als ein Computerprogramm (Subroutine) interpretiert werden kann, das Fragen
eines speziellen Typs beantwortet. Wir geben einige Beispiele (diese gelten natiirlich nicht
nur fiir Matroide, sondern analog auch fiir Unabhéngigkeitssysteme) und gehen davon
aus, dass wir die Grundmenge E kennen.

(2.11) Beispiel.

(a) Unabhéngigkeitsorakel
Fiir jede Menge F' C FE konnen wir das Orakel fragen, ob F' unabhingig ist. Das
Orakel antwortet mit ,,ja*“ oder ,nein®.

(b) Zirkuitorakel
Fiir jede Menge F' C E konnen wir das Orakel fragen, ob F ein Zirkuit ist. Das
Orakel antwortet mit ,,ja“ oder ,nein‘.

(c) Basisorakel
Fiir jede Menge F' C E konnen wir das Orakel fragen, ob F' eine Basis von F ist.
Das Orakel antwortet mit ,,ja” oder ,nein‘.

(d) Rangorakel
Fiir jede Menge F' C FE konnen wir das Orakel fragen, wie groft der Rang von F ist.
Die Antwort des Orakels ist ,,r(F)“. A

Man sieht sofort, dass dieses theoretische Orakelkonzept dem Konzept von Unterpro-
grammen der Programmierung entspricht.

Wenn wir also Algorithmen betrachten wollen, die Eigenschaften von Matroiden {iber-
priifen, so gehen wir immer davon aus, dass ein Matroid (oder Unabhéngigkeitssystem)
durch die Grundmenge E und ein Orakel gegeben ist, das im Verlaufe des Algorithmus
befragt werden kann. Bei der Komplexitatsanalyse von Algorithmen fiir Matroide (Unab-
héngigkeitssysteme) wird dann ein Orakelaufruf (Unterprogrammaufruf) als ein Schritt
gezihlt. Achtung! Die Laufzeit beim Lesen der Antwort wird wie {iblich berechnet. Gibt
also ein Orakel eine Antwort, die z.B. 2/¥| Speicherplitze benétigt, so hat der Algo-
rithmus automatisch eine exponentielle Laufzeit. Bei den in angegebenen Orakeln
kommt so ein Fall allerdings nie vor! Man nennt Verfahren, die Orakel aufrufen kénnen,
Orakelalgorithmen. Ist ihre Laufzeit in dem oben angegebenen Sinne polynomial in |E|,
so sagt man, dass die Verfahren orakelpolynomial sind.

Hat man einen Algorithmus, dessen Laufzeit orakelpolynomial in |E| ist, so ist der Al-
gorithmus fiir alle die Matroide (Unabhéngigkeitssysteme) im tiblichen Sinne polynomial,
fiir die das Orakel durch einen in |E| polynomialen Algorithmus realisiert werden kann.
Dies ist zum Beispiel fiir Matrix-Matroide der Fall. Ein Unabhéngigkeitsorakel kann man
bei einer gegebenen Matrix durch Rangbestimmung mit Gauf-Elimination realisieren
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2.3 Orakel

(analog die drei anderen Orakel). Dies gilt auch fiir graphische und cographische Ma-
troide, die durch einen Graphen G = (V, E) gegeben sind. Zum Beispiel kann man die
Unabhéngigkeit einer Menge F' im graphischen Matroid (F' enthélt keinen Kreis) durch
Depth-First-Search testen; auch die iibrigen drei Orakel kann man durch Algorithmen
realisieren, deren Laufzeit polynomial in |E| ist.

Eine wichtige Frage ergibt sich sofort. Sind die verschiedenen Orakel algorithmisch
yaquivalent“? Das heiftt, kann man ein Orakel durch ein anderes Orakel in orakelpoly-
nomialer Zeit simulieren und umgekehrt? Zum Beispiel: Ist ein Unabhéngigkeitsorakel
gegeben, kann man dann einen Algorithmus entwerfen (der nur dieses Orakel benutzt
und orakelpolynomial ist), der fiir jede Menge F' C E korrekt entscheidet, ob F' ein
Zirkuit ist oder nicht?

Fiir Matroide und die vier oben angegebenen Orakel wurde diese Frage von [Hausmann
and Korte| (1981)) wie folgt beantwortet.

(2.12) Satz. Sei M = (E,Z) ein beliebiges Matroid.
(a) Das Unabhdngigkeitsorakel und das Rangorakel sind beziiglich M ,dquivalent®.

(b) Das Basisorakel und das Zirkuitorakel kénnen durch das Unabhingigkeitsorakel sowie
durch das Rangorakel in orakelpolynomialer Zeit simuliert werden.

(c) Es gibt keine anderen orakelpolynomialen Beziehungen zwischen diesen Orakeln. /A

Man kann diesen Satz graphisch durch Abbildung veranschaulichen. Ein Pfeil in
diesem Diagramm besagt, dass das Orakel am Ende des Pfeils durch polynomial viele
Aufrufe des Orakels an der Spitze des Pfeils simuliert werden kann. Ist zwischen zwei
Késtchen kein Pfeil (in irgendeiner der beiden Richtungen), so besagt dies auch, dass es
keine orakelpolynomiale Simulation dieser Art gibt. Z. B. kann man das Basisorakel nicht
durch das Zirkuitorakel in orakelpolynomialer Zeit simulieren und umgekehrt. Dies zeigt
man dadurch, dass man eine Klasse von Beispielen angibt, bei denen zur Entscheidung
der Frage, ob eine Menge I eine Basis (ein Zirkuit) ist, eine Anzahl von Aufrufen des
Zirkuitorakels (Basisorakels) notwendig ist, die exponentiell in |E] ist.

BAasis UNABHANGIGKEIT

ZIRKUIT RaNG

Abbildung 2.6: Orakelpolynomiale Reduktionen fiir Matroide

Hausmann and Korte| (1980) haben dieselbe Fragestellung auch fiir allgemeine Unab-
hangigkeitssysteme untersucht, die — wie wir in Abschnitt gesehen haben — dquivalent
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2 Matroide und Unabhangigkeitssysteme

durch Zirkuitsysteme, Basissysteme oder Rangfunktionen gegeben werden kénnen. Der
entsprechende Satz ist bildlich in Abbildung veranschaulicht (Interpretation wie bei

Abbildung [2.6).

~

UNABHANGIGKEIT |——> RaANG

—
ZIRKUIT

Abbildung 2.7: Orakelpolynomiale Reduktionen fiir allgemeine Unabhéngigkeitssysteme

Insbesondere folgt, dass bei Unabhéingigkeitssystemen das Rangorakel das stérkste
ist. Durch dieses lassen sich die iibrigen Orakel in orakelpolynomialer Zeit simulieren.
Jedoch sind hier keine zwei Orakel algorithmisch ,Aquivalent” (sie sind natiirlich logisch
aquivalent).

2.4 Optimierung iiber Unabhangigkeitssystemen

Wir wollen nun die Frage untersuchen, ob bzw. wie gut ein Optimierungsproblem der

Form (23)

max{c(I) | I € I},

wobei Z ein Unabhéngigkeitssystem auf einer Grundmenge E ist, gelost werden kann.
Wir betrachten dazu den folgenden trivialen Algorithmus, vergleiche ADM I, (5.7).

(2.13) Algorithmus GREEDY-MAX fiir Unabhéngigkeitssysteme.

Eingabe: Grundmenge F = {1,...,n} mit Gewichten ¢; € R fiir alle i € E. Ferner ist
ein Unabhingigkeitssystem Z C 2¥ durch ein Unabhiingigkeitsorakel (siche (2.13)) (a))
gegeben.

Ausgabe: Eine unabhéngige Menge I, € 7.

1. Sortiere die Gewichte in nicht aufsteigender Reihenfolge (d. h. nach Beendigung von
Schritt 1| konnen wir annehmen, dass ¢; > ¢g > -+ > ¢, gilt).

2. Setze I := (.

3. FORi=1TO n DO:
Ist ¢; <0, gehe zu 4]
Ist I U {:} unabhéngig (Orakelaufruf), dann setze I := I U {i}.

4. Setze I, := I und gib I, aus. A
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Der Greedy-Algorithmus durchlduft (nach der Sortierung in Schritt|1)) die Elemente von
FE genau einmal, entweder er nimmt ein Element in die Menge I auf, oder er verwirft es
fiir immer. Die am Ende des Verfahrens gefundene Losung I, nennen wir Greedy-Lisung.
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