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Vorwort

Die Vorlesung "Lineare Optimierung* ist die zweite Vorlesung (ADM 1) im Zy-
klus des Studienschwerpunktes "Algorithmische Diskrete Mathematik® an der
TU Berlin in den Studiengngen Mathematik, Techno- und Wirtschaftsmathema-
tik. Detaillierte Kenntnis der vorausgegangenen \Vorlesung "Graphen- und Netz-
werkalgorithmen* wird nicht vorausgesetzt. Graphen- und Netzwerke und damit
zusammenéingende Probleme werden lediglich als Beispielmaterial verwendet.

In dieser Vorlesung werden haugathlich die Grundlagen der linearen Optimie-
rung (auch lineare Programmierung genannt) behandelt, also einige Aspekte der
linearen Algebra und der Polyedertheorie. INath steht die Entwicklung von
Algorithmen zur ldsung von Optimierungsproblemen im Vordergrund. Sehiidusf
lich werden der Simplexalgorithmus und seine Varianten behandelt, aber ebenso
werden wir Innere-Punkte-Verfahren, die Ellipsoidmethode und Schnittebenen-
verfahren der ganzzahligen Optimierung diskutieren.

Oktober 2003 M. Gatschel
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Vorbemerkungen

Literatur

Die Literatur zum ThemaLineare Programmierung® istberwaltigend umfang-
reich. Hierzu rufe man einfach einmal die Datenbank MATH des Zentralblatts
fur Mathematik auf und starte eine Suche nadltiBern, die die Wirter linear
undprogrammingm Titel enthalten. Man et derzeit beinahe 200 Referenzen.
Uber 30 Bicher enthalten die beidenditerlineare Optimierungund fast genau-

so viele die Worterlineare Programmierungn ihrem Titel.

Eine Google-Suche naghnear programming"” liefert derzeit fast 240.000 Ergeb-
nisse. Der (bei meiner Suche) aradhsten bewertete Eintrag wdtinear Pro-
gramming Frequently Asked Questions®. Diese Webseite, gepflegt von Bob Fou-
rer, hat die URL: http://www-unix.mcs.anl.gov/otc/Guide/fag/
linear-programming-faq.html und ist eine wirklich gute Quelle mit
vielfaltigen und ausgezeichneten Informationen zur linearen Optimierung. Unter
der Rubrik, Textbooks" ist hier eine Reihe guteiBher zum Thema zusammen-
gestellt worden. Ich empfehle aus dieser Auswahl:

e Dantzig, George B.l.inear Programming and ExtensionBrinceton Uni-
versity Press, 1963. Dies ist ddlassiker‘ des Gebiets, auch heute noch
eine interessante Quelle, und 1998 im Paperback-Format erneut erschienen.

e Chvatal, VasekLinear Programming Freeman, 1983. Dies ist ein ausge-
zeichnetes Eirifhrungsbuch, das sich insbesondere an Leser mit geringer
mathematischer Vorbildung richtet.

e Padberg, Manfredl.inear Optimization and ExtensionSpringer, 2001.
Wenn sie wissen dthten, was die Berliner Luftiicke mit linearer Op-
timierung zu tun hat, dann sollten Sie einmal in dieses Buch schauen.

e Schrijver, AlexanderTheory of Linear and Integer Programmingiley,
1986. Dieses Buch fasst den Kenntnisstand bis zum Jahre 1985 so gut wie
vollstandig zusammen, ein herausragendes Buch, das sich an den fortge-
schrittenen Leser richtet.

e Vanderbei, Robert JLinear Programming: Foundations and Extensions.
Kluwer Academic Publishers, 1996. Eine 6ade, Praxis bezogene Darstel-
lung von Simplex- und Innere-Punkte-Methoden, Source-Codes zu den im
Buch piasentierten Verfahren sind online viggbar, siehe
http://www.princeton.edu/ rvdb/LPbook/
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e Wright, Stephen JPrimal-Dual Interior-Point MethodsSIAM Publicati-
ons, 1997. Innere-Punkte-Methoden sind erst Mitte der 80er Jahre entdeckt
und popuar geworden. Wrights Buch behandelt die wichtigsten Verfah-
rensklassen dieses Ansatzes.

Polyedertheorie ist ein wichtiger Aspekt der Vorlesung. Sehr guthBr hierzu
sind:

e Grinbaum, BrankoConvex PolytopesSpringer-Verlag, Second Edition,
2003

e Ziegler, Qinter M.,Lectures on Polytope$pringer-Verlag, Revised Editi-
on, 1998

Ein Artikel, der die enormen Fortschritte bei der praktischésung linearer Pro-
gramme seit Anfang der 90er Jahre beschreibt, ist:

¢ Robert E. BixbySolving Real-World Linear Programs: A Decade and More
of ProgressOperations Research 50 (2002) 3-15.

Fortschritte in den letzten Jahren im Bereich der ganzzahligen und gemischt-
ganzzahligen Optimierung sind dokumentiert in

e Robert E. Bixby. Mary Fenelon, Zonghao Gu, Ed Rothberg, und Roland
Wunderling Mixed-Integer Programming: A Progress Repantscheint 2004
in: Grotschel, M. (ed.)The Sharpest CuMPS/SIAM Series on Optimiza-
tion.

Lineare Optimierung im Internet: Vermischtes

Umfangreiche Literaturverweise, Preprint-Sammlungen, Hinweise auf Personen,
die sich mit Optimierung und Spezialgebieten davon b&kigen, vertigbare
Computercodes, Beispiele zur Modellierung von praktischen Problemen, Test-
beispiele mit Daten linearer Programme, etc, findet man u. a. auf den folgenden
Internet-Seiten:

e http://www.optimization-online.org/
(Optimization Online is a repository of eprints about optimization and rela-
ted topics.)
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¢ http://www-unix.mcs.anl.gov/otc/InteriorPoint/
(Interior Point Methods Online)

¢ http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/CaseStudies/
index.html  (NEOS Guide: Case Studies)

e http://miplib.zib.de
(Testbeispieleiir gemischt-ganzzahlige Optimierungsprobleme)

¢ http://elib.zib.de/pub/Packages/mp-testdata/ (Verwei-
se auf Sammlungen von Test-Beispielen wie die Netlib-LP-Testprobleme.)

Im Internet gibt es auch verschiedene Eimfungen in die lineare Optimierung.
Solche Webseiten, gerichtet an Anfyer, sind z.B.:

e http://carbon.cudenver.edu/"hgreenbe/courseware/
LPshort/intro.html

¢ http://fisher.osu.edu/"croxton_4/tutorial/

Wie oben en@hnt, wird in dieser Vorlesung besonders viel Wert auf die geometri-
sche Fundierung der linearen Optimierung gelegt. Risungsmengen von linea-

ren Programmen sind Polyeder. Im Internet findet man viele Seiten, die Polyeder
bildlich darstellen. Hier sind zwei Webseiten mit animierten Visualisierungen von
Polyedern:

e http://www.eg-models.de/ (gehe z. B. zu Classical Models, Regu-
lar Solids oder Discrete Mathematics, Polytopes)

¢ http://mathworld.wolfram.com/topics/Polyhedra.html

Software

Haufig mbchte man Polyeder von einer Darstellungsform (z.Bsungsmenge

von Ungleichungssystemen) in eine andere Darstellungsform (z.B. konvgbee H

von endlich vielen Punkten) verwandeln, um gewisse Eigenschaften besser zu ver-
stehen. Auch hierzu gibt es eine Reihe von Codes (die meisten stehen kostenlos
zum Download bereit). Eine Sammlung solcher Verfahren ist zu finden unter:

http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/polyth/index.html

Die Programmsammlung PORTA stammt aus einer Diplomarbeit, die Thomas
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Christof bei mir geschrieben und dann mit anderen Kollegen (u. adBel(ZIB))
weiterentwickelt hat. Das deutlich umfangreichere Programmpaket Polymake von
E. Gawrilow und M. Joswig wurde im mathematischen Institut der TU Berlin ent-
wickelt und wird hier weiter gepflegt und ausgebaut.

Es gibt eine Vielzahl von Codes zubtung linearer Programme und Modellie-
rungssprachen, mit Hilfe derer man praktische Probleme (einigermaf3en) bequem
in Daten&itze verwandeln kann, die LFSker akzeptieren. Eine kommentierte
Ubersicht hierzu ist zu finden unter:

e http://www-unix.mcs.anl.gov/otc/Guide/fag/linear-
programming-faq.html#Q2

Eine weitere Liste findet man unter:

e http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/linprog/
index.html

Die Zeitschrift OR/MS Today véffentlicht regelné&Rig Ubersichteriiber kom-
merzielle und frei vetigbare Software zurdsung linearer Programme. Die letzte
Ubersicht datiert aus dem Jahre 2001

¢ http://lionhrtpub.com/orms/surveys/LP/LP-survey.html

In dieser Vorlesung haben wir Zugang zu dem kommerziellen Code CPLEX der
Firma ILOG. Nach Ansicht vieler ist dies derzeit der weltweit beste Code zur
Losung linearer und ganzzahliger Programme (lhnen steht allerdings nicht die
allerneueste Version zur Véigung). Vom Konrad-Zuse-Zentrum (ZIB) wird ein

fur akademische Zwecke kostenlos vgtharer Code namens SoPlex zésung

von LPs angeboten, siehe:

¢ http://www.zib.de/Optimization/Software/Soplex
Dieses Programm stammt aus der Dissertation von Roland Wunderling aus dem

Jahre 1997 an der TU Berlin und wird am ZIB weiterentwickelt.

Als Modellierungssprache (z. B. zur Erzeugung von Daten im Ip- oder mps-Format,
die von den meisten LPdsern gelesen werderdfnen) wird in der Vorlesung
Zimpl angeboten, die von Thorsten Koch (ZIB) entwickelt und gepflegt wird, sie-
he:
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e http://www.zib.de/koch/zimpl/

Zum Schluss noch ein Hinweis auf allgemeine Optimierungsprobleme. Hans Mit-
telmann unterdlt eine Webseite, siehe

e http://plato.la.asu.edu/guide.html

die dabei hilft, fir ein vorliegendes Optimierungsproblem geeignete Software aus-
findig zu machen.
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Kapitel 1

EinfUhrung

Dieses erste Kapitel dient der Eirifrung in das Gebiet “Optimierung”. Opti-
mierungsaufgaben werden Aghst ganz allgemein definiert und dann immer
mehr spezialisiert, um zu Aufgaben zu kommébger die mathematisch inter-
essante Aussagen gemacht werdénren. Anwendungen der mathematischen
Modelle werden nur andeutungsweise behandelt. Wir l&8ghn uns zuachst
haupt&chlich mit der Theorie, denn ohne theoretische Vorkenntnisse kann man
keine Anwendungen betreiben.

Eine fur die Praxis wichtige @tigkeit ist die Modellbildung oder -formulierung,
also die Aufgabe ein reales Problem der Praxis in eine mathematische Form zu
“kleiden”. Diese Aufgabe wird von Mathematikertauifig ignoriert oder als tri-

vial betrachtet. Aber es ist gar nicht so einfadlr, €in wichtiges Praxisproblem

ein “gutes” mathematisches Modell zu finden. Dies muss anhand vieler Beispie-
le geibt werden, um,Modellbildungserfahrung* zu gewinnen. Wir werden dies
vornehmlich in derUbungen zur Vorlesung abhandeln.

1.1 Ein Beispiel

Was ist ein Optimierungsproblem? Bevor wir diese Frage durch eine allgemei-
ne Definition beantworten, wollen wir ein Beispiel aiisflich besprechen, um

Zu zeigen, wie Optimierungsprobleme entstehen, und wie man sie mathematisch
behandeln kann. Wir beginnen mit einem (ivéich fur Vorlesungszwecke aufbe-
reiteten) Beispiel aus d@lindustrie.

(1.1) Beispiel(Olraffinierung). InOlraffinerien wird angeliefertes Réhdurch

1



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

Anwendung von chemischen und (oder) physikalischen Verfahren in gewisse ge-

winschte Komponenten zerlegt. Die Ausbeute an verschiedenen Komponenten
hangt von dem eingesetzten Verfahren (Crackprozess) ab. Wir nehmen an, dass
eine Raffinerie aus Rdh drei Komponenten (schwer&l S, mittelschwere©l

M, leichtesOl L) herstellen will. Sie hat zwei Crackverfahren zur \lggting, die

die folgende Ausbeute liefern und die die angegebenen Kosten (Energie, Maschi-

nenabschreibung, Arbeit) verursachen. (Zur \&zking der Schreibweisaikzen

wir das Wort “Mengeneinheit” durchE und das Wort “Geldeinheit” durcGE

ab. 10M E Rohol ergeben in:

Crackprozess1: 2ME S
2ME M Kosten: 3 GE
1IME L

CrackprozeR2: 1ME S
2ME M Kosten: 5 GE
AME L

Aufgrund von Lieferverpflichtungen muss die Raffinerie folgende Mindestpro-

duktion herstellen:
3ME S

oME M
4ME L

Diese Mengen sollen so kostenggstig wie nbglich produziert werden.

U

Wir wollen nun die obige Aufgabe (1.1) mathematisch formulieren. Unser Ergeb-
nis wird eine mathematische Aufgabe sein, die witsp als lineares Programm
oder lineares Optimierungsproblem bezeichnen werden.

Zunachst stellen wir fest, dass die Crackprozesse uiradi voneinander arbei-
ten und (im Prinzip) mit jeder beliebigen Rallnenge beschickt werderdknen.
Wir fuhren daher zwei Variable, undz, ein, die das Produktionsniveau der bei-
den Prozesse beschreiben. Wird z.2B.= 1.5 gewahlt, so bedeutet dies, dass
der Crackprozess mit 15 ME Rohdl beschickt wird, vaahrend beir, = 0.5 der
Crackprozesg nur mit 5 ME Rohol gefahren wird. Naitrlich macht es keinen
Sinn, einen Crackprozess mit negativen Batengen zu beschicken, aber jeder
Vektor z = (x,25) € R?, x > 0, beschreibt ein igliches Produktionsniveau
der beiden Prozesse.

Angenommen durchiz,, z5) > 0 sei ein Produktionsniveau beschrieben, dann
folgt aus den technologischen Bedingungen der beiden Crackprozesse, dass sich

2
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der AusstoR an schweredi S auf
21}1 + 9 ME S
belauft, und analog erhalten wir

201 4229 ME M
I +4ZE2 ME L.

Die Kosten betragen offenbar
z=3x +5xs GE.

Die eingegangenen Lieferverpflichtungen besagen, dass gewisse Mindestmengen
an S, M und L produziert werden fissen, das heil3t, ein Vektot,, zs) be-
schreibt nur dann ein Produktionsniveau, bei dem auch alle Lieferverpflichtungen
erfullt werden lonnen, wenn gilt:

21’1+ i) >3
2331—|- T 25

(1.2) T 44z, >4
T Z 0
) Z 0

Unsere Aufgabe besteht nun darin, unter allen Vektdrenz,) € R?, die die
5 Ungleichungen in (1.2) diflen, einen Vektor zu finden, der minimale Kosten
verursacht, d. h. bei dem

z = 3x1 + dxo

einen ndglichst kleinen Wert annimmt.

Es hat sich eingelygert, eine derartige Aufgabe dineares Programmoder ein
lineares Optimierungsproblemzu nennen, und es wie folgt zu schreiben:

min 3z + dxa

unter den Nebenbedingungen:

Q) 2x1+ x9 >3 (S-Ungleichung)
(2) 2x1+ 229 >5 (M-Ungleichung)

(1.3) (3) w1+ 4xs >4 (L-Ungleichung)
(5) 9 20

3
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Dabei nennt man die zu minimierende FunktBan + 5z, die Zielfunktion des
Problems. Jeder Vektor, dér), ..., (5) erfullt, heiRtzulassige losungdes Pro-
blems.

Da wir nur 2 Variablen habengknen wir unsere Aufgabe graphisch analysieren.
Ersetzen wir das*”-Zeichenin(1),. .., (5) durch ein Gleichheitszeichen, so er-
halten wir 5 Gleichungen. Diedsungsmenge einer Gleichung k1 ist bekannt-
lich eine Gerade. Diese 5 Geraden “beranden” disungsmenge des Systems der
Ungleichungen(l), ..., (5). Diese Losungsmenge ist in Abbildung 1.1 graphisch
dargestellt. (Der Leser a@ge sich unbedingt mit der geometrischen Interpretation
von Ungleichungen vertraut machen.)

Gs={x|x,=0}

Losungsmenge von (1), ... (5)

A {x|3x1+5% =19}=G

{x| X, +4x, =4} =G,

} } } } = - xq
1 2 3 N\e ~
Ga={x|x, =0}
Gi={x|2x; +% =3}

{x]2x,+2% =5 }=G;

Abb. 1.1

Die Zielfunktion ist nafirlich keine Gerade, sie regwentiert eine Schar paralle-
ler Geraden. Nehmen wir z. B. den Vekter= (3,2), der alle Ungleichungen
(1),...,(5) erfullt. Sein Zielfunktionswert ist9, d. h. bei diesem Produktionsni-
veau treten Gesamtkosten itohe von19 GE auf. In Abbildung 1.1 ist die Gerade
G = {x | 3z + bxy = 19} gestrichelt gezeichnet. Die Menge aller derjenigen
Punkte, die auf dieser Geraden liegen ghgd . . ., (5) erfullen, stellen Produkti-
onsniveaus mit Gesamtkosteén GE dar.

Geometrisch ist nun klar, wie wir einen Punkt findetnken, der(1),...,(5)
erfullt und die Zielfunktion minimiert. Wir verschieben die Gera@eso lange
parallelin Richtung auf den Punki, 0), bis die verschobene Gerade digslungs-

4
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menge vor(1), ..., (5) nur noch tangiert. &hren wir dies graphisch durch, so se-
hen wir, dass wir die Tangentialstellung im Purkt= (2, $) erreichen. Die z&
parallele Gerade

G' = {z | 3x1 + dry = 8.5}

berihrt die Losungsmenge vofl), ..., (5) in nur einem Punkt, @mlich z*, je-
de weitere Parallelverschiebundimde zu einem leeren Durchschnitt mit dieser
Losungsmengeihren. Wir schliel3en daraus, dass

o= (2,3)
die Optimalbsung unseres Problems ist, d. h. alle Lieferverpflichtungemé&n
bei diesem Produktionsniveau élif werden, und alle anderen Produktionsnive-
aus fihren zu Gesamtkosten, diétrer sind als die Kosten vah5 GE, die beim
Produktionsniveau* anfallen.

Die vorgefihrte Losung des Beispiels (1.1) ist anschaulich und sieht recht einfach
aus. Aber es ist klar, dass sich diese graphische Argumentation niaghehr als
zwei Variable durchihren hsst. Die graphische Methode ist zwditzlich, um

die geometrische Intuition anzuregen, aber zoswng von linearen Programmen
taugt sie nicht. Und, &nen unsere Schluss folgerungen als ein korrekter Beweis
fur die Optimalitit vonz* angesehen werden?

Wir wollen daher einen zweiten Versuch zuddung von (1.1) unternehmen und
betrachten das Problem etwas allgemeineih\&n wir statt der speziellen Ziel-
funktion 3z, + 5x4 eine beliebige, sagen wir

ary + bxs,

so sehen wir, dass unser Problem gar keine Optimaiig haben muss. Isimlich
einer der Parameter negativ, sagenavit 0, so kdnnen wir den Zielfunktionswert
so klein machen, wie wir wollen. Z. B. giltif die Folge der Punkte™ := (n,0),
n €N,
™ erfullt  (1),...,(5) forallen > 4,
az\™ + ba{V= na.

Also ist der Wert der Zielfunktiofiber der lbsungsmengél), ... ., (5) nicht nach
unten besclamkt. Von unserem Beispiel ausgehend ist eine derartige Zielfunkti-
on natirlich unsinnig, aber mathematischissen derartigedfe behandelt und
klassifiziert werden. Kommt so etwas in der Praxis voriNeth, und zwarbfter

als man denkt! Ginde hierlir liegen in der Regel bei fehlerhafter Dateneinga-
be, falschem Zugriff auf Datenbanken oder irgendwelddbertragungsfehlern.
Auch Losungsmengen, die aufgrund der eigentlichen Daten nicht leer sein sollten,
konnen auf diese Weiseqiklich leer sein.

5
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Sinda undb nichtnegativ, so ist klar, dass es eine Optitsling gibt. Ehren wir

unser Parallelverschiebungsexperiment mehrmals durch, so werden wir feststel-
len, dass wir immer eine OptimaBung finden &nnen, die den Durchschnitt von
zwei der finf Geraden’ry, ..., G5 bildet. Man lonnte also vermuten, dass dies
immer so ist, d. h. dass immer Optinialngen gefunden werderrnen, die
(bein Variablen) den Durchschnitt vanHyperebenen bilden.

Wir werden spter sehen, dass dies (bis auf Pathologien) in der Tat der Fall ist, und
dass dies eine der fruchtbarsten Beobachtungen in Bezug aubsiimgistheorie
von Problemen des Typs (1.1) ist.

Die Losungsmenge von (1.8)), ..., (5) enthalt unendlich viele Punkte. Unse-

re obigeUberlegung hat die Suche auf endlich viele Punkte reduziert, und die-
se Punkte &nnen wir sogar effektiv angeben. Wir schreiben die Ungleichungen
(1),...,(5) als Gleichungen und betrachten all&gfichen10 Systeme von 2
Gleichungen (in 2 Variablen) dieses Systems. Jedes di@s&ieichungssyste-

me kbnnen wir mit Hilfe der Gaul3-Eliminatiordsen. Z. B. ist der Durchschnitt
von Gy und G; der Punkty; = (2,2), und der Durchschnitt vo&'; und G, der
Punkty, = (%,2). Der Punkty, erfillt jedoch die Ungleichung (2) nicht. Wir
missen also zuchst alle Durchschnitte ausrechnen, daberpiifen, ob der je-
weils errechnete Punkt tdtshlich alle Ungleichungen eiiit, und unter den so

gefundenen Punkten den besten aiisien.

Dieses Verfahren ist zwar endlich, aber beiUngleichungen und: Variablen
erfordert es(”") Aufrufe der GauR-Elimination und weitetgberpiifungen. Es

ist also praktisch nicht in veimftiger Zeit audfihrbar. Dennoch steckt hierin der
Kern des heutzutage wichtigsten Verfahrens zasung von linearen Program-
men, des Simplexverfahrens. Man berechnetztst eine bsung, die im Durch-
schnitt vonn Hyperebenen liegt, und dann versucht man “systematisch” weitere
derartige Punkte zu produzieren und zwar dadurch, dass man jeweils nur eine Hy-
perebene durch eine andere austauscht und so von einem Punkt auf “zielstrebige”
Weiseilber “Nachbarpunkte” zum Optimalpunkt gelarigherlegen Sie sich ein-

mal selbst, wie Sie diese Idee verwirklicheiingen!

Eine wichtige Komponente des Simplexverfahrens beruht auf der Tatsache, dass
man effizient erkennen kann, ob ein gegebener Puniidalish der gesuchte
Optimalpunkt ist oder nicht. Dahinter steckt die sogenannte Rustliteorie, die

wir anhand unseres Beispiels (1.1)arern wollen. Wir wollen also zeigen, dass

der Punktz* = (2, 5) minimal ist.

Ein Weg, dies zu beweisen, besteht darin, untere Schrarikedat Minimum
zu finden. Wenn man sogar in der Lage ist, eine untere Schranke zu bestimmen,
die mit dem Zielfunktionswert einerdsung des Ungleichungssysteiitserein-

6
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stimmt, ist man fertig (denn der Zielfunktionswert irgendeinésling ist immer
eine obere Schranke, und wenn untere und obere Schranke gleich sind, ist der
optimale Wert gefunden).

Betrachten wir also unser lineares Program (1.3). Wir bemerkeachsh dass
man alle Ungleichungefi), ..., (5) skalieren kann, d. h. wirdnnen z. B. die
Ungleichung

(1) 2.%‘1 + X9 Z 3
mit 2 multiplizieren und erhalten:
(1/) 4[[‘1 + 2[L‘2 Z 6.

Die Menge der Punkte de®?, die (1) erfillt, stimmt offenbariiberein mit der
Menge der Punkte, digl’) erfullt. Wir konnen auch mit negativen Faktoren ska-
lieren, aber dann dreht sich das Ungleichungszeichen um!

Erfullt ein Vektor zwei Ungleichungen, so étlt er auch die Summe der beiden
Ungleichungen. Das gilt natlich nur, wenn die Ungleichungszeichen gleichge-
richtet sind. Addieren wir z. B. zur Ungleichung (1) die Ungleichung (3), so er-
halten wir

31’1 + 51’2 Z 7.

Die linke Seite dieser Ungleichung ist (Gaich nicht rein zuéllig) gerade unse-
re Zielfunktion. Folglich knnen wir aus der einfachdsberlegung, die wir ge-
rade gemacht haben, schlieRen, dass jeder Vektor, der((1.,3) ., (5) erfullt,
einen Zielfunktionswert hat, der mindesténist. Der Wert7 ist somit eine untere
Schrankefir das Minimum in (1.3). Eine tolle Idee, oder?

Das Prinzip ist damit dargestellt. Wir skalieren die Ungleichungen unseres Sy-
stems und addieren sie, um untere Schranken zu erhalten. Da unsere Ungleichun-
gen alle in der Form2" geschrieben sind,idfen wir nur positiv skalieren, denn

zwei Ungleichungenz1 + aszs < aoundbyz1 +boxs > ([ kann man nicht addie-

ren. Gibt jede beliebige Skalierung und Addition eine untere Schranke? Machen
wir noch zwei Versuche. Wir addieren (1) und (2) und erhalten

41’1 + 31’2 Z 8.

Das hilft uns nicht weiter, denn die linke Seite der Ungleichung kann nicht zum
Abschatzen der Zielfunktion benutzt werden. Betrachten wir nun, das 1.5-fache
der Ungleichung (2), so ergibt sich

3x1 + 31y > 7.5.

Hieraus schlie3en wir: Istz; + 3z, > 7.5, dann ist erst rectiz; + 5z, > 7.5,
denn nach (5) gilt ja, > 0.
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Daraus knnen wir eine Regelif die Bestimmung unterer Schranken ableiten.
Haben wir eine neue Ungleichung als Summe von positiv skalierten Ausgangs-
ungleichungen erhalten und hat die neue Ungleichung die Eigenschaft, dass je-
der ihrer Koeffizienten éichstens so grol3 ist wie der entsprechende Koeffizient
der Zielfunktion, so liefert die rechte Seite der neuen Ungleichung eine untere
Schranke ir den Minimalwert von (1.3).

Diese Erkenntnis liefert uns ein neues mathematisches Problem. Wir suchen nicht-
negative Multiplikatoren (Skalierungsfaktoren) der Ungleichungen (1), (2), (3)
mit gewissen Eigenschaften. Multiplizieren wir (1) mit (2) mity, und (3) mit

y3, SO darf die Summey; + 2y, + y3 hicht den Wert des ersten Koeffizienten
der Zielfunktion (also 3}iberschreiten. Analog darf die Summe-+ 2y, + 4y

nicht den Wert Siberschreiten. Und dig; sollen nicht negativ sein. Ferner soll

die rechte Seite der Summenungleichung so grol3 viiglich werden. Die rech-

te Seite kann man durchy, + 5y, + 4y3 berechnen. Daraus folgt, dass wir die
folgende Aufgabedsen niissen. Bestimme

max 3y, + 5y2 + 4y3

unter den Nebenbedingungen:

200 + 2y + y3 <3
(1.4) Y1+ 2y +4ys <5
Y1,Y2,Ys3 Z O

Auch (1.4) ist ein lineares Programm. Aus unsedrerlegungen folgt, dass der
Maximalwert von (1.4) bchstens so grol3 ist wie der Minimalwert von (1.3), da je-
de Losung von (1.4) eine untere Schranée(fL.3) liefert. Betrachten wir z. B. den
Punkt

y* = (y;y;?g/;) = (07 %’ %)
Durch Einsetzen in die Ungleichungen von (1.4) sieht man gasdle Unglei-
chungen eiillt. Addieren wir also zun'g-fachen der Ungleichung (2) désfache
der Ungleichung (3), so erhalten wir

3x1 + 5xy > 8.5.

Damit wissen wir, dass der Minimalwert von (1.3) mindestens 8.5 ist. Der Punkt
x* liefert gerade diesen Wert, er ist also optimal. Und auRerdept isine Opti-
mallosung von (1.4).
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Die hier dargestellten Ideen bilden die Grundgedanken der Rtsihieorie der
linearen Programmierung, und sie sind aul3erordentiithlich bei der Entwick-
lung von Algorithmen und in Beweisen. In der Tat haben wir bereits ein kleines
Resultat erzielt, das wir wie folgt formal zusammenfassen wollen.

(1.5) Satz. Es seienc € R", b € R™, und A sei eine reelldm,n)-Matrix.
Betrachten wir die Aufgaben

(P) min cf'z unter Az >b, x>0,

(lies: bestimme einen Vektar*, der Az* > b, z* > 0 erfullt und dessen
Wert ¢ z* so klein wie nglich ist),

(D) max y'b unter y"A<cl, y>0

(lies: bestimme einen Vektar, dery*? A < 7', y* > 0 erfullt und dessen
Werty*7'b so gro3 wie raglich ist),

dann gilt Folgendes:

Seienr, € R™ undy, € R™ Punkte mitAzy > b, zo > 0 undyl’ A < ', yy > 0,
dann gilt
ylb < .

Beweis : Durch einfaches Einsetzen:
Yo b < yo (Awo) = (yg A)ao < o,
0

Satz (1.5) wirdschwacher Dualitatssatzgenannt. bEr Optimalbsungen:* und
y* von (P) bzw. (D), gilt nach (1.5)*7b < c''z*. Wir werden spter zeigen, dass
in diesem Falle sogar immeir”b = c"z* gilt. Dies ist allerdings nicht ganz so
einfach zu beweisen wie der obige Satz (1.5).

Unser Beispiel (1.1) stammt aus eiri@tonomischen Anwendung. Das lineare
Programm (1.3) haben wir daraus durch mathematische Formalisierung abgeleitet
und daraus durch mathematisdhigerlegungen ein neues lineares Programm (1.4)
gewonnen. Aber auch dieses Programm hat eitk@momischen Sinn.

(1.6) Okonomische Interpretation von (1.4). Als Manager eine@lkonzerns
sollte man ddiber nachdenken, ob éberhaupt sinnvoll ist, die drélsortens,

9
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M, L selbst herzustellen. Vielleicht ist es gar besser, diétigtenOlmengen auf
dem Markt zu kaufen. Die Managerussen sich alsoberlegen, welche Preise sie
auf dem Markt @r S, M, L gerade noch bezahlenimden, ohne die Produktion
selbst aufzunehmen. Oder anders ausggdr bei welchen Marktpreiserirf S,
M, L lohnt sich die Eigenproduktion gerade noch.

Bezeichnen wir die Preiséif eine Mengeneinheit vofi, M, L mit y, ys, y3, SO
sind beim Ankauf der beitigten Mengeniir S, M, L genawy; + 5ys + 4y3 GE

zu bezahlen. Der erste Crackprozess liefert beMI) Rohdleinsatz 2VE S, 2
ME M und 1ME L und verursacht &E Kosten. Wirden wir den Ausstoss des
ersten Crackprozesses auf dem Markt kaufen, $ssten wir dair 2y, + 2y, + y3
GE bezahlen. Ist als@y; + 2y, + y3 > 3, so ist es auf jeden Fall besser, den
Crackprozess 1 durchziliren als auf dem Markt zu kaufen. Analog gilt fden
zweiten Prozess: Hiflen die Marktpreise die Bedingung + 2y + 4ys > 5, SO

ist die Durchfihrung des Crackprozesses 2 profitabel.

Nur solche Preise, y», y3, die die Bedingungen

200 + 2y + y3 <3
Y1+ 2y +4ys <5
Y1,Y2,Ys3 Z 0

erfullen, kbnnen also das Management veranlassen, auf dem Markt zu kaufen,
statt selbst zu produzieren. Der beim Kauf der durch Liefer&getrbeitigten
Mengen zu bezahlende Preis gt sich auf

3y1 + dya + 4ys.

Wenn wir diese Funktion unter den obigen Nebenbedingungen maximieren, erhal-
ten wir Preise (in unserem Fallg = 0, y3 = %, y3 = 3), die die Eigenproduktion
gerade noch profitabel erscheinen lassen. Diese Preise wieHatienpreisege-
nannt. Sie sagen nichitger den ta@chlichen Marktpreis aus, sondern geben in
gewisser Weise den Wert des Produki@sden Hersteller an.

Das Resultay; = 0 besagt z. B., dass das Schdles fur den Hersteller wertlos

ist. Warum? Das liegt daran, dass bei der optimalen Kombination der Crackpro-
zesse mehr Schwaranfallt (namlich 4.5ME) als bertigt wird (3 ME). Das
heil3t, bei jeder Lieferverpflichtungif Schwedl, die zwischen 0 und 4.51E

liegt, wiirde sich die optimale Prozess kombination nédern, und die gesam-
ten Kosten viren in jedem Falle die gleichen. Ein gutes Management wird in einer
solchen Situation die Verkaufsmitarbeiter dazu anregen, Sdheerverkaufen.

Bei jedem beliebigen Verkaufspreise winkt (innerhalb eines begrenzten Lieferum-
fangs) Gewinn! Und es gibt weniger Entsorgungsproblemigsdie der Hersteller

10



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

dagegen eindIE mehr an leichten®! L liefern, so niisste die Kombination der
Crackprozesse gadert werden, und zwariwden dadurch insgesamt Mehrkosten
in Hohe vonZ GE anfallen. Analog viirde bei einer Erbhung der Produktion von
5 ME mittlerenOls auf 6ME eine Kostensteigerung u@GE erfolgen.

Diesen Sachverhaltdanen wir dann auch so interpretieren. Angenommen, die
Olfirma hat die Prozess niveau$ = 2, 25 = 0.5 gewahlt. Ein Minerablhandler
mochte 1ME leichtenOls L zusatzlich kaufen. Ist der Marktpreis mindest@s

GE pro ME L wird die Firma das Gesédlft machen, andernfallsave es besser,

die zusitzliche Einheit nicht selbst zu produzieren sondern von einem anderen
Hersteller zu kaufen. \de der Mineradlhandler IME schwere©l nachfragen,
wirde die Firma bei jedem Preis verkaufen, denn sie hat davon zu viel.

1.2 Optimierungsprobleme

Wir wollen zurachst ganz informell, ohne auf technische Spitzfindigkeiten ein-
zugehen, Optimierungsprobleme éihfen. Sehr viele Probleme lassen sich wie
folgt formulieren.

Gegeben seien eine Mengeund eine geordnete Mendé&', <), d. h. zwischen
je zwei Elementers, ¢t € T gilt genau eine der folgenden Beziehunger: ¢ ,

s > t oders = t. Ferner sei eine Abbildung : S — T gegeben. Gesucht ist
ein Element:* € S mit der Eigenschaff (z*) > f(x) fur allexz € S (Maximie-
rungsproblem) odef(z*) < f(z) fur allez € S (Minimierungsproblem). Es ist
ublich hierfir eine der folgenden Schreibweisen zu benutzen:

(1.7) maXpes f(z) oder max{f(x) | z € S},
min,es f(z) oder min{f(x) |z € S}.

In der Praxis treten als geordnete Men@&h<) meistens die reellen Zahléh,

die rationalen Zahle® oder die ganzen Zahleh auf, alle mit der nairlichen
Ordnung versehen (die wir deswegen auch gar nicht erst notieren). Die Aufgabe
(1.7) ist viel zu allgemein, um déber etwas Interessantes sagenaurien. Wenn

S durch die Auflistung aller Elemente gegeben ist, ist das Problem entweder sinn-
los oder trivial (man rechnet ganz einfagte) fur allexz € S aus). Das heif3t§

muss irgendwie (explizit oder implizit) strukturiert sein, so dass ineftige Aus-
sageriiberS moglich sind, ohne dass man alle Element&iainzeln kennt. Das
gleiche gilt ir die Funktionf : S — T. Ist sie nur punktweise durch+— f(x)

11
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gegeben, lohnt sich das Studium von (1.7) nicht. Erst wédarch hinreichend
strukturierte “Formeln” bzw. “Eigenschaften” bestimmt ist, weden tieferliegende
mathematische Einsichtentglich.

Die Optimierungsprobleme, die in der Praxis auftreten, haben fast alle irgendeine

“vernunftige” Struktur. Das muss nicht unbedingt heil3en, dass die Probleme da-

durch auf einfache Weisésbar sind, aber immerhin ist es meisterigtich, sie

in das zur Zeit bekannte und untersuchte Universum der verschiedenen Typen von
Optimierungsproblemen einzureihen und zu klassifizieren.

Im Laufe des Studiums werden Ihnen noch sehr unterschiedliche Optimierungs-
aufgaben begegnen. Viele werden von einem der folgenden Typen sein.

(1.8) Ein Kontrollproblem. Gegeben sei ein Steuerungsprozess (z. B. die Be-
wegungsgleichung eines Autos), etwa der Form

2(t) = f(t,2(t), u(t)),
wobeiu eine Steuerung ist (Benzinzufuhr). Ferner seien eine Anfangsbedingung
x(0) = zo,
(z. B.: das Auto steht) sowie eine Endbedingung
z(T) = x;

(z.B. das Auto hat eine Geschwindigkeit von 50 km/h) gegeben. Gesucht ist eine
Steuerung: fir den Zeitraun0, 7], so dass z. B.

T
/ luf? dt
0

minimal ist (etwa minimaler Benzinverbrauch).
0

(1.9) Ein Approximationsproblem. Gegeben sei eine (numerisch schwierig aus-
zuwertende) Funktiorf, finde eine Polynomp vom Gradn, so dass

|.f —pll oder ||f — pllo

minimal ist.

12
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(1.10) Nichtlineares Optimierungsproblem. Es seienf, g; (i = 1,...,m), h;
(j =1,...,p) differenzierbare Funktionen vk — R, dann heif3t

min f(x)

gi(x) <0 i=1,....m

hi(@)=0 j=1,. .p
x € R"

ein nichtlineares Optimierungsproblem. Ist eine der Funktionen nicht differen-

zierbar, so spricht man von einem nichtdifferenzierbaren Optimierungsproblem.
Im Allgemeinen wird davon ausgegangen, dal3 alle betrachteten Funktionen zu-
mindest stetig sind.

O

(1.11) Konvexes Optimierungsproblem. Eine MengeS C R" heil3tkonvex,
falls gilt: Sindz,y € SundistA € R,0 < A < 1,danngiltAz + (1 — \)y € S.
Eine Funktionf : R” — R heif3tkonvex, falls fur alleA € R, 0 < A < 1 und alle
x,y € R™ gilt

AM@)+ 1 =Nf(y) = fQz+ (1= N)y).

Ist.S C R™konvex (z. B. kanrb wie folgt gegeben seiff = {x € R" | g;(x) <0,
i =1,...,m} wobei dieg; konvexe Funktionen sind), und igt: R” — R eine
konvexe Funktion, dann ist

min f(x)

zeS

ein konvexes Minimierungsproblem.

0
(1.12) Lineares Optimierungsproblem (Lineares Programm).
Gegeben seienc R", A € R(™™ p € R™, dann heil3t
max ¢z
Ax <b
reR”
lineares Optimierungsproblem.
0

13
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(1.13) Lineares ganzzahliges Optimierungsproblem.
Gegeben seienc R”, A € R(™™ h € R™, dann heil3t

max CT{E

Ax <b
x e "

lineares ganzzahliges (oder kurz: ganzzahliges) Optimierungsproblem.

0

Selbst bei Optimierungsproblemen wie8), .. ., (1.13), die nicht sonderlich all-
gemein erscheinendgen, kann es sein, dass (bei spezieller Wahl der Zielfunktion
f und der Nebenbedingungen) die Aufgabenstellung (findereia S, so dass
f(x*) so grof3 (oder klein) wie dglich ist) keine veriinftige Antwort besitzt. Es
mag sein, dasg UberS unbeschinkt ist; f kann besctankt seinuber S, aber

ein Maximum kann innerhall§' nicht erreicht werden, d.h., das "max‘Ufdte ei-
gentlich durch "sup” ersetzt werdefi.kann leer sein, ohne dass dies a priori klar
ist, etc.. Der Leser @ge sich Beispiele mit derartigen Eigenschafiéerlegen!

Bei der Formulierung von Problemen dieser Art muss man sich also Gedanken
dariber machen, ob die betrachtete Fragestellilbgrhaupt eine sinnvolle Ant-
wort erlaubt.

In unserer Vorlesung werden wir uns lediglich mit den Problemen (1.12) und
(1.13) beschftigen. Das lineare Optimierungsproblem (1.12) ist sicherlich das
derzeit fir die Praxis bedeutendste Problem, da sich aul3erordentlich viele und
sehr unterschiedliche reale Probleme als lineare Programme formulieren lassen.
AulRRerdem liegt eine sehr ausgefeilte Theorie vor, und mit den modernen Verfah-
ren der linearen Optimierungdknen derartige Probleme mit Hunderttausenden
(und manchmal sogar mehr) von Variablen und Ungleichungedsgeaterden.
Dagegen ist Problem (1.13), viel schwieriger. Die Einacung der Bsungs-
menge auf die zalssigen ganzzahligendkungen iihrt direkt zu einem Sprung

im Schwierigkeitsgrad des Problems. Verschiedene spezielle lineare ganzzahlige
Programme &nnen in beliebiger Gif3enordnung gékt werden. Bei wenig struk-
turierten allgemeinen Problemen des Typs (1.13) versagen dagegedsdieds-
verfahren manchmal bereits bei weniger als 100 Variablen und Nebenbedingun-
gen.

Uber Kontrolltheorie (Probleme des Typs (1.8)), Approximationstheorie (Proble-
me des Typs (1.9)), Nichtlineare Optimierung (Probleme des Typs (1.10) und
(1.11) werden an der TU Berlin Spezialvorlesungen angeboten. Es ist anzumer-
ken, dass sich sowohl die Theorie als auch die Algorithmen #dsuhg von Pro-
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blemen des Typs (1.8) bis (1.11) ganz erheblich von denen asung von Pro-
blemen des Typs (1.12) und (1.13) unterscheiden.

1.3 Notation

Wir gehen in der Vorlesung davon aus, dass dieefl die Grundvorlesungen Li-
neare Algebra und Analysis kennen. Wir werden haagitsch Methoden der li-
nearen Algebra benutzen und setzen eine gewisse Vertrautheit mit der Vektor- und
Matrizenrechnung voraus.

1.3.1 Grundmengen

Wir benutzen folgende Bezeichnungen:

=1{1,2,3,...} = Menge demnatirlichen Zahlen,
= Menge delganzen Zahlen,

= Menge derationalen Zahlen,

= Menge dereellen Zahlen,

AO N Z

und mit M, bezeichnen wir die Menge der nichtnegativen Zahlef/ifiir M €
{Z,Q,R}. Wir betrachtenQ und R als Korper mit dertiblichen Addition und
Multiplikation und der kanonischen Ordnung ™. Desgleichen betrachten wik

und Z als mit dentiblichen Rechenarten versehen. Wir werden uns fast immer
in diesen Zahlenuniversen bewegen, da dieseidiglie Praxis relevanten sind.
Manche &tze gelten jedoch nur, wenn wir uns &dfoderR beschanken. Um

hier eine saubere Trennung zu haben, treffen wir die folgende Konvention. Wenn
wir das Symbol

K

benutzen, so heil3t dies immer déseiner der angeordnetendkper R oder Q
ist. Sollte ein Satz nuriir R oder nur fir Q gelten, so treffen wir die jeweils
notwendige Einsclinkung.

Fur diejenigen, die sichiir moglichst allgemeine &ze interessieren, sei an die-
ser Stelle folgendes vermerkt. Jeder der nachfolgend angegebatmnbfeibt
ein wahrer Satz, wenn wir als GrunatperK einen archimedisch angeordneten
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Korper wahlen. Ein bekannter Satz besagt, dass jeder archimedisch angeordnete
Korper isomorph zu einem Untéyikper vonR ist, derQ enthalt. Unsere &tze
bleiben also richtig, wenn wir stall € {Q, R} irgendeinen archimedisch ange-
ordneten KrperK mit Q C K C R wahlen.

Wir kénnen in fast allen &zen (insbesondere bei denen, die keine Ganzzahlig-
keitsbedingungen haben) auch die Voraussetzung “archimedisch” fallen lassen,
d. h. fast alle &tze gelten auchif angeordnete &rper. Vieles, was wir inK”
beweisen, ist auch in beliebigen metrischaiuRen oder Rumen mit anderen

als euklidischen Skalarprodukten richtig. Diejenigen, die Spaf3 an derartigen Ver-
allgemeinerungen haben, sind eingeladen, die entsprechenden Beweise in die all-
gemeinere Sprache zibertragen.

In dieser Vorlesung interessieren wir urig §0 allgemeine Strukturen nicht. Wir
verbleiben in den (ir die Praxis besonders wichtigend&nen, digiber den reel-

len oder rationalen Zahlen errichtet werden. Also, nochmals, wenn immer wir das
SymbolK im weiteren gebrauchen, gilt

K e {R,Q},

undK ist ein Korper mit derublichen Rechenoperationen und StruktureniiNh
istK; ={z €K |z>0}

Die Teilmengenbeziehung zwischen zwei Mengérund N bezeichnen wir wie
ublichmitM C N. Gilt M C NundM # N, so schreibenwit/ € N. M\ N
bezeichnet die mengentheoretische Differépz M | x & N}.

1.3.2 Vektoren und Matrizen

Ist R eine beliebige Menge, € N, so bezeichnen wir mit
RTL

die Menge allem-Tupel oder Vektoren der &ngen mit Komponenten augs.

(Aus technischen @inden ist es gelegentlichiitzlich, Vektorenz € R, also
Vektoren ohne Komponenten, zu benutzen. Wenn wir dies tun, werden wir es
explizit erwahnen, andernfalls setzen wir immer> 1 voraus.) Wir betrachten
Vektorenz = (z;);=1...., € R" immer alsSpaltenvektorend. h.

-----

T

In
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wollen wir mit Zeilenvektoren rechnen, so schreiben wir (lies: = transpo-
niert). Die MengeK" ist bekanntlich eim-dimensionaler VektorrauraberK.

Mit .
ny = Z TilYi
i=1

bezeichnen wir dasnere Produkt zweier Vektorenz,y € K". Wir nennenz
und y senkrecht (orthogonal) falls 7y = 0 gilt. Der K" ist fir uns immer
(wenn nichts anderes gesagt wird) mit éeklidischen Norm

||| == VaTx

ausgestattet.

Fur MengenS, T C K" unda € K benutzen wir die folgenden Standardbezeich-
nungen @ir Mengenoperationen

S+T ={z+yeK"|zeSyeT},
S—T ={z—yeK'|zeSyeT},
asS ={arx eK" |z €S, }.

Einige Vektoren au&"™ werden [aufig auftreten, weswegen wir sie mit besonde-
ren Symbolen bezeichnen. Mif bezeichnen wir den Vektor ali§®, desseny-te
Komponente 1 und dessébrige Komponenten O

sind. Mit O bezeichnen wir den Nullvektor, niitden Vektor, dessen Komponenten
alle 1 sind. Also

0
: 0 1
0 :

= 1], o= :], 1=
: 0 1
0

Welche Dimension die Vektoresy, 0, 1 haben, ergibt sich jeweils aus dem Zu-
sammenhang.

Fur eine Mengek undm, n € N bezeichnet

R™") oder R™*™

17
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die Menge detm, n)-Matrizen (m Zeilen,n Spalten) mit Eintagen ausk. (Aus
technischen Gmden werden wir gelegentlich augh= 0 oderm = 0 zulassen,
d. h. wir werden auch Matrizen mit Zeilen und ohne Spalten bzw.Spalten und
ohne Zeilen betrachten. Dieser Fall wird jedoch immer explizitamt, somit ist
in der Regeh > 1 undm > 1 vorausgesetzt.) Ist € R™™ so schreiben wir

air a2 A1n
A - a21 a.22 A2n 7
m1 Am2 .- Gmn
Wenn nichts anderes gesagt wird, Hadlie Zeilenindexmengé/ = {1,...,m}

und die Spaltenindexmeng€é = {1,...,n}. Die j-te Spaltevon A ist ein m-
Vektor, den wir mitA.; bezeichnen,

Die i-te Zeilevon A ist ein Zeilenvektor der &ngen, den wir mitA;. bezeichnen,
d. h.

Ai. = (a5, @iz, - . . 7ain)-
Wir werden in dieser Vorlesung sehaudfig Untermatrizen von Matrizen konstru-
ieren, sie umsortieren und mit ihnen rechneilssen. Um dies ohne Zweideutig-

keiten durchiihren zu Bnnen, fihren wir zuétzlich eine etwas exaktere als die
oben eingdihrte Standardbezeichnungsweise ein.

Wir werden — wann immer es aus technischeiir@gen notwendig erscheint —
die Zeilen- und Spaltenindexmengen eifrer n)-Matrix A nicht als Mengen son-
dern als Vektoren auffassen. Wir sprechen dann vom

vollen Zeilenindexvektor M = (1,2,...,m)
vollen SpaltenindexvektorN = (1,2,...,n)

von A. Ein Zeilenindexvektor von A ist ein Vektor mit fochstensn Kompo-
nenten, der aus/ durch Weglassen einiger Komponenten Vdnund Permuta-
tion dertibrigen Komponenten entsteht. Analog entstehSgaltenindexvektor

18
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durch Weglassen von Komponenten virund Permutation deibrigen Kompo-
nenten. Ist also

I = (iy,1i9,...,4,) ein Zeilenindexvektor vonl und
J = (41, J2,---,Jq) e€in Spaltenindexvektor voA,

so giltimmeri,, i, € {1,...,m} undi, # i, fur1 < s < ¢ < m, und analog gilt
Js,Je €{1,...,npundyjs # j, furl < s <t < n. Wir setzen

Qiyjy  Qiyjy oo Qigj,
Apy = ai?jl ai?jQ

Qipjr Qipjz -+ Qipjy
und nennem;; Untermatrix von A.

Ayyistalso eindp, q)-Matrix, die ausA dadurch entsteht, dass man die Zeilen, die
zu Indizes gebiren, die nicht in/ enthalten sind, und die Spalten, die zu Indizes
gehdren, die nicht in/ enthalten sind, streicht und dann die so entstehende Matrix
umsortiert.

Ist I = (i) und J = (j), so erhalten wir zwei Darstellungsweissir Zeilen
bzw. Spalten vor:

Ay = A,

A]\JJ = A.j .

Aus Griunden der Notationsvereinfachung werden wir auch die folgende (etwas
unsaubere) Schreibweise benutzenMster volle Zeilenindexvektor vod und
I ein Zeilenindexvektor, so schreiben wir auch

I CM,
obwohl I und M keine Mengen sind, undifi € {1, ..., m} benutzen wir
iel oderi¢l,

um festzustellen, dagsals Komponente vom auftritt oder nicht. Analog verfah-
ren wir beziglich der Spaltenindizes.

Gelegentlich spielt die taashliche Anordnung der Zeilen und Spalten keine Rol-
le. Wenn also z. Bl C {1,...,n} undJ C {1,...,m} gilt, dann werden wir
auch einfach schreiben

Apy,
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obwohl diese Matrix dann nur bis auf Zeilen- und Spaltenpermutationen definiert
ist. Wir werden versuchen, diese Bezeichnungen immer so zu verwenden, dass
keine Zweideutigkeiten auftreten. Deshalb treffen wir ab jetzt die Verabredung,
dass wir — falls wir Mengen (und nicht Indexvektorenyind J benutzen — die
Elemente vor/ = {i;,...,4,} und vonJ = {ji,...,j,} kanonisch anordnen,
d. h. die Indizierung der Elemente vdnund J sei so gewhlt, dass; < iy <

< 1ipundj; < jo < ... < j, gilt. Bei dieser Verabredung ist damy; die
Matrix die ausA durch Streichen der Zeileh: ¢ I, und der Spalten, j ¢ J,
entsteht.

Ist/ C {1,...,m}undJ C {1,...,n} oder sind/ und.J Zeilen- bzw. Splalten-
indexvektoren, dann schreiben wir auch

A, statt Ajy

A.J statt AMJ

Aj. entsteht also aud durch Streichen der Zeileiyi ¢ I, A.; durch Streichen
der Spaltery, j & J.

SindA, B € K™, ¢ ¢ K™ o € K, so sind

dieSumme A + B,
dasProdukt oA,
dasMatrixprodukt  AC

wie in der linearen Algebréablich definiert.

Fur einige laufig auftretende Matrizen haben wir spezielle Symbole reserviert.
Mit O bezeichnen wir die Nullmatrix (alle Matrixelemente sind Null), wobei sich
die Dimension der Nullmatrix jeweils aus dem Zusammenhang ergibt. (Das Sym-
bol 0 kann also sowohl eine Zahl, einen Vektor als auch eine Matrix bezeich-
nen). Mit I bezeichnen wir die Einheitsmatrix. Diese Matrix ist quadratisch, die
Hauptdiagonalelemente vahsind Eins, alletibrigen Null. Wollen wir die Di-
mension von/ betonen, so schreiben wir au¢h und meinen damit dién, n)-
Einheitsmatrix. Diejenigém, n)-Matrix, bei der alle Elemente Eins sind, bezeich-
nen wir mit£. Wir schreiben aucl,,, ,, bzw. E,,, um die Dimension zu spezifizie-

ren (£, ist eine(n, n)-Matrix). Istz einn-Vektor, so bezeichnetiag(x) diejenige
(n,n)-MatriX A= (aij) mit Ay = T; (Z =1,... ,TL) und Qjj = 0 (Z 7£ ]) Wir
halten an dieser Stelle noch einmal Folgendes fest: Wenn wir von einer Matrix
sprechen, ohne anzugeben, welche Dimension sie hat und aus welchem Bereich
sie ist, dann nehmen wir implizit an, dagsc K™ gilt. Analog gilt immer

x € K", wenn sich nicht aus dem Zusammenhang anderes ergibt.
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1.3.3 Kombinationen von Vektoren, Hillen, Unabhangigkeit

Ein Vektorz € K" heitLinearkombination der Vektorenry, ..., z; € K", falls
es einen VektoA = (A, ..., \x)T € K* gibt mit

k
i=1

Gilt zusatzlich

A>0 konische
M1=1 so heil3tr affine Kombination
und M1 =1

A>1 konvexe

der Vektorenz, ..., z,. Diese Kombinationen heil3eecht, falls weder\ = 0
noch\ =e¢; fureinj € {1,...,k} gilt.

Fur eine nichtleere Teilmenge C K" heil3t

lin(.5) lineare

cone(S) , konische .

aff () die affine Halle von S, d.h.
conv(.S) konvexe

die Menge aller Vektoren, die als lineare (konische, affine oder konvexe) Kombi-
nation von endlich vielen Vektoren aysdargestellt werdendanen. Wir setzen
aul’erdem

lin(@) := cone(()) := {0},
aff(0) := conv(d) := 0.
Ist A eine(m, n)-Matrix, so schreiben wir auch
lin(A), cone(A), aff(A), conv(A)

und meinen damit die lineare, konische, affine bzw. konveiettier Spalten-
vektorenA.;, A, ..., A., von A. Eine Teilmenge5 C K" heil3t

linearer Raum S =lin(.5)
Kegel falls S = cone(S)
affiner Raum S = aff(S)
konvexe Menge S = conv(S)
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Eine nichtleere endliche TeilmengeC K" heil3tlinear (bzw. affin) unabhan-
gig, falls kein Element vorft' als echte Linearkombination (bzw. Affinkombina-
tion) von Elementen voiy dargestellt werden kann. Die leere Menge ist affin,
jedoch nicht linear unal@mgig. Jede Meng8 C K", die nicht linear bzw. affin
unablangig ist, heil3tinear bzw. affin abhangig. Aus der linearen Algebra wis-
sen wir, dass eine linear (bzw. affin) undlbigige Teilmenge del§™ hochstens:
(bzw. n + 1) Elemente enthlt. Fir eine TeilmengeS C K" heil3t die Kardina-
litat einer golten linear (bzw. affin) unaBihgigen Teilmenge vol der Rang
(bzw. affine Rang) von S. Wir schreiben dafr randS) bzw. arangs). Die Di-
mension einer TeilmengeS C K", Bezeichnungdim(.5), ist die Kardinaliait
einer gdl3ten affin unakdngigen Teilmenge vory minus 1, d. h.dim(S) =
arangs) — 1.

Der Rang einer Matrix A, bezeichnet mit rang{(), ist der Rang ihrer Spalten-
vektoren. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass fdngnit dem Rang der
Zeilenvektoren vor4 Ubereinstimmt. Gilt#éir eine(m, n)-Matrix A, rang A) =
min{m,n}, S0 sagen wir, dasd vollen Rang hat. Eine(n, n)-Matrix mit vol-

lem Rang istregular, d. h. sie besitzt eine (eindeutig bestimmte) inverse Matrix
(geschriebem—1) mit der Eigenschafd A= = 1.
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Kapitel 2

Polyeder

Das Hauptanliegen dieser Vorlesung ist die Behandlung von Problemen der linea-
ren Programmierung. Man kann die Verfahren zisiing derartiger Probleme

rein algebraisch darstellen als Manipulation von linearen Gleichungs- und Un-
gleichungssystemen. Die meisten Schritte dieser Algorithmen haben jedoch auch
eine geometrische Bedeutung; und wenn man erst einmal die geometrischen Prin-
zipien und Regeln verstanden hat, die hinter diesen Schritten liegen, ist es viel
einfacher, die Algorithmen und ihre Korrektheitsbeweise zu verstehen. Wir wol-
len daher in dieser Vorlesung einen geometrischen Zugaigew und zuachst

die Losungsmengen linearer Programme studieren. Speziell wollen wir unser Au-
genmerk auf geometrische Sachverhalte und ihre algebraische Charakterisierung
legen. Dies wird uns helfen, aus geometrischen Einsichten algebraische Verfahren
abzuleiten.

(2.1) Definition.

(a) Eine Teilmenges C K" heilstHyperebene falls es einen Vekton &
K™\ {0} unda € K gibt mit

G={recK"|a"r=a}
Der Vektora heifStNormalenvektor zuG.

(b) Eine Teilmengéi C K" heiStHalbraum, falls es einen Vektor € K™ \
{0} unda € K gibt mit

H={reK"|a"r <a}.
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Wir nennerm denNormalenvektor zu H. Die Hyperebené& = {xz € K" |
a’x = «} hei3t die zum Halbraunil getbrende Hyperebene oder die
berandende HyperebengundH heil3t der zuz getlbrende Halbraum.

(c) Eine Teilmenge® C K" hei3tPolyeder, falls es einn € 7., eine Matrix
A € K™ und einen Veektob € K™ gibt mit

P={reK"|Ax < b}.
Um zu betonen, dad3 durch A undb definiert ist, schreiben wir auch

P =P(A,b) :={z K" | Az < b}.

(d) Ein PolyederP heil3tPolytop, wenn es beschnkt ist, d. h. wenn es ein
BeK,B>0gibtmitP C {x € K" | ||z] < B}.

Polyeder kbnnen wir nairlich auch in folgender Form schreiben

P(Ab) = [z € K" | Apz < b}

=1

Halbraume sind offensichtlich Polyeder. Aber auch die leere Menge ist ein Po-
lyeder, denr) = {z | 072z < —1}, und der gesamte Raum ist ein Polyeder,
dennK™ = {z | 0Tz < 0}. Sind alle Zeilenvektoren;. von A vom Nullvektor
verschieden, so sind die bei der obigen Durchschnittsbildung beteiligten Mengen
Halbraume. Ist ein Zeilenvektor voA der Nullvektor, sagen wir,, = 07, so ist

{z € K" | A.x < by} entweder leer (fall$; < 0) oder der gesamte Rauki*
(fallsb, > 0). Das heif3t, entweder i$t( A, b) leer oder die Mengefw | A;. < b;}

mit A;. = 0 kdnnen bei der obigen Durchschnittsbildung weggelassen werden.
Daraus folgt

Jedes Polyedd? # K™ ist Durchschnitt von endlich vielen Hablmmen.

Gilt P = P(A,b), so nennen wir das Ungleichungssystdm < b ein P definie-
rendes System(von linearen Ungleichungen). Sind> 0 und1 < i < j < m,
so gilt offensichtlich

P(A,b) = P(A,b) N{x | aAiz < ab}n{x| (A + Aj )z < b; + b;}.

Daraus folgt, dassl undb zwar P = P(A, b) eindeutig bestimmen, dass abier
unendlich viele Darstellungen der For{ D, d) hat.
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(2.2) Beispiel. Wir betrachten das Ungleichungssystem

(1) 2 < 5
(2) — 21y <

(3) =11 — 1 <1
(4) 2 + 97y < 23
(5) 621 — 2z < 13

2 0 )
0 -2 1
A= -1 -1 b=| -1
29 23
6 —2 13

Das Polyede® = P(A,b) ist die Losungsmenge des obigen Ungleichungssy-
stems (1),. .,(5) und ist in Abbildung 2.1 graphisch dargestellt.

0
__®
Y @
/ y
®
/(1)
% % % % ] % %
— -1 0 3
@ ><
Abb. 2.1
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Die Mengen zudssiger lbsungen linearer Programme treten nicht immer in der
Form Ax < b auf. Haufig gibt es auch Gleichungen und vorzeichenbésttie
Variable. Vorzeichenbescimkungen sind nétlich auch lineare Ungleichungssy-
steme, und ein Gleichungssytebw = d kann in der Form von zwei Unglei-
chungssystemebz < d und— Dz < —d geschrieben werden. Allgemeiner gilt

(2.3) Bemerkung. Die Lésungsmenge des Systems

Bx + Cy =c
Dx + FEy <d
T >0

reRP, yeK?

ist ein Polyeder.

Beweis : Setzen := p + g und

B C
B -C —c
a= "0 o =]
7 0 0

dann istP(A,b) die Losungsmenge des vorgegebenen Gleichungs- und Unglei-
chungssystems. U

Ein spezieller Polyedertyp wird unsifig begegnen, weswegen wirrfihn eine
besondere Bezeichnungaen wollen. Br A € K(™™, b € K™ setzen wir

P=(A,b) :={z € K" | Az = b,z > 0}.

Nicht alle Polyeder &nnen in der FormP=(A, b) dargestellt werden, z. B. nicht
P={zeK|z <1}

Wir werden sgter viele &tzeliber PolyedeP beweisen, deren Aussagearstel-
lungsabhangig sind, d. h. die Art und Weise, wi€ gegeben ist, geht explizit in

die Satzaussage ein. So werden sich z. B. die Charakterisierungen gewisser Poly-
edereigenschaften vai( A, b) (zumindest formal) von den entsprechenden Cha-
rakterisierungen vo®=(A, b) unterscheiden. Darstellungséligige &tze wol-

len wir jedoch nur einmal beweisen (normalerweigeDarstellungen, bei denen

die Resultate besonders eiagsam oder einfach sind), deshalb werden wir uns
nun Transformationsregeliberlegen, die angeben, wie man von einer Darstel-
lungsweise zu einer anderen und wiedelizérkommt.
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(2.4) Transformationen.

Regel I:  Einfuhrung von Schlupfvariablen

Gegeben seiem € K", o € K. Wir schreiben die Ungleichung
(i) a'z < o

in der Form einer Gleichung und einer Vorzeichenbegsckung
(i) "z +y=0a, y>0.

y ist eine neue Variable, genardthlupfvariable.

Es gilt:

z erfullt () = (5) erfullt (i) fur y=a—a'x.

@)erﬁjllt(ii) — 2 erfullt ().

Allgemein: Ein Ungleichungssystedr < b kann durch Einfihrung eines Schlupf-
variablenvektorg transformiert werden in ein Gleichungssystem mit Vorzeichen-
bedingungAz + y = b, y > 0. Zwischen den bsungsmengen dieser beiden Sy-
steme bestehen die oben angegebenen BeziehuR@gdnb) und{(;) e Ktm |

Az + Iy = b,y > 0} sind jedoch zwei durchaus verschiedene Polyeder in ver-
schiedenen Vektoaumen.

Regel Il:  Einfuhrung von vorzeichenbeschénkten Variablen

Ist z eine (eindimensionale) nicht vorzeichenbegdikie Variable, sodénnen wir
zwei vorzeichenbescankte Variablenr™ und z~ einfuhren, umz darzustellen.
Wir setzen

ri=2t—2z7 mit 2t >0 27 >0.

O

Mit den Regeln | und Il aus (2.4)danen wir z. B. jedem Polyedé?(A,b) C K"
ein Polyede®=(D, d) C K***™ wie folgt zuordnen. Wir setzen

D:= (A —A1I,), d:=b,
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d. h. es gilt

T
P=(D,d) = y| e K™ ™ | Ax — Ay +2=10, 2,5,2 >0
2

Es istublich, die oben definierten PolyedB(A, b) und P~ (D, d) aquivalent zu
nennen. Hierbei hatAquivalenz” folgende Bedeutung.

Forz € K" sei

7

)Y mit 27 = max{0, —x;},

1

ZL’+ = (‘/ETW"J +)T mlt ZE—-F:IH&X{O,IZ‘},
1

dann gilt:
o+
x € P(AD) = r~ | € P=(D,d) furz=0— Ax
2
u
v | € P=(D,d) — x:=u—v € P(A)D).
w

Besonders einfache Polyeder, auf die sich jedoch fast alle Aussagen der Poly-
edertheorie zurckfuhren lassen, sind polyedrische Kegel.

(2.5) Definition. Ein KegelC C K" heif3tpolyedrisch genau dann, wen@ ein
Polyeder ist.

O

(2.6) Bemerkung. Ein KegelC' C K™ ist genau dann polyedrisch, wenn es eine
Matrix A € K(™™) gibt mit
C = P(A)0).

Beweis : Gilt C' = P(A,0), so istC ein Polyeder und offensichtlich ein Kegel.

SeiC ein polyedrischer Kegel, dann existieren nach Definition (2.1) (c) eine Ma-
trix A und ein Vektor mit C' = P(A,b). Da jeder Kegel den Nullvektor eriH,
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gilt 0 = A0 < b. Angenommen, es existiert einc C mit A7 £ 0, d. h. es
existiert eine Zeile vom, sagen wirA,., mitt := A;. 7 > 0. DaC ein Kegel ist,
gilt \z € C fur alleX € K. Jedochiir A := % + 1 gilt einerseits\z € C und
andererseitsl;.(A\T) = At > b;, ein Widerspruch. Daraus folgijfaller € C gilt
Az < 0. Hieraus ergibt sicld’ = P(A,0). O

In der folgenden Tabelle 2.1 haben wir all&ghichen Transformationen aufgeli-
stet. Sie soll als “Nachschlagewerk” dienen.
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Transformation

By = d By < d
nach By <d
y =2 0 y =2 0
von
A b (A, —A)y=1b A —-A b
Ax =10 5
: (-3)r= () (4 )= ()
y=0 >0
hierbei ist — y=
y o+ .
pu— x
zi = max{0,z;} Y <l’_> y_<x_)
z; = max{0,—z;}
Yy = x y=>0 y >0
xt e
y = x~ - \z™
b— Ax
Az =b A b Ay =b
—A <[ -b A b
ez )0 e e () =)
y=z y =z y =0
y =
Az <b <f;1>y§<8> A5y =b Ay <b
x>0 y =20 y >0
y=u
y==xa




Kapitel 3

Fourier-Motzkin-Elimination und
Projektion

In diesem Kapitel untersuchen wir die folgende Frage: Wie kann man herausfin-
den, ob ein lineares Ungleichungssystdm < b eine Losung hat oder nicht?
Nehmen wir an, dasd undb rational sind (wenn man Computer benutzen will,
muss man diese Annahmen sowieso machen), démnda wir die Elemente
von Q™ durchnummerieren und iterativ jedes Element dieser Folge in das Sy-
stemAz < b einsetzen. Fallslz < b losbar ist, werden wir nach endlich vielen
Schritten einen zélssigen Vektor finden. Hatz < b keine zulssige bsung, so

lauft diese Enumeration unendlich lange. Kann man diehdrkeit vielleicht
auch mit einem endlichen Verfahrerijpen? Wir werden hierauf in diesem Kapi-

tel eine positive Antwort geben.

Wir beginnen mit der Beschreibung eines Algorithmus, der aus €inen)-
Matrix A und einem Vektob € K™ eine(r, n)-Matrix D und einen Vektotd € K"
macht, so dass eine Spalte vbraus lauter Nullen besteht und dass gilt:

Az < b hat eine losung genau dann, werhr: < d eine Losung hat.

3.1 Fourier-Motzkin-Elimination

(3.1) Algorithmus. Fourier-Motzkin-Elimination (der j-ten Variablen).

Input: Eine (m,n)-Matrix A = (a;;), ein Vektorb € K™ und ein Spaltenindex
j€{1,...,n} der Matrix A.
Output: Eine(r,n)-Matrix D = (d,;) (r wird im Algorithmus berechnet) und ein
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Vektord € K", so dass dig-te Spalte vorD, bezeichnet miD.;, der Nullvektor
ist.

Schritt 1. Partitioniere die Menge der Zeilenindiz&s = {1, ..., m} von A wie
folgt:

N::{i€M|aij<O},
Z::{i€M|aij:O},
PZ:{iGM‘aij>O}.

(Die MengeZ U (N x P) wird die Zeilenindexmenge voR. Diese kanriibrigens
leer undr = 0 sein.)

Schritt 2. Setzer := |ZU(N x P)|,R:={1,...,r},undseiP : R — Z U (N x
P) eine Bijektion (d.h. eine kanonische Indizierung der ElementeA/on(N x

P)).
Schritt 3. Fuhre fur i = 1,2, ...,r aus:
(a) Fallsp(i) € Z, dann setz&);. := Apy., d; := by
(d.h., diei-te Zeile vonD ist gleich demp(i)-ten Zeile vonA).
(b) Fallsp(i) = (s,t) € N x P, dann setze
D;. = ajAs. — agi A,

di = atjbs — asjbt

(d.h., dasas;-fache dett-ten Zeile vonA wird vom a,;-fachen ders-ten
Zeile vonA abgezogen und alste Zeile vonD betrachtet).

Ende.

Bevor wir den Algorithmus analysieren, betrachten wir ein Beispiel:

(1) =Tx +6xy <25
(2) + 2 —bHry < 1
(3) + a1 < 7
(4) — x1 42z <12
(5) —x; —3zy < 1
(6) +2z; — 29 <10

Wir wollen die zweite Variable:, eliminieren und erhalten in Schritt 1 von (3.1):

N={256}, Z=1{3}), P={14).

32



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

Daraus ergibt sichZ U (N x P)| = 7. Die Nummerierung der Zeilen vab ist
dann R = {1,...,7}, und wir setzen:

p(1) =3, p(2) = (2,1), p(3) = (2,4), p(4) = (5,1), p(5) = (5,4), p(6) =
(6,1), p(7) = (6,7).
Die zweite Zeile vonD ergibt sich dann als die Summe vom 6-fachen der zweiten

Zeile von A und dem 5-fachen der ersten Zeile vanDie zweite Ungleichung
des System®zx < d hat somit die Form-29x; + 0z, < 131.

Insgesamt ergibt sich (wenn wir die aus lauter Nullen bestehende zweite Spalte
weglassen), das folgende Systém < d:

(1) + T S 7
(2) — 2921 < 131
(3) — 3z < 62
(4) — 27z; < 81
(5) — Bz < 38
6) + 51 < 85

Ganz offensichtlich &nnen einige der Koeffizienten gaizt werden. Wir sehen,
dass die Zeiler{l), (6), (7) obere und die Ungleichung€R), (3), (4), (5) unte-

re Schranken auf deniif z; zulassigen Wert liefern. Wir sehen aber auch, dass
die Eliminationsmethode vielaberflissige (wir werden das &per redundante
nennen) Ungleichungen liefert. Wir wollen nun das Ergebnis der Elimination der
j-ten Variablen analysieren. Wir schauen aadhst einige Triviaklle an.

Wenn alle Elemente der Spalte; Null sind, so istA = D, und wir haben (noch)
nichts erreicht. Gilt\/ = P oderM = N, sind also alle Elemente der Spalte;
von Null verschieden und haben dasselbe Vorzeichen, danr=s$tund somitD
die leere Matrix mit O Zeilen und Spalten.P(D, d) ist dann der gesamte Raum
K.

(3.2) Satz. SeiA € K™™, b € K™, j ein Spaltenindex vor, und seienD &
K d e K" die in (3.1) konstruierte Matrix bzw. Vektor. Es gilt:

(a) Diej-te Spalte vorD ist der Nullvektor.

(b) Jede Ungleichun®;.x < d;,i = 1,...,r, ist eine konische Kombination
der Ungleichunge\,.x < b, k = 1,...,m, d. h. es existiert ein Vektor
uw€R™ u>0mitu’ A= D,. undu”b = d,.
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(c) Daraus folgt, es existiert eirie, m)-Matrix U, U > 0, mit UA = D und
Ub=d.

(d) Seiz € K" mitz; = 0, seie; derj-te Einheitsvektor und seiex, Z, P die
in Schritt 1 von (3.1) definierten Mengen.

Setzen wir:
1 _ .. .
>\i = a,_(bl — AZIE) furalle i ¢ PUN
ij
;. ) falls N =)
" | max{\; | i e N} falls N # ()
D s falls P = .
~ | min{)\; | i € P} falls P # ().
Dann gilt
(dy) Te P(D,d) = L < U undz + Xe; € P(A,b)V A € [L,U]

(d2) T4 MXej € P(A,b) = Ae[L,U]lundz € P(D,d).

Beweis :

(a) FallsD die leere Matrix ist, so ist die Behauptung indich richtig. Wurde
eine Zeile: von D in Schritt 3 (a) definiert, so ist;; = 0, daa,;); = 0.
Andernfalls giltd;; = a;ja,; — asja;; = 0 nach Konstruktion. Das heif3t, die
j-te SpalteD.; von D ist der Nullvektor. Man beachte auch, dass im Falle
N = () oder P = (), D nur aus den Zeiler;. von A besteht mit € Z.

(b) ist offensichtlich nach Definition und implizieft).
(d) Seiz € K" mitz; = 0 ein beliebiger Vektor.

(dy) Angenommerx € P(D,d). Wir zeigen zu@chst, dasé < U qilt.
Ist P = () oder N = (), so gilt offensichtlichZ < U nach Definition.
Wir kdnnen also annehmen, daBs# (), N # () gilt. Es seiens €
N,t € Pundq € R so gevahlt, dass(q) = (s,t) und \; = L,
A = U gelten.
Dann gilt

CLtjAs.f - CszAt.f = Dq.f S dq = atjbs — asjbt,
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woraus folgt
Agj (bt — Atf) S Cltj(bs - Asf)

und somit (wegem4; > 0 unda,; < 0)

1 1
U=X=—(b— A7) > — (b — A,.T) = \, = L.
CLS]‘

a,tj
Wir zeigen nund;.(z+ X.,) < b;furallel € [L,U]undallei € M = PUNUZ,
wobeie; denj-ten Einheitsvektor bezeichnet.

Isti € Z,sogibteseiy € Rmitp(j) =iundD;. = A;.,d; = b;. AusD;.T < d;
folgt daher die Behauptung.

Isti € P, dann giltU < +oo und somit

A, (T+ Xej) = AT+ aigh < AT+ a;,;U < AT + ajh = ;.

Analog folgt die Behauptungifi € N.
Der Beweis(d,) sei dem Leseiiberlassen. g

(3.3) Folgerung. P(A,b) # ) < P(D,d) # 0. 0

Sprechweiselir (3.3):
Ax < bist konsistent (bsbar)<—= Dx < d ist konsistent (sbar).

Die Fourier-Motzkin-Elimination dej-ten Variablen kann man riadich auch auf
ein System von normalen und strikten Ungleichungen anwenden. Eine Nachvoll-
ziehung des obigen Beweises liefert:

(3.4) Satz. SeienA eine(m,n)-Matrix, b € K™, j € {1,...,n} undI, J eine
Partition der Zeilenindexmeng®l = {1,...,m}. SeienD € K"™*", d € K"
die durch Fourier-Motzkin-Elimination der Variablgngewonnene Matrix bzw.
Vektor.

SetzeE .= p ' (ZNI)U((N x P)n (I x I))), F:= R\ E, (wobeip die in
(3.1) Schritt 2 definierte Abbildung ist),

dann gilt:
Das System

Arx < b, Aj.x < by hat eine I6sung genau dann, wenn
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das System

Dg.x <dg, Dr.x < dr eine LOsung hat.

Beweis : Hausaufgabe.

Wir konnen nun die Fourier-Motzkin-Elimination sukzessive auf alle Spaltenin-
dizes anwenden. Ist in einem Schritt die neu konstruierte Matrix leer, so ist das
System konsistent. Wir wollen herausfinden, was passiert, weni< b nicht
konsistent ist. Wir nehmen daher an, dass keine der sukzessiv konstruierten Ma-
trizen leer ist.

Eliminieren wir die 1. Spalte vor, so erhalten wir nach Satz (3.2) eifrg, n)-
Matrix D; und einen Vektor/; € K" mit

Az < b konsistent<—= D;x < d; konsistent.

Die erste Spalte vof, ist eine Nullspalte. Nun eliminieren wir die zweite Spalte
von D; und erhalten mit Satz (3.2) eirie,, n)-Matrix D, und einen Vektotl, €
K" mit

D,z < d; konsistent<—= Dyx < d, konsistent

Die erste und die zweite Spalte vén bestehen aus lauter Nullen. Wir eliminieren
nun die dritte Spalte vo, und fahren auf diese Weise fort, bis wir dide Spalte
eliminiert haben. Insgesamt erhalten wir:

Az < bkonsistent<— D;x < d; konsistent.<— ... < D,z < d,, konsistent.

Was haben wir durch dieseguivalenten Umformungen gewonnen? Nach Kon-
struktion hat dien-te Matrix D,, dieser Folge von Matrizen nur noch Nullspal-
ten, ist also eine Nullmatrix. Das Systeh,z < d,, ist also nichts anderes als
0x < d,, und die Konsistenz dieses letzten Ungleichungssystendsjisvalent
zur Konsistenz vox < b. Die Konsistenz voitiz < d, ist trivial Uberpiifbar,
denn0Ox < d, hat genau dann keinedksung, wenn der Vektaf, € K™ eine
negative Komponente hat; das hei@t, > 0 ist aquivalent zur Konsistenz von
Az < b.

Aus Satz (3.3) folgt auRerdem Folgendes: Es existiert eine M&irig K1)
mit U; > 0 und
Dy,=UA , dy=Ubd
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Erneute Anwendung von (3.3) liefert die Existenz einer Maltfixe K2 mit
U >0 und
D2 = U2D1 ) d2 = Ule

Setzen wir die Schlussweise fort, so erhalten wir eine Maffxe K1) mit
U, > 0und
0=D,=U,D,.1 , d,=U,d,1
Fir die Matrix
U:=U,.....U e Krnm
gilt dann
U>0 , 0=UA , d,=Ub

Daraus folgt, dass jede Zeile von= D,, eine konische Kombination von Zeilen
von A ist.

Wir haben uns obeiiberlegt, dasslx < b genau dann nicht konsistent ist, wenn
D,x < d, nicht konsistent ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine Kom-
ponente vond, gibt, die negativ ist, anders ausgédkt, wenn es einen Vektor

u (eine Zeile der Matrix/) gibt mit 07 = v” A undu’b < 0. Fassen wir diese
Beobachtung zusammen.

(3.5) Folgerung. Es seiemd € K™™ undb € K™, dann gilt: Das Ungleichungs-
systemAx < b hat genau dann keinedsung, wenn es einen Vektarc K™,
u > 0 gibt mitu” A = 07 undu™b < 0.

O

Diese (einfache) Konsequenz aus unserem Eliminationsverfahren (3.1) ist eines
der ritzlichsten Resultate der Polyedertheorie.

Erganzende Abschweifung

Das Fourier-Motzkin-Eliminationsverfahren ist ein Spezialfall eines allgemeinen
Projektionsverfahrens auf lineare Taime deX".

(3.6) Definition. SeiL ein linearer Unterraum voK". Ein Vektorz € K™ heildt
orthogonale Projektion eines Vektors € K" auf L, fallsz € L und
(x — )17 =0 gilt.

(3.7) Bemerkung. SeiB € K™ eine Matrix mit vollem Zeilenrangl. =
{x € K"|Bx = 0}, dann ist éir jeden Vektor: € K", der Vektor

7:= (I - B'(BB)™'B)x
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die orthogonale Projektion aduf.

Die Fourier-Motzkin-Elimination dej-ten Variablen kann man, wie wir jetzt zei-
gen, als orthogonale Projektion vét{ A, b) auf den VektorraunL = {z|z; = 0}
deuten.

Wir zeigen nun, wie man ein Polyedé( A, b) auf L = {y|c"y = 0},¢ # 0,
projiziert.

(3.8) Algorithmus. Orthogonale Projektion eines Polyeders auf
L = {y|cy = 0}, ¢ # 0 (kurz: Projektion entlang:).

Input: Ein Vektorc € K™, ¢ # 0 (die Projektionsrichtung),
eine MatrixA € Kmn),
ein Vektor b € K™.

Output: Eine MatrixD € K™ (r wird im Algorithmus berechne)
ein Vektord € K"

(1) Partitioniere die Mengé! = {1, ..., m} der Zeilenindizes vord wie folgt

N:={ie M| Aj.c <0},
Z:={ieM]|A.c=0},
P:={ie M| A.c>0}.

(2) Setze
r:=|ZUN x P|,
R:={1,2,...,r}, und
p: R— ZUN x P seieine Bijektion.

(3) Fur i=1,2,...,r fuhre aus:
(a) Istp(i) € Z, dann setze
Dy := Apy. , di = bp(i) -
(D. h. diei-te Zeile vonD ist gleich derp(i)-ten Zeile vonA.
(b) Istp(i) = (s,t) € N x P, dann setze

Di- = (At,C)AS, — (AS,C>At,,
dl' = (At,C)bs — (AS,C)bt.

(4) GibD und d aus.

Ende. U
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(3.9) Satz. SeienD € K™ undd € K" die in (3.1) konstruierte Matrix bzw.
Vektor. Dann gilt

(a) Die Zeilen vonD sind orthogonal zu, d.h., die Zeilenvektoren voh sind
in L = {y|c"y = 0} enthalten und konische Kombinationen der Zeilen von
A.

(b) P(D,d) N L ist die orthogonale Projektion van(A,b) auf L.

(3.10) Satz. Die Projektion eines Polyeders ist ein Polyeder!

Durch sukzessive Projektion kann man ein Polyeder auf einen beliebigen Unter-
raum{y|By = 0} projizieren.

3.2 Lineare Optimierung und Fourier-Motzkin-Elimination

Die Fourier-Motzkin-Elimination ist nicht nur eine Projektionsmethode, man kann
sie auch zur bsung linearer Programme verwenden. Dies geht wie folgt. Wir be-
ginnen mit einem linearen Programm der Form

max CT(I,'

Ax <a

mit A € K™*" o € K™ und setzer® = P(A,b). Wir fuhren nun eine z@szliche
Variablez,, ., ein und figen zur MatrixA eine zu&tzliche Spalte und Zeile hinzu.
Diese Matrix nennen wiB3. Die (m + 1)-te Zeile vonB enttalt in den erstem
Spalten den Vektar; wir setzerb, ,,.1 = 0furi =1,...,mundb,, 11,41 = —1.
Wir verlangern den Vektod € K™ um eine Komponente, die den Weréentlalt,
und nennen diesefmn + 1)-Vektor b:

oL 1) =(3)

Wenden wir die Fourier-Motzkin-Elimination audlz < « an, so knnen wir
feststellen, ob die disungsmengé des linearen Programms leer ist oder nicht.
Fuhren wir die Fourier-Motzkin-Elimination miBz < b durch und eliminieren
wir nur die erstem Variablen, so erhalten wir am Ende ein Systéhw < d,,,
welches nichts anderes ist als ein Ungleichungssystem derdrottne,, ., < 3;,
wobei dief3; die positiven und diey; die negativen Eintige des Vektorsg,, sind.
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Das Minimumiiber die Werte3; liefert den maximalen Wert der Zielfunktiaf =
des gegebenen linearen Programms.

Setzen wirz; :== 0, ¢ = 1,...,n und 7,4 := min{f;}, so kdnnen wir mit
diesem Vektofr = (7;) beginnend durch &ksubstitution — wie in Satz (3.2) (d)
beschrieben — eine Optimadung vonmax 'z, Ax < b berechnen.

Wenn wir statt des Maximums vari = Uber P das Minimum finden wollen, so
fligen wir bei der Konstruktion der Matrig statt der Zeile(c?, —1) die Zeile
(—cT', 1) ein. Wollen wir das Maximum und Minimum gleichzeitig bestimmen,
so fuhren wir die Fourier-Motzkin-Elimination der erstem Variablen auf der
Matrix durch, die um die beiden Zeilgn”, —1) und (—c”, 1) erweitert wurde.

Dieses Verfahren zurdsung linearer Programme ist konzeptionell extrem einfach
und klar. Wenn es in der Praxis funktioniereringde, kKbnnten wir das Thema
»lineare Optimierung* beenden. Als Hausaufgabe haben Sie die Fourier-Motzkin-
Elimination implementiert. Versuchen Sie einmal, damit lineare Prograpame
standiger GoRRenordnung* zudsen. Sie werden sich wundern und wissen, warum
die Vorlesung weitergeht.

Wir beschliel3en die Diskussion der Fourier-Motzkin-Elimination als Methode zur
Losung linearer Programme durch numerische Berechnung eines Beispiels.

(3.11) Beispiel. Wir beginnen mit folgendem System von 5 Ungleichungen mit
2 Variablen

(2) —T1 —XT2 S -1
(3) —T1 D) < 3
(5) +x1 +21’2 S 9
Wir wollen die Zielfunktion
1 + 379

liber der Menge der zasgsigen bsungen sowohl maximieren als auch minimie-
ren. Dazu schreiben wir (wie oben &ukert) das folgende Ungleichungssystem

(1) — 9 < 0
(2) —I1 —XT2 S —1
(3) —X +29 S 3
(4) +x < 3
(5) +z1 429 < 9
(6) +I +3$2 —XI3 < 0
(7) —X —31’2 +x3 S 0
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auf und eliminieren die Variable,. Das Ergebnis ist das folgende Ungleichungs-
system:

—~

UL O UL s O O s =
e — N

—T9
—T9
+Zo

+2x2
+x9
+T2

+dxy —u3 <

—31'2 +x3 S
—X9 +I3 <

|
8
w
A VAN VAN VAR VAN VANR VAN
|

AN AN N N N N N

O© 00 1 O O i W N~
— O N N
O W Wk OO~ 0N O

NN W0 W w NN
NN N N N N N N

Wir haben oben die Variable, weggelassen. Die erste Spalte zeigt an, woher die
neue Ungleichung kommt. So ist z. B. die 5. Ungleichung aus der Kombination
der 3. und 4. Ungleichung des vorhergehenden Systems entstanden. Ungleichun-
gen der Formzs + Ox3 < « haben wir weggelassen. Eine solche ist z. B. die
Ungleichung , die aus der Kombination der 7. und 6. Ungleichung entsteht.

Die Elimination der Variablen, liefert nun analog

(L4 (1) —a5 < -1
(L,7) (2) -a3 < 3
24 (3) -2 < 3
2,7) (4) —z3 < 11
8,3) (5) a3 < 27
(84) (6) —a5 < 3
(85 (7) +my < 21
(8,6) (8 a3 < 15
(9.3) (10) +4a3 < 17
9,4) (11) +a23 < 17
9.5) (12) +z3 < 15
(9.6) (13) +a3 < 13
(9,7) (14) +3z3 < 39

Die gro3te untere Schrankeirf x5 ist 1. Sie wird von der ersten Ungleichung
geliefert. Die kleinste obere Schranke hat den Wert 13, dieser folgt aus den Un-
gleichungen 13 und 14. Damit ist 13 der Maximalwert der Zielfunktion, 1 ist der
Minimalwert. Setzen wits = 13 in das vorhergehende Ungleichungssystem ein,
So ergibt sich der Wert, = 4. Durch Substitution dieser beiden Werte in das
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Ausgangssystem erhalten wir = 1. Der maximale Zielfunktionswert wird also
im zulassigen Punkt, = 1,z = 4 angenommen.
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Kapitel 4

Das Farkas-Lemma und seine
Konseqguenzen

Wir werden zu@chst Folgerung (3.5) auf verschiedene Weisen formulieren, um
sie fur den sjteren Gebrauch “aufzubereiten”. Dann werden wir einige interes-
sante Folgerungen daraus ableiten.

4.1 \Verschiedene Versionen des Farkas-Lemmas

(4.1) (allgemeines) Farkas-Lemma. Fiir dimensionsverégliche MatrizenA,
B, C, D und Vektoreru, b gilt:

Es existierenu, v mit

Es existierenz, y mit WTA+0TC > 07

< .
Av+By <a % u'B+v'D =07
Cx+Dy =b uw>0
z >0 -

ula+ 0T <0.

(Hierbei bezeichnetV” das “entweder oder”, d. h. eine der beiden Aussagen gilt,
aber niemals beide gleichzeitig, also eine Alternative.)

Beweis : Durch die Transformationsregeln (2.4)hiren wir die obige Aussage
auf Folgerung (3.5) ziiick. Die linke Aussage der Alternativdst sich schreiben
als
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“J 2z mit Az < a” wobei

a

A= und a@= b

0

A
C
—C
—I

c OO W
SH

Nach (3.5) hat dieses System genau dann kegseihg, wenn gilt:
3y =@ 7T W) >0

mit y” A = 0 undy”@ < 0. Ausfihrlich geschrieben heil3t dies:

u WA+TTC -FC—wl = 0
3 % >0 mit WB+v'D-% D _—
w uTa +7Tb—T b < 0

Setzen win := v—v und betrachten wiw als einen Vektor von Schlupfvariablen,
so lasst sich dieses Systeiquivalent schreiben als:

u'A+0TC > 0oF
: W'B+v'D = 07
du,v mit w >0
ula+0Tb < 0,
und dies ist das geimschte Resultat. U

Durch Spezialisierung von (4.1) erhalten wir:

(4.2) (spezielles) Farkas-Lemma.Es seiemd € K™ undb € K™, dann gilt:

(a)3x mit Ax<b v Ju>0 mit u'A=0T und u"b < 0.
b)dz >0 mit Ax<b v Ju>0 mit u'A>0" und u'b < 0.
(¢)3x>0 mit Azv=>b Vv Fu mit u"A > 07 und u"b < 0.
(d)3x mit Ar=5b VvV Fu mit u*' A =07 und u'b < 0.

Das Farkas-Lemma (4.2) in seiner Version (a) charakterisiert also

(a) Die Lésbarkeit eines linearen Ungleichungssystems,
in seiner Version (4.2) (b)
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(b) die nichtnegative bisbarkeit eines linearen Ungleichungssystems,
in seiner Version (4.2) (c)

(c) die nichtnegative tisbarkeit eines linearen Gleichungssysteimsseiner
Version (4.2) (d)

(d) die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems,

wobei (d) nailirlich bereits aus der linearen Algebra bekannt ist. Die zweite Alter-
native in (d) ist nichts anderes als eine Umformulierung vonang‘ rang A, b).

Die linken Alternativen in (4.1) und (4.2) (a), (b), (c), (d) sagen aus, dass gewisse
Polyeder nicht leer sind. Diedsungsmengen der rechten Alternativen sind da-
gegen keine Polyeder, weil jeweils eine strikte Ungleichung in den Gleichungs-
und Ungleichungssystemen vorkommt. Da in alléllén die rechten Seiten der
rechten Alternativen Nullvektoren sind, sind diédungsmengen (ohne die strik-

te Ungleichung) nach (2.6) Kegel. Folglickhtnen die bsungsvektoren skaliert
werden. Aus dieser Beobachtung folgt:

(4.3) Farkas-Lemma (polyedrische Version). Es seienA € K™ undb €
K™, dann gilt:

(@P(AL)  #£0 V P=((§),(_?)> 40,
DPHADL) £0 ¥ p%(“é‘f),(_i’))
(OP=(A,0) #0 V P<(‘ff>,<_?)) £0.

Polyedrische Formulierungen von (4.2) (b), (d) und (4.1) seien dem lidoszr
lassen.

N
=

O

4.2 Alternativ- und Transpositionssatze

Wir haben das Farkas-Lemma nun in verschiedenen Versionen formuliert. Fol-
gerung (3.5) beschreibt ein zur Wsbarkeit eines Ungleichungssysteatui-
valentes Kriterium. Die &ze (4.1) und (4.2) haben die Form von Alternativen,

45



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

wahrend in (4.3) die tsbarkeit eines Systems mit der @sbarkeit eines durch
Transposition gewonnenes System festgestellt wird. Man nennt desitatbdes
Typs (4.1), (4.2) bzw. (4.3) Alternativ- bzw. Transpositiciige. Die Literatur ist
aul3erordentlich reich an derartige&t&n, da sie — wie wir gger noch sehen
werden — auf vielerlei Weiseirzlich sind. Wir wollen hier noch einige weitere
Satze dieser Art angeben.

(4.4) Satz. Es seiemd ¢ K»™, B € K™, ¢ € KP, b € K¢, dann gilt genau
eine der beiden folgenden Alternativen:

(@) dx e K" mit Ax < a, Bxr <b

() () FJuek:,veKL\{0} mitu’ A+v"B =07, u"a+v"b <0, oder
(by) FueKE, mitu"A=0",u"a <0.

Beweis : Angenommen (a) unh,) gelten gleichzeitig, dann gibt es also einen
Vektor z mit Az < a und einen Vektor, € Kf mit u” A = 07, u"a < 0, was
(4.2) (a) widerspricht. Angenommen (a) ufig) gelten gleichzeitig, dann gilt:
0Tz = (uTA+v"B)r = u' (Ax) + vT(Bz) < uTa+vTb < 0, ein Widerspruch.

Wir nehmen nun an, dass (&) nicht gilt und wollen zeigen, dass dann (b) gilt. Wir
wenden die Fourier-Motzkin-Elimination-mal iterativ auf(;) und (¢) an. Nach
(3.4) und erhalten wir nach Schritten MatrizerC', D und Vektorerr, d, so dass

Ax < a, Bx < b genau danndsbar ist, weni'z < ¢, Dz < d losbar ist, wobei

C =0, D = 0 gilt. Nach Annahme gilt (a) nicht, also muss es einen Zeilenindex
i von C' geben miic; < 0 oder einen Zeilenindexvon D mit d; < 0.

Wendet man die Fourier-Motzkin-Elimination nur adf ¢ undn-mal sukzessiv
an, so erBlt man nach (3.4) das Systeth c. Das heil3t, die bisbarkeit vordz <
a ist aquivalent zur Bsbarkeit vorC'xz < c. Ist alsoAz < a nicht losbar, so gibt
es nach (3.5) einen Vektar > 0 mit u’ A = 07, uTa < 0, das heiB{b,) gilt.
Ist Az < a losbar, so gibt es keinen Vektar > 0 mit u’ A = 07, u’a < 0,
d. h.c; > 0 fur alle:. Folglich mussd; < 0 fir einj gelten.D;. = 07 ist eine
konische Kombination von Zeilen vafiund Zeilen vonB. Nach Definition, siehe
(3.4), muss dabei mindestens eine Zeile ¥wmit einem positiven Multiplikator
beteiligt sein, also gibtes € K, v € K%\ {0} mitu” A+ "B = D;. = 07
undu’a + vTb = d; <0, das hei3tb) gilt. 0

(4.5) Folgerung. Ist P(A,a) # 0, dann gilt genau eine der beiden folgenden
Alternativen:
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(@) dz € K" mit Az < a, Bx < b,
(b) 3 (M) e KA, v £ 0mitu” A+ 0"B = 07 undu”a 4+ vTb < 0.
v +
U

(4.6) Satz(Gordan (1873)). Es gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen:

(a) 3z mit Az < 0,

(b) 3u>0,u#0mitu’ A= 0T,

Beweis : Setze in (4.5)B := A (wobei A die obige Matrix ist)p := 0, A := 0,
a:=0. U

(4.7) Satz(Stiemke (1915)). Es gilt genau eine der folgenden Alternativen:

(a) 3z > 0 mit Ax = 0,

(b) Ju mitu’ A > 0T, uT A #£ 0.

Beweis : Setzein (4.5B :=—-1,0=0,A := (_i) a:= 0. U

Der Satz von Stiemke charakterisiert also die strikt positigstarkeit eines ho-
mogenen Gleichungssystem$hvend der Satz von Gordan die semipositigsihar-
keit des homogenen Gleichungssytemisi = 0 kennzeichnet. Eine Sammlung
weiterer Alternativatze kann man in

O. L. Mangasarian, “Nonlinear Programming”, McGraw-Hill, New York, 1969
(80 QH 400 M 277)

finden.

4.3 Trennsatze

So genannte Trenatze spielen in der Konvexitstheorie und — in noch allge-
meinerer Form — in der Funktionalanalysis eine wichtige Rolle. DigdeeSsind
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i. a. vom folgenden Typ: Seiesi und7" zwei Mengen, dann gibt es unter gewis-
sen Voraussetzungen eine Hyperebéhelie S und 7" trennt. Geometrisch heif3t
dies, dassS auf der einen;l” auf der anderen Seite vaH liegt. Genauer: Sei
H = {z|c"z = v}, c # 0, eine Hyperebene, dann sagen wir, d&lsgwei Men-
genP und@ trennt, falls PUQ € HundP C {z|c"z <~},Q € {x|c"z > ~}
gilt. Wir sagen, das#/ die Mengen” und(@ strikt trennt , falls P C {z|cfz < v}

und@ ¢ {z|c"z > ~}.

Das Farkas-Lemma impliziert einige interessante Tratzestir PolyederP C
K™. Wir wollen hier einen Satz dieser Art angeben, der als Protatygie allge-
meineren Trenréze angesehen werden kann.

(4.8) Trennsatz. Es seiernP = P(A,a) und(@) = P(B,b) zwei Polyeder inK".
Es gibt eineP und( strikt trennende Hyperebene genau dann, wiémn@ = ()
gilt, es sei denn, eines der Polyeder ist leer und das andek&'der

Beweis : Gibt es eineP und @ strikt trennende Hyperebene, dann Bt
offensichtlich leer.

SeiP N Q = (. Zu zeigen ist die Existenz eines Vekters K", ¢ # 0, und einer
Zahly € K, sodass’ C {z|c'z < v} und P C {x|c"x > ~} gilt. Sind P undQ
leer, so leistet jede beliebige Hyperebene das @sehte. Ist eines der Polyeder
leer, sagen wiQ = (), P # (), dann ist weger® # K" eine der Zeilen vort
von Null verschieden, sagen wit;. # 0. Dann haben” := A;., v := a; + 1 die
geforderten Eigenschaften. Siftund( nicht leer, dann gilt nach Voraussetzung

P(()G)-v

Folglich existiert nach (4.2) (a) ein Vektgt) > 0 mit u” A + v"B = 07 und
ula + vT'h < 0. Wir setzen

" i=u"A(= —v"B) und v := L(u"a —07b).

Daraus folgt:

reP= dz = u'Ar <u'a<uTa—J(u"a+v"b) = (ufa—v"b)
reQ= dz = —v"Bx>-v'b> -0Tb+ s(ua+0"d) = F(u"a—0"b)
Der Vektorc ist offenbar von Null verschieden. [
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Der folgende Satz, den wir nicht mit den bisher entwickelten Methoden bewei-
sen lonnen, soll als Beispielif die oben angesprochene allgemeine Art von
Trenng&tzen dienen.

(4.9) Trennsatz fir konvexe Mengen. Es seienP und() zwei nichtleere kon-
vexe Teilmengen deR". Es gibt eineP und () trennende Hyperebend =

{r e R" | e =~} d hPUQ € H P C {x € R" | Tz < 4},

Q C {z € R" | "=z > ~}) genau dann, wenn der Durchschnitt des relativ
Inneren vonP mit dem relativ Inneren vof) leer ist.

Beweis : Siehe Stoer & Witzgall (1970), Seite 98, Satz (3.3.9) oder Leichtweiss,
“Konvexe Mengen”, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1980,
Seite 28, Satz 3.1. 0

Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, dass in (4.9) der VektofR&um
(und nicht wietiblich K™) benutzt wurde. In der Tat ist Satz (4.9)rfkonvexe
Teilmengen vor()” im folgenden Sinne falsch. Es ist nicht immedglich, zwei
konvexe Mengen )", deren relativ innere Mengen kein gemeinsames Element
besitzen, durch eine Hyperebetfer = v zu trennen, so dass der Vektef , v)”
rational ist. Man betrachte nu? = {r € Q | = < V2},Q = {z € Q |

x > +/2}. Dieses Beispiel zeigt auch, dass die bisher entwickelten konstruktiven
Beweistechniken, die jaif Q undR gleichermalen arbeiten, nichtehtig genug
sind, um (4.9) abzuleiten. Offenbar muss das Valisiigkeitsaxiom der reellen
Zahlen auf irgendeine Weise benutzt werden.

Hausaufgabe Leiten Sie Satz (4.10) aus Folgerung (4.5) ab.

Satz (4.9) Bnnen wir jedoch iir Polyeder beweisen. Zu seiner Formulierung
mussen wir jedoch séifere Anforderungen an die Darstellung der involvierten
Polyeder stellen.

(4.10) Schwacher Trennsatz.

SeienP = {xr €¢ K" | Ax = a,Bx <b},Q ={z € K" | Cz = ¢,Dz < d}
zwei nichtleere Polyeder, so dass keine der Ungleichurdg§yen< b von allen
Punkten inP und keine der Ungleichungdbx < d von allen Punkten i) mit
Gleichheit erillt wird. Es gibt eineP und() trennende Hyperebene genau dann,
wennR := {z € K" | Ax = a,Cz = ¢, Bx < b, Dx < d} leer ist.

Beweis : Ist P N Q = 0, so istR = (), und die Behauptung folgt (in saHerer
Form) aus Satz (4.8). Sei algon @ # 0.
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Die MengeR ist offenbar die bsungsmenge des Systems
Ar <a,—Ar < —a,Cx <c¢,—Cr < —c¢,Bxr <b,—Bx < —b,Dx < d,—Dx < —d.

Dieses hat nach Folgerung (4.5) genau dann kegsaihg, wenn es einen Vektor
@, @, o7, o, wh,yT) £ 07 gibt mit
TWA-T A+77C -5 C+w'B+y"'D =07,
wa—Ta+vc—0 c+wlb+yTd <07,

und

S

Setzen wiru :=u —u,v =0 —

rT = u'A+w' B(= —v'C - y" D),

1
p = §(uTa +wl'b —vle —yhd)

undH =: {x | rTx = p}. Dann istH eine P undQ trennende Hyperebene, denn
(1) reP=1rTr =ulAz +w'Bz <ula+w’b
< u'ax + wlbr — S (ua + w'b —vlc — yTd)
p
(2) z€Q=rTz =vICx—y"Dz > —vTc—yld
> —vle—yTd+ L(u"a+w'b —v'c — yTd)
.
Aus der Voraussetzung folgt, dass Punkte P undq € @ existieren mitBp < b
und Dq < d. Die Absclatzungen (1), (2) zeigen, dass dug , y*) # 07 folgt,

dassv’p < p oderv?q > p gilt. Somit giltv £ 0 und PU Q € H; das aber heif3t,
H ist eine trennende Hyperebene.

Gibt es eineP und  trennende Hyperebend = {z | r’x = p}, dann gibt
es einen Punkt irP U @, der nicht inH ist; sagen wirP ¢ H. Daraus folgt
P ={z| Az = a,Bx < b,v"z < p}und{z | Az = a,Bx < b} = {z |
Ar = ¢,Bx < bvTz < p} und somitR = {z | Ax = a,Cx = ¢,Br <
bvl'x < p,Dx < d} = 0, dann{x | Cz = ¢, Dz < d,v"x < p} = 0, weil
Q={z|Cr=c,Dx<d} C{z|vlz>p} 0
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Satz (4.10) folgt aus (4.9), wenn man sigberlegt, dasdifr ein PolytopP = {x |
Az = a, Bz < b} mit der Eigenschaft, dass keine der UngleichungeB:in< b
durch alle Punkte au® mit Gleichheit erdillt ist, die Menge{z | Az, Bx < b}
das relativ Innere vor® ist.
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Kapitel 5

Der Dualitatssatz der linearen
Programmierung

In Satz (1.5) haben wir bereits den sogenannten schwachen &ssditz ange-
geben und bewiesen. Die Gleichheit der optimalen Zielfunktionswerte kann man
(unter anderem) mit Hilfe des Farkas-Lemmas beweisen. Man kann den (nachfol-
gend formulierten) Dualitssatz als eine Optimierungsversion des Farkas-Lemmas
ansehen. Beidedze sind in dem Sinn&quivalent, dass der eine ohneilMe aus

dem anderen gefolgert werden kann und umgekehrt. So wie das Farkas Lemma f
die Polyedertheorie von zentraler Bedeutung ist, ist der Cusdiaitz von aul3eror-
dentlicher Tragweite in der linearen Optimierung und zwar sowohl in algorithmisch-
praktischer als auch in theoretischer Hinsicht. Wenn man heutzutage in mathema-
tischen (Forschungs-)Audtzen einen Satz wie . it follows by an LP-argument

..." liest, dann heil3t das so gut wie immer, dass der Datsli#atz in einer seiner
Versionen geschickt anzuwenden ist. Wegen seiner Bedeutung widmen wir dem
Dualitatssatz ein eigenes Kapitel. (Eitte naiirlich auch in Kapitel 4 eingearbei-

tet werden knnen.)

Wir wollen zurachst das folgende lineare Programm

max clx

(5.1)
Ax <b

wobei A € K™ b € K™ undc € K" gegeben sind, untersuchen. Unsere
Aufgabe besteht darin, unter den Vektorere K", die zulassigfur (5.1) sind,

d. h. dieAx < b erfullen, einen Vektorz* € K" zu finden, demoptimal ist,

d. h.cTz* > 'z fur alle zubssigens. In Kapitel 1 haben wir bereits eine Motiva-
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tion fur die Dualiitstheorie gegeben, hier wollen wir noch einen weiteren Zugang
beschreiben. Zuichst wollen wir (5.1) polyedrisch darstellen. Wirhfen dazu
eine neue Variable ein und schreiben (5.1) in der Form

max z

v b 3) () =0)

Daraus folgt, dass jedes lineare Programm in ein LP umgeformt werden kann, bei
dem lediglich losungsvektoren gesucht werden, deren erste Komponente so grof
wie moglich ist. Schreiben wir (5.2) noch einmal um und bringen wauf die
rechte Seite, so kann (5.2) folgendermal3en geschrieben werden.

max z

(3)-<(3)

Fur festes: € K ist die Losungsmenge von (5.3) ein Polyederliih. Wir setzen
furallez e K

(5.4) P, = {x eK" | <‘§T) x < (_Z) }

Nunmehr kbnnen wir (5.3) wie folgt darstellen:
(5.5) max{z | P, # 0}.

Wir suchen also ein € K, das so grof3 wie dglich ist unter der Nebenbedingung,
dass das Polyedét, £ () ist.

Ublicherweise nennt man die Aufgabe zu zeigen, dass eine Menge nicht leer ist,
ein primales Problem. Zu zeigen, dass eine Menge leer ist, ist @irales Pro-

blem. Diese beiden Aufgaben sind i. a. nicht von gleicher Schwierigkeit. Be-
trachten wir z. B. ein PolyedeP C Q". Legen wir einfach eine Ald#hlung
x1,T9, X3, ... der Elemente vor™ fest undiuberpiifen wir, obz; € P ist fur

1 =1,2,...,s0 sind wir sicher, dass dieses Verfahren nach endlich vielen Schrit-
ten abbricht, falls”? # () ist. Jedoch kann dieses Verfahren niemals nach endlich
vielen Schritten folgern, dag3 leer ist. Ein Ziel von Dual#tstheorien ist es, “gu-

te Kriterien” fur die Losung der dualen Probleme zu finden. Das Farkas-Lemma
liefert ein solches. GilP = {z | Az < b}, soist nach (4.3) (a’ genau dann leer,
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wenn@Q = PZ((Z‘f), (_Y)) nicht leer ist. Durch Anwendung des obigen Ab#
verfahrens auP’ und@ gleichzeitig kbonnen wir also nach endlich vielen Schritten
entscheiden, ol leer ist oder nicht.

Das angegebene A8llverfahren sollte nicht als ein ernsthafter Vorschlag zur
algorithmischen bsung des primalen und dualen Problems angesehen werden.
Wir werden spter sehen, dass dies alles viel besser und schneller gemacht werden
kann. Diese Bemerkungen sollten lediglich das Problembewusstsein des Lesers
scharfen!

Zuriick zu (5.5). Es kann sein, daBs# () gilt fur allez € K. Dann hat (5.1) keine
Optimallbsung. Andernfalls@nen wir versuchen den Maximalwert in (5.5) nach
oben zu besclnken. Die bestiigliche Schranke ist ndtlich gegeben durch

(5.6) inf{z | P, = 0}.

Nach (4.2) (a) is®, = () aquivalent dazu, dass das Syste¢hal = \c!', y7b < Az,

y > 0, A > 0 eine Losung hat. Mairiiberlegt sich leicht, dass dieses System — im
Falle der losbarkeit von (5.1) — genau dariisbar ist, weng? A = 7', 470 < z,

y > 0 losbar ist. Wenn wir das kleinstein (5.6) finden wollen, rassen wir also
einen ndglichst kleinen Wert/”'b bestimmen. (5.6) ist somitquivalent zu

min  y'b
(5.7) yTA =T
y =290

Problem (5.7) ist offenbar wiederum ein lineares Programm. Wir nennen es das
zumprimalen Problem (5.1) duale lineare Programm Wir wollen nun zeigen,
dass (5.1) und (5.7) den gleichen Optimalwert haben.

(5.8) Dualitatssatz. Es seiemd € K(™™) b € K™ undc € K", dann haben die
beiden linearen Programme

max c’x min -y

(P) und (D) y'A =T
Az <b

Y >0

optimale Lbsungen, deren Zielfunktionswerte gleich sind, genau dann, wenn sie
zulassige Ibsungen besitzen.
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Beweis : Wenn (P) und (D) optimale&sungen haben, dann haben sie auchssH
ge. Haben (P) und (D) zassige lbsungen, so gilt nach (1.5), dass der Wert von
(P) nicht goRer als der von (D) ist. (P) und (D) haben&ssgige bsungen mit
gleichem Zielfunktionswert genau dann, wenn das System

. () (2) = = )

c

0

<
Vol

eine Losung hat. Dies ist nach (4.&yjuivalent dazu, dass das System

OT
OT

267 + T AT

ulT A — zcT

(2) u
z

ulh + vle

v

A VIV
coo

keine Losung hat. Nehmen wir an, dass (2) eirisung(u”, v*, 2) hat. Gibt es
eine Losung von (2) mit = 0, so hat nach (4.1) das System

Azx <b
ATy =c
y =20

keine Losung. Das aber heil3t, dass (P) oder (D) keinasaifje bsung haben.
Widerspruch! Gibt es einedsung von (2) mit > 0, so kbnnen wir durch Ska-
lieren eine losung finden mit = 1. Daraus folgt

0>u'b+vle>—ulAv+ 0T ATu = 0.

Widerspruch! Dies impliziert, dass (2) inkonsistent ist. Also hat nach (4.1) das
System (1) eine &sung, und Satz (5.8) ist bewiesen. U

(5.9) Folgerung. P bzw. D seien die bsungsmengen von (P) bzw. (D). Wir
setzen

+00, falls (P) unbesclamkt,
2* = —00, falls P = (),
max{c'z | x € P}, andernfalls,
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—00, falls (D)unbeschinkt,
u* = q 400, falls D = @,
min{y’b,y € D}, andernfalls.

Dann gilt

(@) —o0 < 2z* =u* < +o0 <= z* endlich <= «* endlich.
(b) z* =400 = D=0.

(€) vt =—-oc0 = P=1.

(d) P=0 = D =0oderu* = —cc.

() D=0 = P =0oderz* = +cc.

Beweis : (a) Ausz* = u* endlich folgt nafirlich «* undz* endlich.

Seiz* endlich, dann isP # () und

—Tr < —z

@ Az < b

ist fur z = 2* losbar, jedoch uisbar @ir jedesz > 2*. Sei alsoz > z*, dann ist
nach (4.2) (a)

—ucl +ytA =07
(2) —uz +y'b < 0
uwy >0

|6sbar. Hat dieses System eingslung mitu = 0, so haty’ A = 0,y’b < 0,y > 0
eine Losung. Also folgt aus (4.2) (a), dags= (), ein Widerspruch. Also gibt es
eine Losung von (2) mit. > 0. Durch Skalieren &nnen wir eine derartigedsung
mit v = 1 finden. Daraus folgt, dass das System

y'b <z
yTA :CT

y =20
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eine Losung besitzt. Folglich isb # (), und aus Satz (5.8) folgt die Behauptung.

Istu* endlich, so veduft der Beweis analog.

(b) IstD # 0, so impliziert der schwache Dualissatz (1.5 < min{y’b |
y € D} =u* < +oo0.

(c) Analog zu (b).

(d) Angenommen” = () undu* > —oo. Dann gilt entweder* = +oo und
somitD = () oder nach (a) folgt* = «* endlich, alsaP # (). Widerspruch!

(e) Analog zu (d). U

Man konnte vermuten, dass in (5.9) (b) und (c) auch die umgekehrte Richtung
gilt. Die Aussagen (d) und (e) zeigen aber, dass beim Versuch eines Beweises
der Rickrichtung Komplikationen auftreterbknen. Das nachfolgende Beispiel
zeigt, dass es in der Tat zueinander duale lineare Programme gibt, die beide leere
Losungsmengen haben.

(5.10) Beispiel. Es seien

P -l (4 D= ()
o ={ree i (4 D= ()0}

Dann sind die linearen Programme

max r; + o und min —ys
xeP yeD

zueinander dual, und es gilt:

(@) P = (), da nach (4.2) (a) das Systém, u,) (_1 _1) = (0,0),
uy, us > 0, —us < 0 eine LOsung hat (z. Bu; = us = 1).

(b) D = 0, da nach (4.2) (c) das System, v») (_1 _D > (0,0),
v + vy < 0, eine Losung hat (z. Buy = vy =

~1).
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O

Wir haben bereits die Sprechweise “zueinander duale lineare Programme” be-
nutzt, ohne dafr eine Begiindung zu geben. Sie erfolgt hiermit:

(5.11) Bemerkung. Gegeben seien dimensionsvagliche MatrizeM, B, C', D
und Vektorer, b, ¢, d, dann gilt: Das zunprimalen linearen Programm

max ¢’z + d'y

Ax + By <a
(5.12)

Cx + Dy =b

T >0

duale lineare Programmist
min v’a + v
ul'A+0TC >l

(5.13)
u'B +vTD =dr

U > 0.
Das zum linearen Programm (5.13) duale Programm ist (5.12).

Beweis : Wir benutzen die Transformationsregeln (2.4) und schreiben (5.12) in
der Form

max ¢l x +dy

Az + By < a
Cx + Dy < b
—Cxz — Dy < —b
—Ix + Oy < 0

Das hierzu duale Progamm ist nach Definition
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min vTa +vlb —vlb

u'A+0lC —0lC —wl =c

u'B+ vl D —vID

u, vy, V2, w

> 0.

Setzen wirv := v; — vy und lassen witw weg, so erhalten wir (5.13). Analog

folgt, dass (5.12) dual zu (5.13) ist.

Von nun an nnen wir also sagen, dass das duale Programm zum dualen Pro-
gramm das primale ist, bzw. von einem Paar dualer Programme sprechen. Wir
wollen nun zurUbersicht und als Nachschlagewerk in Tabelle 5.1 eine Reihe von

Paaren dualer Programme auflisten. Die Korrektheit der Aussagen ergibt sich di-

rekt aus (5.11).

U

primales LP duales LP

(P)) max cla, Ax <b, >0 (D) min yTb, yTA>cT, y >0
(P) min Tz, Az >0, x>0 (D) max yTb, yTA< T, y >0
P;) max c’z, Av =0, x>0 D3) min y?b, yTA > '

( y b,y

P) minc’z, Az =0, 2>0 D,) max y'b, yTA <

( y by

(Ps) max 'z, Az <b (Ds) min y7b, yTA=cT, y >0
(Ps) min cTx, Az >b (Dg) max y'b, yTA=cT, y>0

Tabelle 5.1

Aus den obigen primal-dual Relationen kann man die folgenden Transformations-

regeln in Tabelle 5.2 ableiten.

primal dual
Gleichung oder Ungleichung Variable
Ungleichung nichtnegative Variable
Gleichung nicht vorzeichenbescankte Variable
nichtnegative Variable Ungleichung
nicht vorzeichenbesclinkte Variable | Gleichung
Tabelle 5.2

Speziell bedeutet dies z. B. lieglich des LPmax c’z, Az < b,z >0

60




MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

— Jeder primalen Ungleichungy.z < b; ist eine nichtnegative duale Variable
y; zugeordnet.

— Jeder primalen nichtnegativen Variablernist die duale Ungleichung” A.; >
¢; zugeordnet.

Aus dem Vorhergehenderidte klar sein, dass der Dualissatz nicht nuilir das
spezielle Paar linearer Programme (P), (D) aus Satz (5.8) gilt, sonigleadld
Paare dualer linearer Programme. Unatep darauf Bezug nehmen zodrinen,
wollen wir den Dualitssatz in voller Allgemeinheit formulieren.

(5.14) Allgemeiner Dualitatssatz. Es seien (P) ein lineares Programm und (D)
das zu (P) duale Programm.

(a) Haben (P)und (D) zaksige Ibsungen, so haben (P) und (D) Optinalin-
gen und die Zielfunktionswerte aller Optimaglungen stimmeiiberein.

(b) Hat eines der beiden Programme (P) oder (D) eine Optisiatig, so auch
das andere

(c) Hat eines der Programme (P) oder (D) keingagsige Ibsung, so ist das
andere unbescéinkt oder hat keine zassige I6sung.

(d) Ist eines der Programme (P) oder (D) unbe&oht, so hat das andere keine
zulassige bsung.

Wir wollen nun zwei weitere wichtige &ze zur Charakterisierung von Opti-
mallbsungen linearer Programme formulieren und beweisen.

(5.15) Satz vom schwachen komplemeaten Schlupf. Es seienA, B, C, D
unda, b, ¢, d dimensionsvertglich und (5.12), (5.13) das zugi#ige Paar dualer
linearer Programme. Die Vektor@) bzw. (%) seien zukssig fir (5.12) bzw. (5.13),
dann sind die folgenden Aussagagquivalent:

(a) (%) ist optimal fir (5.12) und%) ist optimal fir (5.13).

(b) (' — u"A+97C))x —ul'(a — (AT + By)) = 0.

(c) Firalle Komponenten; der Dualbsung gilt; > 0 = A;. 7+ B;.y = a;.
Fir alle Komponentefr; der Primalbsung gilt:z; > 0 = u'A,; +

T o
v C.j = Cj.

61



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

(d) Fir alle Zeilenindizes von A undB qilt: A;. 7 + B,y < a; = u; = 0.
Fir alle Spaltenindizegvon A undC gilt: u" A j+v7C.; > ¢; = 7; = 0.

Beweis :

@)« cdz+d'y=1u"a+70'b (nach (5.14))
— A7+ @W'B+v"'D)y—ula—-v"(CT+ DY) =0
— cdz+u'By+v"'Dy —ula—v'Cx+ 0Dy —ul Az +ul AT =0
— T - WA+77C)z —ula+u" (AT + By) =0
<~ (b)
(b) = (c)

Es seien” := ¢ — (u" A+97C) unds := a — (AT + By). Nach Voraussetzung
giltalsot < 0unds > 0. Ausz > 0 undz > 0 folgt dahert”z < 0 undu’s > 0,
mithint’z —u’'s < 0. Es kann alse’ 7 —u’'s = 0 nur dann gelten, wenfiz = 0
undz?’'s = 0. Daraus ergibt sich (c).

(c) = (b) trivial.

(c) < (d) durch Negation.

O

Aus (5.15) folgt fir jedes Paar dualer linearer Programme durch Spezialisierung
die Glltigkeit eines Satzes vom schwachen komplei@emnt Schlupf.

(5.16) Satz vom starken komplemeriren Schlupf. Besitzen beide dualen li-
nearen Programme

max clx in u'b
T T

(P) e < b und (D) u'A=c
- u >0

zulassige Ibsungen, so existieren optimalédungerx, u, so dasstr alle Zeilen-
indizesi von A gilt:

bzw(A;, 7 < b, <= uw; =0

Beweis : Aufgrund von Satz (5.15) géigt es zu zeigen, dass optimalédungen
T, u existieren mit

bzw. (i) T — 0 —> AT < b)
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Setzen wir
—y b" 0
A 0 b ~
A= 0 ATl a:= c|l, B:=(A-I), b:=b
0 —AT —c
0o -1 0
dann gilt:

7, uoptimal < A(%) < a,
z, werfullen (i) und (i) < B(%) < b.

u

Zum Beweis der Behauptung gagt es also zu zeigen, dass

z@ <a. E@ <3

konsistent ist. Mit Satz (5.14) hat nach Voraussetzuif)) < @ eine Lbsung,
also ist nach Folgerung (4.5) die Konsistenz dieses Sysigungalent zur Inkon-
sistenz von

p>0,0£¢>0,p"A+¢"B=0", pa+q"b<0.

Angenommen, dieses System besitzt eitisung, sagen wir’ = (\, p!', pl pl pl)
> 0,0 # ¢ > 0, dann gilt:

(p1 + Q)TA = AcT
(p2 — P3)TAT — (pa+ Q)T = =\
(p1+@)Tb+ (p2 —p3)fc < 0.

Daraus folgt

A ((p1+ @) b+ (p2 —p3)Te)
= +a)"Aps —p2) + (01 + )" (pa + @) + (p2 — p3)" AT (p1 + q)
=pips+piq+q pi+qq
> q'q
> 0.

Daraus folgt(p; + ¢)7b + (p2 — p3)Tc > 0, ein Widerspruch. 0

(5.17) Hausaufgabe. Formulieren und beweisen Sie den Satz vom starken kom-
plemenéren Schlupfiir das Paar dualer linearer Programme (5.12), (5.13).

63



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

O

Es gibt eine naitrliche Merkregel f@ir die verschiedenena&e vom komplemen-
taren Schlupf. Wir wissen bereits, dass zu jeder primalen Variablen eine dua-
le Restriktion (auch komplemeire Restriktion genannt) und zu jeder primalen
Restriktion eine duale (kompleméme) Variable getren. Die &tze (5.15) und
(5.16) zeigen nun, dass zur Charakterisierung von Optirsatigen vorzeichen-
beschankte Variable und Ungleichungen besonders wichtig sind. Zu jeder vor-
zeichenbeschnkten primalen (dualen) Variablen geheine duale (primale) Un-
gleichung und umgekehrt. laf’z < « eine Ungleichung und ein Vektor, so
nennen wir die Ungleichungtraff (beZiglich z), falls «’z = « gilt, andern-
falls nennen wir sidocker. Der Satz vom schwachen komplentein Schlupf
(5.15) sagt dann aus: Gewisse Vektoren sind optitina(3.12) bzw. (5.13) genau
dann, wenniir jede lockere Nichtnegatidtsbedingung die komplemémé Un-
gleichung straff ist, d. h. wenn in der komplemémn Ungleichung kein Schlupf
auftritt. Satz (5.16) kann wie folgt formuliert werden. Es gibt Optirdsilingen,

bei denen Sclilpfe komplemerdtr auftreten, bzw. bei denen die duale Nichtne-
gativitatsbedingung genau dann locker ist, wenn die kompleinemrimale Un-
gleichung straff ist.
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Kapitel 6

Grundlagen der Polyedertheorie

Wir wollen nun die Polyedertheorie weiter ausbauen, weitere Darstellungen von
Polyedern angeben und neue Operationen mit Polyederaheexf. Wir werden

dabei meistens von der geometrischen Anschauung ausgehen und die Begriffe von
dieser Sicht aus motivieren. Wir werden jedoch unser besonderes Augenmerk auf
die analytische Beschreibung der geometrischen Konzepte legen.

6.1 Transformationen von Polyedern

Wir haben bereits in Kapitel 3 Projektionen von Polyedern entlang eines Rich-
tungsvektors: untersucht und in Folgerung (3.9) festgestellt, dass eine derartige
Projektion auf ein Polyeder wieder ein Polyeder ist. Wenn man mehrfach hinter-
einander projiziert, bleibt diese Eigenschaftimth erhalten. Sindd € K™m),

b e K™undk,r > 0 mit k + r = n, SO nennt man die Menge

Q= {x c K*| 3y € K" mit (x) € P(A,b)}
)
eine Projektion von P(A,b) auf K*. Hierbei istA € K™ eine Matrix, die
durch Spaltenvertauschung atiervorgeht. Offensichtlich folgt aus unseren Re-

sultaten aus Kapitel 3:

(6.1) Bemerkung. Jede Projektion eines PolyedétéA, b) C K" aufKFk, k < n,
ist ein Polyeder.
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Dieser Sachverhalt ist in gRerer Allgemeinheitigtig. Erinnern wir uns daran,
dass jedeaffine Abbildung f : K* — K* gegeben ist durch eine Matri® <
K®*m) und einen Vektorl € K*, so dass

flz)=Dzx+d VzeK"

Fur derartige Abbildungen gilt:

(6.2) Satz. Affine Bilder von Polyedern sind Polyeder.

Beweis : SeienP = P(A,b) C K" ein Polyeder und(z) = Dz + d eine affine
Abbildung vonK” in denK¥, dann gilt

f(P) ={yeKt| Iz e K"mit Ar < bundy = Dx + d}
={y e K |Jz e K" mit B(*) < b},

T
Y

A 0 b
B:=| D —I]|, b=|-d].
-D I d

Wenden wir nun unser Verfahren (3.6) iterativ &ifb und die Richtungsvektoren
e1,é,...,¢e, an, so erhalten wir nach Satz (3.8) ein Systél(\j) <cmitC =

(0,C), und es gilt:

wobei

VyeKF: 3z e K" mitB(z) <bh <— Jrek" mitC’(z) <c
«— Cy<ec).
Daraus folgtf (P) = {y € K¥ | Cy < c} ist ein Polyeder. U

Man beachte, dass der Beweis von (6.2) sogar ein Verfahren zur expliziten Kon-
struktion des affinen Bildes vofR*( A, b) beinhaltet. Aus (6.2) ergibt sich direkt
die folgende (auch aus andereni@den unmittelbar einsichtige) Beobachtung.

(6.3) Folgerung (Satz von Weyl). Br jede MatrixA € K™ gilt:

lin(A)
aff(A)
conv(A)
cone(A)

ist ein Polyeder
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Beweis : Wir zeigen die Behauptundif die konische Hlle. Alle anderen Elle
beweist man analog.

cone(A) ={r €K™ |Jy >0mitz = Ay}

I —A
={zeK"|[IyekK mit | -1 A[(]) <0}
0 —1I
Die letzte Menge ist die Projektion eines PolyedersKifi™” auf denK™, also
nach (6.1) bzw. (6.2) ein Polyeder. U

Offenbar besagt die obige Folgerung nichts anderes als: Die lineare, affine, kon-
vexe oder konische ile einer endlichen Teilmenge d&¢' ist ein Polyeder. &r
die konische Hlle hat diesWEYL (1935) gezeigt (daher der Nani@ fFolgerung

(6.3)).

(6.4) Folgerung. Die SummeP = P, + P, zweier PolyedeP;, P, ist ein Poly-
eder.

Beweis : Es seienP, = P(A,a), P, = P(B,b), dann gilt:

P=P+P ={r+yecK"|Azr <a,By <b}
={zeK"|Jz,y e K" mit Ax < a,By <b,z =1z +y}
={zeK"|Jz,yec K" mit A(z —y) < a,B(z—z) < b}

< ()}

8

={zeK"|3Jz,y e K" mit D

0 -4 A
p=(_5 7o B)

Also ist P die Projektion eines Polyeders d&3$" auf denKk”, und somit nach
(6.1) ein Polyeder. U

N <

mit

Verbinden wir nun die Erkenntnis aus (6.3), dassv(A) undcone(B) Polyeder
sind, mit (6.4), so erhalten wir:
(6.5) Folgerung. Es seiemd € K™, B ¢ K(™"), dann gilt

P = conv(A) + cone(B)
ist ein Polyeder. U
Die obige Folgerung erscheint (durch geschickte Vorbereitudtiipurivial, sie

ist jedoch eine durchaus beachtenswerte Erkenntnis, denn wir werden bald zeigen,
dass in der Tat alle Polyeder von der Farenv(A) + cone(B) sind.
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6.2 Kegelpolaritat

Es gibt mehrere Mglichkeiten die Umkehrung von (6.5) zu beweisen. Eine be-
sondere elegante, die eine geometrische Version des Farkas-Lemmas bi@mutzt, f
Uber die Kegelpolarét. Diese Operation mag zachst nur als technisches Hilfs-
mittel erscheinen. Sie und ihre Verallgemeinerungen (allgemeine RoderBlo-

cker, Antiblocker) sind jedoch bedeutende Methoden in der Polyedertheorie und
der linearen sowie ganzzahligen Optimierung.

Wir beginnen mit einer Neuinterpretation des Farkas-Lemmas (4.2) (c). Dieses
besagt
Jdo >0, Ax = b<:>Vu(ATu >0=u'b>0).

Durch diese Aussage sind offenbar auch alle rechten Skitbarakterisiert, ir
diex > 0, Az = b eine Losung hat. Nach Definition gittone(A) = {b € K™ |
Jx > 0 mit Ax = b}, also kdnnen wir aus (4.2) (c) folgern:

(6.6) Bemerkung. Fiir alle MatrizenA € K" gilt:
cone(A) = {b € K™ |u’b < 0Vu € P(AT 0)}.
U

Bemerkung (6.6) kann man geometrisch wie folgt beschreiben. Die Menge der
zulassigen rechten Seitéivon Az = b, x > 0 ist genau die Menge aller Vektoren

b € K™, welche einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren des Keggld”, 0)
bilden. Allgemeiner definieren wir nuiif jede beliebige Mengg C K"

S ={yecK"|y'z <0Vxec S}

S° ist die Menge aller Vektoren, die einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren
ausS bilden. S° heiRtpolarer Kegel von S. (Uberzeugen Sie sich, das$ ein
Kegel ist!) Wir erinnern hier an das in der linearen Algebra definiertieogonale
Komplement

St={yeK"|y'z=0VzecS)

Offensichtlich giltS+ C S°. Unter Benutzung der obigen Definitioknen wir
Bemerkung (6.6) nun auch wie folgt aufschreiben.

(6.7) Folgerung. Fiir alle MatrizenA € K" gilt
P(A,0)° = cone(A”).
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Folgerung (6.7) und die vorher gemachten Beobachtungen wollen wir an einem
Beispiel erbutern. Es sei
-3 1
=7 )

dann sind die KegeP(A,0) und P(A, 0)° in Abbildung 6.1 gezeichnet.

N\ »

P(A,0)°

Abb. 6.1

P(A,0)° bestehtalso aus allen Vektoren, die mit den Elementen des Kegé|$)
einen stumpfen Winkel bilden, und das sind gerade diejenigen Vektoren, die als
konische Kombination der Normalenvektorgp dargestellt werdendanen, also
P(A,0)° = cone((73), (_3))- Ferner gilt Az = b, z > 0 ist genau danndisbar,
wennb € P(A,0)° gilt. Daraus folgt z. B., dasdz = (}), = > 0 nicht losbar ist,

wahrendAz = (7)), z > 0 eine Losung hat.

Aus der Definition des polaren Kegels und des orthogonalen Komplements erge-
ben sich unmittelbar einige triviale Beziehungen, deren Beweis wir dem Leser zur
Ubungiberlassen. Wir schreiben im Weiteren

S°° = (5°)°.
(6.8) Hausaufgabe. Fur S, S5; C K", i =1,...,k gilt:
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(@ S;i €S = S;CS5;

(b) S C S°°

© (Ukisi) =Nk, se

(d) S° = cone(S°) = (cone(S))°

(e) S =lin(S) = S° = S*. Gilt die Umkehrung?

() Ersetzen wirin (a),..,(d) “o” durch “_L”, sind dann auch noch alle Behaup-

tungen wahr? U

(6.9) Hausaufgabe. Flur welche Mengery C K" gilt

(a) SO — SOOO’
(b) S =5°7?

Die Aussage (6.8) (d) impliziert insbesondere:

(6.10) Folgerung. cone(AT)° = P(A,0).

Beweis : (cone(AT))° = cone((AT)°) = (AT)° = {z | Az <0} = P(A,0). 0

Das folgende Korollar aus (6.7) und (6.10) wird in der Literatémfig mit einem
Namen belegt.

(6.11) Polarensatz. Fiir jede MatrixA € K(™™) gilt:

P(A,0) = P(A,0),
cone(A)°® = cone(A).

Beweis :
(6.10)

6.7

cone(AT)° (D) P(A,0)*,

)P(AT,O)O (1 cone(A)°°.

P(A,0)
cone(A)

—~

Unser kurzer Exkur@ber Kegelpolardt ist damit beendet.
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6.3 Darstellungsgatze

Wir wollen nun zeigen, dass Polyeder nicht nur in der Fdt(a, b) dargestellt
werden kbnnen und benutzen dazu die bisher entwickelte Maschinerie.

(6.12) Satz (Minkowski (1896)). Eine Teilmeng& C K" ist genau dann ein
polyedrischer Kegel, wenR die konische Hille von endlich vielen Vektoren ist.
Mit anderen Worten: Zu jeder Matrix € K™ gibt es eine Matrix3 € K™*),
So dass

P(A,0) = cone(B)

gilt und umgekehrt.

Beweis : P(A4,0) (1 cone(AT)° ) P(BT,0)° 0 cone(B). 0

(6.13) Satz. Es seiend ¢ K™, b ¢ K™, dann existieren endliche Mengen
V,E C K™ mit
P(A,b) = conv(V') + cone(E).

nr((d2).)

dann gilt:z € P(A,b) <= ({) € H. H ist nach Definition ein polyedrischer
Kegel. Also gibt es nach Satz (6.12) eine Mathixc K+'*) mit H = cone(B).
Aufgrund der Definition vorH hat die letzte Zeile vorB nur nichtnegative Ele-
mente. Durch Skalieren der Spalten vBrund Vertauschen von Spaltedrknen

wir B in eine Matrix B so umformen, dass gilt

E:(]l‘; 5;), cone(B) = H.

Beweis : Setze

Daraus folgt:

v€P(AD) < () eH
S r=VIX+Eumit \T1 =1\, >0
<=z € conv(V) + cone(E).

O

(6.14) Folgerung. Eine Teilmengd® C K" ist genau dann ein Polytop, weifh
die konvexe Hille endlich vieler \Viektoren ist.
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Beweis : Sei V' C K" endlich undP = conv(V'), dann istP nach (6.3) ein
Polyeder. Istz € P, sogiltz = S5 A, v, € V, A >0, 5\ = 1,
und somit||z]| < S5 fuill, d. h.P € {z | ||z]| < Y vev [V} Also ist P
beschéankt, d. h.P ist ein Polytop.

Ist umgekehrtP ein Polytop, so gibt es nach Satz (6.13) endliche Meriger
mit P = conv(V') + cone(F). Gibt es einen Vektog € £ mit e # 0, so gilt fur
allen € N,z + ne € P furallez € conv(V). Also ist P unbeschinkt, falls
E\ {0} # 0. Daraus folgtE € {(,{0}}, und dann gilt trivialerweiseonv (V') =
conv(V') 4 cone(E) = P. 0

(6.15) Darstellungssatz. Eine Teilmenge® C K" ist genau dann ein Polyeder,
wennP die Summe eines Polytops und eines polyedrischen Kegels ist, d. h. wenn
es endliche Mengevi, E C K" gibt mit

P = conv(V') + cone(E).

Beweis : Kombiniere (6.12), (6.13), (6.14) und (6.5). U

Ist P C K" ein Polyeder, so wissen wir nunmehr, dassigsH zwei migliche
Darstellungen gibt. Es giltamlich

P = P(A,b) = conv(V) + cone(E),

wobei A eine (m,n)-Matrix, b € K™ und V, E endliche Mengen sind. Die-
se beiden Darstellungen sind gruatiich verschieden, was rialich in vierlei
Hinsicht riitzlich sein kann. Manche Aussagéher Polyeder sinddllig trivi-

al, wenn man von der einen Beschreibung ausgealy@nd sie aus der anderen
Beschreibung nicht unmittelbar folgen.

Die DarstellungP(A, b) nennt man auchuf3ere Beschreibungon P. Der Grund
fur diese Bezeichnung liegt darin, dass man wegen

P=({o|Awz <b}C{z| Az <b},

=1

das Polyeder als Durchschnitt von @f3eren Mengen betrachten kadhwird
sozusagen “von auf3en” durch sukzessives Hiingeh von Ungleichungen (bzw.
Halbraumen) konstruiert.

Hingegen nennt maeonv (V') 4+ cone(E) eineinnere Beschreibungvon P. Ist
E = 0, so ist die Bezeichnung offensichtlich, dehnC P und somit wird P
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durch konvexe Hllenbildung von Elementen von sich selbst erzeugt. Analoges
gilt, wenn P ein polyedrischer Kegel ist. Sind jedothund E nicht leer, dann ist

E nicht notwendigerweise eine Teilmenge vBnjedoch gelingt es eben aus den
Vektorenv € V' zusammen mit den Vektorenc E das Polyedel “von innen

her” zu konstruieren.

Die Stze (6.12), (6.14) und (6.15) beinhalten weitere wichtige Charakterisierun-
gen von polyedrischen Kegeln, Polytopen und Polyedern. Wir erinnern uns aus
der linearen Algebra daran, dass jeder lineare TeilrdudesK" eine endliche
Basis hat, d. h. eine endliche Teilmengdesitzt, so dasB linear unabhngig ist

und L = lin(B) gilt. Die linearen Teilaume deX" sind also diejenigen Teilmen-

gen desk”, deren Elemente durch Linearkombinationen einer endlichen Menge
erzeugt werdendnnen. Nach (6.14) sind Polytope genau diejenigen Teilmengen
desK", die durch Konvexkombinationen einer endlichen Menge erzeugt werden
kdnnen.

Wir werden in Kapitel 8 sehen, dass es sogar eine eindeutig bestimmte minimale
(im Sinne der Mengeninklusion) endliche Merige_ K" gibt mit P = conv(V),

d. h. Polytope haben sogar eine eindeutig bestimmte “konvexe Basis”. Nach (6.12)
sind polyedrische Kegel genau diejenigen Teilmengenkiedie ein endliches
“Kegelerzeugendensystem” haben. Auch hier gibt esirhieh minimale endli-

che Mengen, die die Kegel konisch erzeugen. Aber nur untertziichen \Vor-
aussetzungen haben zwei minimale konische Erzeugendensysteme auch gleiche
Kardinalitat, und Eindeutigkeit gilt lediglich bis auf Multiplikation mit positi-

ven Skalaren. Hufig nennt man eine TeilmengedesK"™ endlich erzeugt falls

T = conv(V)+cone(FE) fur endliche MengefY, E gilt. Nach (6.15) sind also die
Polyeder gerade die endlich erzeugten Teilmengeff#ieEassen wir zusammen,

so gilt:

(6.16) Bemerkung. IstT C K", so gilt

(a) Tistein linearer Teilraure=> T ist die lineare Hille einer endlichen Men-
ge.
(b) T istein affiner Teilraum=>- T ist die affine Hille einer endlichen Menge.

(c) T ist ein polyedrischer Kegel=- T ist die konische Hlle einer endlichen
Menge.

(d) T ist ein Polytop<- T ist die konvexe Hlle einer endlichen Menge.

(e) T ist ein Polyeder=> T ist endlich erzeugt.
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Kapitel 7

Seitenfeichen von Polyedern

Wir wollen uns nun mit den “Begrenzungathen” von Polyeder® besclaftigen

und diese charakterisieren. Wir gehen dabei so vor, dass wir die Objekte, die wir
untersuchen wollen, zéchst “abstrakt”, d. h. durch eine allgemeine Definition
einfuhren, und dann werden wir diese Obje#itestellungsabrangig kennzeich-

nen. Das heil3t, wir werden jeweils zeigen, wie die betrachteten Objekte “ausse-
hen”, wennP durchP (A, b) oder durchconv(V')+cone(E) gegeben ist. Wir wer-

den uns meistens auf die DarstelluRgA, b) beziehen, da dieséif die Optimie-

rung die wichtigere ist. In Abschnitt 7.1 werden wir jedoch zeigen, wie man Cha-
rakterisierungen béglich einer Darstellung auf Charakterisierungeniugizh

der anderen Darstellung transformieren kann, so dass aus den hier vorgestellten
Resultaten die Kennzeichnungen bglich der Darstellungonv (V') + cone(E)

(mit etwas technischem Aufwand) folgen.

Wir wollen nochmals auf eine die Schreibtechnik vereinfachende Konvention hin-
weisen. Wir betrachten Matrizen und endliche Mengen als (im Wesentlichen) ein
und dieselben Objekte. Ist z. B.eine(m, n)-Matrix, so schreiben wir

conv(A)

und meinen damit die konvexeile der Spaltenvektoren vaoA. Ist umgekehrt
z. B.V C K" eine endliche Menge, so fassen wirauch als einén, |V'|)-Matrix
auf und schreiben

VT,
um die Matrix zu bezeichnen, deren Zeilen die Vektoren ®usind. V7 ist
natirlich nicht eindeutig definiert, da wir keine Reihenfolge der Vektoren aus
V' angegeben haben. Wir werden diese Schreibweise jedoch nur dann benutzen,
wenn es auf die Reihenfolge der Zeilen nicht ankommt.
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7.1 Die~v-Polare und giltige Ungleichungen

In Abschnitt 6 haben wir bereits einen Polarentyp, die Kegelpolare, zur Beweis-
vereinfachung eingéhrt. Hier wollen wir eine weitere Polare betrachten, die es
uns erndglichen wird, eine Charakterisierung loggich P(A, b) in eine Charak-
terisierung beiglich conv (V') + cone(F) zu Ubertragen.

(7.1) Definition. Es seiert C K", a € K", a € K.

(a) Die Ungleichung™z < « heiStglltig beiiglich S, falls S C {x € K" |
al’z < a}.

(b) Die MengeS” := {(¢) € K™™' | a"z < a Vz € S} hei3ty-Polare von S.

(c) Eine Hyperebenél = {z | 'z = a} heiB3tStitzhyperebenevon S, falls

(2) € ST undSNH #0. 0

a
«

Zu sagen, dass’z < « glltig beziglich S ist, heit nichts anderes alS:ist
im Halbrauma®z < o enthalten. Diey-PolareS” kann als dig,Menge aller
gultigen Ungleichungen bémglich S* betrachtet werden. Wir wollen nun dig
Polare eines Polyeders charakterisieren.

(7.2) Satz. Es seiP C K", P # (), ein Polyeder mit den Darstellungéh =
P(A,b) = conv(V') + cone(E), dann gilt:

(a) PY = {(a) e K" | Ju>0,u'A=a",u"b < oz}
a

_ AT 0
=cone( ,p .
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Beweis :

(a) (a> € P < Az <b,a”x > a inkonsistent
Q@
YL:S; Ju>0,v>0mitu’ A —va’ =0,u’b—va <0

— Ju>0mitu"A=a" u"b <«

. [a AT 0\ (u
< Ju>0,A>0mit a)_ io1)

a AT 0
<= € cone | ,p )
«Q b 1

(b) (CL>€P7 — a'v<a VveV und

a
al'lv+Xe)<a VveV,ee E,ZX>0

— aTe <0

(andernfalls virea™ (v + \e) > « fiir geriigend grof3es)

- ()=

Gilt umgekehrt das letztere Ungleichungssystem, und ist P, so existieren
Ul,...,’Upe Vundel,...,eq GE,)\l,...,)\p ZO’Z?:lAi: 1,[&1,...,/1[1 20,

so dass
p q
Tr = Z )\ivi + Z,ujej.
i=1 j=1

Und daraus folgt
p q q q
HED DIVLRD WILTED SV ST
i=1 j=1 =1 =1

also gilt (a) e P, 0
«

(7.3) Folgerung. Die~-Polare eines Polyeddls# P C K" ist ein polyedrischer
Kegel imK"*!,
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(7.4) Folgerung. Ist() # P = P(A,b) = conv(V) + cone(FE) ein Polyeder und
a’z < « eine Ungleichung, dann siridjuivalent:

(i) o'z < « ist giiltig bediglich P.
(i) J3u>0 mit u"A=a",u"b < a.

(i) a™v<aVveVunda’e<0VecE,

(iv) (Z) c p

7.2 Seitenfachen

Wir werden nun diejenigen Teilmengen von Polyedern untersuchen, die als Durch-
schnitte des Polyeders mitithyperebenen entstehen.

(7.5) Definition. P C K" sei ein Polyeder. Eine Mengé C P heil3tSeiten-
flachevon P, wenn es eineigtige Ungleichung™ z < ~ bediglich P gibt mit

F=Pn{z|clz=~}

Eine SeitenficheF von P heilStecht, wennF' # P gilt. F' heif3tnichttrivial ,
wenni) # F # P gilt. IstcTx < v gliltig bediglich P, dann heifl3t

F=Pn{z|clz=7}
die vonc'z < ~ induzierte oderdefinierte Seitenféche.

O

Offenbar sind Seiterdchen von Polyedern wiederum Polyeder. Eine Seéehé

F kann durchaus von verschiedenen Ungleichungen definiert werden. Trivialer-
weise gitF = PN {x | Tz =~} = PN {x | \c"z = My} fur alle X > 0, aber

auch zwei Ungleichungen die nicht durch Skalierung auseinander hervorgehen,
kdnnenF definieren.
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(7.6) Beispiel. SeiP(A,b) C K? das durch

S O =N

definierte Polyeder (siehe Abbildung 7.1), dann ist das Geraigngivischen
(1,1)T und(0,2)" eine SeitenficheF definiert durche; + 5 < 2. Der Punk& =
{(1,1)"} ist ebenfalls eine Seitedithe vonP, denn

G = P(Ab)N{z|2z; 4+ 22 =3}
= P(A,b) Q{I ’ 3.751 + Zo :4},
und, wie man sieht, kan{f(i)} durch zwei Wwllig unterschiedliche Ungleichungen
definiert werden.

] 2
Abb. 7.1
(7.7) Folgerung. SeiP C K" ein Polyeder, dann gilt:
(a) P ist eine Seitendche von sich selbst.

(b) 0 ist eine Seitendche vonP.

(c) IstF = {x € P | c'z =~} eine nichttriviale Seiterdiche vonP, dann gilt
c#0.
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Beweis: (@) P={xeP|0Tz=0}
(b) V={zeP|0lz=1}
(c) Klar.

(7.8) Satz. SeienP = P(A,b) # ) ein Polyeder; € K", v € K und

z =

. +00, falls "z auf P unbeschinkt,
max{c'z | x € P}, andernfalls.

(a) 'z < v ist giltig bediglich P < ~ > z*.

(b) z* < 400 = F = {z € P | c'z = 2*} ist eine nichtleere Seite@tthe von
P, und{x | "z = z*} ist eine Stitzhyperebene voR, falls c +# 0.

(c) Die Menge der Optimabdsungen eines linearen Programmes ist eine Seiten-
flache des durch die Nebenbedingungen definierten Polyeders.

Beweis : (a) Isty < z*, dann existiert einc* € P mit c'z* > -, also ist
c'z < ~ nicht giltig. Isty > z*, so giltc™z < z* <y Vax € P, also istc’z < v
gultig.

(b) Nach (a) ist”z < z* giiltig bediglich P und nach Definition existiert ein
x* € P mitclz* = 2*, also istF’ eine nichtleere Seiterdfthe vonP. Offenbar ist
{x | 'z = 2*} eine Stitzhyperebene, falls+ 0.

(c) folgtaus (b). U

(7.9) Definition. SeiP = P(A,b) C K" ein Polyeder und! die Zeilenindex-
menge vorA. Fir ' C P sei

eq(F):=={ie M| A.x=bVz e F},

d. h.eq(F) (genannGleichheitsmengeoderequality set von F') ist dieMenge
der fir allex € F bindenden Restriktionen Fiirl C M sei

fa(I) ={x € P| Ar.x = br}.

Wir nennerfa(I) dievon I induzierte Seitenfiche
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Offenbar istfa(/) tatsachlich eine Seiterdiche vonP = P(A, b), denn setzen wir
=3 Ay =D biy SO isteTx < vy gliltig beiglich P(A, b), und, wie
man leicht sieht, gilt

fa(I) = {x € P | 'z =4}.
Zur Veranschaulichung der oben definierten Abbildunfgamdeq betrachten wir
Beispiel (7.6). lr das in (7.6) definierte Polyedé¥( A, b) gilt M = {1,2,3,4}

und
fa({1,2}) =G,

ea ({()}) ={13}
Wir zeigen nun, dass man die Gleichheitsmenge einer Séitheflexplizit be-
rechnen kann.

(7.10) Satz. SeienP = P(A,b) ein Polyederun@ # F = {x € P | c'z = v}
eine Seitenfiche vonP. Dann gilt

eq(F)={i€ M| Ju>0mitu; >0 undu” A= c" u"b =~}

Beweis : Nach Voraussetzung und Folgerung (5.9) haben die beiden linearen Pro-
gramme

max T min u’'b
(P) Az < b und (D) wTA=¢,"
r= u>0

optimale Losungen mit gleichem Zielfunktionswert und F' ist die Menge der
Optimalldsungen von (P). Sei nune eq(F). Aufgrund des Satzes (5.16) vom
starken komplemeaten Schlupf existieren Optimalungenz, u von (P), (D)
mitw; > 0 & A;. 7 = b;.. Wegenz € F gilt A, = b;, also gibt es einen Vektor
u mit den geforderten Eigenschaften.

Gibt es umgekehrt einen Vektar > 0 mit v; > 0 undu’A = ¢, u'b = ~, so
ist u optimal fur (D), und aus dem Satz vom schwachen komple&rentSchlupf
(5.15) folgtA;.x = b; fur allex € F, d. h.i € eq(F). 0

(7.11) Satz. SeienP = P(A,b) ein Polyeder und” +# () eine Teilmenge vorp,
dann sincaquivalent:

(i) F isteine Seitendche vonP.
(i) ITCMmitF =fa(l)={x € P| Az =>b}.
(ili)y F =fa(eq(F)).

81



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

Beweis : Gelten (i) oder (iii), dann is¥’ offenbar eine Seiteréthe vonP.

(i) = (i) SeiF ={z € P|c"z =~} eine Seitenfiche. Setzen wif := eq(F),
dann gilt nach Definitiort” C {x € P | Aj.x = b;} =: F'. Istx € F’, so gilt
x € P; es bleibt zu zeigen, das$z = v gilt. Zu jedemi € I gibt es nach (7.10)
einen Vektoru® mit u® > 0, u” > 0, ()T AT = ¢ und (u?)Tb = ~. Setze

dann gilt nach Konstruktiom; > 0 Vi € I und ferneru; = 0Vi € M\ [
(andernfalls véare: € I nach (7.10)). Die Vektorem undu sind zubssig fir die
linearen Programme (P), (D) des Beweises von (5.10). Aus dem Satz vom schwa-
chen kompleme@ren Schlupf (5.15) folgt, dass sie auch optimal sind. Daraus
folgt ¢’z = v und somitr € F.

(i) = (iii) folgt direkt aus dem obigen Beweis. U

Aus Satz (7.11) folgt, dass zur Darstellung einer Seiéeh# vonP(A,b) kei-
ne zugtzliche Ungleichung benigt wird. Man braucht lediglich in einigen der
Ungleichungen des Systemtr < b Gleichheit zu fordern. Da jede nichtleere
Seitenfache auf diese Weise erzeugt werden kann, folgt:

(7.12) Folgerung. Sind A € K™, b ¢ K™, dann hat das Polyedéh(A,b)
hochsten@™ + 1 Seitenfachen.

Beweis : M = {1,...,m} hat2™ Teilmengen. Er jede Teilmengd C M ist
Pn{z | Ar.xz = b;} eine Seitenfiche vonP. Dazu kommt u. U. noch die leere
Seitenftche.

O

Man kann Seitenfichen aufihnliche Weise durch Eiahrung von Abbildungen
analog zueq bzw. fa beziglich der Darstellung® = conv(V') + cone(FE) cha-
rakterisieren. Diese Kennzeichnungen von Seiéetién sind jedoch technisch
aufwendiger. Der interessierte Leser sei dazu auf Bachem @&sGiel, “New
Aspects of Polyhedral Theory”, in: B. Korte (ed.), “Modern Applied Mathema-
tics — Optimization and Operations Research”, North-Holland, Amsterdam 1982
verwiesen.

82



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

7.3 Dimension

Wir wollen nun zeigen, dass man auch die Dimension einer Seitdrdleines
Polyeders explizit berechnen kann. Aghst fihren wir einen Hilfsbegriff ein.

(7.13) Definition. Ein Element: eines PolyederB heilStinnerer Punkt von P,
wennz in keiner echten Seiterdfthe vonP enthalten ist.

O

Achtung! Innere Punkte eines Polyeddrssind nicht notwendig auch topolo-
gisch innere Punkte im Sinne der idichen Topologie deX". Unsere inneren
Punkte sind topologisch innere Punkte im Sinne der Relativtopologi® auf

(7.14) Satz. Jedes nichtleere Polyeder besitzt innere Punkte.

Beweis : SeiP = P(A,b)und] = eq(P(A,b)), J = M\ I.Gilt I = M, so
hat P keine echten Seitedthen, also ist jedes Element vBrein innerer Punkt.
Andernfalls ist das Systemz < b aquivalent zu

A[.ZE = b[,

AJ,.%‘ Sb]

P hat innere Punkte heif3t dann, dass eswegibt mit A;.x = b; und Az < b;.
Zu jedemi € J existiert nach Definition ein Vektoy;, € P mit A,.y; < b;.
Setzey := ﬁ > _ics Yi» dann isty Konvexkombination von Elementen vat also
y € P,und es giltAd;.y < b;. Mithin ist y ein innerer Punkt vor®. U

(7.15) Satz. SeiF Seitenfbche eines Polyedef¥ A,b) undz € F. Der Vektor
T ist ein innerer Punkt voli' genau dann, weray({z}) = eq(F).

Beweis : 7 ist genau dann ein innerer Punkt véip wenn die kleinste (im Sinne
der Mengeninklusion) Seite@ithe vonF’, die 7 entralt, F' selbst ist. Offenbar
ist fa(eq({Z})) die minimale Seitenfiche vonP, die z enthalt. Daraus folgt die
Behauptung. U

(7.16) Satz. Ist F # () eine Seitenfiche des Polyedef¥ A,b) C K", dann gilt

dim(F) = n — rang(Aeq(r).)-
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Beweis : Seil := eq(F'). Aus der linearen Algebra wissen wir, dass- rang(A;.)
+ dim(Kern (A;.)) gilt. Zu zeigen ist alsodim(F) = dim(Kern(A;.)). Seien
r:=dim(Kern (4;.)) unds := dim(F).

“r > 5" Dadim(F) = s, gibtess+1 affin unablngige Vektoreny, z1, . . ., x4

€ F. Dann sind die Vektoremn; — x, . . ., x5 — ¢ linear unabBngig und eillen

Ar.(x; — z9) = 0. Kern(A;.) enthalt also mindestenslinear unabkngige Vek-
toren, also giltr > s.

“s > r". Nach (7.14) besitziF’' einen inneren Punkt € F. Nach (7.15) gilt
eq({T}) = eq(F) = I, und daraus folgtifr J := M \ I:

Arx =by,

AJ.T <bJ.

Istr = 0, so gilts > 0 wegenz € F. Sei alsor > 1, und{zy,...,x.} seieine
Basis von Kern(A;.). Firp =1,...,rundj € J setze:

00, fallsA;.z, =0
Ojp = A=
M andernfalls
Aj.ZL’p
e =min{d;, |j€ Jpe{l,...,r}}

(Setze: # 0 beliebig, fallsy;, = oo furallej, p.) Fir: € Tundallep € {1,...,r}
gilt nun
Al(f + El'p) = Alf + EAi.ZL'p = Alf = bi,

daA;.x, =0.Furj e Jgil

Aj (T +exp) =A;T+edja,
< AT A+ 0y
— AT 4b— AT
== bj.

Daraus folgtz + cx, € F furallep € {1,...,r}. Da die Vektorerez, ..., cx,
linear unabhngig sind, sind die Vektorery 7+-cx, . . ., T+<7, affin unablangig.
Das heil3tF" entralt mindestens + 1 affin unablangige Vektoren, und somit gilt
dim(F) = s >r. 0
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(7.17) Folgerung. P = P(A,b) C K" sei ein nichtleeres Polyeder, dann gilt:

(@) dim(P) = n — rang(Acq(p).)-
(b) Isteq(P) = 0, dann istP volldimensional (d. hdim(P) = n).

(c) IstF eine echte Seiterdfthe vonP, dann giltdim(F') < dim(P) — 1.

O

Mit Hilfe von Satz (7.16) kann man auch die affinéill¢ einer Seitenfiche auf
einfache Weise bestimmen.

(7.18) Satz. SeiF +# () eine Seitenfiche des Polyedef¥ A, b), dann gilt

aff(F) = {[B | Aeq(F),fE = beq(F)}~

Beweis : Es seien/ := eq(F) undT := {x | A;.x = b;}. Offenbar istT" ein
affiner Raum und wegef C T gilt aff (F') C aff(T") = T'. Seis = dim(F'), dann
folgt aus Satz (7.16), dagsm(Kern (A;.)) = s und somitdim(7") = s gilt. Aus
dim(aff(F)) = dim T undaff(F) C T folgt aff (F') = T. O

7.4 Facetten und Redundanz

Wie wir bereits bemerkt haben, kann man zu einem Ungleichungssystefmb
beliebig viele Ungleichungen hinzigen, ohne die isungsmenge des Systems

zu andern. Wir wollen nun untersuchen, wie man ein gegebenes Polyeder mit
maoglichst wenigen Ungleichungen darstellen kann. Dies ist spezieltie li-

neare Optimierung wichtig, da der Rechenaufwand zur Auffindung einer Opti-
mallosung in der Regel von der Anzahl der vorgelegten Ungleichungeinghh
Gesucht wird also eine Minimaldarstellung eines Polyeders, um rechentechnische
Vorteile zu haben. Es wird sich zeigen, dass hierbei diejenigen Ungleichungen, die
maximale echte Seite@ithen eines Polyeders definieren, eine wesentliche Rolle
spielen. Deshalb wollen wir derartige Seitéathen untersuchen.

(7.19) Definition. Az < b sei ein Ungleichungssystem, und sei die Zeilenin-
dexmenge vom.
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(a) Seil C M, dann heil3t das SystedAy.x < b; unwesentlich oderredun-
dant beziglich Az < b, wennP(A,b) = P(Aun1., banz) 9ilt.

(b) Enthalt Az < b ein unwesentliches TeilsysteAy.x < b;, dann heifl3t
Ax < bredundant, andernfallsrredundant .

(c) Eine Ungleichungd;.x < b; heilstwesentlich odernicht redundant be-
ziiglich Az < b, wennP(A,b) # P(Aan gy, banvay) 9ilt.

(d) Eine Ungleichun@;.x < b; heiStimplizite Gleichung beZiglich Az < b,
wenni € eq(P(A,b)) gilt.

(e) Ein SystemAx < a, Bx = b heif$tirredundant, wennAxz < a keine unwe-
sentliche Ungleichung béglich des Systeméx < a, Bx < b, —Bxr < —b
enthalt undB vollen Zeilenrang hat.

(f) Eine nichttriviale SeitenficheF’ von P(A,b) heistFacette von P(A,b),
falls F' in keiner anderen echten Seitérdhe vonP(A, b) enthalten ist.

O

Wir weisen ausdicklich darauf hin, dass Redundanz bzw. Irredundanz keine Ei-
genschaft des PolyedefX A, b) ist, sondern eine Eigenschaft des Ungleichungs-
systemsAz < b. Wir werden sehen, dass ein Polyeder viele irredundante Be-
schreibungen haben kann. Ferner ist auch die Annahme falsch, dass man immer
durch das gleichzeitige Weglassen aller unwesentlichen Ungleichungen eines Sy-
stemsAx < b eine irredundante Beschreibung véMiA, b) enttélt. Wir wollen

nun zurachst unwesentliche Ungleichungen charakterisieren.

(7.20) Satz. Ein Ungleichungssystem;.x < b; ist unwesentlich bamlich
Ax < b genau dann, wenn es eine Mattix Kﬂl im) gibt mitUA = A,
Ub < by undU.; = 0.

Beweis : Furjedes € [ istnach (7.4) die Ungleichund;.« < b; gultig beziglich
P(Apn 1., baryr) gENAU dann, wenn es einen Vekipr> 0 gibt mitﬂiTAM\I. = A;.
undu!b < b;. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine Mdltrig Kﬂ”’m) gibt

mitUA:A[.,UbgbI undU.[:O. [

(7.21) Folgerung. A;.x < b; ist genau dann redundant biggich Ax < b, wenn
es einen Vekton € K’ gibt mitu” A = A;., u"b < b;, u; = 0.
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Der nachste Satz zeigt, wann man Ungleichungen nicht mehr weglassen kann,
ohne das Polyeder ZAndern.

(7.22) Satz. P = P(A,b) # () sei ein Polyeder. S& + I C M \ eq(P) und
P = P(A]\/[\[., bM\[) Dann gl/t

P # P' <= Jnichttriviale Seitenfiche F C P miteq(F) C I Ueq(P).

Beweis : Im Weiteren bezeichnen wir mit», die “equality set”-Abbildung bery-
lich P'. Es qilt offenbareqp, (F') C eq(F).

“«<—=" Angenommen, es gill’ = P’, und F' sei eine beliebige nichttriviale
Seitenfache vonP (und somit auch vor®’). Da F' eine nichttriviale Seiterdiche

von P’ ist, gibt es eini € (M \ I) \ eqp(P’) miti € eqp (F). Daraus folgt

eq(F) € I'Ueq(P).

“=—"  Angenommen, es gilP # P’. WegenP C P’ heil3t dies, es existiert
ein Vektorv € P\ P, und somit gibt es eine Indexmenf@ieZ K C I mit der
Eigenschaftd;.v < b; Vi € M \ K und A;.v > b; Vi € K. Nach Satz (7.14)
hat P einen inneren Punkt, sagen wit, d. h. es giltAd;.w = b; Vi € eq(P) und
Ajw < b;Vie M\ eq(P).

Wir betrachten nun einen Punktauf der Strecke zwischanundw, d. h.
y =2 w+ (1 —XN)vmit0 < A < 1. Aufgrund der Voraussetzungen gilt:

Ay =1b; Yieeq(P)
Ay <b; Yie M)\ (eq(P)UK).

Isti € K, so gilt

Ai.y < bl — )\Azw + (1 — )\)AZU < b,
= M. (w—v) <b; — Ao

= A> fll);(_w—% (daA;.(w—wv) <0).
Setzen wir
pi= max{:;.(_w—A_i'z)HEK},
b; — A;.
L= ZEK‘MZW_Z)}>
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dann giltz ;== pw + (1 — p)v € P, # L C K C I und

AZZ:bZ Vie L
Aiz<b; VieK\L.

Daraus folgt,z ist ein innerer Punkt voit™ := fa(L U eq(P)). Nach (7.15) gilt
danneq(F') = eq({z}) = L Ueq(P), und das bedeutet, daBseine nichttriviale
Seitenfiche vonP mit eq(F) C I Ueq(P) ist. O

Wir werden nun wichtige Eigenschaften von Facetten bestimmen, Nichtredundanz
kennzeichnen und Facetten charakterisieren.

(7.23) Satz. SeiF eine Facette vol? = P(A,b), dann gilt:

(@) eq(P) C eq(F).
(b) Firalle i € eq(F) \ eq(P) gilt

F=fa({i}) ={x € P| Aj.x =b;}.

Beweis : (a) gilt offensichtlich fir alle nichttrivialen Seitendichen vonP.

(b) Die Abbildungfa ist inklusionsumkehrend, d. h.
I C J=fa(l) D fa(J).

Daraus folgtF’ = fa(eq(F')) C fa({i}). Dai ¢ eq(P), mussfa({i}) eine echte
Seitenféche vonP sein. Aus der Maximalét von F’ folgt die Behauptung. [

(7.24) Folgerung. SeiP = P(A,b) ein Polyeder und- die Menge der Facetten
von P. Dann gilt:

(@) F1, Iy € F, Fy # Fy = eq(F1) Neq(Fy) = eq(P).
(b) |F| < m —leq(P)].
(c) Es gibt eine Mengé C M mit folgenden Eigenschaften

(c) I € M\ eq(P)
(@) 1| = |F|
(G) F e F <= 3 genauein € I mitF = fa({i}).
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O

Jede Mengd C M mit den Eigenschaften (% (c;), (c3) wollen wir Facetten-
Indexmengenennen. Satz (7.23) (b) zeigt, dass man Facettenatadurch
erhalt, dass man in nur einer UngleichuAgz < b; des Systemsglx < b Gleich-
heit fordert. Jedoch ist es keineswegs so, dasslfei € M die Mengefa({i})
eine Facette vor® ist! Dies gilt nur fir solchei € M, die in einer Facettenindex-
menge enthalten sind.

(7.25) Satz. SeienP = P(A,b) # () ein Polyeder und- die Menge der Facetten
von P. SeienM die Zeilenindexmenge voA, I C M \ eq(P) undJ C eq(P).
SeiP' :={x| Ajx=by, Ar.x <br}, dann gilt:

(a) P=P < (a) VFeFgitTneq(F)+#0und
(&) rang(A;.) = rang(Aeqp).)

() P = P(A10eq(p).; brieqp)) <=V F € F gilt T N eq(F) # 0.

Beweis : Mit J = eq(P) folgt (b) direkt aus (a). Wir beweisen (a).

“— " Nach Definition gilt offenbarJ = eqp, (P’). Angenommen (@ ist nicht
erfillt, d. h. rang(A;.) < rang(A.qp).). Dann folgt aus der Dimensionsformel
(7.17) (a)dim(P’) > dim(P) und somit mus$’ # P’ gelten. Widerspruch !

Angenommen (g ist nicht erfillt. Dann gibt es eine Facettévon P miteq(F') C
M\ I=(M\I)Ueq(P).Folglich gilt P # P’ nach Satz (7.22). Widerspruch !

“«<= " Wir zeigen zurachst, dass unter der Voraussetzung gét:
AJ.ZL‘ = bJ — Aeq(p).l’ = beq(p).

DaP’ # 0, giltrang(A;.,by) = rang(Aj.) = rang(Aeqp).) = rang(Aeq(p)., beq(p))-
Das heil3t, #ir alle: € eq(P) existierenK C J und M\, k € K, mit A;, =
Y ke Ak, bi = Y i Akby. Erfullt also der Vektorr das Systemd .z = by,
so gilt fur allei € eq(P)

Ajx = Z MeAp.x = Z by = b

keK keK

Nach (g) gilt fUr jede Facetté’ von P: eq(F') « M\ I, und da Facetten maximale
echte Seitenfichen sind undq inklusionsumkehrend ist, folgt daraus

eq(G) € M\ I fur alle echten Seiteréthen von P. Aus Satz (7.22) folgt daher
P=PFr. U
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(7.26) Folgerung. SeienP = P(A,b) # () ein Polyederl C M \ eq(P),
J Ceq(P)undP = {z | Aj.x = by, Ar.x < br}. Diese Darstellung vor ist
genau dann irredundant, wenn gilt:

(a) I ist eine Facetten-Indexmenge vBn

(b) A;. ist eine(rang(Acqpy.), n)-Matrix mit vollem Zeilenrang.

O

(7.27) Folgerung. SeiP = P(A,b) C K" ein volldimensionales Polyeder (also
eq(P) = 0, bzw.dim(P) = n), dann gilt fir alle] C M

P(A5.,br) isteine irredundante Beschreibung ven
<= I ist Facetten-Indexmenge vaéh

O

(7.28) Satz. SeiP = P(A,b) ein Polyeder, und’ sei eine nichttriviale Seiten-
flache vonP. Dann sindaquivalent:

(i) F isteine Facette voR .
(i) F ist eine maximale echte Seiteithe vonP.
(i) dim(F') = dim(P) — 1.
(iv) F enthaltdim(P) affin unabléngige Vektoren.
(v) Seic’xz < + eine betglich P giiltige Ungleichung mitf' = {z € P |
'z = ~}, dann gilt tir alle giltigen Ungleichunged® > < § mit F C

{x € P|d"z = §}: Es gibt einen Vekton € K" unda € K, a > 0 mit

d' = ach +ul Aeypy.
6 =ay+ ulbeyp -

Beweis : (i) <= (ii): nach Definition.
(iv) <= (iii): trivial.
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(i) = (ii): Angenommenk’ ist keine Facette, dann existiert eine echte Seiten-
flacheG von P mit ' C G C P. Aus (7.17) (c) folgt dandim (F') < dim(G) —1
< dim(P) — 2, Widerspruch!

() = (v): Sei F' eine beliebige Facette vaA. Wir nehmen zuachst an, dass
Arx < b, Aj.x = by eine irredundante Darstellung vét{ A, b) istmit1 € 7 und
dasst' = {z € P | Aj.x = by} gilt. Sei nund”z < § eine diltige Ungleichung
mit FF C {x € P | d'z = §}. Aufgrund von Folgerung (7.4) gibt es Vektoren
v > 0undw mitvT A;, + wT Ay, = d¥ undov’b; +wPb; < § (in der Tat gilt hier
Gleichheit, da{z | d’z = &} eine Stitzhyperebene ist). Angenommen, es gibt
einen Index € I\ {1} mitv; > 0, dann gilt nach (7.10) € eq(F’). Dies ist aber
ein Widerspruch dazu, dagsine Facettenindexmenge ist. Hieraus folgt (v).

(v) = (iii): Da F eine echte Seiteréthe vonP ist, gilt dim(F) < dim(P)—1.
Angenommenlim(F) < dim(P) — 2. O. b. d. A. ldnnen wir annehmen, dass
F={x e P| A.x =0} qilt. Aus (7.16) folgt

rang(Aeq(F)-) > rang(AeQ(P)') + 2.

Mithin gibt es einen Index € eq(F) \ (eq(P) U {1}), so dass der Zeilenvektor
A,. linear unabhngig von den Zeilenvektorefy;., j € eq(P) U {1}, ist. Das aber
heil3t, dass das System

Ai. = aAp 4+ ul Ayp).

keine Losunga, u hat. WegerF' C {z € P | A;.x = b;} ist dies ein Widerspruch
zu (v). U

(7.29) Folgerung. SeienP = P(A,b) C K" ein volldimensionales Polyeder
undF = {x € P | c"x =~} eine Seiteniche vonP. Dann sincaquivalent:

(i) F ist Facette vorP.
(i) dim(F)=n— 1.

(iii) Fur alle giltigen Ungleichungerd™z < 6,d # 0, mit F C {x € P | d'z =
0} gilt: Es existiert einy > 0 mit
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(7.30) Beispiel. Wir betrachten das Polyedét = P(A,b) C R?, das wie folgt
gegeben ist.

A 1 -1 0
As. —2 2 0
: 1 0 2
A= = o 1| 7| 2
: 1 0 1
As. -1 -1 )

Abb. 7.2

P hat 4 Seitenfichen, amlich), P und F; = {(3)}, F» = {(})}. Fi und F,
sind Facetten vorP. Es gilteq(P) = {1,2}, eq(F1) = {1,2,3,4}, eq(F2) =
{1,2,5,6},eq(0) = {1,...,6}. Die Mengen{3,5}, {3,6}, {4,5}, {4, 6} sind die
Facettenindexmengen van Eine irredundante Beschreibung vernist z. B. ge-
geben durch

P= {l’ | Al.CL’ = 0, A3.J3 < b3, A5.$ < b5}

Ubrigens sind die Ungleichungef,.z < b;, i = 3,4, 5,6 redundant bexglich
P(A,b). Die Ungleichungssystemé;.x < by mit I = {3,5} oder] = {4,6}
sind z. B. ebenfalls redundant. Abdr;.z < b; ist nicht redundant bémlich
P(A,b), fallsI = {3,4,5}. O
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Kapitel 8

Ecken und Extremalen

Im vorhergehenden Kapitel haben wir allgemeine Seiéehttn und speziell ma-
ximale Seitenfichen (Facetten) von Polyedern behandelt. Die Facetten sind bei
derauf3eren Beschreibung von Polyedern wichtig. Wir werden nun minimale Sei-
tenflachen untersuchen und sehen, dass sie bei der inneren Darstellung von Be-

deutung sind.

(8.1) Definition. Es seienP? C K™ ein Polyeder und’ eine Seitenéiche vonP.
Gibt esx € K" und0 # z € K" mit

F={z} Ecke
F =a+1lin({z}) , SO heitF' Extremallinie
F =a + cone({z})} Extremalstrahl

O

Ist /' = {z} eine Ecke vorP, so sagen wir einfach:“ist eine Ecke vorP”. Wir
werden uns im weiteren insbesondeiie Ecken interessieren und sie charakteri-
sieren. Offenbar sind Ecken Seitédhen der Dimension 0,alrend Extremal-
linien und Extremalstrahlen Seiteachen der Dimension 1 sind. Allgemein hei-
Ren Seitenfichen der Dimension Kanten. Kanten sind entweder Extremallini-

en, Extremalstrahlen oder Verbindungsstrecken zwischen zwei Ecken. Sind zwei
Eckenz, y eines Polyeder® durch eine Kante verbunden, d.donv({zx, y}) ist

eine Seitenfiche vonP, so nennt man undy adjazentauf P.
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<~ Extremalstrahlen

Abb. 8.1

8.1 Rezessionskegel, Linienraum, Homogenisierung

An dieser Stelle ist esinzlich einige weitere Objekte einZikren, die man Po-
lyedern (bzw. allgemeinen Mengen) zuordnen kann. Das Studium dieser Objekte
ist fur sich selbst betrachtet sehr interessant. Wir wollen diese Mengen jedoch nur
als Hilfsmittel zur Vereinfachung von Beweisen verwenden, weswegen wir nicht
weiter auf theoretische Untersuchungen dieser Mengen eingehen werden.

(8.2) Definition. SeiS C K" eine beliebige Menge. Wir definieren
(@) rec(S) ={yeK"|Jx €S, sodass/\ > 0gilt x + \y € S},
(b) lineal(S) '={yeK"|3Jx €S, sodass/ A\ € K gilt x + \y € S},
(¢)  hogS) :={(]) e K" |z e S}t

Die Mengerec(S) heil3tRezessionskegeton S, lineal(S) heif3tLinealit atsraum
oderLinienraum von S, undhog(S) heistHomogenisierungvon S.

O

Wir wollen nun die oben eingahrten Mengen béglich Polyedern charakterisie-
ren. Nennen wir einen Vektormit x4+ Ay € S fur alleA > 0 eine “Richtung nach

Unendlich”, so besteht der Rezessionskegel einer Méhges allen Richtungen
nach Unendlich. &r Polyeder gilt Folgendes:

(8.3) Satz. SeiP = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder,

dann gilt
rec(P) = P(A,0) = cone(E).
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Beweis : (&) rec(P) = P(A,0). Isty € rec(P), so existiert einc € P mit
r+ Ay € PYX > 0. Daraus folgth > A(x + \y) = Az + AAy. Gabe es eine
Komponente voriy, die gibRer als Null ist, sagen witdy); > 0, so ware der
Vektor z + A\gy mit
b; — (Az);
A= —1+——
(Ay)i
nicht in P(A,b), Widerspruch! Isty € P(A,0), so gilt fur allez € P(A,b)
und X > 0, A(z + \y) = Az + My < b+ 0 = b, also isty € rec(P). (b)
P(A,0) = cone(E). Trivial! O

+1

Insbesondere folgt aus (8.3), dass(P) = {y € K" | Vx € P, undV A > 0 gilt
x + Ay € P}. Ist P ein Kegel, so gilt natrlich P = rec(P), und offenbar ist ein
PolyederP genau dann ein Polytop, wenex(P) = {0}. Abbildung 8.2 zeigt ein
Polyeder und seinen Rezessionskegel.

P(A,b)

rec(P(A,b))

Abb. 8.2
Aus Definition (8.2) folgtlineal(P) = rec(P) N (—rec(P)). Offenbar istlineal
(P) ein linearer Teilraum deX", und zwar ist es der gfite lineare Teilraum

L C K" sodasg + L C P furallex € P gilt. Analytisch kKdbnnen wirlineal(P)
wie folgt darstellen.

(8.4) Satz. SeiP = P(A,b) = conv(V) + cone(E) ein nichtleeres Polyeder,
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dann gilt

lineal(P) = {z | Az =0} = cone({e € E | —e € cone(FE)}).

Beweis : Wegenlineal(P) = rec(P) N (—rec(P)) folgt die Behauptung direkt
aus (8.3). 0

Die Definition der Homogenisierung erscheint etwas kompliziert: Man wende
zweimal die Kegelpolarét auf die Menges an! Geometrisch betrachtet ist HéQ

der Durchschnitt aller Ungleichungen mit rechter Seéitelie gultig beziglich

{(}) | € S} sind.

(8.5) Satz. SeiP = P(A,b) = conv(V') + cone(E) ein nichtleeres Polyeder. Sei
A =b
o= )

hog P) = P(B,0) = cone({(}) | v € V}) + cone({({) | e € E}).

dann gilt

Beweis : Setzen wirP, := {(}) € K™ | z € P}, so gilt

Py =conv{(}) |v eV} +cone{(f) | e € E}.

Aus Folgerung (7.4) (iii) ergibt sich dann:
Py ={zeK"|Tu<0Vue P}
={ze K" | ZT(T) <0Vuve V,ZT(S) <0Vee€ E}

_{z\ (Zij ?)Zgo}—p((gi; ?),0).

Mit Folgerung (6.7) erhalten wir nun

oo VT, o ° V FE
hog P) = P; :P(<ET7 0),0) :cone<@T O)'

Die zweite Charakterisierung von h@g) folgt aus einer anderen Darstellung von
Pyp. Es gilt ramlich mit Satz (7.2):
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Py ={()) e K™ |yTz+A1<0Vze P} ={(}) e K™ |yTa < -AVze P}

(@ er (3 € P = () ek | () €cone (G 1))

B AT 0
=cone| r )

Folgerung (6.10) impliziert nun
o AT 0V\° A —b
hog P) = P° = (Cone (—bT _1)> =P ((0 _1> ,0) .

In Abbildung 8.3 sind ein PolyedeP C R!, die im obigen Beweis definierte
MengeP,; und hod P) dargestellt.

O

hog(P)

P
Abb. 8.3

(8.6) Bemerkung. SeiP C K" ein Polyeder, dann gilt:
(a) z€P < (}) € hog(P).
(b) z €rec(P) <= ({) € hogP).

Beweis : (a) ist trivial.
(b) SeiP = P(A,b) eine Darstellung vo®, dann gilt hogP) = P(B,0) mit

B = (61’ :11)) Folglich gilt nach (8.5) und (8.3)

() ehogP) < (7) € P(B,0) < Az <0 <= z € rec(P).
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8.2 Charakterisierungen von Ecken

Wir beginnen mit der Kennzeichnung von Ecken und Extremalstrahlen von Ke-
geln.

(8.7) Satz. SeiK C K™ ein polyedrischer Kegel, dann gilt:

(a) Istxz Ecke vonK, dann giltz = 0.

(b) F ist ein Extremalstrahl volX <= 3z € K"\ {0} so dass
F = cone({z}) eine Seitenéiche vonk ist.

Beweis : Nach (2.6) gibt es eine Matrix mit K = P(A,0). Aufgrund von (7.11)
ist daher jede nichtleere Seitgithe vonk ein Kegel, der den Nullvektor erlt.

(@) Istx Ecke, dann gilt alsé € {x} und somitz = 0.
(b) “<= " nach Definition.

“— " Nach (8.1) existieremr € K" undz € K™\ {0} mit F' = x + cone({z}).
Nach obiger Bemerkung gilt € F, und somit existiert ein > 0 mit 0 = = + \z,
d.h.z = —)z. DaF ein Kegelist, giltf \z | A € K.} = {\(—X\2) | A € K.} C
F.Falls\ # 0, gilt aber{—Xz | A > 0} € z + cone({z}), ein Widerspruch.
Daraus folgtr = 0. 0

Der folgende Hilfssatfiber innere Punkte wird im Weiteren ligigt.

(8.8) Lemma. Ist F' eine nichtleere Seitedfthe vonP = P(A,b), gilt I =
eq(F), undistB = {y',...,y*} eine Basis des Kerns vafi;., dann gibt es zu
jedem inneren Punkt € F vonF eine > 0, so dasst & ¢y’ € P fur alle
j=1,... kgilt

Beweis : Seix innerer Punkt vorF undJ = {1,...,m} \ I. Nach (7.15) gilt
eq({z}) = I, alsoA .z < b; und fernerA;.(x + ey’) = b; fur allee € K. Fire
geriigend klein gilt dann offenbar auchy.(z + y?) < b;. 0

Wir wollen nun die Ecken eines Polyeders charakterisieren.

(8.9) Satz. SeienP = P(A,b) C K" ein Polyeder und: € P. Dann sind die
folgenden Aussagedquivalent:

(1) x ist eine Ecke vorP.
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(2) {«} ist eine nulldimensionale Seiteatihe vonP.

(3) x ist keine echte Konvexkombination von Elementen ygrd. h.y, z € P,
y#z2,0<A<]l = x#Ay+ (1 —XN)z.

(4) P\ {z} ist konvex.

(5) rang Acq(fa}).) = 1.

(6) 3¢ € K™\ {0}, so dass die eindeutig bestimmte OptiméBung des linea-
ren Programmsiax ¢y, y € P ist.

Beweis : (1) <= (2). Definition!

(1) = (6). Nach Definition is{z} eine Seitenfiche, also existiert eine bi&glich
P gultige UngleichungTy < v, sodasqy € P | ¢’y = v} = {«} gilt. Folglich
ist z die eindeutig bestimmte OptiméaBung vonmax c’y, y € P. Ist P # {x},
so istc # 0, andernfalls kana # 0 gewahlt werden.

(6) = (3). Seix die eindeutige Optimadsung vonmaxc’u, v € P mit
Wert~. Gilt z = Ay + (1 — Nz fury,z € P,y # 2,0 < A < 1, dann folgt
y=cz=c"Ay+(1-=XNz)=A"y+ (1= Nc'z < Ay+(1—\)y =~.Dies
impliziert ¢’y = v = ¢’ 2. Widerspruch!

(3) «— (4) trivial.

(3) = (5). Seil = eq({z}), dann istz innerer Punkt vort" = {y € P |
Ary = br}. Angenommen rangl;.) < n, dann existiert ein Vektoy # 0 im
KernvonA;., und nach Lemma (8.8) ein> 0, so dasg + ey € P. Daraus folgt

x = 3(z +ey) + 3(z — ey), also istr echte Konvexkombination von Elementen
von P, Widerspruch!

(5) = (2). Seil = eq({x}), dann hat4d;.y = b; nach Voraussetzung eine ein-
deutig bestimmte &sung, @mlichz. Daraus folgtF' = {y € P | Ar.y = b;} =
{z}, also ist{x} eine nulldimensionale Seiteafihe. O

Fur Polyeder der FormP=(A,b) = {x € K" | Az = b,z > 0} gibt es eine
weitere riitzliche Kennzeichnung der Ecken. ist K", so setzen wir

supp(z) ={i € {1,...,n} | z; # 0}.

Die Indexmengeupp(z) heil3tTr agervon x.
(8.10) Satz. Firxz € P=(A,b) C K" sind folgende Aussagéiquivalent:
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(1) x ist Ecke vonP=(A,b).

(2) rang A cupp()) = |supp(z)|.

(3) Die Spaltenvektored.;, j € supp(z), sind linear unabdngig.

Beweis : (2) <= (3) trivial.

A b
(1) < (2).SeiD = A) ,d = (b) ,dann giltP(D,d) = P=(A,b). Mit
—1I 0
Satz (8.9) gilt nun:
x Ecke vonP=(A, b) <= x Ecke vonP (D, d)

< rang{Deq({x}).) =N

I ={1,..7,n} \ supp(x)
A.,supp<x>) = n — |J] = |supp(z)|

A
= rang(A) =nmitJ={j|z; =0}

— /L. supp(z)

(Streichen der Spaltene J) <« rang(

= ranQA,ysupp(x)) = |supp(z)].

8.3 Spitze Polyeder

Nicht alle Polyeder haben Ecken, so z. B. der Durchschnitt von weniger als
Halbraumen de&". Polyeder mit Ecken sind besondeiis die lineare Optimie-
rung wichtig.

(8.11) Definition. Ein Polyeder heil3pitz, wenn es eine Ecke besitzt.

O

Wir wollen im nachfolgenden spitze Polyeder charakterisieren und einige Aussa-
genuber spitze Polyeder beweisen.

(8.12) Satz. SeiP = P(A,b) C K" ein nichtleeres Polyeder, dann siaquiva-
lent:
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(1) P istspitz.

(2) rang A) = n.

(3) rec(P) ist spitz, d. hD ist eine Ecke vomec(P).
(4) Jede nichtleere Seiteaflhe vonP ist spitz.

(5) hog(P) ist spitz.

(6) P enthalt keine Gerade.

(7) rec(P) enttalt keine Gerade.

(8) lineal(P) = {0}.

Beweis: (1) = (2). Istx eine Ecke vorP, so gilt nach (8.9) = rang Acq((z}).)
<rang A) < n, also rangA) = n.

(2) = (1). Seiz € P so gevahlt, dasd := eq({x}) maximal beiglich Men-
geninklusion ist. Sef’ = {y € P | A..y = b;}, dann istz innerer Punkt vor¥'.
Ist rang A;.) < n, dann enthlt der Kern vonA;. einen Vektory # 0, und mit
Lemma (8.8) gibt es eia > 0, so dass: + ¢y € P. Die Gerade7 = {z + \y |
A € K} trifft mindestens eine der Hyperebenfn = {y | A;.y = b;},j ¢ I, da
rang A) > rang A;.). Also muss es ein € K geben, so dass+ éy € P und
eq({z + dy}) D I. Dies widerspricht der Maximadt von/.

Aus derAquivalenz von (1) und (2) folgt direkt didquivalenz der Aussagen (3),
(4), (5), da

rec(P) = P(A,0), nach (8.3)

hogP) =P ((61: :i)) ,0) , nach (8.5)

F = {IL’ e K" ‘ Az <D, Aeq(p).x < beq(F); —Aeq(F)..I < _beq(F)}
fur alle SeitenfichenF” von P gilt.

(3) = (6). AngenommerP enttélt eine Geradé! = {u+ v | A € K}, v # 0,
dann giltb > A(u + \v) = Au + AAwv fur alle A € K. Daraus folgtA(\v) < 0
fur alle A € K und somitv, —v € rec(P), d. h.0 = 1v + 3(—v) ist eine Konvex-
kombination. Also ist O keine Ecke vanc(P).

(6) = (3). Istrec(P) nicht spitz, so ist 0 echte Konvexkombination von Vekto-
ren ausrec(P), sagen wit) = Au + (1 — Ao, u # 0 # v, 0 < A < 1. Dann aber
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istG = {\u | A € K} eine Gerade imec(P), und fur allex € Pistx + G eine
Gerade inP.

Die Aquivalenz von (7) und (8) zu detibrigen Aussagen ist nun offensicht-
lich. 0

(8.13) Folgerung. SeiP = P=(A,b) C K", dann gilt

P+ < P spitz

-1/ 0
den Rangu. Aus (8.12) folgt dann die Behauptung.

A b
Beweis: EsistP = P(D,d)mitD = | —A |,d= (b) , und offenbar hab

(8.14) Folgerung. SeiP C K" ein Polytop, dann gilt

P #( <= P spitz

Beweis : Da P beschankt ist, gibt es einen Vektarmit P C {z | = < u}. Gilt
P = P(A,b), so folgt daraus® = P(D,d) mit D = (%), d = (). D hat den
Rangn, daraus folgt mit (8.12) die Behauptung. U
(8.15) Folgerung. Das PolyedeP sei spitz, und das lineare Programmx ¢ z,

x € P habe eine Optimaksung, dann hat dieses lineare Programm auch eine
optimale Losung, die eine Ecke van ist (eine sogenannte optimdtekldsung).

Beweis: F = {z € P | ¢’z = max{cTy | y € P}} ist eine nichtleere Seiten-
flache vonP, die nach Satz (8.12) eine Ecke hat. U

(8.16) Folgerung. Ist P ein nichtleeres Polytop, dann hat jedes lineare Programm
max clx, x € P eine optimale Eckisung.

Das folgende Korollar wird sich als sehr wichtig erweisen.
(8.17) Folgerung. Lineare Programme der Form
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max c’x maxcl x
Ax =0 oder Azx < b
x>0 x>0

besitzen genau dann eine endliche Optigglhg, wenn sie eine optimale Eé&ling
besitzen.

Beweis : Nach (8.13) istP=(A, b) spitz (falls nicht leer) und somit hat das er-
ste der obigen LP’s nach (8.15) eine optimale Bsking, falls esiberhaupt eine
optimale Losung hat. Analog folgt die Behaupturig das zweite LP. U

8.4 Extremalen von spitzen Polyedern

Wir wollen nachfolgend einige Aussagéber spitze Polyeder beweisen, die sich
— entsprechend modifiziert — audhrfallgemeine Polyeder zeigen lassen. Dabel
treten jedoch einige unséhe technische Komplikationen auf, so dass wir hier auf
die Behandlung dieser Verallgemeinerung verzichten.

(8.18) Definition. Sei P ein Polyeder. Ein Vektot € rec(P) \ {0} heiBtEx-
tremale (oder Extremalvektgrvon P, wenncone({z}) ein Extremalstrahl von
rec(P) ist.

U

Nur spitze Polyeder haben Extremalen. DenrAsticht spitz, so ist nach (8.12)
rec(P) nicht spitz, also ist der Nullvektor eine echte Konvexkombination zweier
von Null verschiedenen Vektoren, sagen Wige= Au + (1 — Mo, 0 < A < 1. Ist

F = cone({z}) ein Extremalstrahl vomec(P), so gibt es eine béglich rec(P)
gultige Ungleichungc’z < 0 mit £ = {z € rec(P) | ¢'z = 0}. Nun gilt
0=2c0=c0u+(1-XNv)=AX"u+ (1-Nclv <0.Ausc’u <0,

c'v < 0 folgt c’u = ¢’v = 0 und somitu,v € F, ein Widerspruch. Aussagen
uber Extremalen machen also nur &pitze Polyeder Sinn.

Ist K speziell ein spitzer polyedrischer Kegel, so ist (wegenK) = K) eine
Extremale vonk ein Vektorz € K, so dassone({z}) ein Extremalstrahl von
K ist. Das heifl3t, jeder auf einem Extremalstrahl vorgelegener und von Null
verschiedener Vektor ist eine Extremale v@n

(8.19) Satz. SeienP = P(A,b) C K" ein spitzes Polyeder unde rec(P)\{0}.
Dann sindaquivalent:
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(1) = ist eine Extremale vorr.
(2) cone({z}) ist ein Extremalstrahl vorec(P).

(3) z lal3t sich nicht als echte konische Kombination zweier linear ugnaggger
Elemente vonec(P) darstellen.

(4) (rec(P) \ (cone{z})) U {0} ist ein Kegel.
(5) rang(Aeq({Z}),) =n — 1 (eq beziglich Az <0).

Beweis : (1) < (2) Definition.

(2) = (3). IstF := cone({z}) ein Extremalstrahl vomec(P), so istF ei-
ne eindimensionale Seiteafhe vorrec(P), d. h. F' kann keine zwei linear un-
abhangigen Vektoren enthalten. Insbesondere gibt es eiriggbelzrec( P) gulti-
ge Ungleichung?z < 0 mit F = {x € rec(P) | ¢’z = 0}. Gibt es zwei linear
unablangige Vektoren:,v € rec(P) und A\, > 0 mit z = Au + pw, so gilt
0=clz=c"'(Ou+ ) = Alu+ puc’v < 0. Daraus folgtc’u = v = 0,
d. h.u,v € F, ein Widerspruch.

(3) < (4) trivial.

(3) = (5). Seil = eq({z}), dann istz innerer Punkt vorF' := {x € rec(P) |
Arx = 0}. IstrandA;.) < n — 1, dann enthlt der Kern vonA;. einen von
z linear unablngigen Vektor.. Nach Lemma (8.8) gibt es ein > 0, so dass
z + eu € rec(P) gilt. Dann aber gilt: = 3(z + eu) + 3(z — eu), d. h.z ist echte
konische Kombination von zwei linear unabigigen Elementen vamrc(P), Wi-

derspruch. Offenbar ist rand;.) # n.

(5) = (2). Seil = eq({z}), dannfolgt fir I’ = {x € rec(P) | A;.x = 0} aus
der Voraussetzung, dadan(F') = 1 gilt. Darec(P) spitz ist, entRlt nach (8.12)
rec(P) keine Gerade, also muss die eindimensionale SeiteindlF" der Strahl
cone({z}) sein. U

Wir wollen nun noch eine Beziehung zwischen den Ecken und Extremalen eines
spitzen Polyeders und den Extremalen seiner Homogenisierung aufzeigen.

(8.20) Satz. SeiP C K" ein spitzes Polyeder, dann gilt:

(a) x ist Ecke vonP < (7) ist Extremale vorog P).

(b) = ist Extremale vorP < (7) ist Extremale vorog P).
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Beweis : Sei P = P(A,b), dann gilt nach Satz (8.5) heg) = P(B,0) mit

A, —b
B- <o, _1) |
. T . 8.9
(@) Seil = eq({z}) beziglich P(A,b). x ist Ecke vonP &9 rang A;.) =
n < rang(Beq({(z)})_) = n (denn die neu hinzugekommene Ungleichung ist
nicht mit Gleichheit erillt) £22 (1) ist Extremale von ha@).
(8.19)

(b) zistExtremalevorP <= zistExtremale vomec(P) <= rangAcq(:}).) =

(8.19) /p\ -
n—1 <+ rang(Beq({(g)})_) =n <= (}) ist Extremale von hogP). 0

8.5 Einige Darstellungsatze

Wir knUipfen hier an Abschnitt 6.3 an, wo wir bereits verschiedene Darstellatzgss
bewiesen haben. Einige dieseit®e kKbnnen wir nun mit Hilfe der in diesem Ka-
pitel gewonnenen Erkenntnisse veraden.

Ist K ein polyedrischer Kegel und gilt’ = cone(FE), dann nennen wik’ eineKe-
gelbasisvon K, wenn es keine echte Teilmengévon E gibt mit X' = cone(E")
und wenn jede andere minimale Mengenit X' = cone(F’) dieselbe Kardinalét
wie £ hat. IstP ein Polytop, dann heil3t eine Mengemit P = conv(V') kon-
vexe Basisvon P, wennV keine echte Teilmenge besitzt, deren konvexaled
P ist, und wenn jede andere minimale Menigé mit P = conv(W/) dieselbe
Kardinalitat wie V' hat.

Trivialerweise sind die Elemente einer Kegelbali&onisch unabhangig, d. h.
keine € E ist konische Kombination derbrigen Elemente vo’; und die Ele-
mente einer konvexen Basis sikdnvex unabhangig, d. h. kein Element voiy’

ist Konvexkombination deilbrigen Elemente voiy. Es gilt aber keineswegs,
dass jeder Vektor € cone(FE) bzw. x € conv(V) eine eindeutige konische
bzw. konvexe Darstellung durch Vektoren akisozw. V' hat. In dieser Hinsicht
unterscheiden sich also Kegelbasen und konvexe Basen von Vektorraumbasen.

(8.21) Satz. Sei{0} # K C K" ein spitzer polyedrischer Kegel, dann sind
aquivalent:

(1) E ist eine Kegelbasis VoA .
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(2) FE ist eine Menge, die man dadurch alt dass man aus jedem Extremal-
strahl vonK genau einen von Null verschiedenen Vektor (also eine Extre-
male vonK') ausvahit.

Beweis : Ist z Extremale vonk’, so istK’ := (K \ cone{z})U{0} nach (8.19) ein
Kegel. Folglich giltcone(E) C K’ fur alle TeilmengerE von K’. Also muss jede
Kegelbasis vorX mindestens ein (aus der Basiseigenschaft folgt sofort “genau
ein”) Element vorcone{z} \ {0} enthalten.

Zum Beweis, dass jede wie in (2) spezifizierte Menge eine Kegelbasis ist, benut-
zen wir Induktioniiberd = dim K. Fir Kegel der Dimension 1 ist die Behauptung
trivial. Sei die Behauptungif Kegel der Dimensiod richtig und K ein Kegel mit
dim K = d + 1. Seiy € K \ {0} beliebig undc € K™\ {0} ein Vektor, so dass

die Ecke 0 vonK die eindeutig bestimmtedsung vonmax{c’z | z € K} ist (c
existiert nach (8.9)). Sei € {z | ¢z =0} \ {0}. Dann ist fir die Gerade

G={y+ M| €K}

die MengeK NG ein endliches Streckeristk (andernfalls irez € rec(K) = K,

und wegen:’z = 0 ware 0 nicht der eindeutige Maximalpunkt). Folglich gibt es
zwei Punktez; und z;, die auf echten Seite@dthen, sagen wif; und F;, von

K liegen, so das& N G = conv({zo, 21 }). Die Dimensionen der Seiteafthen

F1, F, sind tochstensl, F; und F; sind Kegel, und die Extremalstrahlen véi

und F; sind Extremalstrahlen voi'. Nach Induktionsvoraussetzung werdgn
und z, durch die in (2) festgelegten Mengen bigich F; und F;, konisch erzeugt.
Daraus folgt, dasg durch jede Menge des Typs (2) konisch erzeugt werden kann.
Dies impliziert die Behauptung. U

(8.22) Folgerung. Jeder spitze polyedrische Kegel besitzt eine — bis auf positive
Skalierung der einzelnen Elemente — eindeutige Kegelbasis.

O

(8.23) Folgerung. Jeder spitze polyedrische Kegkl # {0} ist die Summe
seiner Extremalstrahlen, d. h. sinshe({¢;}),i = 1, ..., k die Extremalstrahlen
von K, so gilt

E

K = cone({ey, ..., er}) = Zcone {e;})

i=1
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Beweis : Klar. 0

Der folgende Satz versalft (6.13) 1ir spitze Polyeder.

(8.24) Satz. Jedes spitze Polyederlasst sich darstellen als die Summe der kon-
vexen Hille seiner Ecken und der konischeifillé seiner Extremalen, d. h. sihd

die Eckenmenge voR undcone({e}), e € E, die Extremalstrahlen vafec(P))
(bzw. istE eine Kegelbasis vorec(P)), so gilt

P = conv(V') + cone(F).

Beweis : Sei hodP) die Homogenisierung vo®. Da P spitz ist, ist hogP)
nach (8.12) ein spitzer Kegel. Nach (8.23) ist By die Summe seiner Extre-

malstrahlencone({e;}) i = 1,...,k. O. b. d. A. lonnen wir annehmen, dass
e = (Y),i=1,....,p,unde} = (), i = p+1,...,k gilt. Aus (8.20) folgt:
V = {v,...,v,} ist die Eckenmengen voR und E = {e,1,...,e;} ist die

Extremalenmenge voR. Nach (8.6) giltz € P < (}) € hog(P) und somit
fOIgt r € P «— x = Zszl \iv; + Z§:p+1 i€, )\Z,/LZ > 0, Zf:1 A= 1,

d. h.z € conv(V) + cone(E). 0

(8.25) Folgerung (Satz von Krein-Milman). SeP ein Polyeder und die Men-
ge seiner Ecken, dann gilt

P ist ein Polytop <= P = conv(V).

(8.26) Folgerung. Polytope haben eine eindeutige konvexe Basis.

Fur die lineare Optimierung ist die folgende Beobachtung wichtig.

(8.27) Satz. SeienP C K" ein spitzes Polyeder unde K". Das lineare Pro-
grammmax c’z, x € P ist genau dann unbesémkt, wenn es eine Extremale
von P gibt mitcTe > 0.

Beweis : SeienV die Eckenmenge vo® und E eine Kegelbasis vorec(P),
dann gilt nach (8.24P = conv(V) + cone(E). Esisty := max{c’v | v € V} <
o0, daV endlich undy = max{c’z | € conv(V)}. Gilt c'e < 0,Ve € E, so
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isty = max{cl'z | * € P} < oo. Falls alsomax{c’z | x € P} unbeschinkt
ist, muss @ir mindestens ein € E geltenc’e > 0. Die umgekehrte Richtung ist
trivial. U

Wie bereits bemerkt, haben Elemente von spitzen Polyeflera. keine eindeu-

tige Darstellung als konvexe und konische Kombination von Ecken und Extrema-
len. Man kann jedoch zeigen, dass zu einer derartigen Darstellung von Elementen
von P nicht allzu viele Ecken und Extremalen ligigt werden.

(8.28) Satz. Es seienik C K" ein spitzer Kegel un@ # » € K. Dann gibt es
Extremaleny,, ..., yq von K, wobeid < dim(K) < n gilt, mit

d
i=1

Beweis : Es seiercone({e;}) die Extremalstrahlen vox’, i = 1,...,k, dann
gibt es nach (8.23) Skalave > 0,7 =1,..., k, mit

k
=1

Unter allen ndbglichen Darstellungen vandieser Art sei die obige eine, so dass
I'={ie{l,...;k} |\ >0} minimal ist. Sagen wir, es gilt = {1,...,d}. An-
genommen die Vektoret), i € I sind linear ablngig, dann gibteg, ..., ug €
K, nicht alle; Null, so dass gilt

d

Z i€ = 0.

=1

Angenommen; > 0furi =1,...,d,und o. B. d. A. sej;; > 0. Dann ist—e; =
S, £1e; eine konische Kombination, und nach Satz (8.4) giltc lineal(K).

Dies widerspricht nach (8.12) der Voraussetzugst spitz.

O. B. d. A. kbnnen wir daher annehmen, dass gilt< 0 und

A Ai
2L — max{Z | < 0}
H1 Hi
Daraus folgt
d i
€1 == Dlig i

r = Z?:z()‘i - %,U«i)ei :
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Diese Darstellung vom ist eine konische Kombination, denn
i >0 = (Ai_%ﬂi)zoa

Ao A A
p <0 = T )\iZjMi,

also kannz mit weniger alsd Extremalen konisch dargestellt werden, Wider-
spruch zur Minimaliat! Da ein Kegel bchstenslim (K) linear unabBngige Vek-
toren entflt, folgt d < dim(K). Setzen wiry; = \e;, i = 1,...,d, so sind die
Vektoreny,; Extremalen vornk’ mit der geviinschten Eigenschatft. U

(8.29) Folgerung. Ist P C K" ein spitzes Polyeder und istc P, dann gibt es
Eckenuvy, vy, ..., v, und Extremalery. 1, e 2, ...,eq von P mit d < dim(P)
und nichtnegative Skalare, . . ., A, mit Zf;o \; = 1, so dass gilt

k d
x:Z)\ivH— Z €;.
i=0

i=k+1

Beweis : Nach (8.12) ist hogP) ein spitzer Kegel, und die Dimension von téy
istdim(P) + 1. Nach (8.6) giltz € P <= ({) € hog(P). Nach Satz (8.28) ist
(1) konische Kombination vod + 1 < dim(P) + 1 Extremalen von hag").
0. B. d. A. kbnnen wir annehmen, dass gilt

(-5 (5)

wobei\; > 0,i=0,...,k. Furv; := Ly, giltdann
k d k
=0 i=k+1 1=0

Ferner sind nach (8.20) die VektorenEcken vonP und die Vektorere; Extre-
malen vonP. Also haben wir die geiimnschte Kombination vom gefunden.  [J

Das folgende direkte Korollar von (8.29) wird in der Literatuuifig Satz von
Caratheodory genannt.

(8.30) Folgerung. Ist P C K™ ein Polytop, dann ist jedes Element vBrKon-
vexkombination von échstenslim(P) + 1 Ecken vonP.
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Kapitel 9

Die Grundversion der
Simplex-Methode

In Satz (7.8) haben wir gezeigt, dass die Menge der Optimatigen eines li-
nearen Programms eine Seitécfie des durch die Restriktionen definierten Poly-
eders ist. Dieses Ergebnis haben wir in Folgerung (8.15) dahingehendasdi;sch
dass wir nachweisen konnten, dass bei spitzen Polyedern das Optimum, falls es
existiert, stets in einer Ecke angenommen wird. Wollen wir also ein Verfahren
entwerfen, das lineare Programiineer spitzen Polyederidst, so geagt es, ein
Verfahren anzugeben, dass eine optimale Ecke derartiger Polyeder findet.

Aus Kapitel 2 wissen wir, dass wir uns auf lineare Prograniiver Polyedern der
Form P=(A,b) = {x € R" | Az = b,z > 0} beschanken lbnnen. In Folgerung
(8.13) haben wir gezeigt, dass ein solches Polyeder stets spitz ist, falls es nicht
leer ist. Wenn wir also einen Algorithmus angeb@&miken, der die optimale Ecke
eines linearen Programms der Fomax ¢z, z € P=(A,b) findet, so knnen

wir mit diesem alle linearen Programmierungsprobletseh.

(9.1) Definition. Ein lineares Programm der Form

max CTZB

Ax =0
z >0

hei3t ein lineares Programm 8tandardform. Wenn nichts anderes gesagt wird,
nehmen wir immer an, dassc K™, b ¢ K™, undc € K" gilt.
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Ist der Rang vorA gleich n, so wissen wir, dass das Gleichungssystém =

b entweder gar keine oder eine eindeutig bestimmieung hat, die mit dem
Gaul3’'schen Eliminationsverfahren berechnet werden kann. Da also entweder kei-
ne Losung existiert oder der einzige agkige Punkt leicht bestimmt werden kann,
liegt kein wirkliches Optimierungsproblem vor. Wir wollen daher voraussetzen,
dass ran@d) < n gilt. Ferner nehmen wir an, um die Darstellung einfacher zu
machen, dass die Zeilen vohlinear unabBngig sind und dasB=(A, b) # ( ist.

Wir treffen also folgende Verabredung:

(9.2) Generalvorausssetzungeruf Kapitel 9.

(@) Aisteine(m,n)-Matrix mit m < n,
(b) randA) = m,

(c) P=(A,b) #£0.
O

Wir werden spter zeigen, dass lineare Programme, bei denen die Voraussetzun-
gen (9.2) nicht gegeben sind, auf solchelmlkgetihrt werden knnen, die diese
erfullen, dass also alle Voraussetzungen (9.2) o. B. d. A. gemacht webdewe k.

Um die weitere Darstellung schreibtechnisch zu vereinfachen, legeiinvdrdses
Kapitel folgendes fest (vergleiche Abschnitt 1.3.):

(9.3) Konventionen in Kapitel 9. Es seid € K™, wobei nach (9.2)n < n
gelten soll.

(a) Mit{1,... m} bezeichnen wir die Zeilenindexmenge vénmit{1,... n}
die Spaltenindexmenge.

(b) B undN bezeichnen stets Spaltenindexvektoren omobei
B=(p1,...,pm) €{L,...,n}"undN = (q1, ..., qn-m) € {1,...,n}"™
gilt. Ferner kommt kein Spaltenindex, derkhvorkommt, auch inN vor,
und umgekehrt. (Um Transpositionszeichen zu sparen, schreibéhuwid
N immer als Zeilenvektoren.)

(c) Wir werden abeiB und N auch einfach als Mengen auffassen (wenn die
Anordnung der Indizes keine Rolle spielt), dann gilt also nactB(O)N =
), BUN = {1,...,n}. Insbesonderednnen wir danni € B undj € N
schreiben.

(d) Zur schreibtechnischen Vereinfachung schreiben wir im folgeAdeand
Ay StattA.p undA.y.
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(e) Ist ein Spaltenindexvektds wie oben angegeben definiert, so bezeichnet,
falls nicht anders spezifizierty = (qi,...,q.—m) iImmer den Spaltenin-
dexvektor, der allgibrigen Spaltenindizes erélt, wobeiq; < q; flri < j

it
J 0

9.1 Basen, Basigslsungen, Entartung

(9.4) Definition. Gegeben sei ein Gleichungssystém = b mit A € Km),
b € K™ undrang A) = m. SpaltenindexvektoreB und N seien entsprechend
Konvention (9.3) gegeben.

(a) Ist Ag regubr, so heilsStAp Basismatrix oder kurzBasisvon A, und Ay
hei3tNichtbasismatrix oderNichtbasis von A. Der Vektorx € K™ mit
xy = 0undzg = A,}lb heitBasisbsung vonAx = b zur Basis A oder
diezu Ag gehorige Basisbsungoder kurzBasisbsung

(b) Ist Ap eine Basis, dann heil3en die Variablen; ¢ B, Basisvariableund
die Variablenc;, j € N, Nichtbasisvariable,

(c) IstAp eine Basis, dann heil3ery und die zugebrige Basishbsungr zulassig
(bediglich P=(A, b)), wennAz'b > 0 gilt.

(d) Eine Basidbsungx zur BasisAg heildtnichtentartet (odernichtdegene-
riert), fallszp = AZ'0 > 0, andernfalls heil3t sientartet (oderdegene-
riert ).

0

Die oben eingdihrten Begriffe getiren zur Standardterminologie der linearen
Programmierung. Eine erste begrifflicheliBke zur Polyedertheorie ségt der
nachste Satz.

(9.5) Satz. SeienP = P=(A,b) C K" ein Polyeder mitang A) = m < n und
x € P. Dann sindaquivalent

(1) z ist eine Ecke vorP=(A,b).

(2) x ist eine zudssige Basislsung (d. h. es gibt eine Basis; von A mit der
Eigenschaft:p = Az'b > 0 undxy = 0).
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Beweis : (1) = (2). Seil := supp(x). Istz eine Ecke vonP=(A,b), so sind
die Spaltenvektored.;, j € I, nach (8.10) linear unafingig. Wegen rar(g!) =
m gibt es eine Mengd € {1,...,n}\ I, |J| = m — |I|, so dass die Spalten
A, j € 1U J, linear unabkngig sind. Folglich istdz mit B = I U J eine
Basis vonA. Nehmen wir 0. B. d. A. an, dad3 aus den erstem Spalten vonA
besteht, alsel = (Ap, Ay) mit N = {m + 1,...,n} gilt, dann erhalten wir aus
ot = (2%, 2L) = (2F,0) folgendes AL'b = AL (Az) = Az (Ap, An) (%) =
(I,A5'An)(°F) = zp. Daz > 0 gilt, ist  eine Basigbsung.

(2) = (1) folgt direkt aus (8.10). U

Damit sehen wir, dass Ecken vair (A, b) zulasssigen Basi8sungen voriz =

b, x > 0 entsprechen. Also gibt es zu jeder Ecke ein@gsige Basis voA. Sind
zwei Ecken verschieden, so sind imdith die zugebrigen Basen verschieden.
Dies gilt aber nicht umgekehrt!

eindeutig nichteindeutig
“—> “—>

Ecke zulassige Basislsung zulassige Basis

Wir wollen nun Entartung und ihre Ursachen untersuchen und betrachtaalsin
drei Beispiele.

(9.6) Beispiel(Degeneration).

(a) ImK? gibt es keine “richtigen” degenerierten Probleme, da man solche Pro-
bleme durch Entfernung von redundanten Ungleichungen nichtdegeneriert
machen kann. Im folgenden Beispiel ist die Ungleich2ng + z, < 2

redundant.
T+ <1

2331 + 1z < 2
1, T2 >0

X2

X1

E2l E; N\ Abb. 9.1
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Das durch das Ungleichungssystem definierte Polyeder (siehe Abbildung
9.1) hat die drei EckerE;, F,, E3. Wir formen durch Einfihrung von
Schlupfvariablen um:

1+ X9 + 81 =1
2.1'1-'-1’2 + S9 =2
T1,T2, 81,52 ZO

Also ist P=(A, b) gegeben durch:

1110 1
A(2 10 1)’ b<2)'

Die folgende Tabelle 9.1 erilt die Basen vomi und die zugetirigen Ba-

sislosungen.
Spalten| Ap T3 P - Ecke

in B
11

1,2 (2 1) (x1,m9) = (1,0) | (s1,82) | (1,0,0,0) E,
11

1,3 (2 O) (r1,s1) = (1,0) | (we,s2) | (1,0,0,0) E,
10

1,4 (2 1) (x1,82) = (1,0) | (wa,s1) | (1,0,0,0) B
11

213 (1 O) (x2781) - (2,_]_> ($17S2) (O7 27_170) E4
10

2,4 (1 1) ($2, 82) = (17 1) (1'17 31) (0, 1,0, 1) Es
10

34 (0 1) (s1,82) = (1,1) | (z1,22) | (0,0,1,1) | Ey

Tabelle 9.1

Im obigen Falle istjed€2, 2)-Untermatrix vonA eine Basis. Dies ist natlich
nicht immer so! Zur Eckev; gehbren drei verschiedene Basen. Hier liegt
also Entartung vor. Alle anderen Basisingen sind nichtdegeneriert. Die
zu B = (2, 3) gelhdrige Basis ist unzélssig. Zu unzuissigen Basissungen
sagt man manchmal auch unass$ige Ecke vo®= (A, b), E, ist also eine
unzulBssige Ecke.
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(b) Bei dreidimensionalen Polyedern i&* tritt echte Entartung auf. So ist
z. B. die Spitze der folgenden Pyramide entartéthvend alleibrigen vier
Ecken nichtentartet sind.

Abb. 9.3

Die Satze (9.5) und (8.10) (und ihre Beweise) sagen uns, wie Ecke®VoA, b)
mit den Basen vom gz zusammenangen. Aus der linearen Algebra wissen wir
zurachst, dass jeder Punktim K" als Durchschnitt vom Hyperebenen darge-
stellt werden kann, deren Normalenvektoren linear uaagty sind. Algebraisch
ausgedickt, jeder Punkt € K" ist eindeutig bestimmtedsung eines regéaien
(n,n)-GleichungssystemBy = d (mit rang D) = n).
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Ecken vonP=(A, b) erhalten wir dadurch, dass wir nubsungen von regalen
Gleichungssystemen

Ay =b

ejy =0, jeJ

mit J C {1,...,n} betrachten (und fifen, ob die ldsungen inP=(A, b) enthal-
ten sind). Dabei kann es zu folgenden Situationen kommen:

Ist Ap eine Basis vond mit (A5'b); # 0 fur allei € B, so gibt es nur eine
einzige Moglichkeit das Systemly = b durch ein Systen@fy =0,7 € J,so

zu er@inzen, dass das Gesamtsystem @guird. Man muss/ = {1,...,n} \ B
wahlen, andernfalls sind nicht gégend Gleichungen vorhanden. Daraus folgt
speziell:

(9.7) Bemerkung. Ist x eine nichtdegenerierte Bagisung vondy = b, y > 0,
dann gibt es eine eindeutig bestimmte:zgeldrige Basisdz von A (vp = AR'b,
IN = O)

Die Umkehrung gilti. a. nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

(9.8) Beispiel. P=(A,b) C R? sei gegeben durch

() ()

Die Matrix A besitzt zwei Basems,, Ap, mit B; = (1,3), Bo = (2,3). Die
zu Ap, geldrige Basisbsung istz? = (1,0, 0), die zuAp, geldrige Basisbsung
istzl = (0,1,0). Beide Basighsungen sind entartet, aber die zugéden Basen
sind eindeutig bestimmit. U

Ist Ap eine Basis vo undz die zugelkirige Basisbsung, so dass einige Kompo-
nenten vonA ;'b Null sind (d. h.x ist entartet), so endit das Gleichungssystem

Ay = b,ejy = O0furallej € J = {j | ; = 0} mehr alsn Gleichungen

(also mehr als notwendig). I. a. ist danih.6sung von mehreren reguen(n, n)-
Untersystemen dieses Gleichungssystems. Man hat also keine eindeutige Zuord-
nung mehr von der Eckezu einem Gleichungssystem der Faim = b, eJTy =0

j € J. Wir werden sehen, dass Entartung zu rechentechnischen Probléhmen f
Entartung kann drei Ursachen haben

— Uberflissige Variable (im Beispiel (9.8) kang weggelassen werden, dann
sind alle Basiglsungen nichtentartet),
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— redundante Ungleichungen (Beispiel (9.6) (a)),

— geometrische @Gnde (Beispiele (9.6) (b) und (c)). Die durdberfiissige
Variablen oder redundante Ungleichungen hervorgerufene Entartung kann
I. a. beseitigt werden durch Weglassen dleerflissigen Variablen bzw. der
redundanten Ungleichungen. Es gibt jedoch Polyeder — wie z. B. die Dop-
pelpyramide in (9.6) (c) — die genuin entartet sind. Der Grund liegt hier
darin, dass die Eckeilberbestimmt sind, d. h. es gibt Eckenvon P,
in denen mehr aldim(P) Facetten zusammentreffen. Dann bestimmen je
dim(P) der diese Facetten definierenden Ungleichungen eine Basid,von
die x als zugebrige Basisbsung liefert.

9.2 Basisaustausch (Pivoting), Simplexkriterium

Da jede zuhssige Basis der MatriX eine Ecke vorP=( A, b) definiert, kann man

ein lineares Programm der Form (9.1) dadurgbeh, dass man alle Basen von

A bestimmt — dies sind endlich viele —, den Zielfunktionswert der zogeglen
Basisbsung errechnet und die bestédung aushlt. Da eing'm, n)-Matrix bis

Zu (Z) zulassige Basen haben kann, ist dieses Verfahren aufgrund des gewaltigen
Rechenaufwandes (in jedem Schritt Bestimmung einer inversen Matrix) so gut
wie undurchiihrbar.

Man sollte also versuchen, z. B. ein Verfahren so zu entwerfen, dass man von einer
zulassigen Basiskung ausgehend eine neue Baésishg bestimmt, die zassig

ist und einen besseren Zielfunktionswert hat. Ferner muss das Verfahren so ange-
legt sein, dass ddsbergang von einer Basis zuachsten nicht allzuviel Rechen-
aufwand erfordert.

Im Prinzip kann man damit nicht gérleisten, dass nicht alle Basen enume-
riert werden, aber aufgrund heuristischi#serlegungen scheint ein solcher An-
satz, wenn er realisiert werden kann, besser als das obige Enumerationsverfahren
funktionieren zu Bnnen. Im weiteren werden wir zeigen, wie man einen Basis-
austausch, der von einer agkigen Basigkung zu einer besseren assigen Ba-
sislbsung mit relativ wenig Rechenaufwarithft, durchiéihren kann.

(9.9) Satz. Gegeben sei ein Gleichungssystdm = b mit rang A) = m, und
Ap sei eine Basis vod. Dann gilt

xerfillt Ay =0 < z erfillt zz = A;lb — AglANa:N.
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Beweis: O.B.d. A.seiB=(1,...,m),d.h.A = (A, An), z = (xB), dann
TN
gilt

Az =b < (AB,AN)@B) —b A;l(AB,AN)CB) = A5
N N

— (I,A5'Ay) (xB> = AZ'b
TN
<~ Ip+ AélANZBN = Aélb

<~ I = Aglb — AEIANJZN
U

Die obige Beziehung ist simpel, von rechentechnischer Bedeutung ist jedoch die
Tatsache, dass wir die Basisvariablgnj € B, in Abhangigkeit von den Nicht-
basisvariablen darstellerdknen.

Wir wollen uns nurilberlegen, wie wir detybergang von einer Ecke zu einer an-
deren Ecke vollziehendnnen, d. h. wie wir aus einer Basis eine andere Basis ohne
viel Aufwand konstruierend&nen. Um dies rechentechnisch exakt uiren zu
kdnnen, niissen wir die Indexmenge®, N wie in (9.3) (b) angegeben als Vekto-
ren auffassen.

(9.10) Satz (Basisaustausch, Pivotoperation). Gegeben sei ein Gleichungssystem
Ay = bmitrangA) = m. B = (p1,...,pm) UNdN = (q1,...,¢u—m) SeiEN
Spaltenindexvektoren vafi wie in (9.3) (b) festgelegt, so dads; eine Basis von

A ist. Wir setzen

A = A;AN = (Grs) 1<r<m
_ 1<s<n—m
b = Az'b e K™,

Ista,s # 0, so istAg mit B' := (p1,...,pr—1,4s, Prs1,-- -, Pm) €iNE€ Basis von
A. Ferner gilt:

Agl = EAG,
wobeiE eine sogenannten, m)-Elementarmatrix ist, die wie folgt definiert ist:

1 m

1777‘—1
E= i
M1l

Tim 1
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Dabei ist dier-te Spalte vonk der Vektorn = (ny,...,n.)" (genanntEta-
Spalte) gegeben durch

1
=3

Das Element,, hei3tPivot-Element

Sindzx, 2’ die zuAg, A’y gelbrigen Basigdsungen, so gilt:

ais

ZL‘;, = b——b=FEb=FE.xp 1<i<m,i#r (neue Basisvariable)
! ars
1 = _
r,, = —0b, (= E.b, = E,.xp) (neue Basisvariable)
a‘T’S
z; = 0 andernfalls (neueNichtbasisvariable).

Beweis : Es seien
d:=A,,d=Az'd=A,F = A;Ap.
Ap erhalt man ausd 5 dadurch, dass diete SpalteA., von Ag durchd ersetzt

wird. F' ist daher einém, m)-Elementarmatrix, derente Spalte der Vektad ist.
Offenbar gilt daher

1 dy 1 m
1 C_erl 177r—1
F.E = d, Ny =1,
dryr 1 M1 1
dpm 1 Nm 1

daraus folgtE = F~! (d, # 0 war vorausgesetzt). DA und Ag invertierbar
sind, ergibt sich auslp = AgF sofort A, = F~1AL' = EAL'. Die tbrigen
Formeln ergeben sich durch einfache Rechnung. U

Bei dem in Satz (9.10) beschriebenen Basisaustausch wird also von einer Basis
zu einer anderen Basitbergegangen, indem eine Nichtbasisvariahleund eine
Basisvariabler,, gesucht werden, so dags, # 0 gilt. Wenn diese Bedingung
erfullt ist, kann die Nichtbasisvariable,, zu einer Basisvariablen gemacht wer-
den, wobeir,, nichtbasisch wird. Allg@ibrigen Basisvariablen bleiben erhalten.
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(9.11) Beispiel. Wir betrachten das Gleichungssysteim = b gegeben durch

3
1 0o 2 -3 —4 4 U .
o 1 0 0 3 0 2 9
A: b:
o 0o -1 L 2 -2 1 —1
2 2 2
o o o { 1 -1 I :
2 2 2

Es seienB = (1,2,3,4), N = (5,6,7), dann istA 3 eine Basis vom, und es gilt

1 0 2 1 1 2 4
4]0 1 0 0 — 0. | 3 0 2
Ap = 0O 0 —1 1] A=Ay Ay = 1 1 0
0O 0 0 2 2 —1 -1

Die zugeldrige Basisbsung istz%, = (1,2,3,4), 2% = (0,0,0), d. h.z” =
(1,2,3,4,0,0,0).

Das Elementi,; = 2 ist von Null verschieden. Wirdnnen es also als Pivotele-
menta,, (r = 2, s = 3) wahlen. Daraus ergibt sich:

B'=(1,7,3,4), N' = (5,6,2)
1 =2 0 0 1 -2 2 1
o 3 0o o0 (o 3 0 o0
E=lo 0 1 of P =4%=|g § 1 1
0 4 0 1 0 4+ 0 2
und
1 -2 0 0 -5 2 0 -5 2 =2
Sy pgaig (O3 0 0 2 0 1| = | %2 0 3
ApA=EAgA=1g 0 1 0o -1 1 of 471 1 0
o 3 0 1 I -1 0 I -1 3

Die zugelirige Basisbsung istz%, = (—3,1,3,5), =&, = (0,0,0), daraus ergibt
sicha” = (—3,0,3,5,0,0,1).

O

(9.12) Bemerkung. Die neue Basisinversé, kann also wegenl, = FAy'
leicht ausA;' berechnet werden. Tétshlich ist jedoch dieses “Pivoting” der nu-
merisch aufwendigste und schwierigste Schritt im Simplexverfahren. Es gibt hier
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zahllose “Update”-Varianten, von denen wir einige (Produktform der Inversen,
LU-Dekomposition, Cholesky-Zerlegung)aer bzw. in derdbungen noch kurz
besprechen wollen, durch die eine schnelle und numerisch stabile Berechnung
von Ay, erreicht werden soll. Insbesondeie §rof3e und dnn besetzte Matrizen
(n,m > 5000) (large-scale-linear-programming) gibt es spezielle Techniken.

O

Die aquivalente Darstellung des Gleichungssystelms= b in Bemerkung (9.9)
gibt uns ebenso die dlichkeit, die Kosten auf einfache Weigber die Nichtba-
sisvariablen zu berechnen, woraus sich ein sehr einfaches Opditsiaiiterium
gewinnen &sst.

(9.13) Satz. Gegeben sei ein lineares Programm in Standardform (9.1)Aund
sei eine Basis voA.

(a) Hir den Zielfunktionswert” z vonz € P=(A,b) gilt
Tz = cpAZ'b + (e — cR A An) .

Der Terme’ = ¢k — cLAS' Ay heiBtreduzierte Kosten (von x), die
Komponenterg; von¢ heil3erreduzierte Kostenkoeffizienten

(b) (Simplexkriterium)
Ist Ap eine zuéissige Basis und sind die reduzierten Kosten nicht-positiv,
d. h.

¢ =ch —chAZ AN <0,

dann ist die zugedrige Basisbsungr mit xrz = A5'b, xy = 0 optimal fir
(9.1).

(c) Ist Ag eine zuéssige Basis, und ist die zugelye Basisbsung nichtdege-
neriert und optimal, dann giit < 0.

Beweis :

(@ Nach (9.9) giltdz = b < 25 = A5'b — A5' Ay und damit gilt

o =chop+chan =c5(A5'0 — Az Ayan) + chay
= cEAZ+ (ch — cBAG Ay) 1y,
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(b) Seiy € P=(A,b) beliebig. Wenn wir zeigendnnen, dass’z > ¢’y gilt,
sind wir fertig.

cl'y=chAZb+ & yn < chAGD = chap =c"a.

<0 >0

(c) Sei die Basigisungr mit vz = Az'b, zx = 0 optimal. Dann gilt &ir alle
y € P=(Ab):

o >cly <= LAZb+eTay >cEAZ b+ elyy
= 0>elyn.

Angenommen dié-te Komponente; vone’ ware goRer als Null. Nach Voraus-
setzung istz nichtdegeneriert, alsd ;'b > 0. Seie; deri-te Einheitsvektor in
K"=™, dann gibt es somit eix > 0 mit

AZ > AZ AN e,

Der Vektorz* mit 2y = AZ'b — Az Ande;, oy = e, ist somit ein fir (9.1)
zulassiger Vektor, und es gilt

Tt —CBA Waelhe; =cla+Xg > clx.

Widerspruch! U

Aus Satz (9.10) wissen wir, wie ein Basis- bzw. Eckenaustausch vorgenommen
werden kann, Satz (9.13) besagt, unter welchen @ina&n wir eine z@issige Ba-

sis verbesserndnnen, bzw. wann sie optimal ist. Setzen wir diese Informationen
zusammen, so gilt:

(9.14) Satz (Basisverbesserung). Gegeben sei ein lineares Programm in Stan-
dardform (9.1). SeAB eine zuéssige Basis mit Basis$ungr. Seid = AZ' Ay,

b= AZ'b, unde! = ¢k, — cL AL Ay seien die reduzierten Kosten. Geic N ein

Index mite, > 0, dann gilt

(a) IstA., <0, dann ist:"x auf P=(A,b) unbeschinkt.

(b) IstA., £ 0, dann setzen wir

. (b
Ao = mln{_—l li=1,...,m,a; > 0},
Qg
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und wahlen einen Index
. bi
r e {Ze {1,,m} ’ E_:AO}

Dann istAg mit B' = (p1,...,Pr—1,4s, Pri1, - - - » D) €iN€ ZUASSIgE Basis
mit Basisbsungx', so dass’z' > ¢!« gilt.

(c) Gelten die Voraussetzungen von (b), undist nichtdegeneriert, dann gilt

'y > .

Beweis : (a) Nach (9.9) gilty € P=(A,b) <= yp = Agz'b— Az'Ayyy >0
undyy > 0. Fur beliebiges\ > 0 ist daher der Vektog* € K" mit 3, := Ae, und
yy = Ag'b— Ayy = A5'b — AA. wegene, > 0und Az'b — M, > AZ'6 >0
in P=(A,b). DacTy* = cE A b+eyn = cL A5 b+ \e, mit A Uber alle Schranken
wachst, ist”z auf P=(A, b) unbeschinkt.

(b) Wahlen wirr unds wie im Satz angegeben, soist > 0. Nach Satz (9.10)
istdannB’ = (p1,...,pr—1,4s, Pri1, - - - , Pm) €iNE Basis mit Basisbungzx’, wo-
bei

- - b _
, - b. _ | > b — —a,,, falls @, >0,i#r (Wahlvon\y!),
Lp, = bi — a_ais 3 is

" > b, falls @;, <0,

b,

ZE/ = Z 0
gs Qrs
x, = 0 andernfalls

Also istz’ eine zuissige Basislsung.

Wir zeigen nunc”z’ > ¢?'z. Zurachst gilt fir den in Satz (9.10) definierten Vektor
n:
Chm — Cp, = — > 0,
denn
0<e = (& —cLAZ'AN)s = ;. — cBA = ¢y — D, Cpiliss

= (Cq, — Zi;ﬁr Cpilis) = Cp,lrs = Grs(Cpi — Cp,),
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und auszi,.; > 0 folgt nun die Behauptung. Somit gilt:

T, T T 4-1, (9100 1 -1 T
cCT — CB"IB/ — CB/AB/b — CB/EAB b — CB/EIB —
=5 Cp. Ty, + Ch T
i#r Cpitp; BN Tp,

= ngB + (CQ?? - Cpr)x'pr

> chB =z,

Hieraus folgt (b). (c) Istr nichtdegeneriert, so gilt,. > 0, und somit ist die
letzte Ungleichung in der obigen Absizung strikt. Daraus ergibt sich (c). [

Der obige Beweis macht den geometrischen Inhalt des Satzes (9.14) nicht deut-
lich. Dem Leser wird dringend empfohlen, sich @berlegen, welche geometri-
sche Bedeutung der Parameigrin (b) hat und welche Beziehund., im Falle

A., < 0zum Rezessionskegel vdr (A, b) hat.

9.3 Das Simplexverfahren

Die Grundidee des Simplexverfahrens haben wir schakutatt, sie kann kurz
wie folgt beschrieben werden:

— Finde eine zussige Basisl s.

— Konstruiere ausAp eine zulissige Basisip, so dass die zaksige Ba-
sislosung vonA g besser als die voA i ist.

— Gibt es keine bessere Ba#isling, so ist die letzte optimal.

Die vorhergehendendize geben uns nun diedglichkeit, die oben informell
beschriebene Idee, analytisch darzustellen und algorithmisch zu realisieren. Die
Grundversion des Simplexverfahrens lautet dann wie folgt:

(9.15) Grundversion des Simplexverfahrens.
Input: A e K™ y e K™, ¢ € K
Output:
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Eine optimale Ibsungr des linearen Programms

max ¢l x
©1)  Az—V
x>0,

falls eine solche existiert. Andernfalls stellt das Verfahren fest, dass (9.1)
unbeschinkt ist oder keine zébsige Ibsung besitzt.

Phase |: (Test auf Zuéssigkeit, Bestimmung einer Agisigen Basiésung)

Bestimme ein Subsysteth: = b, x > 0 von A'x = V', x > 0, so dass
P=(A,b) = P=(A,V) gilt und die Zusatzvoraussetzungeang A) =
Zeilenzahl vonA < Spaltenzahl vorA erfillt sind (falls nbglich). Sei
rang A) = m < n. Bestimme weiterhin eine zagsige Basis, d. h. finde
B = (p1,...,pm) € {1,...,n}", so dass\p eine zuéssige Basis vor

ist, und seiN = (qi, . .., g.—m) Wie liblich definiert. Berechne
ARt
A = A Ay,
b = AZ',
cl =k — LA Ay,
co = chb.

Wie die gesamte Phase | durchigjeft wird und wie zu verfahren ist, wenn
die gewiinschten Resultate nicht erzielt werdeimken, wird in (9.24) an-
gegeben. Im weiteren gehen wir davon aus, dass Phase | erfolgreich war.

Phase Il: (Optimierung)

(I1.1) (Optimalitatsptifung)
Gilt e; < 0 fari = 1,...,n —m, so ist die gegenértige Basishsung
optimal (siehe (9.13) (b)). Gib den Vektormit zz = b, xy = 0 aus. Der
Optimalwert von (9.1) ist’z = cLb = ¢;. STOP!

Fallsc; > 0 fureini € {1,...,n —m} gehe zu (1.2).
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(11.2)

(11.3)

(11.4)

(I1.5)

(11.6)

(I1.7)

(Bestimmung der Austausch- oder Pivotspalte)

Wahle einen Index € {1,...,n —m}, so dasg, > 0 gilt. (Zur konkreten
Realisierung dieser Auswahl, falls mehrere reduzierte Kostenkoeffizienten
positiv sind, gibt es sehr viele verschiedene Varianten, die wir in Abschnitt
10.2 besprechen werden.)

(Priifung auf Besctianktheit des Optimums)

Gilt A.;, < 0, so ist das lineare Programm unbesutkt (siehe (9.14) (a)),
STOP!

Fallsa;; > 0 fareini € {1,...,m}, gehe zu (1.4).

(Berechne)

bi
Ao = min{_— | ;s > 0,1 = 1,...,m}
Qs

(Bestimmung der Austausch- oder Pivotzeile)
Wahle einen Index € {1,...,m}, so dass gilt
by
- = )\0.
Qs

(Hierzu gibt es verschiedeneddlichkeiten, die wir in 10.2 e@lutern wer-
den.)

(Pivotoperation, Basisaustausch)

Setze
B/ = (p]_,...,pr—17qS7p7’+17“‘?pm)7
N’ = (ql,...,qsfl,pr,qs+1>--'aanm>>
ALl = EAyG (siehe (9.10)).
(Updating)

Berechned, b, ¢, undc, neu!

(Hierzu gibt es viele numerische Varianten. Wir geben nachfolgend ein di-
daktisch klares Verfahren an, das aber numerischamdsith und kchstens

fur Handrechnung und kleine lineare Programme geeignet ist. Bessere Me-
thoden werden in deddbungen besprochen.)
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(a) Neuberechnung vaf:

— 1
Setzen,; := —.
a’!’S
Firi=1,...,m,i # r fuhre aus
iis = _Ersais-
Firj=1,...,n—m,j # s fuhre aus
irj = imdrj.
Firj=1,...,n—m,j #s,undi=1,...,m,i# r fihre aus
= . — ais_ — = _
Ajj i= Qijj — =—Qpj = Qjj + QisQr;.
TS
(b) Neuberechnung van
= b
br == _—T
a’T‘S
Firi=1,...,m,i # r fuhre aus
7 - Qi
bz = U; — __br
a’I‘S
(c) Neuberechnung vanundc.
Setzetirj=1,....n—m,j # s
= — arj_ = Es — _r
Cj:=Cj — —Cgy Cg:= ———, Cg = Co+ Cs—.
a’T‘S a’I‘S a’TS

(d) Setzed := A, b := b, ¢ := & und gehe zu (II.1).

(9.16) Die Tableauform der Simplexmethode. Zur Veranschaulichung der Sim-
plexmethode (nicht zur Verwendung in kommerziellen Codes) benutzt man manch-
mal ein Tablead'. Das Tableau entspricht dem Gleichungssystem

()= ()
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bzw. bei gegebener Basisz von A und geeigneter Permutation der Spalten dem
System

ch —cBAG Ay 0 oy cTox — LA
ALl Ay I ( ) B Ag'b

B

O

(9.17) Definition. Istmax{c’z | Az = b,z > 0} ein LP in Standardform und
ist Ap eine zuéssige Basis voA, so heil3t didm + 1,n + 1)-Matrix

' —cLAZT A, —cLAGY
Te:=1" 41y A=lD
B ) B

ein Simplextableau zur BasisB mit Zeileni = 0,1,...,m und Spaltenj =
1,...,n+ 1.

U

Da ein Simplextableau stets eine vdlie, m)-Einheitsmatrix entélt, ist eine sol-
che Darstellungifr den Rechner redundant. Zum Kennenlernen der Simplexme-
thode und zubJbung der Rechentechnik ist sie allerdings sedltelch.

(9.18) Update Formeln fir ein Simplextableau. SeiTp ein Simplextableau
zur BasisB. Istq, € N, so dalB’ = (p1,...,Pr1,0s, Dri1, - - -, Pm) Wieder eine
zulassige Basis ist, so gelteiirfdas Simplextablediiz. folgende Transformati-
onsregeln

(TB/)i- = (TB>2 — Zia (TB>7‘-7 fari = 0,...,m, ¢ 7é T,

[

(Tp)r. = 7-(Ts)r.

Qrs

(b) Ty = E' Ty
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1 s
1 7 -
s i o= iy
- r ) / _ 1
77;-1-1 1 T
M 1

(Die Transformationsformeln (9.18) sind im wesentlichen die gleichen wie in Satz
(9.10), nur dass diesmal die Zielfunktion gleich mittransformiert wird.)

Beweis : Formel (a):

7o (T ch AR A e ARb
B AB}A Agib )

d. h. mit Satz (9.10) gilfA;' = EAZY):
Ty — ((CT,O) - cE,E(ABlA,ABlb)) ‘
E(TB){1 ,,,,, m}-

SeiK :={1,...,m}. Aus (Tp/)x. = E(T)k. ergeben sich die beiden unteren
Transformationsformeln in (a). Seic K™ undy = A"z, dann gilt

ChAR 2 =cpEAG = cp By = chy + (chm — ¢, )yr

(mit n aus Satz (9.10)). Mit (9.13) folgt nur,n — ¢, = S (TB)OS . Also

_7‘8 a//f‘s
gilt:
(c",0) — cpAGi (A,b) = (c",0) — cp AR (A, D) — (Ts)ostrs(Ag (A, D)),
— (TB)O- _ (Ip)os (TB)T‘-

ars

Die Formeln (b) ergeben sich direkt aus (a). U

(9.19) Beispiel. Wir betrachten das lineare Programm

maxxi, + 251?2

T S 4
2r1 + 1o <10
—T1 + T2 <5
Ty, Ty > 0,

dessen bsungsmenge in Abbildung 9.4 graphisch dargestellt ist.
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Abb. 9.4

Wir fuhren Schlupfvariablens, z4, x5 ein und transformieren unser LP in folgen-
de Form.

I
T2
max (1,2, 0,0,0) | z3
Ty
Ts

N
i e)
o O
S = O
— o O
8
w
I
—
]

Die Matrix A des Gleichungssystems des transformierten Systems hat 3 Zeilen
und 5 Spalten und erdlt eine Einheitsmatrix. Folglich hat sie vollen Zeilenrang.

Daraus folgt, dass die Spalten 3, 4, 5 eine Basis Matefinieren, und diese ist
zulassig, da die zugénige Basisbsungrs = 4, x4 = 10, 25 = 5,21 = 0,25 =0
nichtnegativ ist. Diese Basidung entsprichifibrigens der Ecke; = 0, 2, = 0

des urspiinglichen Problems. Wir stellen nun das zur Anfangsbasisrigsh Ta-
bleau auf undithren den Simplexalgorithmus durch. Die Anfangsbasis ist gege-
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ben durchB = (3,4,5), und somitistV = (1,2).

1 2 3 4 5
1 2 0 0 0] 0
To: 3 1 0 1 0 0 4
4 2 1 0 1 0| 10 Gps = Tgp = 1
5 -1 0 0 1| 5

Spaltenauswahl: Steilster Anstieg, d. h. deblgje reduzierte Kostenkoeffizient
wird gewahlt. Das Pivotelement ist;,., = a3, = 1.

3.0 0 0 =2/ —10
Ty 3 1 01 0 0 4
4 0 0 1 -1 5 ps = Tg1 = 3
2 -1 1 0 0 1 5
0 0 0 -1 —1] —15
h: 3 0 0 1 -3 3 I
11 0 0 § -3 3
2 0 1 0 & 2 2

Das Tablead; ist optimal. Die optimale bsung ist §,2, £, 0,0), bzw.z; = 2,

20
S

To =
Wir sehen an diesem Beispiel, dass&sil ist, immer die Einheitsmatrix im Ta-
bleau mitzuschleppen. Wenn wir uns die gegartigen Basis- und Nichtbasisva-
riablen geeignet (z. B. am Rand des Tableaus) merkimdn wir die Einheits-
matrix weglassen. Ein derartiges Tableau nennt nerklrztes Tableau Wir
schreiben die vorhergehende Rechnung noch einmal in diesdirggsk Form

auf.

1 2

1 2 0

1 0 4 3

2 1] 10 4
-1 1 5> 5
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1 5
3 =2 —10
1 0 4 3
3 -1 5 4
-1 1 5 2
4 5
-1 -1| -15
R
I B
A

Ein weiteres Beispiel soll zur Eirbung der Rechentechnik dienen.

(9.20) Beispiel. Wir betrachten das folgende lineare Programm.
max rp + To — I3
3[L’1 — 2332 S 3
2.1'1 + x5 < 4
1 +3x9 — 223 <6
x1,T2,23 20
Wir fiihren Schlupfvariablen ein und erhalten das folgendassige Anfangsta-
bleau.

1 1 -1

S
N
]
|
N}
o
o o = | O
S = O O
— o O |O
[ A =)
=3
I
—_

5 2 0 1
1

|
—
|

Tli 1

|
o

o = O O
_ o O (O
—_
»
I
[\

C*"’|: Wik Wl ot
|

[\] —

| |

Wi WIN Wl Wi
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0 0 -5 -3 0 —f| -3

h: 1 1 0 —-&% 2 0 & =%
S s T

2 01 - -%L£ o 2| B

Als Optimalldsung ergibt sich somitr; = 21, 2o = 12, 23 = 0, mit ¢’z =

% 0
Uber die Grundversion der Simplexmethodinken wir die folgende Aussage
machen.

(9.21) Satz. Sei (9.1) ein lineares Programm, so d&Ss(A,b) # () und alle
zulassigen Basiébungen nicht entartet sind. Dann findet die Grundversion des
Simplexalgorithmus (d. h. alle Schritte, bei denen eine nicht spezifizierte Auswahl
besteht, werden in irgendeiner beliebigen Form ausgéf nach endlich vielen
Schritten eine optimale dsung oder stellt fest, dass das Problem unbésétr

ist.

Beweis : Bei jedem Durchlauf des Simplexalgorithmus wird eine neue Basis er-
zeugt. Da jede Basidsung nicht entartet ist, hat die neue Bawssihg nach (9.14)

(c) einen strikt besseren Zielfunktionswert. st , ..., Ap,, . . . die Folge der mit

dem Simplexalgorithmus generierten Basen, dann folgt daraus, dass keine Basis
mehrfach in dieser Folge auftreten kann. Da die Anzahl der verschiedenen Ba-
sen vonA endlich ist, ist die Folge der Basen endlich. Ast, die letzte erzeugte
Basis, so ist sie entweder optimal oder in Schritt (11.3) wurde Unbésittineit
festgestellt. 0

Besitzt (9.1) degenerierte Ecken, so kann es sein, dass die Grundversion des Sim-
plexverfahrens irgendwann einmal nur nochéssige Basen erzeugt, die alle zu
derselben Ecke géhen und bei der die gleichen Matrizérimmer wiederkehren.

Man sagt, das Verfahren kreist odeeiselt. In der Tat sind Beispiele konstruiert
worden, bei denen dieses@tomen auftreten kann, siehe (9.22).

(9.22) Beispiel(Kreiseln). Gegeben sei das folgende LP:

max %xl — 1829 — 3 — x4

%ﬁl - 84!272 - ].21’3 + 8I4
1 2 1
=T1 — OTy — T3 + 314
T

IV AN IA A
o~ oo

X1,T2,T3,T4
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Das verkirzte Tableau zur Anfangsbadis= (5, 6, 7) lautet:

1 2 3 4

4

418 1 —1| 0
Bl -84 -12 8/ 0 5
1 2 1

5 o -3 3/ 0 6
1 0 0 0] 1 7

Wir fuhren nun den Simplexalgorithmus aus. Die Pivotelemente sind in den Ta-
bleaus gekennzeichnet.

5 2 3 4 5 6 4
-1 3 2 -3/ 0 L1201 —1] 0
505 1 3| g g ~3 105 15| 0 1
1
1 L1l 0 6 —1 4 =210 2
5 10 15 25
~5 W 1 5| 1 g %105 -5 15| 1 7
5 6 1 4 5 6 1 2
7 1 3 1
To33 -1 20 8 15 L 6| 0
1
21 L 3|0 3 -6 -2 9/ 0 3
1
1 3 -1 0 2 19 -1 30 4
0o 0 1 0|1 7 0 0 1 o0 1 7
3 6 1 2 3 4 1 2
-3 3 I -33] 0 -1 -1 2 18| 0
4 —24 -2 36| 0 5 -12 8 £ -84 0 5
—2 5150 0 4 2 11 500 6
o 0 1 0|1 7 0 0 1 0|1 7
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Das letzte Tableau ist bis auf Spaltenvertauschung das gleiche wie das erste. Alle
Basen der oben generierten Folge @yem zur Ecker” = (0,0,0,0) des Aus-
gangsproblems. Die bei der Berechnung des Beispiels benutzte Variante des Sim-
plexverfahrens wirde also nicht nach endlich vielen Schritten abbrechen. [

Wie Satz (9.21) zeigt, funktioniert die Grundversion der Simplexmethode, gleich-
gultig welche Arten von Auswahlregeln man in den Schritten (11.2) und (11.5)
benutzt, wenn alle Basi&ungen nicht entartet sind. Es ist daher sinnvoll zu
fragen, ob man nicht das Ausgangsproblem so modifizieré@nefst kann, dass

das neue Problem nicht entartet ist. Dass dies geht, zeigt der folgende Satz. Wie
ublich bezeichnen wir das LRax{c"z | Ax = b,z > 0} mit (9.1). Sei fir ein

el = (e1,...,6n),e>0

max ¢!z
Ax = b+ Ae
T > 0.

(9.23) Satz(Perturbationsmethode).

(a) Das lineare Programm (9.1) ist genau daosbar, wenn das LP (%)
l6sbar ist fir jedes: > 0.

(b) Es gibt eireq > 0 derart, dassiir alle0 < ¢ < ¢, jede zuéssige Basis von
(9.1) zum einen eine nichtdegenerierte Basssing von (9.d) bestimmt
und zum anderen eine Adsige Basis von (9.1) ist. Ferner bestimmt die
zu einer optimalen Basid$ung von (9.4) gelbrige Basis eine optimale
Basisbsung von (9.1).

Beweis : P. Kall, “Mathematische Methoden des Operations Research”, Teubner
Studienlaicher, Stuttgart, S. 52-53. U

Aufgrund von Satz (9.23)dnnte also jedes LP durch@utng in ein nichtentar-
tetes LP umgewandelt werden, und damitrevdie Konvergenz der Grundversion
des Simplexalgorithmus gélurleistet. In der Praxis wird diese Methode jedoch
kaum angewendet, da dag nicht einfach zu bestimmen ist und der Ansatz mit
irgendeiner Zaht > 0 nicht zum Ziele éihren muss. Fernetdkinten durch eine
geringe Shrung des Problems durch Rundungsfehler numerische Schwierigkeiten
auftreten, deren Auswirkungen nicht immer akigebar sind.

Wir werden im rachsten Kapitel andere Methoden zur Vermeidung des Kreisens
kennenlernen. In der Praxis werden diegefig jedoch gar nicht implementiert,
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da bei praktischen Problemen trotz gelegentlicher Degeneration ein Kreisen sehr
selten beobachtet wurde. Einer defi@de daifir durfte darin zu sehen sein, dass

der Computer durch seine begrenzte Rechengenauigkeit sozusagen von allein eine
Storungsmethode durchifirt. So wird bei jedem Auf- oder Abrunden eine kleine
Anderung des vorliegenden Programms vorgenommen, die sich positiv auf die
Konvergenzeigenschaften des Simplexverfahrens auswirkt.

9.4 Die Phase |

Zur vollstandigen Beschreibung der Grundversion der Simplexmethode fehlt noch
eine Darstellung der Phase | von (9.15). Diese wollen wir nun nachholen. Ist das
Ungleichungssystemz = b, x > 0 gegeben, sodnnen wir stets 0. B. d. A.> 0
annehmen, denn Multiplikation einer Gleichung mit verandert das Polyeder
nicht.

(9.24) Phase | des Simplexverfahrens.
Input: A € K™, b c K™ mitb > 0.

Output:

(a) P=(A,b) = 0 oder
(b) P=(A,b) = {z} oder

(c) Ausgabe vord C {1,...,m} undB = (p1,...,px) mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) Mit A" == A,V = by gilt P=(A,V) # 0, rangA’) = |I| = F,
k <nundP=(A V)= P=(A,Db).

(2) A’y ist eine zuéssige Basis voA'.

Wir formulieren zurachst ein lineares “Hilfsprogramm”. Sé := (A, ) und
betrachte das LP:

max 17 Az
(9.25) D(jj) — b
Y >0
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wobeiz? = (z1,...,2,), ¥'' = (Yns1s .- - Ynsm) gESELZE Wird. (9.25) eidflt die

Zusatzvoraussetzungen (9.2) (a), (b), (c), undmnit (n+1,...,n+m)ist Dp

eine zulissige Basis mit zugéhger Basisbsungz = 0, y = b. Es gilt offenbar
D(””) — b Az+y =b

Yy
x,y >0 x,y >0

daraus folgtt” Az = 176 — 17y, d. h. (9.25) istaquivalent zunax{17b — 17y |
Az +y =10, x,y > 0} bzw. zu

170 — min 17y
(9.26) Az +y = b
x,y > 0.

(9.26) bzw. (9.25) besagen also, dass diedtlich eingefihrten Variablen raglichst
klein gewahlt werden sollen.

(I.1) Wende die Grundversion (9.15) des Simplexverfahrens auf (9.25) an. Die
Matrix D hat vollen Zeilenrang und weniger Zeilen als Spalten- (n +
1,...,n +m) definiert eine zidssige Basis, zu der die Matrik und die
Vektorenb, ¢ undc, trivial zu berechnen sind. Wirdnnen also direkt mit
diesen Daten mit Phase Il beginnen.

Das LP (9.26) ist offenbar durcth’s — 0 = 176 nach oben beschnkt,
also ist (9.25) durch”y nach oben bescankt. Der Dualiatssatz impliziert,
dass (9.25) eine optimalédkung besitzt. Somit endet das Simplexverfahren
mit einer optimalen Basi®z und zugebriger Basishsungz = (g) Wir
werden nun die optimaledsung bzw. die optimale Basis analysieren, um
aus Eigenschaften dedsung bzw. Basis die Schlussfolgerungen (a), (b)

oder (c) ziehen zudnnen.

(1.2) Falls1” Ax < 17b, so wird das Minimum in (9.26) nicht ip = 0 ange-
nommen. Hieraus folgt offenbar, daBs (A,b) = 0 gilt, und wir kbnnen
das Verfahren mit Antwort (a) beenden, ST folgenden Schritte be-
handeln den Fall” Az = 17b. D. h. es gilt1T Az = 17b — 1Ty = 17b
bzw. 17y = 0. Somit gilty = 0, undz ist zulassig bzglAz = b, z > 0.
Wir mussen nun noch evtl. Zeilen vahstreichen, um die Rangbedingung
zu erfillen.

(1.3) FallsBN{n+1,...,n+m} =0, so befinden sich in der optimalen Basis
keine Kinstlichen Variablen, d. h. es gilltly = Ag. DaDg = Ag reguér
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ist, giltrang A) = m. FallsN N {1,...,n} = 0, so sind alle Nichtbasis-
variablen kinstliche Variablen, und wir haben = n. Dann giltx = A=)
und P=(A,b) = {z}. In diesem Falle &nen wir das Verfahren beenden
mit Antwort (b), STOP! Der Vektor: ist die Optimalbsung eines jeden LP
UberP=(A,b). Andernfalls istn. < n und Ag ein zuBssige Basis vod.
Wir setzenl = M und schliel3en das Verfahren mit Antwort (c) ab, STOP!

Die beiden abschlie3enden Schritte sindden Fall vorgesehen, dass sich noch
kiinstliche Variablen in der Basis befinden, d. h. falls {n+1,...,n+m} # 0.

Wir versuchen zuachst, diese lnstlichen Variablen aus der Basis zu entfernen.
Da alle Kinstlichen Variablewy,,. 1, ..., y,.» Null sind, ist die Basiglsungz =
(2B, 2n), zB = D5'b degeneriert. Sei 0. B. d. A.

T _
ZB - (ypl’"'7ypt7xpt+17“'7xpm)7

d h.Bn{n+1,....n+m} = {p1,...,p}. Wenn wir also Kinstliche Va-
riablen aus der Basis entfernen wollenjisaen wir piifen, ob wir sie aus der
Basis “hinauspivotisieren” ¢énnen, d. h. ob in den Zeilew;. (i = 1,...,t)

(D = (d,s) = Dz'Dy) von Null verschiedene Pivotelemente vorhanden sind.
Da wir ja nur Nichtbasisvariable gegen degenerierte Basisvariable austauschen,
also Nullen gegen Nullen tauscherrinen wir auch Pivotoperationen auf negati-
ven Elementen zulassen.

(1.4) Fallses € {1,...,t}unds € {1,...,n} gibt, so dass,, keine Kinstliche
Variable ist undi,., # 0 gilt, dann

filhre eine Pivotoperation mit dem Pivoteleméntentsprechend Satz (9.10)
durch. Wir erhalten dadurch eine neue Bdsjs, mit einer Kinstlichen Va-
riablen weniger, setzeR := B’ und gehen zu (1.3).

(1.5) Fallsd;; = 0Vi € {1,...,t} Vs € {1,...,n}, fur diez,, keine Kinstliche
Variable ist, dann hat das Gleichungssystem= D;'b — D5'Dyzy bis
auf Permutationen der Zeilen und Spalten folgende Form:

Zpy 0

Zpt

ya
Pt+1
.+ N
: = | x| — * *
YN

Zp m

und
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(m'tyB = (ZPU' .. 7Zpt)7xB = (sz+17' . '7me)’ ZN = (xNayN))'

Setzen wir also die iknstlichen Variablen Null, so ist der obere Teil des
Gleichungssystems

yp =0 —0xn

unabflangig von der Belegung von, stets erillt, d. h. wir kbnnen al-
le ZeilenD;., ..., D;. streichen. Isf = {t +1,....,m}undJ = {j €
{1,...,n} | 2, ist keine Kinstliche Variablg so gilt

rp = (DEW))] —E[J[EN

undB = (P41, - - ., pm) ISt €ine zudssige Basis voA' := A;. mitrang A') =
k:=m—t.

Ist k = n, so gilt wiederP=(A,b) = {z}, und wir enden mit Antwort
(b) andernfalls gilt: < n und wir beenden das Verfahren mit Antwort (c),
STOP!

O

Die Korrektheit des Phase I-Verfahrens (9.24) ist aufgrund der oben gemachten
Bemerkungen offensichtlich. (9.24) zeigt auch, dass man bei @&urlg von li-
nearen Programmen im wesentlichen mit der Grundversion des Simplexalgorith-
mus zur Losung von Phase Il auskommt. Es ist lediglichatmbch etwas Buchhal-

tung (Einfuhrung Kinstlicher Variablen, Streichen von Spalten und Zeilenjitzis

lich durchzutihren. Au3erdem sind u. U. im Schritt (1.4) Pivotoperationen auf ne-
gativen Pivotelementen erforderlich. Die Pivotforméimdern sich dadurch aber
nicht.

(9.27) Bemerkung. Liegen Probleme mit nicht vorzeichenbesuhkten Varia-
blen vor, so wendet man die Transformationsregeln (2.4) aus Kapitel 2 an, um das
Problem in ein LP mit vorzeichenbeséhnkten Variablen zu transformieren.

O

Zur Auffindung einer Anfangslsung gibt es noch andere Varianten (z. B. tie
Methode), jedoch wird in kommerziellen Codes meist die Zweiphasenmethode
verwendet.

(9.28) Beispiel(fur Phase I+1l). Gegeben sei das folgende lineare Programm in
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Standardform

max x| — o + 21233

21’1 — 3.1'2 + x3

- + 2372 + T3
31’1 - 51’2
X1,T2,T3

3

= -1

>

4
0

Durch Multiplikation der zweiten Zeile mit-1 machen wir die rechten Seiten
nichtnegativ. Es gilt dann”A = (6,—10,0), 175 = 8. Wir stellen nun unser
Simplextableau auf, wobei wiitkstliche Variablery, s,, s3 einfuhren. Wir figen
dem Simplextableau eine neue oberste Zéitalfe kKinstliche Zielfunktion hinzu.

Tll

TQI

S1
59

53

S1
X

53

€3
€

53

T To T3 S1  So 83
6 —10 0 0 0 0| 0 <« kunstliche Zielfunktion
-1 2 0 0 0| 0 <« akt Zielfunktion
2 -3 1 r 0 0 3

2 -1 0 1 0|1
3 -5 0 0 O 1] 4
0 2 6 0 -6 0| —6
0 1 3 0 -1 0 -1
0 1 1 -2 0| 1
1 -2 -1 0 1 0 1
0 1 3 0 -3 1 1
T ZTo T3 S1 Sy 83

0 0 0 —2 -2 0] -8
0 0o 0 -1 1 0] -2
031 b 30
L R
0 o 0 -1 -1 1| 0
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Das Tablead, ist optimal be#glich der Kinstlichen Zielfunktion. Es gilt

1TAz = 1"0. Bn{n+1,....,n+m} = {n+ 3} = {ps} # 0 (d. h.s3

ist in der Basis). Schritt (1.4) wird nicht ausgirt, dads, = 0, also dirfen wir
entsprechend (1.5) die letzte Zeile und die Spalten 4, 5 und 6 streichen. Dies ergibt
das folgende zdlssige Tableauiif das ursgingliche Problem

L1 T2 X3

0 0 0 ‘ —
T3 0 ;1 3
T 1 —% 0 %

Dieses Tableau ist optimal biéglich der urspinglichen Zielfunktion.x; = %

x2:0,x3:%,cT:c:2.
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Kapitel 10

Varianten der Simplex-Methode

Nachdem wir nun wissen, wie der Simplexalgorithmus im Prinzip funktioniert,
wollen wir uns in diesem Kapitélberlegen, wie die noch offen gelassenen Schrit-
te am besten ausdéfrt und wie die verschiedenen Updates numeridafistig
implementiert werdendnnen.

10.1 Der revidierte Simplexalgorithmus

Betrachtet man die Grundversion des Simplexalgorithmus (9.15), so stellt man
fest, dass éhrend einer Iteration i. a. nichiitliche Spalten der Matrid beritigt
werden. Der revidierte Simplexalgorithmus nutzt diese Tatsache aus, indem er
stets nur solche Spalten vohberechnet, die im jeweiligen Schritt bisigt wer-

den.

Alle numerischen Implementationen des Simplexverfahrens benutzen als Grund-
gerust den revidierten Simplexalgorithmus. Wir wollen deshalb im folgenden den
revidierten Simplexalgorithmus in Unterprogramme (Subroutines) zerlegen und
spater zeigen, wie diese Subroutines bei den jeweiligen numerischen Implemen-
tationsvarianten realisiert werden. Wir gehen immer davon aus, dass wir ein LP in
Standardform (9.1) vorliegen haben. Alle Bezeichnungen werden, wie in Kapitel
9 festgelegt, verwendet.

(10.1) Algorithmus (Revidierter Simplexalgorithmus). Gegeben seient, A;!,
b, c undB.

(1) BTRAN (Backward Transformation)
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Berechnetrx™ := cL A! (Schattenpreise)

(2) PRICE (Pivotspaltenauswahl)

Berechnet die reduzierten Kostenkoeffizientgn= (ck); — 7' Aye;, fir
j=1,...,n—m undwahlt einen Index mitc, > 0.

(1) FTRAN (Forward Transformation)
Aktualisiert die Pivotspalte:

d:=Agz'd=AZ'A,,..

(4) CHUZR (Pivotzeilenauswahl)
Berechnet), = min{% | d; >0, i =1,...,m} und wahit einen Index
(4) WRETA (Updating der Basis)

Entferne das-te Element vorB und ersetze es durgh. Der neue Spalten-
indexvektor heil3&é3’.

BerechnetAy), b= Apb.

re{ie{l,...,m}

(4) Abbruchkriterium wieliblich (siehe Schritt (11.1) von (9.15)).

O

Wir werden s@ter und in derbungen auf numerische Tricks zur Imple-
mentation der Updates eingehen. Es seien hier jedoch bereits einige Vorteile
der revidierten Simplexmethode festgehalten:

— Wesentlich weniger Rechenaufwand, speziell bei Programmen mit erheb-
lich mehr Variablen als Gleichungen.

— Die Ausgangsmatrid kann auf externem Speicher bzw. bénth besetzten
Matrizen durch spezielle Speichertechniken gehalten werden. Spalten von
A werden je nach Bedarf generiert. (Sparse-Matrix-Techniques).

— Die Kontrolletiber die Rechengenauigkeit ist besser. Insbesondere kann bei
Bedarf mit Hilfe eines Inversionsunterprogrammis' neu berechnet wer-
den.

— Es gibt besondere Speichertechniken, die eine explizite Speicherung von
Az! vermeiden. Man merkt sich lediglich die Etavektoren und berechnet
dannuber die Formel aus (9.10) aus der ersten Basisinversen durch Links-
multiplikation mit den Elementarmatrizen die gegemiige Basisinverse.
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10.2 Spalten- und Zeilenauswahlregeln

Wir wollen uns nun damit besélftigen, wie die noch unspezifizierten Schritte des
Simplexverfahrens “vefimftig” ausgetihrt werden knnen.

(10.2) Varianten der PRICE-Routine (10.1) (2). SeiS := {j € {1,...,n —
m} | ¢; > 0} # (. Folgende Regeln werderatfig angewendet, bzw. sind in der
Literatur eingehend diskutiert worden.

(1) Kleinster-Index-Regel: Wahles = min{j € S}

(2) Kleinster-Variablenindex-Regel: Wahles € S, so dass
¢s =min{g; € N | j € S}.

(3) Steilster-Anstieg-RegelWahles € S, so dasg, = max{c, | j € S}.

(4) GroBter-Fortschritt-Regel: Berechnefir jedesj € S zurachst
)\é = mln{ab—; jj > 0,2=1,... ,m} Undgj = E])\%
Wahles € S, so dassg, = max{g; | j € S}

(5) Varianten von (4): Es gibt unahlige Varianten von (4), einige davon sind be-
schrieben in:

D. Goldfarb, J. K. Reid: “A practicable steepest-edge simplex algorithm”, Mathe-
matical Programming 12 (1977), 361-371.

P. M. S. Harris: “Pivot selection methods for the Devex LP code”, Mathematical
Programming 5 (1973), 1-28.

H. Crowder, J. M. Hattingh: “Partially normalized pivot selection in linear pro-
gramming”, Math. Progr. Study 4 (1975), 12-25.

Die Regel (10.2) (1) ist die rechentechnisch einfachste. Man daufttrden Vek-
tor ¢, sobald ein Index mit ¢, > 0 gefunden ist, &irt man auf und geht zum
nachsten Schritt. Die reduzierten Kosteiigaen also nicht alle berechnet werden.
Dadurch wird viel Aufwand gespart, aber aufgrund der simplen Wahkvsidie
Gesamtzahl der Pivotoperationen im Vergleich zu anderen Regeln recht hoch.

Ahnliches gilt fir Regel (2). Hier riissen jedoch alle reduzierten Kostenkoeffizi-
enten berechnet werden. Diese Regel ist jedoch aus einem theoretischen Grund,
der noch diskutiert werden soll, interessant.
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Die Regel (3) ist die Regel, die bei einfachen Implementationen (keine sophistifi-
zierten Tricks) am &ufigsten verwendet wird und bei Problemen bis zu mittleren
GrofRenordnungen (jeweils bis zu 500 Variablen und Zeilen) recht gute Ergebnisse
zeigt. Ihr liegt die Idee zu Grunde, dass diejenige Variable in die Basis genommen
werden sollte, die pro Einheit dendf$ten Zuwachs in der Zielfunktion bringt.

Es kann nadirlich sein, dass die Nichtbasisvariable mit derdgjen Zuwachs pro
Einheit nur um sehr wenige Einheiten éht werden kann und dass ein Wechsel
zu einer anderen Basis einen wesentlichligren Gesamtfortschritt bringt. Hier-
zu ist Regel (4) geschaffen. Bei ihr wirdrfjeden nidglichen Basiswechsel der
tatsachliche Zuwachs der Zielfunktiay) berechnet, und es wird der Basiswechsel
vorgenommen, der den insgesamifggen Fortschritt bringt. Diese Verbesserung
wird nailrlich durch einen erheblichen rechnerischen Mehraufwand erkauft, bei
dem es fraglich ist, ob er sich lohnt.

Aufgrund von Erfahrungen in der Praxis kann gesagt werden, dass sich die trivia-
len Regeln (1), (2) und (3)if kleinere bis mittlere Problemgi8en bewihrt haben,
jedoch fir grof3e LPs, Modifizierungen von (10.2) (4), wie sie in den Literaturan-
gaben beschrieben sind, benutzt werden. Die trivialen Regkheh im allgemei-

nen zu insgesamt mehr Pivotoperationen. Die komplizierten Regeln versuchen
die Anzahl der Pivotoperationen minimal zu gestalten. Hierbei ist ein wesentlich
hoherer Rechenaufwand erforderlich (viele Spalten ¥asind zu generieren und

fur jede Spalte isky zu berechnen), der bei kleineren Problemen durchaus einem
mehrfachen Basisaustausch entspricht und sich daher nicht auszahlt. Bei grof3en
Problemen isti. a. der Basiswechsel rechenaufwendiger als die komplizierte Aus-
wabhl der Pivotspalte. Hier zahlt sich dann die saltgfle Auswahl der Pivotspalte

bei der Gesamtrechenzeit aus.

Bei der Auswahl von Pivotzeilen gibt es nicht so viele interessante Regeln, aber
hier kann durch geschickte Wahl die Endlichkeit des Simplexverfahrens erzwun-
gen werden.

Im folgenden gehen wir davon aus, dass der Spaltenindexch eine Spaltenaus-
wahlregel (10.2) bestimmt wurde und setzén= {i € {1 ..., m} | 2= = A}
Wir treffen zurachst eine Definition. '

18

(10.3) Definition. Ein von Null verschiedener Vektar = (zy,...,z,) € K"
heitlexikographisch positiv (wir schreibenz - 0), wenn die erste von Null
verschiedene Komponente positiv ist (d. hiist min supp(z), dann iste; > 0).
Wir schreibern: > vy, fallsxz — y > 0 gilt.
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(10.4) Bemerkung. “>" definiert eine totale Ordnung if{". Wir schreiben: >
y < x>y V x = yund bezeichnen mit lexsin S das lexikographische
Minimum einer endlichen Mengg C K".

0
(10.5) 1. Lexikographische Zeilenauswahlregel.Wahler € R so dass
%M(A?A)r- = |eX—min{aiis(A§1A)i. | @ >0, i€ {l,....,m}}.

0

Mit Regel (10.5) wird jedes Simplexverfahren unahbig von der Spaltenaus-
wabhlregel endlich.

(10.6) (Endlichkeit des Simplexalgorithmus). Wird im Simplexverfahren die
1. Lexikographische Regel (10.5) verwendet, so endet der Algorithmus nach end-
lich vielen Schritten, gleichigtig, welche Spaltenauswahlregel verwendet wird.

Beweis : Wir zeigen zuerst:

(a) _L(A;A)T. =< _i(AglA)i. Vi,

Qs Ais
das heildt, das lexikographische Minimum wird eindeutig angenommen. Seien
undr’ Indizes mit

(*) (A5 A),. = (451 A)

ars Ay g

und 0. B. d. A. seid = (A4p, Ay). Dann gilt(A5'A),. = (A5"),.A = (eI, A,.)

T

und (A5'A),. = (el A,.) und ) impliziert (el A,..) = 2= (T, A,..). Damit
folgt e, = Z=¢,. und somitr = »’. Also gilt (a).

Ayl g

Sei Ag nun eine zussige Basis vodl (z. B. die Startbasis (evtl. auch die der
Phase 1)) und séi’z das zugebrrige Simplextableau (vgl. (9.16)). O. B. d. A. sei

T, — 0 E —cEAG
I A A
(evtl. ist eine Permutation der Spalten der Ausgangsmatrix notwendigl’Sei
(plﬁ co s Pr—1,4s, Pr41, - - - 7pm> Dann gllt

(b) (Tg)r. =0
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denn(7g),. > Ounda,s > 0 (vgl. Formel (9.18) (a)). Da nach Voraussetzung
(Tg)i. = 0Vi=1,...,m, folgt

(C) (TB’)Z'- = 0 Vimit a;s <0
vgl. (9.18) (a).
Aus (a) folgt nun(Tg);. > g (Tg),. fur allei # r mita;s > 0, d. h.

(d) (Tp:)i. = 0Vimita;, > 0.

Somit sind bei Anwendung der 1. Lexikographischen Regel stets alle Z&ilgn
(7 # 0) des Simplextableaus lexikographisch positiv, d. h. es @ilefaufeinan-
derfolgende BaseB und B’ (vgl. (9.18) (a))

(T’B)os

(TB/)O- - (TB)O- = - Trs (TB)T- < 07

denn(7s),s > 0. Also sind alle Simplextableaus verschieden und da nur endlich
viele zuBssige Basislsungen und somit Simplextableaus existieren, folgt nun die
Behauptung. 0
(10.7) 2. Lexikographische Zeilenauswahlregel.Wahler € R, so dass
1 1
—(AZ)),. = Iex—min{_—(Agl)i. |G >0, i€ {1,... ,m}}.

ars Qg

O

Die Anwendung der 2. Lexikographischen Regel garantiert auch Endlichkeit des
Simplexverfahrens, analog zu Satz (10.6) (siehe Kall oder Dantzig S. 269, diese
folgt aus der Sirungsmethode).

(10.8) Weitere Zeilenauswahlregeln.
(1) Kleinster-Index-Regel:r := min R.

(2) Kleinster-Variablenindex-Regel: Wahler € R, so das®, = min{p; €
B i€ R}.

Keine der beiden Regeln in (10.8) kariir sich allein Endlichkeit des Simplex-
verfahrens bewirken. Aber eine Kombination von (10.8) (2) und (10.2) (2) schafft

es.
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(10.9) Bland-Regel: R. Bland (“New finite pivoting rules for the simplex me-

thod”, Mathematics of Operations Research 2 (1977), 103-107) hat gezeigt, dass
das Simplexverfahren auch endlich ist, wenn sowohl bei der Spaltenauswahl (PRICE-
Routine) als auch bei der Zeilenauswahl die Kleinster-Variablen-Index Regel an-
gewendet wird.

0

Von Avis und Chwatal (“Notes on Bland’s pivoting rule”, Mathematical Program-
ming Studies 8 (1978), 24—-34) sind Untersuchungeer die Praktikabilét der
Bland-Regel gemacht worden. Dabei hat sich gezeigt, dass i. a. die Anzahl der Pi-
votoperationen bei Anwendung der Bland-Regel wesentlidtehliegt als z. B. bei

der Steilster-Anstieg Regel (10.2) (3)uFComputerimplementierungen scheint
die Bland-Regel selbst bei hochdegenerierten Problemen nicht gut geeignet zu
sein.

(10.10) Worst-Case Verhalten des SimplexverfahrensZu fast allen bekann-

ten Pivotauswahlregeln (speziell zu allen, die hier genannt wurden) kennt man
heute eine Klasse von Polyedern und Zielfunktionen, so dass der Simplexalgo-
rithmus bei Anwendung einer zug@igen Auswahlregel durch alle Ecken des
Polyeders duft. Da die Anzahl der Ecken dieser Polyeder exponentiell mit der
Anzahl der Variablen v&chst, sagt man, dass das Simplexverfahren ein exponen-
tielles worst-case Verhalten besitzt. Es ist jedoch ein offenes Problem, ob es eine
Pivot-Auswabhlregel gibt,ifr die das Simplexverfahren polynomial ist.

10.3 Die Behandlung oberer Schranken

In linearen Programmen kommeraufig Beschiinkungen der folgenden Form
vor:
0<z<u.

Da diese strukturell sehr einfach sind, kann man sie algorithmisch besser behan-
deln als allgemeine Ungleichungen. Normalerweiglerén wir Ungleichungen
durch Einfigung von Schlupfvariablen wie folgt in Gleichungen und Nichtnega-
tivitatsbedingungeiber:

r+T=u, x>0,7T>0.

Ist jedoch der Wert vom (bzw.z) festgelegt, so ist der Wert der Komplemamaria-
blen z (bzw. z) bereits eindeutig bestimmt. Diesen Vorteil kann man nun so
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ausnutzen, dass man im Simplexverfahren nur eine der beiden Variablen mit-
schleppt und die z@gzliche Gleichung dllig weglasst. kr jede Zeile oder Spal-

te muss jedoch festgehalten werden, obasieder der Komplemeatvariablen

T = u — x entspricht. Die Zeilenauswahlregeln sind ebenfalls etwas komplizier-
ter, da eine neue in die “Basis” hineinzunehmende Variable nur maximal bis zu
ihrer Beschankung erbht werden darf und diébrigen Basisvariablen ebenfalls
ihre Schranken nichiilberschreitenigfen.

Wir wollen im folgenden die sogenannt@bere-Schranken-Technik zur Be-
handlung von linearen Programmen der Form

max CT[L'

(10.11) Az =0
0<zr<u

besprechen. Diese “upper-bound-technique” behandelt nur explizit nach oben be-
schiankte Variablen. Sind einige der Variablen nicht explizit nach oben bésktr

so legen wir, um die weitere Diskussion und die Formeln zu vereinfachen, fest,
dass ihre obere Schrankexc ist. Das heil3t, die Komponenten varhaben Werte

aus der Meng® ; U {+o0}.

Weiter berdtigen wir eine erweiterte Definition von Basis und Nichtbasis. Wir
halten uns im Prinzip an Konvention (9.3), lassen jedoch zu, dass der Vektor
der Indizes von Nichtbasisvariablen positive und negative Indizes enthalten kann.
Durch das Vorzeichen wollen wir uns merken, ob eine Nichtbasisvariable die obe-
re oder untere Schranke annimmt, und zwar legen wir fest, dassrfe Nicht-
basisvariable;; der Wertz,, Null ist, falls das Vorzeichen vog, positiv ist,
andernfalls ist der Wert vor,, die obere Schranke,,. Um dies formeltech-
nisch einfach aufschreiben zwrhnen, treffen wir die folgenden Vereinbarun-
gen. IstB = (p,...,pn) €in Spaltenindexvektor, so dads; eine Basis ist und

N = (q1,-- -, qn_m) Wie in (9.3) definiert, dann sei

<1012) N = (617 s 7qn7m) mit gz = q; Oder@ = —q;

(10.13) %+ - E Ig ;

Die in B, N* und N~ enthaltenen Indizes bilden also eine Partition der Spal-
tenindexmeng€g1,...,n} von A. Bei einer Rechnerimplementation gy es
natirlich, sichN zu merken, denV = (|g,], ..., [G,_,.|). ISt Ap regufr, so nen-
nen wir Az eine E-Basis(erweiterte Basis) vorl und N eine E-Nichtbasisvon
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A. Der Vektorz € K® mit

TN+ =
(1014) IN- =UN-
B = Aélb — AEIANfuNf

heil3t £-Basisbsungzur £-BasisAg.

, E-BasisAg . .
Eine { F-Basisbsungs } heil3tzulassig wenn
0 < zp < up und heil3tnicht degeneriert (nicht entartet), falls0 < zp < ug,
andernfalldegeneriert(entartet). Gibt es keine oberen Schranken, so gilt offen-
bar N = N = N* und alle Formeln reduzieren sich auf den bereits behandelten
Fall.

(10.15) Satz. Gegeben sei ein Polyed€r:= {x € K" | Az = 0,0 < =z < u}

mitrang A) = m. Ein Vektorz € K" ist genau dann eine Ecke vaéh wennzx
zulassigeFr -Basisbsung ist.

Beweis : Es gilt P = P(D, d) mit

A b

—A —-b

D= 1 d= U
-1 0

Also folgt mit Satz (8.9)x Ecke vonP <= rangD.yy.})) = n. SeienJ =
eq({z}) und.Jy, Jo, J3, J4 SO gevahlt, dass

Ay
— Ay, *
Dy = 0 I, 0
0 0 —1Iy,

Gilt rang D;.) = n, so besitztA . vollen Rang und mits’ := {1,...,n} \
(JsU Jy)ist Ap := AL,k regular. Man verifiziert sofort, dasd s zuldssig ist,
wennN~ = J;, Nt = J, gewahlt wird. Die Rickrichtung ist nun evident. []

Wir kennzeichnen also im Weiteren Basen, Nichtbasen und Basist) von (10.11)
mit einemE, um sie von den in Kapitel 9 eingdfirten Begriffen zu unterscheiden.
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(10.16) Algorithmus.  (Upper-Bound-Technique)
zur Lésung von linearen Programmen der Form (10.11).

Wie nehmen an, dassc (R, U{+occ})" gilt und dass eine zébsige-BasisAp
vorliegt. Wie beschreiben lediglich die Phase Il. Es seien also gegebéssigé
E - BasisAg, Ag', b= Az'b, ¢, B= (p1,...,pm) UNdN = (Gy, ..., G,_,n) (N,
N+, N~ kbnnen daraus bestimmt werdetm)r Az'b — Az' Ay-un-.

(1) BTRAN:
Berechner” := cL A"
(2) PRICE:
Berechne™ := ¢, — ©T Ay und wéahle eins € {1,...,n —m} mit

_ |>0 falls g,>0
“l<o0 falls g, <0

mittels irgendeiner der Pivotspaltenauswahlregeln. Gibt es keinen solchen
Indexs, so ist die aktuelld’-Basisbsung optimal.

Begriindung: Offenbar giltz € {y € K" | Ay = 5,0 <y < u} <=
g = A — A Ayrays — AZ'Ay-an- und0 < 2,708+, 78— < .
Also ist
v =chap+ chian+ + Ch_Ty-
= cLAZD+ (¢, — cBAG An+)an+ + (k- — A An-)an-
=alb+ (chy — 7 An+)an+ + (ch- — T An-)an-.
Da fur die gegenwrtige £-Basisbsung giltz - = uy-, zy+ = 0, kann der
Zielfunktionswert nur verbessert werden, wein éine Nichtbasisvariable
qs entweder giltg, > 0 unde, = (& — ITAy), > 0 oderg, < 0 und

cs < 0.
(3) FTRAN:
Berechnel .= A;'A.,, = A..
(4) CHUZR:
Setzer = sign(q,) und berechne
>\0 = min{j{is ’06i3>07 Z:17Jm}
A= min{% oa;s <0, i=1,...,m}
)\2 = Uq9
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(a) Ist keine der Zahlen,, A1, Ao endlich, so ist das Programm (10.11)
unbeschinkt (das kann nétlich nur vorkommen, wenm,, nicht ex-
plizit besch&nkt ist).

(b) IstA\g = min{ Ao, A1, A2}, SO wéhle einen Index

b

rG{iE{l,...,mHUE

= )\0,0’61'3 > O}

mittels irgendeiner Pivotzeilenauswahlregel.
(c) IstA; = min{\g, A1, A2} SO wéhle

bi—u

rG{iE{l,...,m}| pi:)\l,(fais<0}

0 Qs
mittels irgendeiner Pivotzeilenauswahlregel.

(d) IstAy = min{ Ao, A1, A2} SO setzg, := —q,, berechné neu und gehe
zuriick zur PRICE-Routine (2).

(5) WRETA:

SetzeB' = (p17 <oy Pr—1,4s, Pre1y - - - 7pm>!N = (617 s 765—176765—&—17 s 7qn—m)l

wobeiq = p,, falls \y = min_{)\o,)\l,)\z}, bzw.q = —p,, falls \; =
min{/\o, A1, /\2} BereChneﬁl]}l,B = Aé/lb — Aé}ANfuNf .

Begrindung: Die Pivotzeilenauswahl (CHUZR-Routine) dient dazu, die Zeilen-
auswahl so zu bestimmen, dass die transformierten Variablen nach erfolgter Pi-
votoperation wieder zéksig sind. Entsprechend der Transformationsregeln beim

Pivotisieren mit dem Pivotelemet, (vergleiche (9.10)) muss géhrleistet sein,
dass nach Aushrung des Pivotschrittesif die neueE-Basisbsung folgendes

gilt:

= Qs = .
@) 0 <, = i — —b. <y, fUri #r,
aT‘S
1 =
B)O<LU/ = = brguqsy
a"'s

7 2y, € {0,up, },
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0) wy, € {0,uy, }, furi # s.

Wollen wir nun den Wert der Variabler,, um A > 0 andern (d. h. erfhen,
falls g, > 0, bzw. umA erniedrigen, fallsj, < 0), so kKbnnen wir das so
lange tun bis entweder

— eine Basisvariable den Wert ihrer oberen oder unteren Schranke annimmt
oder

— die Nichtbasisvariable, den Wert ihrer anderen Schranke annimmt.

Aus letzterem folgt néirlich, dass\ < u,, gelten muss, ansonsteriivden
wir bei Erhbhung ¢, > 0) die obere Schranke bzw. bei Erniedrigugg €
0) die untere Schrankeif z,, verletzen. Dies erlrt die Bestimmung von
Az in (4).

Istg, > 0, so bewirkt eine Erbhung vonz,, um den Wert\, dassr;, = b; — A\,
gilt. Aus der Bedingungy) erhalten wir daher die folgenden SchrankanX.

by

A fura;; >0

A< b fgrg, < 0.

IN

Istg, < 0, so bewirkt die Verminderung van,, (= u,,) um den WertA > 0, dass
!, = b; + Aajs gilt. Aus o) erhalten wir somit:

=l

< _Eiis, fUrEis <0
i e
< im fura;, > 0.

Ais

Dies begiindet die Definition vorm\, und A;. Sei nun\,,;, = min{Ag, A1, A2 }.

Gilt \.;n = A2, SO wird einfach der Wert einer Nichtbasisvariablen von der ge-
genwartigen Schranke auf die entgegengesetzte Schranke umdefiniert. Die Basis
andert sich dadurch nicht, jedoch konnte aufgrund der Auswahl in PRICE eine
Zielfunktionsverbesserung erreicht werden. Gilt, = )\ oder \,;, = A, SO
fuhren wir eineruiblichen Pivotschritt durch. Bé\,,;, = Ao wird die neue Nicht-
basisvariabler,, mit Null festgesetzt, da die untere Schranke wgndie strkste
Einschiankung fir die Veénderung vor,, darstellte. Bei,,;, = A, wird analog

x,, eine Nichtbasisvariable, die den Wert ihrer oberen Schranke annimmt.]

Wir wollen nun anhand eines Beispiels die Allisfung von Algorithmus (10.16)

in Tableautechnik demonstrieren. Dabei werden wir keine neuen Tableau-Update-
Formeln definieren, sondern mit den bekannten Fornigldi€ Pivotschritte rech-

nen. Wir fuhren lediglich eine zigzliche Spalte ein, in der jeweils aisndc, der
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Wert der gegenartigenFE-Basisbsung berechnet wird. Ist alsgder gegenwrti-
ge Wert der Basislsung undrz = A;'b = b so hat die zustzliche Spalte in der
ersten Komponente den Eintrag:= —cy — cx-ux-, und die restlichen Kompo-
nenten berechnen sich durch

b = E — ZN—UN—.

(10.17) Beispiel. Wir betrachten das folgende LP, dessérsiingsmenge in Ab-
bildung 10.1 dargestellt ist

max 2x + Za

—I +ZL’2 S %
Ty + T2 <2
T <3 (=w)
i) S 1 (: UQ)
T1, T2 > 0.
21
1
1 2
Abb. 10.1

Wir fuhren 2 Schlupfvariablens, x4, ein (mit oberen Schrankenoco) und erhal-

ten als Anfangstableal (mit zusatzlicher Spalte(%“), die mit der Spaltg %)
identisch ist, da keine Nichtbasisvariable von Null verschieden ist):

1 2 3 4
210000 c 0| —wl|@ B=E@4
T,: s-1110 1|2 = A1 | b |b N=(,
4 11011212

Wir wahlen die erste Spalte als Pivotspalte, @, h= 1. Schritt (4) CHUZR ergibt

by 2 . . - 3
Ao = 5—2 =7=2 1 ist wegenu; = oo nicht definiert, Ay = u; = 5
21
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d. h. Apin = A2. Wir fuhren also Schritt (4) (d) aus, setzgn:= —q,, d. h.q, =
—1, und berechnen neu. Die neue letzte Spalte, d. h. die ndidBasisbsung
zur BasisAp erhalten wir aus der (normalen) Basisling wegerV— = (1) wie

folgt:
_ 1 _
b—b— A= (2) =21 = (%),
2) 2\ 1 1

und der Zielfunktionswert eidht sich umc,.u; = 2 - g = 3. Mithin erhalten wir
als rachstes Tableau (mjt := —q,)

-1 2 3 4
2 1 0 0\ 0\ -3 B = (3,4)
T : 3 -1 1 1 0 3| 2 N =(-1,2)
4 1 1 0 1] 2| 1}

Als Pivotspalte kommt nur die 2. Spalig, (= 2) in Frage. CHUZR ergibt

Ao = _b—2 = 1, A1 nicht definiert, Ay = uy = 1.
9292 2
Die Wahl der Austauschzeile in (4) (b) ergibt ein eindeutig bestimmte<. Wir
fuhren dann (5) in Tableautechnik aus. Wihfen also einen Standardpivotschritt
auf dem Elementi,, = 1 durch und korrigieren anschlieRebdnd ¢y, umb und
Co zu erhalten.

-1 2 3 4
1 0 0 —1\ —2\ -1 B =(3,2)
bp: 3 -2 0 1 -1 =3 32 N =(-1,4)
2 11 0 1] 2| 3

Dieses Tableau ist optimal, mit; = g Ty = % Zur Erfauterung defibrigen
Falle beginnen wir noch einmal mit Tabledy, wahlen aber die 2. Spalte als
Pivotspalte. CHUZR ergibt

b1 . o
Ao = _b—l = —, A\ nicht definiert, A\, = 1.
12 2

In diesem Falle machen wir einen Standardpivotschritt mit dem Pivotelement
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Ers - 612 - 1

1 2 3 4
3 0 -1 0o -1 -t B=(2,4)
T35: 2 -1 1 1 0 3 3 N =(1,3)
4 2 0 -1 1 5 3

Die gegenvirtige Basisbsung wird wieliblich in eine E-Basisbsung transfor-
miert. Als Pivotspalte kommt nur die erste in Frage. CHUZR ergibt

ZQ 3 b1 — U9 1 3
A=—=-, A = da=u == Apin = A
0 o 1’ 1= an 5’ 2 = Uy 9 ( 1)
Wir fuhren nun Schritt (5) des Algorithmus (10.6) durch einen Pivotschritt auf
a,s = a;; = —1 aus und berechnen das gesamte Tableau neu. Anschlie3end

mussen wir die rechteste Spalte des Tableaus korrigieren,Ra= \; wird d|e
neue Nichtbasisvariable mitihrer oberen Schranke = 1 belegt (undj, =
gesetzt). Wir niissen daher vom neuberechndien (—5, 5) noch dasis,- fache
der zum Index 2 gefrigen Spalte vor alsoA.; = (—1,2)T) subtrahieren. Vom
Zielfunktionswertc, subtrahieren wit, - ¢, = 1 - 3. Daraus ergibt sich

1 =2 3 4
0 3 2 0\ 1\ —2 B=(1,4)
,: 1 1 -1 -1 0 —3 3 N =(-2,3)
4 0 2 11 T

1
= (-1 ~1
=)
2 2
Als Pivotspalte riissen wir nun die 3. Spalte vdi, alsoA.,, wahlen.

o=l o

Aoy 2 a2

=1, Agnicht definiert

Somit fuhren wir einen Standardpivotschritt aiyh = 1 aus

1 -2 3 4
0 -1 0 —2\ —4\ -3 B=(1,3)
Ts © 1 1 1 0 1 2 1 N = (-2,4)
3 0 2 1 1 23
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Als Pivotspalte kommt nuA.;, also die 2. Spalte von, in Frage, d. hg, = ¢, =
2,q, = —2. Wir erhalten durch CHUZR

by — 1
! UI:—,/\QIUQ:L

Ao undefiniert\; = ——
oan 2

Unser Pivotelement ist sonti; = 1. Wie tblich fuhren wir einen Standardpi-
votschritt durch. Da wir die neue Nichtbasisvaria;b{aniE ihrer oberen Schranke
U = % belegen, ziehen wir wieder vom neuberechnéteasu-fache der zu 1

gehbrigen Spalte voni (das istA.; = (1, —2)7) ab, umb zu erhalten.

-1 2 3 4
1 0 0 —1\ —2\ —1 B=(23)
Te : 2 1 1 0 1 2 : N = (—1,4)
3 -2 0 1 ~-1| -3 3
Wir haben wieder die Optimalsung erreicht. U

Analog zu oberen Schrankehnen ndirlich auch untere Schranken behandelt
werden. Ferner kann man auch allgemeine obere Schranken (generalized upper
bounds, GUB), dies sind Restriktionen der folgenden Forin:; < a, aufahnli-

che Weise bercksichtigen. Bei solchen Restriktionedrinen ebenfalls Pivotsche-
mata entworfen werden, die wesentlich weniger Speicher- und Rechenaufwand
erfordern als die Standardmethode. Weiterhin gibt es effiziente Techniken zur Be-
handlung von sogenannten variable upper bounds (VUB) der Botm: < y,.

10.4 Das duale Simplexverfahren

Wir wollen nun eine Variante des Simplexverfahrens darstellen, die — wie wir
noch sehen werden — bei bestimmten Problemstellungen von Vorteil istl Sei
eine Basis vom, und betrachte das Paar dualer linearer Programme:

max CTI'

minu’'b
(P) Az =b (D) uWTA> T
z>0 -
bzw.
max ¢l x min u’'b
B = Aglb — AélANl'N UTAB > Cg
zy,zp 20 ul'Ay >k
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(10.18) Definition. Die BasisAy von A heiRtprimal zul assig falls Az'b > 0
unddual zulassig fallse’ = ¢, — cLAS' Ay < 0. Die zugeldrigen Basisésun-
genx bzw.u mit xp = AgZ'b, xy = 0 bzw.u? = cL AL heiBen danmprimal

bzw. dual zulassig

(10.19) Satz. SeiP = {u € K™ | uT A > c¢T'}. Der Vektoru ist genau dann eine
Ecke vonP, wennu eine dual zudssige Basisksung ist.

Beweis : Seiu Ecke vonP = P(—AT,—c) undI = eq({u}). Mit Satz (8.9)
folgt rang (—AT);.) = m, d. h. es existierB C I mit Az Basis vonA, und
es giltu’ Ap = L, ul Ay > k. Also istu? = AL undchAL Ay > cF,
d. h. Ap ist dual zuéissig. Ist umgekehiti ; dual zuBssig, so isti == c5AL!
aufgrund von Satz (8.9) eine Ecke vén U

(10.20) Bemerkung. Ist A eine Basis vor4, und sindx bzw. v die zu Ag
gelbrenden (primalen bzw. dualen aber nicht notwendigerweisesgigen) Ba-
sislosungen, so gilz”z = u’'b.

Beweis : u'b = c5AZ'0 = chap = T g

(10.21) Folgerung. Ist Ag eine Basis vom, so istAg optimal genau dann, wenn
Ap primal und dual zussig ist.

Beweis : (Dualitatssatz).

(10.22) Folgerung. Ist Ap eine optimale Basisif das Programm (P), dann ist
cL AL eine optimale bsung des zu (P) dualen Programms (D).

O

Der Vektorm := c5A5! (mit A dual zubssig) heilRt der Vektor dedchatten-
preise (vgl. bkonomische Interpretation der Dualitund Schritt (1) in (10.1)).

Wir wollen nun die dem dualen Simplexverfahren zugrunde liegende Idee ent-
wickeln und bemerken, dass — im Prinzip — das duale Simplexverfahren das
primale Simplexverfahren angewendet auf das duale Problem ist4 Seine
Basis vonA, so f&sst sich (9.1) umformen in:

max c5 AR + ¢l oy ~
(10.23) Ary + Izp = AZ'b (=)
B, TN Z O
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oder
cpAR'b+maxclay
(10.24) Axy <b
N Z 0

Das zu (10.24) duale Programm lautet (bei Weglassung des konstanten Terms
cE AZ'b der Zielfunktion):

min u?b
(10.25) Ay

C
U 0

AVAIAY

Die Einfuhrung von Schlupfvariablepny (und Variablenumbenennung = u)
ergibt:

T
max —b yp

(10.26) —ZTyB + Iyn —C
Y 0

vV

Durch eine lange Kette von Umformungen ist es uns also gelungen, ein LP in
Standardform (9.1) in ein anderes LP in Standardform (10.26) zu transformieren.
Was haben wir gewonnen? Nicht viel, es sei denn, die Béagist dual zulassig

Denn in diesem Falle gilt, dass die rechte Seite von (10.26), -aisaichtne-

gativ ist. Also ist die Matrix/ eine zuéssige (Ausgangs-)basigrf(10.26), und

wir konnen auf (10.26) den Simplexalgorithmus (direkt mit Phase Il beginnend)
anwenden.

Eine besonders interessante Anwendung ergibt sich, wenn dagngiphe Pro-

blem die Form
max clx

Az <b
x>0

hat, wobeic < 0 undb # 0 ist. Hier ist eine dual zélssige Basis direkt gegeben,
wahrend eine primal zaksige Basis erst mittels Phase | gefunden werdessta.

(10.27) Algorithmus (duale Simplexmethode).

Input: A’ € K™% i € K™, ¢ € K".

Output:  optimale Losungr des LPmax{c'z | Az = b,z > 0}.
Phase I:
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Bestimmung eines Subsystems = b, x > 0 mit P=(A,b) = P=(A, V),
welches (9.2) efiilt (falls mdglich) und Bestimmung einer dual Zslsigen
BasisAgp von A. BerechneA = A Ay, b= Ag'b, el = & — cEAL Ay
(Dieser Teil des Algorithmus wird analog zur Phase | (9.24) der Grundver-
sion des Simplexalgorithmus ausigeft.)

Phase Il:  Optimierung

(I1.1)

(11.2)

(11.3)

(I.4)

(11.5)

(11.6)

(Optimalitatsptifung)

Giltb; > 0 (i = 1,...,m), so ist die gegenirtige Basigbsung optimal
(Ap ist primal und dual zidssig). Setzes = b undxzy = 0, andernfalls
gehe zu (11.2).

(Bestimmung der Pivotzeile)
Wahle einen Index mitb, < 0.

(Prufung auf Beschianktheit des Optimums)
Gilt A,. > 0, so hat das duale Programm keine endlicisung, also ist
P=(A,b) =0. STOP!

E.
Berechne\, := min{—] |a,; <0,j=1,... ,n}.
Ay j

(Bestimmung der Pivotspalte) ~
Wahle Indexs € {j € {1,....n—m} |~ = \o}.
.

]
(Pivotoperation)
SetzeA, = EAR' mit E aus Satz (9.10), und berechne alle notwendigen
Parameter neu. Gehe zu (1l.1).

(10.28) Tableauform des dualen Simplexalgorithmus. Wollen wir das duale
Simplexverfahren auf das Problem (10.23) (mit duahgsiger Basis! z) anwen-
den, so Bnnen wir das verlrzte Tableau

—b —Z0

VT :

I
|
e
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verwenden und auf dieses Tableau die Update Formeln dedrzérk Simplexta-
bleaus (diese sind in Schritt (11.7) von (9.15) angegeben) anwenden. Jedoch zeigt
eine einfachdJberlegung, dass wir bei der Auswahl der Indizasnd s entspre-
chend (11.2) bzw. (11.5) die Updateformeln (I1.7) aus (9.15) auch direkt auf die
Matrix A bzw. b undé anwenden &nnen und zwar genau in der Form wie sie in
(9.15) (I1.7) aufgeschrieben wurden (um das neue TablEBUzu erhalten).

VT .= _(ZI)T —E,

Wir fuhren also die Transponierung bzw. den Vorzeichenwechsel nicht explizit
durch, sondern beachten den Vorzeichenwechsel bzw. die Transponierung implizit
bei der Bestimmung der Pivotzeile bzw. Pivotspalte.

Dann kKnnten wir aber auch wieder das primale (\iegte) Tableau verwenden
und anhand dieses Tableaus sowohl den primalen als auch den dualen Simplexal-
gorithmus durcHhihren. 0

(10.29) Das Tucker-Tableau. Fur die nachfolgende spezielle Form linearer Pro-
gramme erhalten wir primale und duale Optimalingen direkt aus der Tableau-
rechnung. Wir betrachten:

max ¢!z min u’'b
(P) Az <b (D) ul A>T
x>0 u>0

oder mit Schlupfvariablen

max 2 max 2
dr—2z = 0 ul'b + 2 =0
Az —b = —u —cl +uTA =af
T, U > 0 U, x >0

oder in Tableauschreibweise

C1,C2,...,Cn 20

by

A
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N = Nichtbasisvariable des primalen Programms
= Basisvariable des dualen Programms

B = Basisvariable des primalen Programms
= Nichtbasisvariable des dualen Programms

Ein solches Tucker-Tableau hegstmal zul &ssig wennb > 0, unddual zulassig
wenne < 0.

Fuhren wir den primalen oder dualen Simplexalgorithmus bis zum Optimaltableau
durch, so sind die jeweiligen Optima#ungen gegeben durch:

rp@= bii=1, ’m} optimale Losung des primalen Programms.
ry@= 0 i=1,...,n
UN(3)= —Ci ¢ ]-’ )

Zl} optimale Losung des dualen Programms.

O

Hat man eine Optimatisung von einem LP in Standardform ausgehend berechnet,
so lasst sich die Optimalsung des dualen Programms nicht ohne Weiteres aus
dem Tableau ablesen.

(10.30) Beispiel (dualer Simplexalgorithmus). Wir betrachten die folgenden
zueinander dualen Programme (P) und (D). Disiingsmenge von (P) sei mit P
bezeichnet, die von (D) mit D. P und D sind in Abbildung 10.2 dargestellt.

max —z, — 2% min —2y3 — 3y,
—T1 — T <=2 (z3) —Y3 — 24 >-1 (-u)
P D
(P) —2x1 — X9 <=3  (z4) (D) —Y3— Y4 > =2 (~y2)
T1, T2 > 0 Y3, Ya > 0
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X, Ya

Y mew
Jn

E,

t -Esl t X DZ\-‘ } t t X
el 1E\2 A bl ey

Abb. 10.2

&)

Wir schreiben das Tucker-Tableau zu diesem Problem auf.

1 2
—1 —2‘ 0
3 -1 -1 =2 rp = 0 ys =
4 -2 —1| -3 vz = 0 Ya =
ZT3 :—2 v =
Ty =-3 Y2 =2

N =(1,2) = primale Nichtbasis, duale Basis
B = (3,4) = primale Basis, duale Nichtbasis

Die gegenvartige Basis ist dual aber nicht primal askig. Wir machen einen

Update mit dem Pivotelement, = a,; = —2. Das neue Tableau hat folgende
Form.
4 2
1ol 8 N=@2),B=@3)
1 1 1
3 T3 T3 T3
1 1 3
1 2 2l 2
3
Ty =3 - B ys =0 - D
9 =0 } 2 i =13 } 2

Es folgt ein Pivotschritt mit,., = a;; = —

N =
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3 2
~1 —1\ -2 N=(3,2), B=(4,1)
4 -2 1 1
1 -1 1 2
S e et R
Dieses Tableau ist optimal. U

10.5 Zur Numerik des Simplexverfahrens

Dieser Abschnitt ist nuauf3erst kursorisch und obéchlich ausgearbeitet. Eine
sorgfltige Behandlung des Themasine eine gesamte Spezialvorlesung erfor-
dern. Wir empfehlen dem Leser die Bemerkungen zur Numerik in

V. Chvatal, “Linear Programming”, Freeman, New York, 1983, (80 SK 870 C
564)

oder das Buch

M. Bastian, “Lineare Optimierung groRer Systeme”, Athem/Hain/Skriptor/
Hanstein, Knigstein, 1980, (80 ST 130 B 326)

zu lesen, das einem Spezialaspekt dieses Themas gewidmet ist und diesen eini-
germal3en erséipfend behandelt. Das Buch

B. A. Murtagh, “Advanced Linear Programming: Computation and Practice”,
McGraw-Hill, New York, 1981, (80 QH 400 M 984).

ist ganz Rechen- und Implementierungstechniken der linearen Optimierung ge-
widmet. Generelle Methoden zur Behandlung spezieller (ziBndesetzter oder
triangulierter oder symmetrischer) Matrizen im Rahmen numerischer Verfahren
(etwa Gaul3-Elimination, Matrixinvertierung) finden sich in

S. Pissanetsky, “Sparse Matrix Technology”, Academic Press, London, 1984,
(80 SK 220 P 673).

Generell wird bei Implementationen die revidierte Simplexmethode verwendet.
Es gibt zwei grunditzliche Varianteniir die ReinversionProduktform der In-
versen (PFI), Eliminationsform der Inversen (EFI).
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(10.31) Produktform der Inversen. B~! liegt in Produktform vor:
B'=E,-E.,_,-...- E, mit E; aus Satz (9.10).

Prinzip:  Gaufl3-Jordan Verfahren.

Freiheitsgrade:

a) Positionen der Pivotelemente,

b) Reihenfolge der Pivots.
a) hat Einfluss auf die numerische Stahilit

b) hat Einfluss auf die Anzahl NNE (nicht Null Elemente) im Etafile (Spei-
cherung der Spaltemvon E;).

Beispiel.
1
—1
—1
-1 0 0 1
besitzt folgende Produktform-Darstellungen der Inversen:

B =

—_ = =

1
0
0

O O =

a) Pivotisieren auf der Hauptdiagonalen von “links oben” nach “rechts unten”

ergibt
1 1 1
1 1 1
B 1 —1 1 -1 . 11
1 2 1
1 -1 2 11 1 1
% _% 1 —% 1 1 1

Zu speichern sind 16 Werte (+ Positionen).

b) Pivotisieren auf der Hauptdiagonalen von “rechts unten” nach “links oben”

ergibt:

i 1 -1 -1 1 -1
. 11 1 1 0 1 0
Bo=11 01 1 1 0

1

3 1 0 1 01 1

Zu speichern sind 10 Werte (+ Positionen)

Folgende Gegebenheiten sollten bei der Pivotauswalilcksichtigt wer-
den:
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(10.32) Es st dginstig, in einer Spalte mit wenigen NNE zu pivotisieren, da dann
die Etavektoren dnn besetzt sind.

(10.33) Es ist ginstig, in einer Zeile mit wenigen NNE zu pivotisieren, da dann
in anderen Zeilen der umgeformten Restmatrix potentiell weniger neue NNE ent-
stehen.

(10.34) Es ist aus Ginden der Stabiliit nicht ginstig, ein Pivotelement zu
wahlen, dessen Betrag sehr klein ist.

In den Inversionsroutinen, die bei den ersten Implementationen des Simplexver-
fahrens benutzt wurden, beachtete man nur die numerische Stalniihm sich

die Spalten der Basismatrix in der Reihenfolge, in der sie abgespeichert waren,
multiplizierte sie mit den bereits bestimmten Elementarmatrizen und pivotisier-
te auf der Komponente mit demdgsten Absolutbetrag. Sger nahm man eine
Vorsortierung der Basisspalten in der Weise vor, so dassitie-iesetzten zu-

erst bearbeitet wurden: dies war ohne grof3en Aufwadadlich, da aufgrund der
spaltenweisen Speicherung der NNE die “column counts” (Anzahl NNE einer be-
stimmten Spalte) bekannt waren.

Heutzutage wird die Inversiaiblicherweise in 2 Phasen zerlegt:

(10.35) Boolesche PhaseEntscheidungiber Pivotposition!

(10.36) Numerische Phase.Rechentechnischigstige Ausiihrung des Pivot-
schrittes!

Die folgende Beobachturigber Dreiecksmatrizen istif Implementationeniitz-
lich.

(10.37) Bemerkung. Sei B eine unterdm, m)-Dreiecksmatrix mit;; # 0 i =
1,...,m. Dannist durch

BY'=E, E, 1 ...-Fy-F,
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und
1 0
1
1 bi;
E; = — L odii= L 0>
’ bji Toby
—djp; 1

dm; 1

eine Darstellung vo3—! in Produktform gegeben.

O

Einige Inversionsverfahren versuchen, diesedsehEigenschaft voh-Matrizen

(lower triangular) auch bei der Inversion anderénd besetzter Matrizen auszu-
nutzen. Die gegebenen Basismatrizen werden dabei durch implizites Vertauschen
von Zeilen und Spalten so umgeformt, dass/sidatrizen noglichstahnlich wer-

den und z. B. folgendes Aussehen haben:

" Bump" Bump strukturiert
in L—Matrix mit "Spikes"

Abb. 10.3

Der Bereich, der nicht in Dreiecksform gebracht werden kann, Buthp ge-
nannt.

Diese Methode wird z. B. verwendet in der Preassigned Pivot Procedure (Heller-
man und Rarick) und ist implementiert in OPTIMA (CDC) und MPS/III (IBM).

Wir betrachten nun
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(10.38) Eliminationsform der Inversen (EFI)

Die Grundlage dieser Methode bildet die folgende Beobachtung:

(10.39) Satz(LU-Zerlegung). Ist B eine reguére (m, m)-Matrix, so gibt es ei-
ne Matrix B, die durch Spaltenvertauschungen &ubkervorgeht und sich in der
Form B = LU darstellen&sst, wobeli. eine untere und’ eine obere Dreiecks-
matrix ist. Es giltB~ = U~1L~1,

Prinzipielles Vorgehen: Gaul3’'sches Eliminationsverfahren.

Die Festlegung der Pivotpositionen und ihrer Reihenfolge erfolgt wie bei der PFI
in einer vorgeschalteten Booleschen Phasel/Da= U, - Us - ... U,, mit

1 —U1;

gilt, ist der Rechenaufwand bei der Inversion geringer als bei der PFI, was sofort
aus der Tatsache folgt, dass digbereits durch die Spalten va@n gegeben sind

und dieL; sich durch weniger Rechenoperationen ergeben als die entsprechenden
Elementarmatrizen bei der PFI.

Die nachfolgende Beschreibung der Inversionsroutine des LP-Codes MPSX/370
der Firma IBM ist dem oben genannten Buch von Bastian (Seite 31 ff) entnom-
men.

(10.40) Die Inversionsroutine von MPSX/370. Die Routine INVERT von
MPSX/370 beruht auf der im vorhergehenden besprochenen LU-Zerlegung der
Basismatrix. Sie ist zur Inversion grof3amh-besetzter Matrizen entwickelt wor-

den; es wird daher versucht, durch eine sehr weitgehende Listenverarbeitung den
Aufwand proportional zur Anzahl der von Null verschiedenen Elemente (NNE)

in der Darstellung der Inversen zu halten.

(a) Die Boolesche Phase

In der Booleschen Phase dieser Inversionsroutine werden die Pivotpositio-
nen so vorbestimmt, dass die Anzahl der NNE in der Darstellung der Inver-
sen niglichst gering wird (vgl. Benichou u. a.).

Zunachst wird die Besetzungsstruktur der Ausgangsmatrix in die Form zwei-
er ListenUbertragen: die eine Liste eidth spaltenweise die Zeilenindices
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der NNE, und in der anderen werden entsprechend zeilenweise die Spalten-
indices gespeichert. Ddloer hinaus werden noch column und row counts
(Anzahl der NNE in einer Spalte bzw. Zeile) festgehalten. Auf diese Weise
wird ein rascher Zugriff auf Spalten oder Zeilen nach dem Kriterium der
Besetzungsdichte efmglicht.

Die Bestimmung der Pivotpositionen erfolgt in drei Schritten, wobei die
beiden ersten Schritte der Identifizierung des “Bumps” in den oben bespro-
chenen Triangularisierungsverfahren entsprechen:

1. Wahle Spalten mit row count 1; dadurch sind die zugejen Pivot-
zeilen ebenfalls eindeutig festgelegt.

Die Spalten- und Zeilenindices der NNE dieser Spalten werden aus
den beiden Listen entfernt und die row und column counts angepasst.
Dadurch entstehendglicherweise wieder Zeilen mit row count 1, die
anschliel3end ausgéhit werden.

2. Entsprechend wie im Schritt 1 werden dann Spalten mit column count
1 ausgewhlt, Pivotspalten und -zeilen aus den Indices-Listen gestri-
chen und row sowie column counts angepasst.

Das Ergebnis der beiden ersten Schritte ist die Umordnung von Spal-
ten der Ausgangsmatrix so, dass die vorbestimmten Pivotelemente auf
der Hauptdiagonale liegen. Durch symmetrisches Vertauschen der Zei-
len und Spalten geafd der vorgesehenen Pivotfolge &@thman eine
Matrix B der folgenden Gestalt:

us3

Der NukleusN entspricht dem Bump beim Verfahren von Hellerman
und Rarick und in der Tatdante dies Verfahren auch zur Zerlegung
des Nukleus benutzt werden.
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3. Stattdessen beruht der Schritt 3 der Reinversionsroutine von MPSX/370
auf einer LU-Zerlegung des Nukleus in der Booleschen Matrix, wobei
die folgenden einfachen Auswahlregeln angewandt werden:

— wahle unter den Spalten mit minimalem column count eine solche
als Pivotspalte, die ein NNE in einer Zeile mibglichst kleinem
row count besitzt;

— wahle als Pivotzeile eine Zeile mit minimalem row count unter
den Zeilen mit NNE in der Pivotspalte.

Ist eine Pivotposition bestimmt worden, so werden die beiden Indices-
Listen aktualisiert; die Anpassung der row und column counts erfolgt
entsprechend.

Durch besondere MaRnahmen wird versucht, das Durchsuchen von Li-
sten sowie die Suche nach NNE in Vektoren einzucken (eine de-
taillierte Beschreibung der eingesetzten Methoden findet man bei Gu-
stavson). So wird die Pivotwahl z. B. dadurch vereinfacht, dass zu je-
der Spaltej, in der noch nicht pivotisiert wurde, nicht nur der column
count sondern auch der minimale row count unter den Zeilen mit NNE
in Spalte; mitgefuhrt wird. Spalten mit gleichem column count und
minimalem row count werden verkettet. Atslich werden die Listen

der Zeilen- und Spaltenindices von NNE zu der vorbestimmten Pivot-
position fir die numerische Phase aufgehoben:

— die Liste der Spaltenindices in der Pivotzeile gibt die Spalten an,
die aktualisiert werden irssen (durch Umspeicherung @&itman
zu jeder Spalte die Adressen derjenigen Etavektoren, die zur Ak-
tualisierung dieser Spalte herangezogen werdéssen);

— die Liste der Zeilenindices in der Pivotspalte entspricht der Beset-
zung mit NNE in der aktualisierten Pivotspalte, und ihre Speiche-
rung verhindert, dass die gesamte Spalte nach NNE durchsucht
werden muss.

Werden die Listen im Verlaufe zu umfangreich und damit auch die Ak-
tualisierung zu aufwendig, so wird die Boolesche Matrix explizit als
Matrix umgespeichert (ein Byte pro Element). Ist diese Matrix voll-
besetzt oder erreicht sie eine vom Benutzer zu spezifizierende Dichte,
so wird die Boolesche Phase abgebrochen.

(b) Die Numerische Phase

In der Numerischen Phase werden die Pivotspalten in der Reihenfolge, die
in der Booleschen Phase vorbestimmt wurde, aktualisiert und die Etavek-
toren gebildet. Die Etavektoren vabi! und U~! werden dabei auf ge-
trennten Files, dem-File und deml/-File, abgespeichert. Die Etavektoren
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zu L' und zuU! ergeben sich direkt aus den Ausgangsdaten und werden
sofort extern gespeichert. Bei der anschlie3enden Zerlegung der Nukleus-
spalten &lt man die neu entstehenden Etaspalten/d&des zurachst im
Hauptspeicher, sofern genug Speicherplatz vorhanden ist.

Seid diejenige Basisspalte, aus der die Elementarmatrizeand U, be-
rechnet werden sollen. Ausgangspunkt ist die Spalte

A

dZ:Lk_l...Lg'Ll'd,

die man sich in einem Arbeitsbereich erzeugt (man beachte, dass die Eta-
vektoren vonL,, . .., L; nicht berdtigt werden, wenr.! aus; Spalten be-
steht).

Diejenigen Komponenten vah die in Zeilen liegen, in denen bereits pivo-
tisiert wurde, liefern nun den Etavektor voR; aus den anderen ergibt sich
der Etavektor vorl;..

Wegen der in der Booleschen Phase geleisteten Vorarbeiten sind hierbei nur
sehr wenige Suchvoémge erforderlich:

— die Pivotzeile ist bereits bekannt;

— diejenigen vorausgegangenen Pivots, dredfie Berechnung vod re-
levant sind, sind bekannt; ddsFile muss also nicht durchsucht wer-
den, sondern auf die bétigtenL; kann direkt zugegriffen werden;

— die Indices der NNE in der aktualisierten Spalte sind von vornherein
bekannt; dies erleichtert nicht nur die Abspeicherung der Etavektoren
sondern auch dasdschen des Arbeitsbereichig fdie nachfolgenden
Operationen.

Ist ein vorbestimmtes Pivotelement dem Betrag nach zu klein bzw. durch
Differenzbildung tat&chlich gleich Null, so wird die betreffende Spalte
zurachst zuiickgestellt bis alle anderen vorbestimmten Pivots durdhgef
worden sind. Die Verarbeitung dieser Spalten ist wesentlich aufwendiger, da
keine Informationen aus der Booleschen Phase verwendet webdeerk

Die Pivot-Wahl in den zuickgestellten Spalten sowie in denjenigen Spal-
ten, fur die in der Booleschen Phase kein Pivotelement bestimmt wurde,
erfolgt nach dem Gesichtspunkt der numerischen Stabilihan entschei-

det sich fir die Komponente mit dem gBten Absolutbetrag in einer Zeile,

in der noch nicht pivotisiert worden ist (Pivoting for Size).
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Kapitel 11

Postoptimierung und parametrische
Programme

Wir haben bisher die Theorie (und Praxis) des Simplexverfahrens entwickelt unter
der Annahme, dass die Dates, b, und ¢ fest vorgegeben sind. Bei praktischen
Problemen knnen jedoch &ufig nicht alle der beitigten Zahlen mit Sicherheit
angegeben werden, d. h. es kann Unsicheilit die Besclankungerb oder den

zu erwartenden Gewinef x geben. Man muss also die Tatsache mit in Betracht
ziehen, dass die Wirklichkeit nicht exakt in das lineare Modell abgebildet wurde
bzw. werden konnte. Déber hinaus &nnen im Nachhinein zészliche Variablen

oder Restriktionen auftreten, die bei Aufstellung des Moddtisrsehen wurden
oder nicht beiicksichtigt werden konnten.

Wir werden uns nuriberlegen, wie wir gewisse auftretenfliederungen behan-
deln kdnnen, wenn wir z. B. die optimaledlsung des urspinglichen Programms
gefunden haben. Wir wollen uns auf die folgendétié-beschinken:

[ERN

. Variation der rechten Seite

. Variation der Zielfunktiort.

w N

. Anderung einer Nichtbasisspalte.
4. Hinzufugung einer neuen Variablen.

5. Hinzufigung einer neuen Restriktion.

Im Prinzip kbnnten wir natrlich versuchen, eine Theorie zu entwerfen, bei der
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Schwankungen aller Daten lieksichtigt werden. Das ist jedoch aul3erordentlich
kompliziert, und es gibt dé@ber kaum rechnerisch verwertbare Aussagen.

Wir gehen im weiteren davon aus, dass ein LP in Standardform (9.1) gegeben ist
und dass wir eine optimale Basils; von A kennen.

11.1 Anderung der rechten Seiteb

Wir wollen uns zuiéchstiiberlegen, welchen Einfluss eiA@derung der rechten
Seite auf die Optimatisung bzw. den Wert der Optimd#iung hat.

(11.1) Anderung der Optimall dsung. Gegeben seien ein LP in Standardform
(9.1)
max{c’z | Az = b,x > 0}

und eine optimale Basidz von A. Die neue rechte Seite des LP 8ei= b + A.
Wir berechnen die neue Basisling zur Basisl 3. Diese ergibt sich aus:

vy = AZH(b+ A) = g + AG'A, 2y = 0.
Gilt 2’5 > 0, so ist die neue Basigung optimal, da sich ja an den reduzierten
Kostene” = ¢, — cLAZ' Ay nichts géndert hat, d. h. es gilt weiterhin< 0.

Gilt 2’5 # 0, so ist die neue Basis$ung primal nicht za@lssig. Die Optimaldts-
bedingunge < 0 ist jedoch weiterhin efifilt. Das aber heil3t nach (10.18), dass
die Basis dual z@ssig ist. Folglich haben wir mi 5 eine zuéssige Basidlir die
duale Simplexmethode (10.27), und witrknen direkt mit Phase Il von (10.27)
mit der Neuberechnung der Optinialung beginnen.

O

In diesem Zusammenhang sei auf eine wichtige Funktion, diddéerung des
Zielfunktionswertes eines LP bei Variationen der rechten Seite angibt, hingewie-
sen. Diese Funktion hat interessante Eigenschaften, von denen wir nachfolgend
einige auftihren wollen. Die Funktion

L:{beK"| P (Ab) #0} — KU{oco}
definiert durch
(11.2) L(b) :=sup{c’'z | Ax = b,z > 0}
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hei3tPerturbationsfunktion bzgl. des LPs

max ¢l x
Az =0
z>0

Es bezeichne
RP(A) :={be K™ | P~(A,b) # 0}

den Definitionsbereich voh (wegen0 € RP(A) istRP(A) # () und
H v m+1
epi(L) := { L)€ K™ |v e RP(A), z € K, L(v) < z}
den Epigraphen von.

(11.3) Satz. Die Mengeepi(L) ist ein polyedrischer Kegel.

Beweis : Offenbar ist epiL) eine Projektion des polyedrischen Keggls”, v?, 2)7 |
Ar —v =0,z >0, ¢’z — 2 <0} auf die(v, z)-Koordinaten. Also ist nach (6.1)
epi(L) ein Polyeder, das trivialerweise ein Kegel ist. U

(11.4) Bemerkung.
db € RP(A) mit L(b) < oo <= Vb e RP(A) gilt L(b) < oo.

Beweis : SeiV := {z € K" | Az = 0}, dann gibt es zu jeder € K™ einen
Vektor z(b) € K™ mit P=(A,b) = (V + z(b)) N K. Folglich gilt fir alleb e
RP(A) : L(b) = 0o <= L(0) = 0. O

(11.5) Satz. Ist L # oo, so gibt es Vektorep’ € K™ (i = 1,...,k), so dal3
L(v) =max{v’g' |i=1,... k}
fir allev € RP(A) gilt.
Beweis : Mit Satz (11.3) istK := epi(L) ein polyedrischer Kegel. Also gibt es
nach Bemerkung (2.6) eine, m + 1)-Matrix B, so dassx’ = P(B,0) gilt. Da

L(0) > 0,ist () ¢ K fur allez < 0. Also kann die letzte Spalte vaR kein
Nullvektor sein, und wir Bnnen o. B. d. A. annehmen, da8glie Form

o= )
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mit o # 0 besitzt. Dal. # oo, folgt mit (11.4) L(0) < oo, und daraus folgt
direkt L(0) = 0. Also wissen wir, dasg)) € K. Dies implizierth > 0. Sei
0.B.d. A.h = 1. Dann gilt: epiL) = {(vT,2)T | Hv <0, Gv < z}, und es ist
L(v) =z < G,.v = zfureini. Bezeichnery’ (i =1, ..., k) die Zeilen von
G, so gilt

L(v) = max{v’g' |i=1,... k}.

0
(11.6) Folgerung. Die Perturbationsfunktioh ist stickweise linear und konkav.

O

Speziell folgt daraus, dass sich der Wert der Zielfunktion eines linearen Pro-
gramms stetig mit einer Variation der rechten Seite desah®ert. Die stetige
Anderung &sst sich durch (11.5) explizit angeben. Sie ist “tastrall” linear, bis

auf einige “Knicke”.

11.2 Anderungen der Zielfunktion ¢

Wir gehen wieder davon aus, dass wir eine Optimalhdgison (9.1) kennen und
dass sich die Zielfunktion um A andert. Da wir eine Basid z gegeben haben,
kdnnen wir die neuen Kosten der Basmsling ausrechnen. Es gilt

(" + ATz = (ch + AR AR + (e + AF — (ch + AR) AR An)zy
=cEb+ery + Agb + (AN — AT A) zy.
_,7—/

=:A

(@) Wird keiner der Koeffizienten vorl geandert (ist alsdAp = 0), andert
sich wegenry = 0 der Zielfunktionswert der Basiséung zur Basisip
nicht.

(b) Sind die neuen reduzierten Kosten- A nicht positiv, so ist das Optima-
litatskriterium (9.13) (b) weiterhin difit, d. h. Ag bleibt die optimale Ba-
sis, jedochandert sich u. U. der Wert der zugefgen Basishbsung wenn

Ap #0.

(c) Ist einer der Koeffiziente®; + A; positiv, so wenden wir Phase Il des pri-
malen Simplexalgorithmus mit (Za$siger) AnfangsbasidungA z auf das
neue Problem an.
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(Zur Berechnung vorh geriigt die Kenntnis vom oder A" und Ay.)

An den obigen Berechnungen kann man sehen, wie man eine Schar von linearen
Programmen, bei denen entweder huwder nurc einer Anderung unterworfen
wird, l6sen kann.

11.3 Anderungen des Spaltenvektorsa.; , j = N(s)

Wollen wir die s-te Nichtbasisspalte (d. h. diete Spalte vond) um A andern
und kennen wir die Basisinversg;', so kdnnen wir die neue-te Spalte vorA
berechnen durch

A, = AZN (A, +A) = A, + AZ'A
Die Basisbsungz zu Ap bleibt weiterhin primal zussig, da diesdnderung

keinen Einfluss aufz = b, Ty = 0 hat. Jedoch bleibt i. a. nicht optimal, da
sich ders-te Koeffizient der reduzierten Kostep£ N (s)) wie folgt andert

o o=cj— cg(_Z_s + AG'A)
=c; — cEA — cEAGA

wobeiu eine optimale duale&sung ist.

Die Optimaliit der gegenértigen Basiglsungz bleibt genau dann erhalten,
wenne, < u? A gilt. Andernfalls konnen wir die neue Optimasung mit Phase Il

des primalen Simplexalgorithmus berechnen, wobei wir von déssiden Basis

Ap ausgehen (die revidierte Methode istiivéich von Vorteil).

(Bei Anderung einer Basisspalte kann man kaum Vorhersagen machen. Es muss
neu invertiert werden. Dabei kann sowohl primale als auch dualasZigkeit
verloren gehen.)

(11.7) Beispiel. Wir betrachten nochmals unser Beispiel (10.30)

max —xy; — 229

—T1 — X9 <=2
—233'1 — T2 S -3
Z1, T2 > 0
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Das optimale (Tucker) Tableau ist:

-1 -1 -2
-2 1 1
-1 1

duale Bsungys = 1, y, = 0 primale Losungz; = 2, x5 =0

Die SpalteA. ist eine Nichtbasisspalte. Wir untersuchen, um wieviel diese Spalte
geandert werden kann, ohne Optimatitzu verlieren.

alsot, = -1 —(1,0)(5) = ~1 —«a

<0 <<= -1-a<0 < a>-1.

Die obige Basisisung ist alsoir alle linearen Programme der Form

max —Tj; — 2%

-1+ (a—1Dzy < =2
=21+ (B—1)zs <=3
Ty, T2 Z 0

optimal, wenn nure > —1 gilt. Zur geometrischen Interpretation siehe Abbildung
11.1. U
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a=1

=1 _
P A.1(B=0) a=-1 (=Zielfunktion)
A. 2(O( =0)

11.4 Hinzufigung einer neuen Variablen

SeiA., 1 die neue Spalte voA undc, ., der Zielfunktionswert der neuen Varia-
blenz, ;. Wir verlangern den VektoN der Nichtbasisindizes um eine Kompo-
nente und setzeN (n — m + 1) := n + 1. Wir berechnen

= o T 1—1
Cn—m+1 ‘= Cp41 — CBAB A-n+1-
N——

uT

Gilt ¢,_,,+1 < 0, so bleibt aufgrund von (9.13) (b) die alté&$ung optimal. An-
dernfalls fihren wir mit der Anfangsbasidz den primalen Simplexalgorithmus
aus. Dabei ist

Z-n—m—‘,—l = AEIA-TH—I-
Im ersten Schritt wird die neue Variable in die Basis aufgenommen.
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11.5 Hinzufigung einer neuen Restriktion

Zu den bestehenden Nebenbedingunggyeh wir die neue Restriktion

n
Am+1,.$ = E Amp+1,iL; = bm+1
i=1

hinzu.

1. Fall: Die Basisbsungz zu A erfullt A,,,+1.T = bpy11.

In diesem Fall istt auch die optimale &sung des erweiterten Problems. Ist
die neue Zeile linear aldimgig von deriibrigen Zeilen vor4, so ist die neu
hinzugefigte Gleichung irrellevantif das Problem und kann gestrichen
werden. Ist die neue Zeile linear undbigig von derubrigen, so ist eine
entartete Basissung. Eine der Nichtbasisvariablen wird mit Wert 0 in die
Basis aufgenommen und die Basis entsprechend erweitert.

2. Fall: Die Basisbsungz erfullt die neue Gleichung nicht.

Wir fuhren eine neue Schlupfvariabtg,; > 0 ein und veéndern die neue
Gleichung in

n

Z Apm1,iTi £ Tpg1 = Oy,

=1
wobei wir ein+ Zeichen schreiben, fallgl,, ., .7 > b,,41 gilt, andern-
falls ziehen wirz,, ,; ab. Wir veriingernB um eine Komponente und setzen
B(m+1) :=n+1, d. h. wir nehmen,,., mit dem Werth,,, ;1 = —|b,11 —
A,+1.7| in die Basis auf. Da,,.; negativ ist, ist die neue Basis primal
nicht zukssig; wir haben jedoch keiaderung an der Zielfunktion vorge-
nommen, d. h. die reduzierten Kosten sind weiterhin nicht positiv. Also ist
die gegenwrtige neue Basis dual ZAdsig. Die neue Basis hat die Form

Ag 0
Apip 1)
Die Basisinversedsst sich wie folgt schreiben:
AF 0
— A A 1)

Die neue(m + 1)-te Zeile vonA lautet:

_147’r7,+1,BZ + Am+1,N - Zm—‘,—l,- .
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Wir fithren nun einen dualen Pivotschritt auf der + 1)-ten Zeile vonA
durch, wobei wir versuchen, die Variahig, ; aus der Basis zu entfernen.

Ergibt der duale Beschnktheitstest A, ;. > 0 (10.27) (11.3)), dass das
duale Problem unbesdlmkt ist, so ist das neue primale Problem uasgsig,
d. h. die Hyperebend,, ,, .x = b,,1; hat einen leeren Schnitt mit der Men-
ge der zuhssigen bsungen des alten Problems, und winken den Algo-
rithmus beenden.

Andernfalls fihren wir Phase Il des dualen Simplexalgorithmus (10.27) aus.
Endet der Algorithmus mit einer primal und dualassigen Bsung, so gibt

es eine optimale primaledsungz* mit z;, ., = 0. Diese kann wie folgt
konstruiert werden, falls; ., nicht bereits Null ist:

Seiz’ die primale zuhssige Basisisung nach Beendigung des dualen Ver-
fahrens undr die Anfangsbasisisung bei Beginn des dualen Programms,
d. h.Z,,1 = b,,11 < 0. Setzen wir

!
X
L n+1
D Wi —
Tpiy1 — Tni

sogiltA > 0, dax],,, > 0undz,;; < 0. Seiz* := A7 + (1 — \)2/, dann

gilt
x>0 furi=1,...,n, daz; >0, 2/ >0
/ !
* _ Tntl = / o Tagr 0
Lpt1 = & Tt Tnt1 + Lpt1 Ty~ Tnt1 Lp+1

/ - / / / / - /
m($n+1xn+1 — Tp1Thi1 + T Tngt — Tnapy)

=0.

Also gilt z* > 0 und ferner

Daraus folgen die Zalssigkeit und die Optimadit vonz*.
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Kapitel 12

Die Ellipsoidmethode

In (10.10) haben wir angemerkt, dass man Beispiele von Polyedern und Zielfunk-
tionen konstruieren kann, so dass der Simplexalgorithmus alle Ecken der Poly-
eder durchiuft. Die in denUbungen besprochene Klasse von Klee & Minty-
Beispielen, bei denen dieser Fall auftritt, ist definiert dunckariable und2n
Ungleichungen. Die zugéhigen Polyeder habeki® Ecken. Es ist offensichtlich,
dass2” Iterationen des Simplexalgorithmus zu nicht tolerierbaren Rechenzeiten
fuhren. Man kann zwar zeigen (Borgwardt “The Average Number of Pivot Steps
Required by the Simplex-Method is Polynomial”, Zeitschrift Operations Re-
search 26 (1982) 157-177), dass das Laufzeitverhalten des Simplexalgorithmus
im Durchschnitt gut ist, aber dennoch bleibt die Frage, ob es nidfgtiah ist, ei-

ne generelle “niedrige” Schrankarfdie Anzahl der Iterationensschritte des Sim-
plexalgorithmus (mit einer speziellen Zeilen- und Spaltenauswabhlregel) zu finden.
Dieses Problem ist bis heute ungst!

Im Jahre 1979 hat L. G. Khachiyan (“A polynomial algorithm in linear program-
ming”, Doklady Akademia Nauk SSSR 244 (1979) 1093-1096, ddgerset-

zung in Soviet Mathematics Doklady 20 (1979) 191-194) gezeigt, dass lineare
Programme in “polynomialer Zeit” gést werden knnen. Das Verfahren, dass er
dazu angegeben hat, die sogenannte Ellipsoidmethode, arbeitet allerdliings v
anders als der Simplexalgorithmus und scheint in der Praxis im Laufzeitverhalten
dem Simplexalgorithmus “im Durchschnitt” weit unterlegen zu sein. Theoretisch
beweisbar ist jedoch, dass es keine Beispiele linearer Programme (z. B. vom Klee
& Minty-Typ) gibt, die die Ellipsoidmethode zu exorbitanten Laufzeiten zwingen.

Die dieser Methode zugrundeliegenden Ideen benutzen ganz andere geometrische
Uberlegungen, als wir sie bisher gemacht haben. Au3erdem sind zu einer kor-
rekten Implementation so viele numerische Details Aréd, dass der zeitliche
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Rahmen dieser Vorlesung durch eine vaitalige Diskussion aller Probleme ge-
sprengt viarde. Wir wollen daher nur einedberblick tiber die Methode geben
und nur einige Beweise aligfren.

12.1 Polynomiale Algorithmen

Um das Laufzeitverhalten eines Algorithmus exakt beschreibenonadn, ist

es notwendig Maschinenmodelle, Kodierungsvorschriften, Algorithmusbeschrei-
bungen etc. exakt einzilfiren. Dies wird z. B. in der Vorlesung “Kompleais-
theorie” gemacht. Hier wollen wir die wichtigsten Konzepte dieser Theorie infor-
mell fur den Spezialfall der linearen Programmierung i@mén. Eine mathema-
tisch exakte Darstellung der Theorie findet man z. B. in dem Buch

M. R. Garey & D. S. Johnson, “Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of A/P-Completeness”, Freeman, San Francisco, 1979, (80 ST 230 G 229).

Zunachst niissen wir unser Konzept, dass Zahlen aus dénp&rK gewahlt wer-

den lOnnen, aufgeben. Jede Zahl, die wir in unserem Berechnungsmodell betrach-
ten, muss endlich kodierbar sein. Es gibt aber kein Kodierungsschema, so dass
z. B. alle reellen Zahlen durch endlich viele Symbole beschrieben weiaan k

ten. Wir beschiinken uns daher auf rationale Zahlen. Haben wir eine Ungleichung

aT:USa

mita € Q", a € Q, so kdnnen wir auf einfache Weise das kleinste gemeinsame
Vielfachep der Nenner der Komponenten varund des Nenners vom bestim-
men. Die Ungleichung

paTx < pa

hat offenbar die gleichedsungsmenge wie’z < «, wahrend alle Koeffizien-
ten dieser Ungleichung ganzzahlig sind. Der Fall rationaler Ddisst kich also
direkt auf den Fall ganzzahliger Daten reduzieren. Es ist zaafidpeinfacher un-
ter der Voraussetzung ganzzahliger Daten zu rechnen, und fast allétZeuf=ur
Ellipsoidmethode machen diese Annahme, wir wollen aber denrigctiéses
Kapitel voraussetzen:

(12.1) Annahme. Alle Daten linearer Programme sind rational, d. iw. jedes
LP der Formmax ¢z, Ax < b gilt c € Q*, A € Q™™ b € Q™.
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Nun missen wir die Frage &ten, wie Daten “gegeben” sind. Da unsere Computer
ublicherweise mit Biarcodes arbeiten, wollen wir annehmen, dass alle vorkom-
menden ganzen Zahlen Ainkodiert sind. Die biare Darstellung einer ganzen
Zahln berbtigt [log,(|n| + 1)] Stellen (Bits) und eine Stelléif das Vorzeichen.
Wir nennen daher

(12.2) (ny := [logy(ln| +1)] + 1

die Kodierungslangevonn. Jede rationale Zahlhat eine Darstellung = %’ mit

p undq teilerfremd undg > 0. Wir nehmen immer an, dass rationale Zahlen in
dieser Form dargestellt sind. Als@hknen wir sagen, dass die Kodieruréggsie
einer rationalen Zahl = § gegeben ist durch

Die Kodierungslange einer Matrix A = (a;;) € Q™™ (oder analog eines Vek-
tors) ist gegeben durch

(12.3) (A) =" (ay).

i=1 j=1

Daraus folgt, daR die Kodierungsige eines linearen Programms der Farax ¢’ z,
Az < b gegeben ist durch
(c) + (4) + (b).

Um Uber Laufzeiten sprechen zéknen, niissen wir unsiberlegen, wie wir die
Laufzeit eines Algorithmus messen wollen. Wir legen fest, dass wir dazchsh
die

Anzahl der elementaren Rechenschritte

zahlen wollen, wobei elementare Rechenschritte die arithmetischen Operationen
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, Vergleich

von ganzen Zahlen oder rationalen Zahlen sind. Dies reicht aber noch nicht aus,
denn wie jeder weil3, dauert z. B. die Multiplikation grof3er ganzer Zakillegdr

als die Multiplikation kleiner ganzer Zahlen. Wiriresen also die Zahlerigfsen

in Betracht ziehen und jede elementare Rechenoperation mit der Kodigmgesl

der dabei involvierten Zahlen multipliziereniiFunsere Zwecke ist folgende De-
finition angemessen.

(12.4) Definition. Die Laufzeit eines Algorithmus A zur Losung eines Pro-
blemslI (kurz L 4(11)) ist die Anzahl der elementaren Rechenschritte, dibrend
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der Austihrung des Algorithmus durchg#frt wurden, multipliziert mit der Ko-
dierungsange der (bdmlich ihrer Kodierungsinge) golSten Zahl, die &hrend
der Austihrung des Algorithmus aufgetreten ist.

U

Die beiden folgenden Begriffe sind entscheidetiddas Versindnis des Weite-
ren.

(12.5) Definition. Sei. A ein Algorithmus zur bsung einer Klasse von Proble-
men(z. B. die Klasse aller linearen Optimierungsprobleni&¥ Elemente (Pro-
bleme) dieser Klasse (z. B. spezielle lineare Programme) bezeichnen Wir mit

(a) Die Funktionf : N — N definiert durch

fa(n) :=max{L4(I1) | die Kodierungsinge der Daten
zur Beschreibung voH ist hochstens}

heiRtLaufzeitfunktion von A.

(b) Der AlgorithmusA hat eingpolynomiale Laufzeit (kurz: A ist einpolyno-
mialer Algorithmus ), wenn es ein Polynom: N — N gibt, so dal3

fa(n) <p(n) VneNgil.

U

Polynomiale Algorithmen sind also solche Verfahren, deren Schrittzahl multipli-
ziert mit der Kodierungsginge der gil3ten auftretenden Zahl durch ein Polynom
in der Kodierungsinge der Problemdaten besahkt werden kann. i die Klasse

der linearen Programme der Formx ¢’ z, Az < b muss also die Laufzeit eines
Algorithmus durch ein Polynom igA) + (b) + (c) beschankt werden knnen,
wenn er polynomial sein soll. Wie die Klee & Minty-Beispiele zeigen, ist der Sim-
plexalgorithmus kein polynomialer Algorithmus zudung linearer Programme!

12.2 Reduktionen

Die Ellipsoidmethode ist kein Optimierungsverfahren, sondern lediglich eine Me-
thode, die in einem gegebenen Polyeder einen Punkt findet, falls ein solcher exi-
stiert. Wir missen daher das allgemeine lineare Optimierungsproblem auf diesen
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Fall zurickfuhren. Aus Kapitel 2 (allgemeine Transformationsregeln) wissen wir,
dass jedes lineare Programm in der Form

max ¢l x
(12.6) Az <b
x>0

geschrieben werden kann. Das zu (12.6) duale Programm ist
min b’y

(12.7) ATy > ¢
y=>0

Aus dem Dualiatssatz (5.14) wissen wir, dass (12.6) und (12.7) genau dann opti-
male Losungen haben, deren Werte gleich sind, wenn beide Programassipa
Losungen haben. Daraus folgt, dass jedes Eler(@e)rdes Polyeder®, definiert
durch

—cT bT 0

A 0 b

(12.8) 0 —AT (”T) < | -c
T 0 Y 0

0 I 0

eine Optimalbsungz von (12.6) und eine Optimdsungy von (12.7) bestimmit.
Dies impliziert, dass es zurdsung von (12.6) gemgt, einen Punkt in (12.8) zu
finden.

Der obige “Trick”, das Primal- und das Dualprogramm zusammenzufaséah bl
natirlich das zu bearbeitende System ungeheuer auf. Eine andere Methode der
Reduktion ist die biare Suche, die wir nun schildern. Zur korrekten Darstellung
berbtigen wir jedoch noch einige (auchirfandere Zwecke) wichtige Hilfasze.
Zunachst wollen wir einige Parameter durch die Kodieruagge abschtzen.

Zum Beweis des ersten Hilfssatzes begen wir die bekannte Hadamard-Ungleichung,
die besagt, dass das Volumen eines ParallelepipeRisinit Kantenbngend, . . . , d,,
nicht gioRer ist als das Volumen desiMiels mit Kantenhngend,, ..., d,. Be-
kanntlich ist das Volumen eines Parallelepipeds, das durch die Vektaren, a,,
aufgespannt wird, nichts anderes als der Absolutbetrag der Determinante der Ma-
trix A mit SpaltenA.; = a4,...,A., = a,. Die Hadamard-Ungleichung lautet
also

(129) et A < TT 14,

j=1
(12.10) Lemma.
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(a) Firjede Zahi ¢ Q gilt: |r| < 20~ — 1.

(b) Fir je zwei rationale Zahlen s gilt: (rs) < (r) + (s).
(c) Firr jeden Vektor: € Q" gilt: ||z||s < ||z|; < 2 — 1.
(d) Fiir jede MatrixA € Q) gilt: | det(A)| < 200-"* —1,

Beweis :
(a) und (b) folgen direkt aus der Definition.
(c) Seix = (z4,...,z,)T € Q", dann gilt nach (a)
Lt flefly =14 3000 ol < TIi (1 + [l
< [T, 2007

= 2@,

Die Ungleichung|z|ls = />, 22 < S0 |@] = ||| ist trivial.
(d) Aus der Hadamard-Ungleichung (12.9) und (c) folgt
L+ [det(A)] <1+]T 1Al < TLm (U4 144512)
< H?:1 9(Aj)—n — 9(A)—n?

0

Diesen Hilfssatz &nnen wir zur Abschtzung der “Gol3e” der Ecken von Poly-
edern wie folgt benutzen.

(12.11) Satz. Fiir jede Eckev = (vy,...,v,)T eines Polyeder$ der Form
P(A,b), P=(A,b) oderP = {x € R" | Ax < b,z >0}, A € Q™" b e Q™,
gilt

(a) Der Absolutbetrag deséblers von; ist hichsten()+®)-""* der Abso-
lutbetrag des Nenners vapist hochsten@!4)—"" i =1,... n.
(b) |v;| < 2XAHO=2 G — 1

2

(c) FallsA € Z™™, so gilt|v;| < 2A+®—n" 5 =1 . n.
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Beweis :

Ist v Ecke vonP, so gibt es nach Satz (8.9) eine regyel Untermatrix und einen
entsprechenden Untervektor des Restriktionensystem$?yso dass die ein-
deutig bestimmte &sung des hierdurch bestimmten Gleichungssystems ist. Wir
fuhren den FalP = {z | Az < b,z > 0} vor. Die beiden andererafie verlaufen
analog. Es gibt also eirl@, n)-Matrix D, deren Zeilen Zeilen voA oder negative
Einheitsvektoren sind und einen entsprechenden Vektdessen Komponenten
Elemente vorb oder Nullen sind, so dassdie eindeutige bsung vonDz = d

ist. Nach Cramer’s Regel gilt dandrfi = 1,...,n

det Dz
v =
det D

wobei D; ausD dadurch entsteht, dass di¢e Spalte vonD durch den Vektor!
ersetzt wird. HatD Zeilen, die negative Einheitsvektoren sind, so bezeichnen wir
mit D die Matrix, die durch Streichen dieser Zeilen und der Spalten, in denen sich
die Elemente-1 befinden, entsteht. Aufgrund des Determinantenentwicklungs-
satzes gilt det D| = | det D|, und ferner istD eine Untermatrix vomd. Daraus
folgt mit (12.10) (d)

2

|det D| = | det D| < 9(D)—n?  o(A)-n?

Analog folgt
| det D;| < 2(A+®—7*

Damit ist (a) bewiesen.

Ist| det D| > 1, dies ist z. B. dann der Fall, wenh € Z(™™ gilt, so erhalten wir
mit (a)

2

|UZ'| S |det DZ| S 2<A>+(b>—n .
Hieraus folgt (c). Is{ det D| < 1, so miissen wir| det D| nach unten absétzen.
Seiqg = ]"[Z.J ¢i; das Produkt der Nenner der Elemedte = z—: von D. Dann

gt |det DI = @’ und sowohly als auchg| det D| sind ganze Zahlen. Aus
(12.10) (a), (b) folgt
q= HQij < 2<Hqij> < 22@11‘]‘) < 2(D>fn2 < 2<A>,n2'

1,

Daraus ergibt sich

|det Di| _ |det Dilg _ | det Dy|q < 22(A)+@)=20

Vil S Tqer D] T qldetD] =
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Damit ist auch (b) bewiesen U

Da nach Satz (8.12) alle Polyedérder FormP = {z | Az < b,z > 0}
spitz sind und nach Folgerung (8.15) lineare Prograriber spitzen Polyedern
optimale Eckbsungen haben (falls siderhaupt Optimatisungen haben) folgt:

(12.12) Satz. Das lineare Programm (12.6) hat eine Optidsiling genau dann,
wenn die beiden linearen Programme

T

maxc r
Ax <b
(12.13) ; >0
z; < XA =
max ¢l x
Az <b
(12.14) ; >0
z; < XA L =1 . p

eine Optimalbsung haben und die Werte der Optimalingeriibereinstimmen.
Die Zielfunktionswerte von (12.13) und (12.14) stimmen genau dann Lilwét
rein, wenn (12.6) unbesdimkt ist. (12.6) ist genau dann nicbsbar, wenn (12.13)
oder (12.14) nichtdsbar ist.

O

Wir haben damit das lineare Programmierungsproblem (1izb&y einem (all-
gemeinen) Polyeder auf diedsung zweier linearer Programriber Polytopen
reduziert. Wir niissen also im Prinzip nur zeigen, wie man L&ser Polytopen
|ost.

(12.15) Satz. Ist P # () ein Polytop der FornP(A,b), P=(A,b) oderP = {x |
Az < b,z > 0} mit A € Q™™, b € Qm, so kann @irc € Q" das lineare
Programmmax cf'z, 2 € P nur Optimalwerte in der endlichen Menge

S .= {150 c @ | |p‘ < n2<A>+<b)+2<c}—n2—n 1<g< 2(A)+<c>—n2—n}

annehmen.

Beweis : Da alle Optimalwerte Zielfunktionswerte von Ecken vBrsind, brau-
chen wir nur die Werte v, v Ecke vonP, abzuschtzen. Seialso = (vy, ..., v,)7?
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eine Ecke vonP. Wie im Beweis von (12.11) &nnen wir feststellen, dass die
Komponenterny; vonv eine Darstellung der Form

T detD d

haben, wobeiD eine reguhre Untermatrix vonA bzw. (?‘) ist und D; aus D
dadurch hervorgeht, dass di¢e Spalte vornD durch einen Untervektor der rech-
ten Seite ersetzt wird. Satz (12.11) zeig 2(0-"*, p, < 2(+® " Sej nun
c=(2,...,2)T € Q" eine teilerfremde Darstellung der Zielfunktion, so gilt

10" 75

n n

ipi 1 - B ;

Lo tid  dt 4 £
=1 i=1
Aus (12.10) (a) folgt = t; - ... - t, < 201, . 2()—1 — 93 ({k)=1) < ole)—n
und somit
q:= dt S 2<A>+(C>—n2_n )
Analog folgt

n Si)— —n26(c)—n c)—n2—n
pi= Y spify <Y 200120t gen < o020 .
=1 =1

O

Satz (12.15) gibt uns nun die ddlichkeit, das Verfahren der dren Suche zur
Losung vomnmax ¢z, z € P anzuwenden. Diese Methode funktioniert bgtich
der in Satz (12.15) definierten Men§ewie folgt.

(12.16) Birare Suche.

(1) Wabhle ein Element € S, so dassirS’ := {t € S |t < s} undS" :=
{te S|t>s}qil
5 < 18" < |8'] + 1.
(2) Uberpiife, ob das Polyeder
Ps:{x|Ax§b,:L‘20,chZs}
nicht leer ist.

(3) IstP; leer, so setzé := S’, andernfalls setzg := S".
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(4) Ist|S| = 1, so gilt firs € S: s = max{c’'xz | Ax < b,z > 0}, und jeder
Punkt inP, ist eine Optimalbsung vormax c''z, z € P. Andernfalls gehe
zu (1).

O

Die Korrektheit dieses Verfahrens ist offensichtlich. Ist diedBsuche auch effi-
zient? Da in jedem Schritt die Kardindit|S| von S (fast) halbiert wird, ist klar,
dass laichstens

(12.17) N = [logy(|S] + 1)]

Aufspaltungen vor$ in zwei Teile notwendig sind, um eine einelementige Menge

zu erhalten. Also muss Schritt (2) von (12.18)mal ausgeihrt werden. Nach

(12.15) gilt
S| < 2022 A +(b)+3(c)=2n*=2n 4 | 7

und daraus folgt, dass Test (2) von (12.16¢lhstens
(12.18) N = 2(A) + (b) + 3{c) — 2n* — 2n + logy n + 2

mal durchgeiihrt wurde. Ist Test (2) in einer Zeit ausirbar, die polynomial in
(A) + (b) + (c) ist, so ist auch die b#re Suche ein polynomialer Algorithmus,
da ein polynomialer Algorithmusif (2) nur N-mal also nur polynomial oft aus-
gefuhrt werden muss.

(12.19) Folgerung. Es gibt einen polynomialen Algorithmus zuéung linearer
Programme genau dann, wenn es einen Algorithmus gibt, der in polynomialer Zeit
entscheidet, ob ein Polytdp leer ist oder nicht und der, fallB #+ (), einen Punkt

in P findet.

O

Damit haben wir das lineare Programmierungsproblem reduziert auf die Frage der
Losbarkeit von Ungleichungssystemen, derésungsmenge bes@mkt ist.

12.3 Beschreibung der Ellipsoidmethode

In diesem Abschnitt setzen wir > 2 voraus. Wir wollen zuachst einige Eigen-
schaften von Ellipsoiden beschreiben. Wir erinnern daran, dass Ellipsoide volldi-
mensionale konvexe &per imR” sind, die eine besonders einfache Darstellung
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haben. Und zwar ist eine Menge C R" ein Ellipsoid (mit Zentrum a) ge-
nau dann, wenn es einen Vekioe R" und eine (symmetrische) positiv definite
Matrix A gibt, so dass gilt

(12.20) E=FEAa) ={zcR"|(z—a)'A(z—a) <1}

Aus der linearen Algebra wissen wir, dags §ymmetrische Matrized € R(")
die folgenden Aussageiquivalent sind:

(i)  Aistpositiv definit.
(i) A~list positiv definit.
(12.21) (i)  Alle Eigenwerte vonA sind positive reelle Zahlen.
(iv)  det(A;r) > 0furalle Mengend = {1,...,i},i=1,...,n.
(v) A= BTBfir eine regudre Matrix B € R™,

Das EllipsoidE(A, a) ist durch die (ebenfalls positiv definite) Invergde® von

A definiert. Das erscheint zanhst seltsam, liegt aber daran, dass sich viele Ei-
genschaften voy( A, a) aus algebraischen Eigenschaften vbableiten lassen.

Z. B.istder Durchmesser (d. h. dié&hge derdngsten Achse) VoA (A, a) gleich
2v/A\, wobei A der gbRte Eigenwert vom ist. Die fangsten Achsen sind durch
die Eigenvektoren, die zi getbren, gegeben. Die Symmetrieachsen #gi, a)
entsprechen ebenfalls den Eigenvektoren ¥oin Abbildung 12.1 ist das Ellip-

Soid E(A, 0) dargestellt mit
16 0
1= (7 9)-

Die Eigenwerte vom sind A = 16 und\ = 4 mit den zugebrigen Eigenvektoren
e1 = (1,0)7 unde, = (0,1)”. Der Durchmesser voB (A, 0) ist 2v/A = 8.

Abb. 12.1
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Zu jeder positiv definiten Matrix gibt es eine eindeutig bestimmte symmetrische
reguire Matrix, die mitd2 bezeichnet untlvurzel von A genannt wird, mit

A= A3A>.

Die Einheitskugeb(0,1) € R™ (um den Nullpunkt mit Radius 1) ist das Ellipsoid
E(I,0). Man rechnet leicht nach, dass gilt:

(12.22) E(A,a) = A25(0,1) + a.

Damit sei die Aufahlung von Eigenschaften von Ellipsoiden beendet. Wir wollen
nun die geometrische Idee, die hinter der Ellipsoidmethode stecktiterh.

(12.23) Geometrische Beschreibung der Ellipsoidmethode Gegeben sei ein
PolytopP. Wir wollen einen Punkt irP finden oder beweisen, daBsleer ist.
(1) Konstruiere ein Ellipsoidi, = E( Ay, ap), dasP enthalt. Setze: := 0.

(2) Ist das gegeniartige Ellipsoid “zu klein”, so brich ab mit der Antwort"
ist leer”.

(38) Teste ob der Mittelpunkt,, von E), in P enthalten ist.
(4) Gilta, € P, dann haben wir unser Ziel erreicht, STOP.
(5) Gilta, ¢ P, dann gibt es ein® definierende Ungleichung, sagen wir
'z <n,
die vona,, verletzt wird, d. hca;, > ~. Mit
B, =E.n{x| v <clap}

bezeichnen wir das Halbellipsoid vaty., dasP enttalt. Wir konstruieren
nun das Ellipsoid kleinsten Volumens, das enttalt und nennen eBj, ;.

(6) Setzé: := k + 1 und gehe zu (2).

O

Das Prinzip des Verfahrens ist klar. Maaunt das Polytog’ durch ein Ellipsoid
E}, ein. Ist das Zentrum vo#, nicht in P, so sucht man sich ein kleineres Ellip-
soid Ey. 1, dasP enthalt und fahrt so fort. Die Probleme, die zudkn sind, sind
die folgenden:

198



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

— Wie findet man ein Ellipsoid, daB enthalt?
— Wie kann mar¥, . ; ausk), konstruieren?
— Wann kann man abbrechen, d. h. was heif3t “zu klein"?
— Wieviele Iterationen des Verfahrens sind durclibuén?
Die nachfolgenden@&@ze beantworten diese Fragen, wobei wir nur einige der Be-

weise, die zum Nachweis der Polynomiatitles Verfahrens notwendig sind, an-
geben wollen.

Unser Anfangsellipsoid soll eine Kugel mit dem Nullpunkt als Zentrum sein. Ent-
halten die Restriktionen, die das Polytépdefinieren, explizite obere und unter
Schrankeniir die Variablen, sagen wir

lzgarlgul, izl,...,n

SO sei

(12.24) R = Z(max{\u,-|, I:[})2.

Dann gilt trivialerweise” C S(0, R) = E(R?I,0). Andernfalls kann man zeigen

(12.25) Lemma. SeiP ein Polyeder der Forr?( A, b), P=(A,b) oder{x € R™ |
Az < b,z >0} mitAc Q™™ beQm, dann gilt

(a) Alle Ecken vonP sind in der Kugel (0, R) enthalten mit

R = \/EQQ(A)+(b)f2n2.

(b) IstP ein Polytop, so gil> C S(0, R) = E(R*I,0).

Beweis : Nach Satz (12.11) giltifr jede Eckes” = (vy,...,v,) von P
o] < 2WHO2 (=1 ),

und daraus folgtiir die euklidische Norm von:
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Also ist jede Ecke vorP in S(0, R) enthalten. Ist insbesondeReein Polytop, so
folgt darausP C S(0, R). O

Damit haben wir durch (12.24) oder (12.25) ein Anfangsellipggidgefunden,
mit dem wir die Ellipsoidmethode beginnedrknen. Die Konstruktion voiiy, , |
ausF), geschieht wie folgt.

(12.26) Satz. SeiE, = E(Ag, ar) C R™ ein Ellipsoid,c € R™ \ {0} undE;, :=
{x e R" | Tx < cTay} N Ey. Setze

(12.27) d:= \/C;TICCAkC,
(12.28) Ayt = Qp — %Hd,
(12.29) At = 25 (A, — 25ddT),

dann istAy., positiv definit undEy.,, := E(Ax.1,ary1) iSt das eindeutig be-
stimmte Ellipsoid minimalen Volumens, d&% enthalt.

Beweis : Siehe R. G. Bland, D. Goldfarb & M. J. Todd, “The Ellipsoid Method: A
Survey”, Operations Research 29 (1981) 1039-1091 oder bts@hel, L. Loasz
& A. Schrijver, “The Ellipsoid Method and Combinatorial Optimization”, Sprin-
ger, Heidelberg, erscheint 1985 oder 1986. U

Wir wollen kurz den geometrischen Gehalt der Schritte in Satz (12.2&)terh.

Istc € R”, und wollen wir das Maximum oder Minimum vefi = UberE;, finden,
so kann man dies explizit wie folgt angebeiir@en in (12.27) definierten Vektor
d und

Zmax = G +d,  Zmin = ap —d

gilt
T 2max = max{cTz |z € By} = cTay, + /T Aye,
Cszin = mil’l{CT.T | T € Ek} = CT(lk — \/m

Diese Beziehung kann man leicht — z. B. aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
— ableiten. Daraus folgt, dass der Mittelpunkt ; des neuen EllipsoidE},. ; auf
dem Geradengtk zwischemn;, und z,,;, liegt. Die Lange dieses Geradeieks
ist ||d||, und a4, erreicht man vory, aus, indem man einen Schritt deérge
—-||d|| in Richtung—d macht. Der Durchschnitt des Randes des Ellipséids
mit dem Rand vor¥;, wird gebildet durch den Punkt,;, und £} := {z | (z —
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ap)T Ap(z — a) = 1} N {x | fz = cla,}. EY ist der Rand eines(f, — 1)-
dimensionalen Ellipsoids” inR™.

In Abbildung 12.2 sind das Ellipsoid), aus Abbildung 12.1 und das Ellipsoid
E}.1, definiert durch Satz (12.26) higglich des Vektors? = (-1, —2) darge-
stellt. £}, ist gestrichelt eingezeichnet. Als Anfangsdaten haben wir daher: Die ver-
letzte Ungleichung ist-z; — 2z, < —3. Die zugeldrige Geraddx | —z1 —2xy =

—3} ist ebenfalls gezeichnet.

0 16 0 -1
o) 2= 0) - (%)
Die Formeln (12.27), (12.28), (12.29) ergeben:

! ~ %(§)7 4 0.9428
g1 =ay — gd = ﬁﬁ(2) ~ (0ar1a)

32 -8
Apyr = ng_i1<Ak - n%lddT) = % ( ) )

-8 8
By = E(Ak—i-la ak—i—l)'

Abb. 12.2

Das Stopkriterium der Ellipsoidmethode beruht auf einem Volumenargument. Nach
Konstruktion ist klar, dass das Volumen vdf.; (bezeichnet mitvol( £y 1))
kleiner ist als das vort,. Man kann den Volumenschrumpfungsfaktor explizit
berechnen. Erdngt nur von der Dimensiom des RaumeR” und nicht etwa von
Update-Vektor ab.
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(12.30) Lemma.
vol(Ep1) n \""/ n "N e <1
vol(E)  \\n+1 n—1 - '

Beweis : Siehe Gbtschel, Lowasz & Schrijver (1985). U

Wir sehen also, dass mit den Formeln aus Satz (12.26) eine Folge von Ellipsoiden
konstruiert werden kann, so dass jedes Ellipdoid; das Halbellipsoid~; und

somit das PolytoP enthalt und dass die Volumina der Ellipsoide schrumpfen.
Die Folge der Volumina konvergiert gegen Null, muss also einmal das Volumen
von P, falls P ein positives Volumen hat, unterschreiten. Daher muss nach endlich
vielen Schritten der Mittelpunkt eines der Ellipsoidefirsein, fallsP # (). Wir
wollen nun ausrechnen, nach wievielen Schritten, dies der Fall ist.

(12.31) Lemma. SeienP = P(A,b) C R", P= {z € R" | Az < b}, und
R .= \/522<A)+<b)—2n2'
(a) Entweder gilt= () oder
vol(P NS(0, R)) > 2~ MDA+ b)—n?)
(b) Ist P volldimensional (d. hdim P = n), dann gilt

vol(P N S(0, R)) = vol(P NS(0, R)) > 0.

O

Lemma (12.31) zusammen mit Lemma (12.25) sind geometrisch und algorith-
misch interessant. Die beiden Hil&gge implizieren folgendes.

— Wenn ein PolyedeP nicht leer ist, dann gibt es Elemente des Polyeders,
die “nah” beim Nullvektor liegen, d. h. i§(0, R) enthalten sind.

— Esreicht aus zuberpiifen, obP N S(0, R) leer ist oder nicht. Daraus kann
man schliel3en, dagsleer ist oder nicht.

— Will man einen Konvergenzbeweisher Volumen f@ihren, so sollte man
strikte statt normale Ungleichungssysteme betrachten. Denn ein striktes Un-
gleichungssystem ist entweder asbar oder seinedsungsmenge hat ein
positives (relativ gro3es) Volumen.
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Damit konnen wir die Ellipsoidmethode formulieren.

(12.32) Die Ellipsoidmethode.
Input: A€ Q™ be Q.

Output:  Ein Vektorz € Q™ mit Az < b oder die Feststellung, da§s € R" |
Az < b} leerist.

(1) Initialisierung: Setze

Ag:= R2I, mit R = \/n224A+0)-20*(oder R durch andere Vorinformationen
kleiner gevahlt),

ag = 0,

k= 0,

N := 2n((3n+1)(A) + (2n + 1)(b) — n?).
(Das Anfangsellipsoid isk, := E(Ag, ag).)
(2) Abbruchkriterium:

(2.a) Giltk = N, dann hatAz < b keine Losung, STOP!
(2.b) Gilt Aa;, < b, dann ist eine bsung gefunden, STOP!
(2.c) Andernfalls sei’ irgendeine Zeile vor\ derart, dass der Mittelpunkt
a, von E,, die entsprechende Ungleichung verletzt.
(3) Update: Setze

1

(3a) Ap+1 ‘= A — %_H\/TTICCA]CC
(3.0) Appr = 2 (Ap — 2 i AgecT AT)

n+1cl Ape
(Ey1 := E(Ags1, axsq) ist das neue Ellipsoid.)
k:=Fk+1.
Gehe zu (2).

(12.33) Satz. Die Ellipsoidmethode arbeitet korrekt.
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Beweis : Gibt es eink < N, so dassda;, < b, so ist offenbar ein Vektor aus
P(A,b) gefunden. Bricht die Ellipsoidmethode in Schritt (2.a) ab, $ssen wir

zeigen, das®:—= {z | Az < b} kein Element besitzt.

Angenommer]oﬂ% (). SeiP’ der Durchschnitt vorj% mit Ey. Dann gilt nach Lem-
ma (12.31), dass das Volumen véth mindesteng (") ({A+E)-n%) petiagt. Ist
ar nicht in P(A,b),0 < k < N, so wird in (2.c) eine verletzte Ungleichung
gefunden, sagen wif z < . Wegeny < c’a; enthalt das Halbellipsoid

B, =E.n{z| v <cla}

die MengeP’. Das durch die Formeln (3.a), (3.b) konstruierte neue Ellipgid
ist nach Satz (12.26) das volumeafig kleinste Ellipsoid, dak; enthalt. Wegen
P’ C E, gilt natirlich P’ C Ej,. Daraus folgt

PPCE,0<k<N

Das Volumen des Anfangsellipsoids kann man wie folgt berechnen:

vol(Ey) = \/det(R?) V,, = R"V,,

wobei V,, das Volumen der Einheitskugel ifR" ist. Wir machen nun eine sehr
grobe Abschtzung. Die Einheitskugel ist im Wfel W = {x € R" | |z;| <
1,7 = 1,...,n} enthalten. Das Volumen volW ist offensichtlich2”. Daraus
folgt
VOl(E0> < Rmon — 2n(2<A>+(b>—2n2+10g\/ﬁ+l)
< Qn(2(A)+(b)—n?)

)

In jedem Schritt der Ellipsoidmethode schrumpft nach (12.30) das Volumen um
mindestens den Fakter: . Aus der Abschtzung vorvol(Ey) und der in (1) von
(12.33) angegebenen Format fV erhalten wir somit

vol(Ey) < e vol(Ep) < 9= (n+1)((A)+(b)—n?)

Also gilt vol(Ey) < vol(P’) und P' C Ey. Dies ist ein Widerspruch. Hieraus
folgt, dassP’ und somit{z | Az < b} leer sind, wenn die Ellipsoidmethode in
(2.a) abbricht. U

Aus (12.31) (b) folgt nun unmittelbar

(12.34) Folgerung. Ist P = P(A,b) C R™ ein Polyeder, von dem wir wissen,
dass es entweder volldimensional oder leer ist, dann findet die Ellipsoidmethode
entweder einen Punkt iR oder beweist, dass leer ist.
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O

Nun kann man ndfrlich einem durch ein Ungleichungssystem gegebenen Po-
lyeder nicht unmittelbar ansehen, ob es volldimensional ist oder nicht. Ferner
kdnnen gerade diejenigen Polyeder, die durch Transformation linearer Programme
entstehen (siehe (12.8), hier giltimmérw: = b”y), nicht volldimensional sein, so
dass die Ellipsoidmethode zu keiner befriedigenden Antvidnttf Diesen Defekt

kann man jedoch durch die folgende Beobachtung reparieren.

(12.35) Satz. SeienA € Q™™ undb € Q™, dann hat das Ungleichungssystem
Az <b
hat genau dann einedsung, wenn das strikte Ungleichungssystem
Az < b+272A=0

eine LOosung hat. Ferner kann man aus einésiing des strikten Ungleichungssy-
stems in polynomialer Zeit einedsung vonAx < b konstruieren.

O

Damit ist die Beschreibung der Ellipsoidmethode (bis auf die Altating der
Rechenzeit) vollgtndig. Wollen wir entscheiden, ob ein Polyed&A, b) einen
Punkt entklt, konnen wir die Methode (12.32) auf das Ungleichungssystemnc

b anwenden. Finden wir einen Punktit{ A, b), dann sind wir fertig. Andernfalls
wissen wir, dass”(A, b) nicht volldimensional ist. In diesem Fall&knen wir

auf Satz (12.35) ziickgreifen und starten die Ellipsoidmethode neu, und zwar
z. B. mit dem ganzzahligen Ungleichungssystem

(12.36) QU Ay < 22+ 4 g

Entscheidet die Ellipsoidmethode, dass das zu (12.36)rggh strikte Unglei-
chungssystem keinedsung hat (Abbruch in Schritt (2.a)), s@rknen wir aus
(12.35) folgern, das$>(A,b) leer ist. Andernfalls findet die Ellipsoidmethode
einen Vektory’, der (12.36) eiillt. Gilt 2’ € P(A,b), haben wir das getinschte
gefunden, falls nicht, kann man mit (einfachen Methoden der linearen Algebra)
ausz’ einen Punkt: € P(A, b) konstruieren, siehe (12.35).

Zur Losung linearer Programme kann man die in Abschnitt 12.2 besprochenen
Reduktionen benutzen. Entweder man fasst das lineare Programm (12.6) und das
dazu duale (12.7) zu (12.8) zusammen und sucht wie oben angegeben im nicht
volldimensionalen Polyeder (12.8) einen Punkt, oder man weNdetal, siehe
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(12.18), die Ellipsoidmethoddif niederdimensionale Polyeder des Typsaus
(12.16) (2) im Rahmen eines l@iren Suchverfahrens (12.16) an.

In jedem Falle ist das Gesamtverfahren polynomial, wenn die Ellipsoidmethode
(12.32) polynomial ist.

12.4 Laufzeit der Ellipsoidmethode

Wir wollen nun die Laufzeit der Ellipsoidmethode untersuchen und auf einige
bisher verschwiegene Probleme bei der Aihsting von (12.32) aufmerksam ma-
chen. Offenbar ist die maximale Iterationszahl

N = 2n((3n + 1)(A) + (2n + 1)(b) — n®)

polynomial in der Kodierungahge vonA undb. Also ist das Verfahren (12.32)
genau dann polynomial, wenn jede Iteration in polynomialer Zeit atibgedver-
den kann.

Bei der Initialisierung (1) besteht kein Problem. Test (2.a) ist trivial, und die
Schritte (2.b) und (2.c)tthren wir dadurch aus, dass wir das Zentraymin die
Ungleichungen einsetzen uitderpiifen, ob die Ungleichungen éitit sind oder
nicht. Die Anzahl der hierzu bétigten elementaren Rechenschritte ist linear in
(A) und (b). Sie ist also polynomial, wenn die Kodierun@sge des Vektors,, |
polynomial ist.

An dieser Stelle beginnen die Schwierigkeiten. In der Update-Formel (3.a) muss
eine Wurzel berechnet werden. I. a. werden also hier irrationale Zahlen auftreten,
die natirlich nicht exakt berechnet werdedrknen. Die (ndglicherweise) irratio-

nale Zahl/c” A,c muss daher zu einer rationalen Zahl gerundet werden. Dadurch
wird geometrisch bewirkt, dass der Mittelpunkt des Ellipsdifs; ein wenig ver-
schoben wird. Mit Sicherheit eriilt das so verschobene Ellipsoid nicht mehr die
MengeE;, (siehe Satz (12.26)) unddglicherweise ist auct’( A, b) nicht mehr

in diesem Ellipsoid enthalten. Also bricht unser gesamter Beweis der Korrektheit
des Verfahrens zusammen.

Ferner wird beim Update (3.b) durchogiicherweise grof3e Zahlen geteilt, und es
ist nicht a priori klar, dass die Kodierungsige der Elemente vaa, ., bei wie-
derholter Anwendung von (3.b) polynomial {A) + (b) bleibt. Also niissen auch
die Eintiage inA;,; gerundet werden. Dies kann zu folgenden Probleribrein.
Die gerundete Matrix, sagen wif;_ , ist nicht mehr positiv definit und das Ver-
fahren wird sinnlos. Oded;_ , bleibt positiv definit, aber durch die Rundung hat
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sich die Form des zugéhgen Ellipsoids, sagen wit;; , so géndert, das&;
das PolyedeP (A, b) nicht mehr enthlt.

Alle diese Klippen kann man mit einem einfachen Trick umschiffen, dessen Kor-
rektheitsbeweis allerdings recht aufwendig ist. Die geometrische Idee hinter die-
sem Trick ist die folgende. Man nehme die &ie Darstellung der Komponenten
des in (3.a) berechneten Vektors und der in (3.b) berechneten Matrix und runde
nachp Stellen hinter dem Biawrkomma. Dadurckndert man die Lage des Mit-
telpunkts und die Form des Ellipsoids ein wenig. Nu&sbiman das Ellipsoid ein
bisschen auf, d. h. man multiplizied;.; mit einem Faktor > 1 und zwar so,

dass die Mengé’, beweisbar in dem aufgeblasenen Ellipsoid enthalten ist. Durch
die VergibRerung des Ellipsoids wird natich die in (12.30) bestimmte Schrump-
fungsrate verschlechtert, was bedeutet, dass man insgesamt mehr Iterationen, sa-
gen wir N, durchfihren muss. Daraus folgt, dass der Rundungsparameited

der Aufblasparameter aufeinander so abgestimmt seifissen, dass alle gerun-
deten und mit multiplizierten MatrizenA;, 1 < k£ < N’ und alle gerundeten
Mittelpunktea,, 1 < k < N’ polynomial in(A) + (b) berechnet werdendanen,

so dass allel;, positiv definit sind,P N S(0, R) in allen EllipsoidenF;, enthalten

ist und die Iterationszatly’ ebenfalls polynomial ifA) + (b) ist. Dies kann in der

Tat durch Anwendung von Absatzungstechniken aus der Analysis und linearen
Algebra realisiert werden, siehe @&schel, Lovasz & Schrijver (1985).

Die Ellipsoidmethode (mit Rundungsmodifikation) ist also ein polynomialer Al-
gorithmus, der entscheidet, ob ein Polyeder leer ist oder nicht. Mit Hilfe der im
Vorhergehenden beschriebenen Reduktion kann sie dazu benutzt werden, lineare
Programme in polynomialer Zeit zdden.

Wie sich der Leser denken kann, gibt es eine ganze Reihe von Varianten der Ellip-
soidmethode, die dazu dienen sollen, schnellere Konvergenz zu erzwingen. Der-
artige Varianten sind z. B. in Bland, Goldfarb & Todd (1982)pGchel, Loasz

& Schrijver (1985) und M. Akgl, “Topics in Relaxation and Ellipsoidal Me-
thods”, Pitman, Boston, 1984, (80 SK 870 A 315) beschrieben. Aus Platz- und
Zeitgrunden kbnnen wir hier nicht weiter daraus eingehen.

12.5 Ein Beispiel

Wir wollen hier den Ablauf der Ellipsoidmethode anhand eines BeispielRim
geometrisch veranschaulichen. Wir starten mit dem folgenden Poly&deb) C
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R? definiert durch

— 1 — X9 S —2
35(]1 S 4
—21’1 + 21’2 S 3

Dieses PolyedeP ist in der Kugel (Kreis) um den Nullpunkt mit Radius 7 ent-
halten. Diese Kugel soll unser Anfangsellipsaig = E( Ay, 0) sein. Wir fuhren

mit dieser Initialisierung die Schritte (2) und (3) des Ellipsoidverfahrens (12.32)
durch. Wir rechnen nétlich nicht mit der eigentlich erforderlichen Genauig-
keit sondern benutzen die vorhandene Maschir@&igion. In unserem Fall ist
das Programm in PASCAL geschrieben, und die Rechnungen werden in REAL-
Arithmetik durchgeiihrt, d. h. wir benutzen ein Mantisse von 3 byte und einen
Exponenten von 1 byte zur Zahlendarstellung. Das Verfahilart fnsgesamt 7
Iterationen durch und endet mit einem @ssigen Punkt. In den nachfolgenden
Abbildungen 12.3...,12.9 sind (im Mal3stab 1:2) jeweils die Ellipsoidg und
E;. 1 mitihren Mittelpunkteru;, unda, 1, K =0, ..., 6 aufgezeichnet. Man sieht
also, wie sich die Form und Lage eines Ellipsoids in einem Iterationssahdért.

Das Startellipsoid ist gegeben durch

49 0
ag = (0,0), A:<0 49).

Neben jeder Abbildung sind das neue Zentrgm; und die neue Matrix4,, ,

mit By, = E(Ak1,ax1) angegeben. Jede Abbildung editidie Begrenzungs-
geraden des PolytopB, so dass man auf einfache Weise sehen kann, welche
Ungleichungen durch den neuen Mittelpunkt verletzt sind. Die Abbildung 12.10
enthalt eine “Gesamtschau” des Verfahrens. Hier sind aliéanend des Verfah-
rens generierten Ellipsoide (im Mal3stab 1:1) gleichzeitig dargestellt. Man sieht
hier recht gut, wie die Mittelpunkte “heruriipfen” und auf den ersten Blick kei-

ne “Ordnung” in der Folge der Mittelpunkte zu erkennen ist.

208



MARTIN GROTSCHEL SKRIPTUM ADM II, WS 2003/2004

ap = (0.0,00)
A = (49.000 0.0
0.0 49.000

a; = (16499, 1.6499)

. = (435555 -21.7777)
-21.7777 43.5555

Abb. 12.3
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az = (-0.5499, 2.7499)
_ (19.3580 -9.6790 )
A2 -

-9.6790 48.3951

Abb. 12.4
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a, =(0.4871, 0.6758)

A, (172071 43018
43018 30.1125

Abb. 12.5

ay = (1.4458, 2.2098)

A = 15.5894 -6.0299
4 7 \-6.0299 21.351

Abb. 12.6
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a5 = (0.1297, 2.7188)

1 _( 6.9286 -2.6799 )
As =\ 26799 26.3603

Abb. 12.7

8= (0.6449. 1-1618)

Ag=( 71148 28443
2.8443 15.751

Abb. 12.8
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a,= (1.2661,2.317)

1 A,= ( 63988 -19726
-1.9726 10.2372

Abb. 12.9
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Kapitel 13

Der Karmarkar-Algorithmus

Im Jahre 1984 hat N. Karmarkar (AT&T Bell Laboratories) einen neuen Algorith-
mus zur losung linearer Programme entwickelt. Karmarkar’s Aufsatz “A New Po-
lynomial Time Algorithm for Linear Programming” wird in der Zeitschrift Com-
binatorica vedffentlicht, ist zur Zeit (d. h. im Februar 1985) noch nicht erschie-
nen, zirkuliert aber als Preprint. Im Herbst 1984 hat Karmarkar auf atpein
mitgeteilt, dass sein Verfahren nicht nur theoretisch polynomial ist (wie auch die
in Kapitel 12 beschriebene Ellipsoidmethode), sondern in der Praxis erheblich
rascher als das Simplexverfahren arbeitet. Karmarkar behauptet, dass eine Imple-
mentation seines Algorithmus etwa 50 mal schneller ist als MPSX, ein von der
Firma IBM angebotenes und auf dem Simplexalgorithmus basierendes Software-
paket zur losung linearer Programme, das als eines der besten LP-Pakete gilt. Die
Implementation von AT&T Bell Laboratories soll allerdings auf einigen Modifi-
kationen beruhen, die nicht in Karmarkar’s Preprint enthalten sind.

Da bei grof3en Industriefirmen sehr grof3e LB&#lich in nicht unerheblicher Zahl
geldst werden, ist die Anilindigung Karmarkars auf sehr grol3es Interesse bei
Praktikern gestol3en. Ja, sein Verfahren hat sogar Aufsehen in der Presse verur-
sacht. Zum Beispiel haben New York Times, Science, Time, Der Spiegel (falsch
— wie bei ArtikelnUber Mathematikiblich), Die Zeit, Siddeutsche Zeitung (sehr
ordentlich)uiber Karmarkars Verfahren berichtet, wie immerimi¢h unter dem
Hauptaspekt, dass dadurch Millionen von Dollars gespart werdendq.

Im nachfolgenden wollen wir die Grundidee des Algorithmus von Karmarkar dar-
stellen. A priori ist mir nicht klar, “warum” dieses Verfahren in der Praxis schnell
sein soll. Ich selbst veiifyeber keinerlei Rechenerfahrung mit diesem Algorith-
mus, und ich weil3 zur Zeit auch nicht, welche Modifikationen bei der Imple-
mentation von AT&T Bell Laboratories gemacht wurden. Jedoch sind mir einige
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der Wissenschatftler, die die Aussagéyer die Effizienz des Verfahrens gemacht
haben, bekannt, und ich messe ihnen einige Bedeutung bei. Dennoch bedarf die
Methode noch weiterddberpiifungen bevor ein “enddtiges” Urteil abgegeben
werden kann. Unaténgig davon ist jedoch die geometrische Idee, die hinter der
Methode steckt, sehr interessant.

13.1 13.1 Reduktionen

Wie der Simplexalgorithmus und die Ellipsoidmethode, so ist auch der Karmarkar-
Algorithmus auf einen speziellen Problemtyp zugeschneidert und nicht auf allge-
meine lineare Programme anwendbar. WWidich missen wir daher z@chst zei-

gen, dass ein allgemeines LP so transformiert werden kann, dass es mit Karmar-
kars Algorithmus geist werden kann. Die Grundversion des Karmarkar-Algorithmus
(und nur die wollen wir hier beschreiben) ist ein Verfahren zur Entscheidung, ob
ein Polyeder einer recht speziellen Form einen Punktéintider nicht. Das Pro-
blem, das Karmarkar betrachtet ist das folgende.

(13.1) Problem. Gegeben seien eine Matrik € Q™" und ein Vektor: € Q",
entscheide, ob das System

Ar =0, 1Tz=1, >0, Tz<0
eine Losung hat, und falls das so ist, finde eine.

U

Um den Karmarkar-Algorithmus starten zarnen, ist die Kenntnis eines aski-
gen Startvektors im relativ Inneren vén | Az = 0,172 = 1,2 > 0} notwendig.
Wir wollen sogar noch mehr fordern, und zwar soll gelten

(13.2) T:=+1 erfilll Az =0.

Trivialerweise eriillt = die Bedingungen’z = 1,7 > 0. Gilt ¢/z < 0, ist man
natirlich fertig. Die eigentliche Aufgabe besteht also darin, aesnen Punkt zu
konstruieren, der alle Bedingungen von (13.1}ibtrf

Wir werden nun, wie bei der Darstellung der Ellipsoidmethode, ein allgemeines
LP in ein (bzw. mehrere) Probleme des Typs (13.1) umformen.

Wir wissen bereits, dass jedes LP in ein LP in Standardform (9.1) transformiert
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werden kann. Gegeben sei also das folgende Problem

max lUTQT

(13.3) Br=1»
x>0

mitw € Q", B € Q™™ b ¢ Q™. Wie in Abschnitt 12.2 gezeigt gibt es zwei prin-
zipielle Reduktionsraglichkeiten. Man fasst (13.3) und das dazu duale Problem
wie in (12.8) zusammen, oder maimft die in (12.16) beschriebene Bisuche
durch. Wir stellen hier kurz die Redukti@rber Birarsuche dar. Daraus ergibt sich
auch, wie man die Kombination des primalen mit dem dualen Problem behandeln
kann.

Genau wie in (12.16) angegeben (und mit den in den davor angegebétzem S
vorgelegten Begmdungen)dihren wir eine biare Suche durctiber der Menge

S = {%7 c Q | |p‘ < 712(B)—|—<b)—‘,—2(w)—n2—n7 1<g< 2<B>+<w>—n2—n}

der nbglichen optimalen Zielfunktionswerte (falls (13.3) eine endliche Optidsalhg
hat). Zur Bestimmung einer optimale$ung von (13.3) sind nach (12.1&)dhstens

N :=2(B) + (b) + 3(c) — 2n* — 2n + logy n + 2

Aufrufe eines Algorithmus @itig, der fir eins € S entscheidet, ob

wle <s
(13.4) Bx =b
T >0

eine Losung hat. Genau dann, wenn wir zeigémien, dass (13.4) in polyno-
mialer Zeit gebst werden kann, haben wir also ein polynomiales Verfahren zur
Losung von (13.3). Wir wissen aus Satz (12.11), dass wir alle Variablen durch
22(B)+{)-2n* heschanken knnen. Eihren wir fir die Ungleichung in (13.4) eine
Schlupfvariabler,,; ein, so gilt0 < z,,; < |s| < P2BTO+2w)—n*-n_ Getzen
wir also

M — n(22<B>+(b>—2n2 + 2<B>+(b>+2<w>—n2—n)

Y

so ist (13.4) genau daniagdbar, wenn

X1

B 0 : ~\b
(13.5) Tpi1
Z?:Jrll L <M
T >0,i=1,....,n+1
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losbar ist. Bhren wir eine weitere Schlupfvariablg, ., ein (d. h. es gilt nun
xr € R"2) und skalieren wir die Variablen um, so ist (13.5) genau désbar,
wenn

1 O) s ’
Cx = (w T = % =: :
(13.6) B 00 b .
17 2 =1
; >0,i=1,...,n+2
losbar ist. Von dei-ten Zeile der MatrixC(i = 0,...,m) ziehen wir nun das

¢;-fache der letzten Gleichung’z = 1 ab. Dadurch machen wir die ersten
m + 1 Gleichungen homogen und erreichen, dass aus dem Ungleichungs- und
Gleichungssystem (13.6) e&muivalentes System der folgenden Form wird:

Dx =0
(13.7) 1Tz =1
T >0.

Um die Voraussetzung (13.2) herzustellgihrien wir eine weitere Schlupfvaria-
ble x,, .3 wie folgt ein. Wir betrachten

(13.8) 1Tr + 2,3 =1
T; >0,c=1,...,n+3.

Offenbar hat (13.7) genau dann eingslung, wenn (13.8) einedsung mitz,, ;3 =
0 hat. Setzen wir

A= (D, —D]].) c (@(m+1,n+3)7 c = (0’ e 707 l)T c @n+3

und betrachten wir als Vektor imR"™3, so hat also (13.7) genau dann eine
Losung, wenn

(13.9) Az =0, 1Tz=1, >0, dz<0
eine Losung hat. Ferner afit nach Konstruktion der Vektor
7l .= (#_37,#_5) c Q3

beZiglich des Systems (13.9) die Forderung (13.2).

Folglich kann jedes lineare Program durch polynomial viele Aufrufe eines Algo-
rithmus zur lBsung von (13.1) (mit Zusatzvoraussetzung (13.2ygjelerden.
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13.2 Die Grundversion des Karmarkar-Algorithmus

Wir wollen nun das Karmarkar-Verfahren zubsung von (13.1) unter der Zu-
satzvoraussetzung (13.2) beschreiben. Wie wir am Ende des letzten Abschnittes
gesehen habenpknen wir jedes LP in eine Folge von Problemen der Form (13.1)
transformieren, und wirénnen sogar das Zentrum des Simplexc R” | 172 =

1,z > 0} als Startpunkt &hlen. Im weiteren betrachten wir also das folgende

(13.10) Problem. Gegeben seien eine Mattix<c Q™ und ein Viektor: € Q™.

Es seien
E={xeR" |17z =1} (Hyperebene)
Yi=FENRY (Simplex)
Q:={x e R"| Az =0} (linearer Raum).

Ferner wird vorausgesetzt, dass der Vektor %]l in XN enthalten ist. Gesucht
ist ein Vektorr € Q™ mit

reP:=XnQ, dz<o.

O

Problem (13.10) kann sicherlich dadurchagtlwerden, dal3 eine Optimasiung
des folgenden Programms bestimmt wird.

min ¢’ x
Az =0 min ¢’z

(13.11) 17z =1 bzw. x € ) NE NRY
x>0

Offenbar ist der optimale Zielfunktionswert von (13.11) genau darfer als
Null, wenn (13.10) keine ésung hat. Unser Ziel wird nun sein (13.11) statt
(13.10) zu bsen, wobei wir voraussetzen, d%ssfur (13.11) zuhssig ist.

Es erscheint natlich reichlich umsindlich, ein lineares Programm, sagen wir
der Form (13.3), durch Barsuche auf eine Folge von Asksigkeitsproblemen
(13.10) zu reduzieren, die dann wieder durch spezielle lineare Programme der
Form (13.11) gedst werden. Diesen Umweg kann man durch die sogenannte Sli-
ding Objective Function Technique begradigen. Die dabei notwendigeziius
chenUberlegungen tragen jedoch nicht zu einem bessereniviehsis der Grund-
version des Verfahrens bei, um die es hier geht. Ziel dieses Kapitels ist nicht die
Darstellung einer besonders effizienten Version des Karmarkar-Algorithmus son-
dern dessen prinzipielle Idee.
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Geometrische Beschreibung eines lterationsschrittes

Zur Losung von (13.11) hat Karmarkar ein Verfahren entworfen, das wie fast alle
Optimierungsverfahren (insbesondere die Methoden der nichtlinearen Optimie-
rung, die wir in der Vorlesung Optimierung Il kennenlernen werden) auf der fol-
genden simplen Idee beruht. Angenommen man befinde sich an eingssigeh
Punkt, sagen wir*, dann sucht man eine Richtung (also einen Vektar R"),
beziglich der die Zielfunktion verbessert werden kann. Daraufhin bestimmt man
eine Schrittingep, so dass man von* zum rachsten Punkt*+! := 2% + pd
gelangt. Der Achste Punkt**! soll nafirlich auch zuhssig sein und einen “we-
sentlich” besseren Zielfunktionswert haben.

Die Essenz eines jeden solchen Verfahrens stecldtlicht in der Wahl der Rich-

tung und der Schritfinge. Bei derartigen Verfahren trithlifig die folgende Si-
tuation ein. Man ist in der Lage, eine sehr gute Richtung zu bestimmen (d. h. die
Zielfunktion wird in Richtungd stark verbessert), aber man kann in Richtdng
nur einen sehr kleinen Schritt atisien, wenn man die zagsige Menge nicht ver-
lassen will. Trotz guter Richtung kommt man also im Bezug auf einadhtgshe
Verbesserung kaum voasts und erhlt u. U. global schlechtes Konvergenzver-
halten. Man muss sich also béahen, einen guten Kompromiss zwischen “Qua-
litat der Richtung” und “ragliche Schritthnge” zu finden, um insgesamt gute
Fortschritte zu machen.

Ist man — wie im vorliegenden Fall — im relativen Inneren der Meiyaber

nah am Rand und geht man z. B. in Richtung des Normalenvektors der Zielfunk-
tion, so kann man sehr schnell an den Rand #agelangen, ohne wirklich weiter
gekommen zu sein, siehe Abbildung 13.1.

Zielfunktion

gute Richtung, geringer Fortschritt schlechtere Richtung, aber grofRer Fortschritt
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Abb. 13.1

Karmarkars Idee zurisung bzw. Umgehung dieser Schwierigkeit ist die folgen-
de. Er ihrt eine projektive Transformation aus, die den Simpleuf sich selbst,
den affinen Teilraun auf einen anderen affinen Teilrauthabbildet und den re-
lativinneren Punkt* auf das Zentrun%]l vonX wirft. P wird dabei auf ein neues
PolyederP, abgebildet. Offenbar kann man vém aus recht grol3e Schritte in alle
zulassigen Richtungen machen, ohne sofort deasgigjen Bereicl®, zu verlas-
sen. Man bestimmt so durch Festlegung einer Richtung und einer Soigéton

%]l ausgehend einen Punit*! ¢ P, und transformiert diesen zick, um den
nachsten (ziéssigen) Iterationspunkt*! ¢ P zu erhalten.

Zur Bestimmung der Richtung macht Karmarkar folgebiierlegung. Ideal ére

es naiirlich, direkt das Optimum des transformierten Problems zu bestimmen.
Aber die lineare Zielfunktion des urdjorglichen Problems wird durch die pro-
jektive Transformation in eine nichtlineare Abbilduiipergeiihrt, so dass dies
nicht so einfach zu bewerkstelligen ist. Dennoch kann man diese transformierte
Zielfunktion auf naiirliche Weise linearisieren. Mit' x sei die neue (linearisierte)
Zielfunktion bezeichnet. Man hat nun ein neues Problem: Es soll eine lineare Ziel-
funktion iber dem Durchschnitt eines Simplex mit einem affinen Raum optimiert
werden, wir erhalten

min ¢l x

(13.12) rel)y NENRY.

Dieses Problem ist offenbar wiederum vom Typ unseres Ausgangsproblems (13.11).
Aber diese neue Aufgabe ist ja nur ein Hilfsproblemb@licherweise ist daher ei-

ne gute Approximation der Optimakung von (13.12) ausreichenil fdas, was

wir bezwecken. Durch die &sung einer Vereinfachung dieses Problems (13.12)
konnten u. U. ein Richtungsvektor und eine Sctaitje gefunden werden, die von
hinreichend guter Quaét beiziglich globaler Konvergenz des Verfahrens sind.
Die Vereinfachung, die wir betrachten wollen, geschieht dadurch, dass die bei der
Druchschnittsbildung beteiligte Mend&! durch die golite Kugel, sagen wik,

mit Zentrum%]l, die im Simplex® enthalten ist ersetzt wird. Statt (13.12) wird
also die Aufgabe

minél x

(13.13) reQ NENK

betrachtet. Man optimiere eine lineare Zielfunktidmer dem Durchschnitt einer
Kugel K mit einem affinen Raurf2’ N E. Dieses Problem ist ohne Einschaltung
eines Algorithmus durch eine explizite Formékbar. Durch die Optimabkung
von (13.13) werden die gesuchte Richtung und die Schnige explizit geliefert.
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Eine Modifikation ist jedoch nochatig. Das OptimunuiberQY’ N EN K isti. a. ir-
rational und muss gerundet werden. Dadurch ist @glich, dass/**! nicht mehr

im relativen Inneren vorP, bzw. der rachste (gerundete) Iterationspunkt!
nicht mehr im relativ Inneren vor liegt. StattKA” wahlt man daher eine kleinere
Kugel K’ mit dem gleichen Zentrum, so dass auch nach Rundung tnktRns-
formation garantiert ist, dass deachste Iterationspunkt ein relativ innerer Punkt
ist.

Analytische Beschreibung eines Iterationsschrittes

Die oben gegebene anschauliche Darstellung wollen wir nun explizitiwa.

Wir starten also mit Problem (13.11). Wir setzen (wie beim Simplexverfahren)
voraus, dassi vollen Zeilenrang hat. AuRerdem kennen wir mift einen rela-

tiv inneren Punkt vonP. Ist D = diag(z*) die (n,n)-Diagonalmatrix, die die
Komponentenr®, ... z* vonz* auf der Hauptdiagonalen e, so ist durch

1 -1

T

eine projektive Transformation definierl}(z) ist natirlich nur dann endlich,
wennz ¢ H = {y € R* | 17D~y = 0} gilt. Wir werden beim Rechnen
mit 7} diese Einsclankung nicht weiter erdhnen und gehen davon aus, dass
klar ist, wie die Formeln, did}, enthalten, zu interpretieren sind.) Die projektive
Transformatiori, hat, wie leicht zu sehen ist, folgende Eingeschaften:

(13.15) Eigenschaften vorTy.

@ x>0 = Ty(z) >0.
(b) 172 =1 = 17T} (z) = 1.

(c) T;'(y) = orp, Dy fur alley € ¥.

(f) Ti(a*) = z7z D2k = L1 € P,

171
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Die TransformatiorY}, ist also eine bijektive Abbildung® — P, undY — ¥,
die den Punkt* in das Zentrumy1 von X abbildet. Aus (13.15) folgt

minc’z = minc’r = mindTy) = mingloc Dy
(13.16) Ar=0 reP  yeP=TyP) ADy=0
r=0 y >0

Das letzte Programm in (13.16) ist das in der geometrisch-anschaulictéenez=rl
rung weiter oben genannte Pogramm mit nichtlinearer Zielfun@%Dy. Wir
linearisieren diese durch Weglassen des Nenners wie folgt:

(13.17) ¢ =c"D
und erhalten das lineare (Hilfs)-Programm

min ¢’y
ADy =0
17y =1
y=>0

(13.18)

Wir vereinfachen (13.18) dadurch, dass wir die Nichtnegadiisiiedingung in
(13.18) durch die Bedingung ersetzen, dads einer Kugel um%]l liegt. Die

groRte Kugel mit diesem Zentrum, die man dem Simplesinbeschreiben kann,
hat den Radius——. Wie bereits enahnt, niissen wir aus technischeniBiden

n(n—1
eine kleinere Kugel @hlen. Es wird sich zeigen, dass man mit daifté dieses
optimalen Radius auskommt. Wir betrachten also das Programm

(13.19) 1Ty

Das Minimum von (13.19) kann explizit bestimmt werden.

(13.20) Lemma. Die Optimalbsung von (13.19) ist der Vektor

1 . 1 1 (I — DAT(AD?A")"'AD — 1117 Dc
n~ 2/n(n—1)|(I = DAT(AD?AT)~'AD — 1117)Dc|| -

k+1 . _
yo=
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Beweis : Zunachst projizieren wit orthogonal auf den linearen Raum= {z €
R™ | ADz = 0,172 = 0}. Setzen wir

AD
5= ()
so ist die Projektion von auf L gegeben durch
¢= (I - B (BB")'B)e,

denn offenbar giltBe = 0, (¢ — ¢)T¢ = 0. Beachten wir, dasd D1 = Az* = 0
gilt, so folgt durch einfaches Ausrechnen

BET _ [(AD?AT AD1\  [(AD?*AT 0
—\ADn)T 171 ) 0 n
2 AT\—-1
(BBT)—l — (AD A ) (1)

0 ES
BT(BB")"'B = DA"(AD*AT)"'AD + 1117,

und somit
¢= (I - DA"(AD’A")7'AD - 1117z

Fur y € L gilt nach Konstruktiore’y = ETy und somit ist das Minimum von
(13.19) gleich dem Minimum der Funkti(iﬁy unter den Nebenbedingungen von
(13.19). Aufgrund unserer Konstruktion ist dieses Minimum gleich dem Mini-
mum von »

mnc y

ly =31l <3~

also dem Minimum einer linearen Zielfunktiamer einer Kugel. Offenbar wird

das Minimum hier durch den Vektor angenommen, den man durch einen Schritt
vom Mittelpunkt%]l aus in Richtung-¢ mit der Lange des Kugelradius eith,

also durch

Rl _ 1 1 !

y :—:ﬂ_———_
n 2/n(n—1) ¢

Hieraus folgt die Behauptung. U

—_
oll

oll

Damit haben wir ein Minimum von (13.19) analytisch bestimmténren und
unser vereinfachtes Hilfsproblem get. Den i@&chsten Iterationspunkt exthman
durch Anwendung der inversen projektiven Transformatiphauf den in (13.20)
bestimmten Vektog**!:

1

(1321) $k+1 = Tk_l(yk—i_l) = W.Dyk+l.
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Dem Hilfsprogramm (13.19) kann maibrigens noch eine andere geometrische
Interpretation geben. Setzen wir

z:=Dy bzw. y:=D'z

so kann man (13.19) wie folgt schreiben
T

minc' z
Az =0
(13.22) 1Tp-1, —1
z € E(W—I)DQ’ L)

Denn wegen (13.17) gitt’y = ¢’z und ausD~'2* = 1 folgt:

1 11 1, 1p-l k|| < 1
|y n]lH <53 1 |D 1Z nle | 1§ z\l/m
D (z—-2= <1
107z = 2290 < 3 7
(Z - %xk)TD_2(Z B %xk) S 4n(n—1)
(z — 2a®)(4n(n — 1))D%(z — 12%) <1

—_

(A

—_

(12.20)

Gehen wir vom Ursprungsproblem (13.11) aus, so bedeutet dies also, dass wir in
unserem Hilfsprogramm die Originalzielfunktierund den linearen Rauf un-
verandert lassen. Wir ersetzen die Hypereb&rdurchEy, = {2 | 17D~z = 1}

und die Nichtnegativéttsbedingung € R” durch das EIIipsoio@(%(;fl)D% L)

und optimieren higiber. Aus einer Optimadsung, sagen wit“*!, von (13.22)
erhalten wir eine Optimadsung von (13.19) durch

yk+1 — Dflszrl.
Wie im Beweis von (13.20) kann man zeigen, dass (13.22) durch eine direkte
Formel gebst werden kann (das folgt riatich auch aus (13.20) durch die obige
Gleichung), und zwar gilt:
(13.23)
w1 1,1 1 D(I — DAT(AD?*AT)"'AD — 2117)Dc

TR T2 an— 1) (I — DAT(AD?AT)TAD — 1117)De|
Hieraus ergibt sicliiber (13.21) eine neue (einfache) Formel zur Berechnung des
nachsten Iterationspunktes.

1 1
k+1 . k+1 k+1
(13.24) x = —]lT y"? 1Dy = —]szk T2 .

Damit haben wir die wesentlichen Bestandteile eines Iterationsschrittes des Karmarkar-
Algorithmus beschrieben un@dknen ihn zusammenfassend darstellen, wobei noch
das Abbruchkriterium zu be@nden ist.
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(13.25) Der Karmarkar-Algorithmus.

Input: A € Q™" undc € Q. Zusatzlich wird vorausgesetzt, dassi1 = 0
undc’1 > 0 gilt.

Output:  Ein Vektorxz mit Az = 0,172 = 1,z > 0 undc’xz < 0 oder die
Feststellung, dass kein derartiger Vektor existiert.

(1) Initialisierung. Setze

o
=

2@&
1
w O3

=

n({(A) + 2(c) —n)

(2) Abbruchkriterium.
(2.a) Giltk = N, dann hatAz = 0, 172 = 1,z > 0, ¢’z < 0 keine
Lo6sung, STOP!

(2.b) Giltc"zF < 2= dann ist eine Bsung gefunden. Falld z* < 0,
dann istr* eine Losung, andernfalls kann wie bei der Ellipsoidmetho-
de (Satz (12.34)) aug’ ein Vektorz konstruiert werden mit'z < 0
Az =0,1"7 =1,7 > 0, STOP!

Update.

(3) (3.a) D := diag(z")
(3.b) ¢ := (I-DAT(AD*AT)"' AD—211") Dc (siehe Beweis von (13.20))
Bo)ytti=1-1 L __1C

(3.d) 2" = L Dyl

]]_TDyk+1

(3e)k=k+1
Gehe zu (2).

O

Die Geschwindigkeit des Algorithmusahgt naiirlich nur von der Implemen-
tierung des Schrittes (3) ab. Wir haben hier die aus Lemma (13.20) gewonnene
Formel (13.21) fir den rachsten Iterationspunkt®*! gewahlt. Man kannz*+!
natiurlich auchtiber (13.23), (13.24) bestimmen. Wesentlich ist, dass man eine
Update-Formel findet, in der dxglichst wenig arithmetische Operationen auftre-
ten.
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Es ist offensichtlich, dass die Hauptarbeit von (3) im Schritt (3.b) lieghrE
man ihn kanonisch aus, so werdeém?®) Rechenschritte bétigt. Man beachte,
dass sich in jedem Schritt nur die Diagonalmaitixandert. Diese Tatsache kann
man, wie Karmarkar gezeigt hat, ausnutzen, um (8)irf-°) Rechenschritten zu
erledigen. Die Laufzeit betgt dann insgesamtn®5((A) + (c))).

Wie bei der Ellipsoidmethodedkinen bei der Ausihrung des Karmarkar-Algo-
rithmus irrationale Zahlen (durch Wurzelziehen in (3.c)) auftreten. Wir sind also
gezwungen, alle Rechnungen approximativ ausizgn. Die dadurch auftreten-

den Rundungsfehler akkumulieren sichimath. Wir miissen also unsere Run-
dungsvorschriften so einrichten, dass beim Abbruch des Verfahrens eine korrekte
Schlussfolgerung gezogen werden kann. Auch das kann man wie bei der Ellip-
soidmethode erledigen. Dies sind (auf Abstzungstechniken der linearen Alge-

bra und Analysis beruhende) Tricks, mit deren Hilfe Verfahren (13.25) in einen
polynomialen Algorithmus abgewandelt werden kann. Da insgesaohistensV
Iterationen durchgéhrt werden, folgt

(13.26) Satz. Die Laufzeit des (geeignet modifizierten) Karmarkar-Algorithmus
(13.25) zur lsung von Problemen des Typs (13.10Dist>*((A) + (c))?).

O

Wir wollen im weiteren die Rundungsfehler vernaddigen und annehmen, dass
wir in perfekter Arithmetik arbeiten. Es bleibt noch zu zeigen, dass Algorithmus
(13.25) mit einem korrekten Ergebnis endet.

Zunachstiberlegen wir uns, dass alle Punkfeim relativ Inneren vo2N ENR":
enthalten sind.

(13.27) Lemma. Firallek € {0,1,...,N} gilt Az* =0, 2* > 0, 172* = 1.

Beweis : Durch Induktiontiberk! Fur k£ = 0 gilt die Behauptung nach Voraus-
setzung. Br k + 1 istc die Projektion vorc auf {x | ADz = 0,17z = 0}, siehe
Beweis von (13.20). Daraus folgtD¢e = 0, 17¢ = 0. Mithin ergibt sich

|~

(ILTDyk+1)A$k+1 — ADykJrl — AD(%II _ 1 1

2 /n(n-1) E)
AD(11) = AzF = 0.

Sl

Daraus folgtAz*+! = 0.

Um z* > 0 zu zeigen, stellen wir zéhst fest, das&” = {y | ||y — 11| <
L__} C R". Denn gibt es eify € K mit einer nichtpositiven Komponente,

1
2, /n(n—1)
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sagenwirg; < 0,80 it} (7, — 2)* < oy — G —3)° S ey — e =

—Sntd (), ein Widerspruch. Daraus folgt*! > 0, und (13.21) ergibt direkt

4n2(n—1)
ok > 0.

Aus (13.21) folgt ebenalls sofort, dags8z*+! = 1 gilt. 0

Entscheidendifr die Absclatzung der Anzahl der Iterationsschritte ist die folgen-
de Beobachtung.

(13.28) Lemma. Gibt es ein: > 0 mit Ax = 0, 17z = 1 undc’x < 0 dann gilt
far allek
(CT$k+1>n 2 (CT:Bk)n

H?:l xf“ e H?:1 xf '

U

Wir wollen uns nuriiberlegen, wieviele Iterationen im Verfahren (13.28%hstens
durchgeiihrt werden riissen. Der erste Iterationspunkt ist der Vektor

20 =11
Daraus folgt mit einer groben Absatzung aus (12.10) (a)
a? <IN o) <23 2kl < Lol
Aus Lemma (13.28) ergibt sich (unter den dort gemachten Voraussetzungen)
(chk)” _ 9 k (CTxO)"
| xi = j

und somit wegef ]!, ¥ < 1und[], 2) = ()"

% i=1"1

(13.29)

In jedem Schritt schrumpft also der Zielfunktionswert um den nur von der Dimen-
sionn abhangigen Faktory/2. Setzen wir

€

(13.30) N :=3n((A4) + 2n(c) — n)

dann gilt
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(13.31) Satz. Es gibt einz > 0 mit Az = 0, 172 = 1, ¢z < 0 genau dann,
wenn es eirk € {0,... N} gibt mit

Lok < g=A-la

Beweis : “= " Angenommen, es gibtein € P = ¥ N Q mit ¢’z < 0, dann
sind die Voraussetzungen von Lemma (13.28jlérfind folglich gilt mit (13.29)
und (13.30)

N
TN (2) " gl < 9 (A)—(0)
(&

wobei wir die Tatsache ausgenutzt haben, 6&5% gilt.
“«= " Angenommenc’zF < 2= (A=) gilt fur eink € {0,...,N}. DaP # 0,

ein Polytop ist, wirdnin{c’z | x € P} in einer Ecke von® angenommen. Nach
Satz (12.15) ist der Optimalwert dieses Programms eine rationale;fZaInI
2

1 < g < 2WHDHE =20 o(A)+(e)

Aus® < Tzb < 2740 folgt dannZ < 0. U
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