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1 Voraussetzungen

D € R? beschanktes konvexes Polyeder
(Q, F,P) Wahrscheinlichkeitsraum

Stochastisches lineares elliptisches Randwertproblem:

Gesucht ist eine stochastische FunktionQ2 x D — R, so dassP-fast sicher gilt:

-V - (a(w, ) Vu(w,")) = flw,-),aufD,
u(w,-) = 0,aufdD
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Wir stellen folgende Voraussetzungen an die Zufallsfeldgr: Q2 x D — R:

a sei beschinkt und gleichral3ig koerziv:
3 Amin, Gmax € (0,00) : P(w € Q: a(w, ) € [amin, Gmax|, VT E€ D) =1 (2)
a hat eine gleichral3ig besclankte und stetige erste Ableitung:

JCeR: PweN:alw,-) € CH(D)und max |Vya(w, )| <C)=1 (3)
D

Fur die rechte Seite gelte:

1Moy = Bl Iscon) = [ [ £2)dadP(w) < o0 @)

\_ /
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2 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Variationsraum:
Hilbertraum™ = HZ (D) = L%(Q, HY (D)) ~ L%(Q) ® H (D) mit Innenprodukt

(v, W)y = E[/ Vv - Vwdzx]
D
Stochastische Variationsformulierungvon (1)):

Bestimmeu € ‘H, so dass

B(u,v) = L(v) Vv e H. (5)
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B(v,w) = E[/D aVv - Vwdzr]

e B:HxH—R symmetrische Bilinearform

o
1B(v,w)| < FElamax (fD \Vv|2d:13)§ (fD \Vw]Qda:)i]
< Qpax ( fD Vo|?dx] ) ( fD |Vw\2al:1f;])§
= amax||V||H||w||x  Stetigkeit
o

B(v,v)| > E[a,minfD\Vdex]

= amm||v]3, Koerzivitat

\_ /
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L(v) = E| /D fodz]

o L:H — R lineares Funktional

:(fD dex)% (fD ’U2d$)%]
[, f2dx]? B[, v?dx]3
v||%  Beschanktkeit

1L(v)]

VANVA
& &

IA
Q

Lax-Milgram-Lemma:

Jlu € Hsodasd3(u,v) = L(v) YveEH

\_ /
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3 Stetige Ablangigkeit von den Daten

Sei(H, (-, -)#) ein Hilbertraum und3, B : H x H — R zwei symmetrische
Bilinearformen, die koerziv und besénkt sind, d.h. es existieren zwei Konstanten
0 < Amin < Amax, SO dass

Gmin||[v]|%, < min{B(v,v), B(v,v)}, YveH,

max{|B(v, w)|, |B(v, w)[} < amaxlv]lnl|w]lr , ¥V v,weH.

Wir nehmen an, dass die beiden Bilinearformen vergleichbar sind, d.h., es gibt eing
Konstantey, so dass

\U

(B = B)(v,w)| < A[vlnllwllr , ¥o,0eM.

\_ /

TU Bergakademie Freiberg, InstitiirfNumerische Mathematik und Optimierung 10.12.2003




3 Stetige Abhangigkeit von den Daten 10

4 N

Gegeben seien weiterhin die beiden beaokten linearen Funktional®, £ € H’ und
Losungen:, . € H von

B(u,v) = L(v), Vv eEH,
B(a,v) = L(v), YVveH.
Dann gilt
Ju = allpe < ——(1£ = Lllpe + ——[|E]le). ©
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Bemerkung:

also inshesondere

Amin |||

Bewels

L(v
|L][# = sup | ()|,
ver w20 ||[V||H

(L= L)(e) < 1€~ Ll lel5-

5, < B(e,e) = B(e,u) — B(e,u)

L(e) — Ble,u)

£(€)+(5’—B)( i) — Ble, i)
L)(e) + (B = B)(e, @)

(£
(I1£ = L5 ‘|"V||U||H)H 17
(1€ = Ll +

IA A

@) = L(0) < ||L]|3]|a]]2)

)]l
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Ge Anwendung des vorherigen Satzes liefert das folgende Konvergenzergebr@

Betrachte zwei konvergente Folgen stochastischer Prozessed{ /.. } mit
0 < @min < ap < Apax < 00, (P ®dx)a.e.onD x Q. |la, — a||ioo(D) — 0

und
| fn — foﬂ(D) — 0.
Dann erfillen die Prozesse undw,,, definiert durch

E[/ an Vi, - Vodz] = E[/ favdx], YveH,
D D

E[/ aVu - Vudz] = E[/ fvdz], YveH,
D D
die Ungleichung

Co 1
[lu —up||n < (||fn_fHE2(D —i_—.Han_aHioo(D 1 fll72py) — O.
) ) (D)

K Amin Amin J
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4 FEM-Raume

Babwska:

e endliche Anzahl unal@dngiger Zufallsvariablei; mit Dichtefunktionernp; in der
KL-Entwicklung

e stiickweise PolynomekfVersion) oder globale Polynome-§ersion) bei der
stochastischen Diskretisierung

Deterministische Variationsformulierung: Bestimmeu € L?(T') ® Hy (D), so dass
Jr W) Jp aly, x)Vu(y, z) - Vo(y, z)dz dy = 1 p(y) [ f( ,x)dx dy,

Vve L) ® Hy (D).
(7)
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4.1 Raumliche Diskretisierung

T4 Reguhre Triangulierung des konvexen PolyedBre Simplices
mit (maximalem) Durchmessér> 0

X¢ c H}(D): Raum der dickweise linearen stetigen FE-Funktionenimglich 7,¢

\_ /
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@

I'; v = Y;(Q2): beschankte Intervalle irR

2 Stochastische Diskretisierung

Zerlegel' = H;.Vzl I'; in Teilqguadery = Hj.vzl(a}, bj) mit (a/, b)) C Ty,

Gitterweite:k; = max, \b}y — %7

k= (ki,...,kn)

PN-4 :={ Polynome vom Grag& ¢ in N Variabler}
Y, = {p € L2(T) : ¢, € PV Wy}

4.3 Tensorprodukt FE-Raum, & x h-Version

YkN’q ® X;‘f = {v € L*(T' x D) :v € span{p(x)W(y) : ¢ € X;‘f,w C YkN’q}}

\_ /
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5 Fehlerabsclatzung bei derk x h - SGFEM-Methode

géli?d v — fHHg(D) < Chl||v||m2my , YvE H?*(D) N Hy (D)
h

mm H’U — |2y < C’Z q+1H8q+ |[z2ry, Yve HITHT)
cpEY

= (Beweis mittels Projektion)

nfy ey vagxa v = Ylle2 ) <
N
Cb.N.q {hHUHL2(F,H2(D)) + Zj:1<kj)q+1HagjlvuL%F,Hé(D))} (8)
Vv e CTYT, H*(D) N Hy(D))
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ﬁnnahme: \

a € CTH YT x Dyund f € C97(T, L?(D))

w € CTY T, H*(D) N H} (D)),

elliptische Regulardtstheorie=-

Cp

min

Hu(ya )HH&(D (ya )||L2(D)7 v (S F (9)

|u(y, Na2) < Cosllf (W, )Lap)y, YyeT, (10)

100 uly. N oy < Corrn 3. 1100 F(u)Zpy: Yy eT, 1<j< N
0<B<q+1
(11)

@HB Ist ablangig vong, C'p unda. J
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5.1 Abschatzung in der Energie-Norm

Ble,e)z < C/Tlapl| L= rxD)

(thHL2(F L*(D)) T Z] 1 +1\/20<ﬁ<q+1 Hagg Sy, )HL2(r,L2(D))>
C ist ablangig vong, D, I' unda, aber unabéingig vonk, h undu.
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Beweis

SeiVy, = YkN’q ® X;‘f unde = u — ugp. ES gilt dietibliche Galerkin-Orthogonaét:

Ble,v) = / p(avxeavxw)LQ(D)dy =0, VY€ Vi
r
Wegen

B(u—v,u—1) = Ble+ (upn — ), e+ (urn — 1)) = Ble, e) + Bugn — ¥, ugn — )

ermalt man:

N|—=

~—~
(o8
~—~
\.Cb
QM)
~—
~—
N~
VAN

infyev, (Blu — ¥, u—1))
infyevs,, (fp AIVAYa (1~ 0)][3a ) dy)?

1 .
Hap||12;oo(1“><D) infyevy, [lu— ¢||L2(F,H5(D))

\_ /
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5 Fehlerabsclatzung bei derk x h - SGFEM-Methode
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Die Absclatzung|(8) liefert

Mit (

\_

(B(e, €))7 <

5 N
CllapllF o re y (Pllell22m m20m) + 300 ()T 108 2 ey oy ) -

10

) und

(1

[ M-

) ergibt sich die Behauptung.

/
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5.2 Konvergenzresultat

e Fehler des Erwartungswertes in déf-Norm:

|E[u(Y, )] = Elugn (Y, )|y < C h+z

e Fehler des Erwartungswertes in det-Norm:

71=1

BluY, )~ Elusn (¥, Mizecon < € 12+ 50k

C'ist unablangig vonu, h undk.

\_

71=1

CI—I—l

2(q+1)

/
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6 Fehlerabsclatzung bei derp x h - SGFEM-Methode

Wie bei derk x h-Version liefert auch dig-Version eine exponentielle Konvergenz bei
der Absclatzung des Erwartungswertes dérsung:

N
1 .
|Blw— @}l 2y < C (h? +-3 j<|moo<fi>>2pz+2)

1=1

C'Ist unablangig vonu, h, p; undr;.

\_ /
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/7 Beispiele

Abbildung 1: Konvergenzresultateif die Losung des Problemg: ((1 4 2Y (w)) -2 u(w,z)) = 0(x € D
[0, 1]) mit den Randbedingungenw, 0) = 0, u(w, 1) = 1, Y (w) ~ U[—+/30,v/30]

Lineare finite Elemente, N=1000, gleichverteilte Zufallsvariable, sigma=0.50

————

S

IIEIU-UR]IIL2
max, (E[(u-up)?])1’2

2 3 4 5
Polynomgrad p

(o = Standardabweichuny
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Lineare finite Elemente, N=200, 2 gleichverteilte Zufallsvariable, sigma1=1.73, sigma2=2.31

-

—

[IE[u-uflll,,
max, (E[(u-up)?])2

1 1.5 2 25

\_

4

Polynomgrad p

Abbildung 2:konvergenzresultateif die Losung des Problemg: [(az + B) L u(a,B,2)] = 1,(x € D =
[0, 1]) mit den Randbedingungen(«, 8,0) = u(a, 3,1) = 0, ~ UJ0, 6], B ~ U|[2, 10].

/
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Lineare finite Elemente, N=1000, gleichverteilte Zufallsvariable, sigma=0.1,0.2...

107 T T T T T T T T
o
, s |[E[u-uR]ll,
1073 2 Vanyifg
—e—  max, (E[(u-up)4])
10"
*
\
10°
10° L
107 F
% \\\ \\\\*
14 e S TR e R S R S |- N S
10 | S . * o e k
4 -
Ry \\
¢ oo B SH——— Ko
10° | éﬁ\\ i
\\
N
1015 | 1 *—77__‘% _____ ] élé ‘‘‘‘‘‘ L R %16’7"7‘%
1 2 3 4 5 8 7 8 9 10
Polynomgrad p

Abbildung 3: Abbruch der Konvergenzkurvérfverschiedene Werte ven
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