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1 Voraussetzungen

D ∈ Rd beschr̈anktes konvexes Polyeder

(Ω,F , P ) Wahrscheinlichkeitsraum

Stochastisches lineares elliptisches Randwertproblem:

Gesucht ist eine stochastische Funktionu : Ω×D → R, so dassP -fast sicher gilt:

−∇ · (a(ω, ·)∇u(ω, ·)) = f(ω, ·) ,aufD,

u(ω, ·) = 0 ,auf ∂D
(1)
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Wir stellen folgende Voraussetzungen an die Zufallsfeldera, f : Ω×D → R:

a sei beschr̈ankt und gleichm̈aßig koerziv:

∃ amin, amax ∈ (0,∞) : P (ω ∈ Ω : a(ω, x) ∈ [amin, amax], ∀x ∈ D) = 1 (2)

a hat eine gleichm̈aßig beschr̈ankte und stetige erste Ableitung:

∃ C ∈ R : P (ω ∈ Ω : a(ω, ·) ∈ C1(D) und max
D

|∇xa(ω, ·)| < C) = 1 (3)

Für die rechte Seite gelte:

||f ||2
L̃2(D)

= E[||f ||2L2(D)] =
∫

Ω

∫
D

f2(ω, x)dxdP (ω) <∞ (4)
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2 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung

Variationsraum:
HilbertraumH = H̃1

0 (D) = L2
P (Ω,H1

0 (D)) ' L2
P (Ω)⊗H1

0 (D) mit Innenprodukt

(v, w)H = E[
∫
D

∇v · ∇wdx]

Stochastische Variationsformulierungvon (1):

Bestimmeu ∈ H, so dass

B(u, v) = L(v) ∀ v ∈ H. (5)
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B(v, w) = E[
∫
D

a∇v · ∇wdx]

• B : H×H → R symmetrische Bilinearform

•
|B(v, w)| ≤ E[amax

(∫
D
|∇v|2dx

) 1
2
(∫
D
|∇w|2dx

) 1
2 ]

≤ amax

(
E[
∫
D
|∇v|2dx]

) 1
2
(
E[
∫
D
|∇w|2dx]

) 1
2

= amax||v||H||w||H Stetigkeit

•
|B(v, v)| ≥ E[amin

∫
D
|∇v|2dx]

= amin||v||2H Koerzivität
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L(v) = E[
∫
D

fvdx]

• L : H → R lineares Funktional

•
|L(v)| ≤ E[

(∫
D
f2dx

) 1
2
(∫
D
v2dx

) 1
2 ]

≤ E[
∫
D
f2dx]

1
2E[
∫
D
v2dx]

1
2

≤ C||v||H Beschr̈anktkeit

Lax-Milgram-Lemma:

∃!u ∈ H so dassB(u, v) = L(v) ∀ v ∈ H
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3 Stetige Abḧangigkeit von den Daten

Sei(H, (·, ·)H) ein Hilbertraum undB, B̂ : H×H → R zwei symmetrische

Bilinearformen, die koerziv und beschränkt sind, d.h. es existieren zwei Konstanten

0 < amin ≤ amax, so dass

amin||v||2H ≤ min{B(v, v), B̂(v, v)} , ∀ v ∈ H,

max{|B(v, w)|, |B̂(v, w)|} ≤ amax||v||H||w||H , ∀ v, w ∈ H.

Wir nehmen an, dass die beiden Bilinearformen vergleichbar sind, d.h., es gibt eine

Konstanteγ, so dass

|(B − B̂)(v, w)| ≤ γ||v||H||w||H , ∀ v, w ∈ H.
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Gegeben seien weiterhin die beiden beschränkten linearen FunktionaleL, L̂ ∈ H′ und

Lösungenu, û ∈ H von

B(u, v) = L(v) , ∀ v ∈ H,

B̂(û, v) = L̂(v) , ∀ v ∈ H.

Dann gilt

||u− û||H ≤ 1
amin

(||L − L̂||H′ +
γ

amin
||L̂||H′). (6)

TU Bergakademie Freiberg, Institut für Numerische Mathematik und Optimierung 10.12.2003
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Beweis

Bemerkung:

||L||H′ = sup
v∈H,v 6=0

|L(v)|
||v||H

,

also insbesondere

(L − L̂)(e) ≤ ||L − L̂||H′ ||e||H.

amin||e||2H ≤ B(e, e) = B(e, u)− B(e, û)

= L(e)− B(e, û)

= L(e) + (B̂ − B)(e, û)− B̂(e, û)

= (L − L̂)(e) + (B̂ − B)(e, û)

≤ (||L − L̂||H′ + γ||û||H)||e||H
≤ (||L − L̂||H′ + γ

amin
||L̂||H′)||e||H.

(amin||û||2H ≤ B̂(û, û) = L̂(û) ≤ ||L̂||H′ ||û||H)
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Die Anwendung des vorherigen Satzes liefert das folgende Konvergenzergebnis:

Betrachte zwei konvergente Folgen stochastischer Prozesse{an}, {fn} mit

0 < amin ≤ an ≤ amax <∞, (P ⊗ dx) a.e.onD × Ω, ||an − a||L̃∞(D) → 0

und
||fn − f ||L̃2(D) → 0.

Dann erf̈ullen die Prozesseu undun, definiert durch

E[
∫
D

an∇un · ∇vdx] = E[
∫
D

fnvdx], ∀ v ∈ H,

E[
∫
D

a∇u · ∇vdx] = E[
∫
D

fvdx], ∀ v ∈ H,

die Ungleichung

||u− un||H ≤
CD
amin

(||fn − f ||L̃2(D) +
1

amin
||an − a||L̃∞(D)||f ||L̃2(D)) → 0.
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4 FEM-Räume

Babǔska:

• endliche Anzahl unabḧangiger ZufallsvariablenYi mit Dichtefunktionenρi in der

KL-Entwicklung

• stückweise Polynome (k-Version) oder globale Polynome (p-Version) bei der

stochastischen Diskretisierung

Deterministische Variationsformulierung: Bestimmeu ∈ L2
ρ(Γ)⊗H1

0 (D), so dass∫
Γ
ρ(y)

∫
D
a(y, x)∇u(y, x) · ∇v(y, x)dx dy =

∫
Γ
ρ(y)

∫
D
f(y, x)v(y, x)dx dy,

∀ v ∈ L2
ρ(Γ)⊗H1

0 (D).
(7)
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4.1 Räumliche Diskretisierung

T dh : Regul̈are Triangulierung des konvexen PolyedersD in Simplices

mit (maximalem) Durchmesserh > 0

Xd
h ⊂ H1

0 (D) : Raum der sẗuckweise linearen stetigen FE-Funktionen bezüglichT dh
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4.2 Stochastische Diskretisierung

Γj,N ≡ Yj(Ω): beschr̈ankte Intervalle inR

ZerlegeΓ =
∏N
j=1 Γj in Teilquaderγ =

∏N
j=1(a

γ
j , b

γ
j ) mit (aγj , b

γ
j ) ⊆ Γj .

Gitterweite:kj ≡ maxγ |bγj − aγj |, k = (k1, . . . , kN )

PN,q :={ Polynome vom Grad≤ q in N Variablen}
Y N,qk := {ψ ∈ L2(Γ) : ψ|γ ∈ PN,q ∀γ}

4.3 Tensorprodukt FE-Raum,k × h-Version

Y N,qk ⊗Xd
h = {v ∈ L2(Γ×D) : v ∈ span{φ(x)ψ(y) : φ ∈ Xd

h, ψ ∈ Y
N,q
k }}
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5 Fehlerabscḧatzung bei derk × h - SGFEM-Methode

min
ξ∈Xd

h

||v − ξ||H1
0 (D) ≤ Ch||v||H2(D) , ∀ v ∈ H2(D) ∩H1

0 (D)

min
ϕ∈Y N,q

k

||v − ϕ||L2(Γ) ≤ C
N∑
j=1

(kj)q+1||∂q+1
yj

v||L2(Γ) , ∀ v ∈ Hq+1(Γ)

⇒ (Beweis mittels Projektion)

infΨ∈Y N,q
k ⊗Xd

h
||v −Ψ||L2(Γ,H1

0 (D)) ≤

CD,N,q

{
h||v||L2(Γ,H2(D)) +

∑N
j=1(kj)

q+1||∂q+1
yj

v||L2(Γ,H1
0 (D))

}
∀ v ∈ Cq+1(Γ,H2(D) ∩H1

0 (D))

(8)
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Annahme:

a ∈ Cq+1,1(Γ×D) undf ∈ Cq+1(Γ, L2(D))

⇒
u ∈ Cq+1(Γ,H2(D) ∩H1

0 (D)),

elliptische Regulariẗatstheorie⇒

||u(y, ·)||H1
0 (D) ≤

CD
amin

||f(y, ·)||L2(D), ∀ y ∈ Γ, (9)

||u(y, ·)||H2(D) ≤ C0,B ||f(y, ·)||L2(D), ∀ y ∈ Γ, (10)

||∂q+1
yj

u(y, ·)||2H1
0 (D) ≤ Cq+1,B

∑
0≤β≤q+1

||∂βyj
f(y, ·)||2L2(D), ∀ y ∈ Γ, 1 ≤ j ≤ N

(11)

Cq+1,B ist abḧangig vonq, CD unda.
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5.1 Abscḧatzung in der Energie-Norm

B(e, e)
1
2 ≤ C

√
||aρ||L∞(Γ×D)

(
h||f ||L2(Γ,L2(D)) +

∑N
j=1(kj)

q+1
√∑

0≤β≤q+1 ||∂
β
yjf(y, ·)||2L2(Γ,L2(D))

)
C ist abḧangig vonq,D, Γ unda, aber unabḧangig vonk, h undu.
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Beweis

SeiVkh = Y N,qk ⊗Xd
h unde = u− ukh. Es gilt dieübliche Galerkin-Orthogonalität:

B(e, ψ) =
∫

Γ

ρ(a∇xe,∇xψ)L2(D)dy = 0 , ∀ ψ ∈ Vkh

Wegen

B(u−ψ, u−ψ) = B(e+(ukh−ψ), e+(ukh−ψ)) = B(e, e)+B(ukh−ψ, ukh−ψ)

erḧalt man:

(B(e, e))
1
2 ≤ infψ∈Vkh

(B(u− ψ, u− ψ))
1
2

= infψ∈Vkh
(
∫
Γ
ρ||
√
a∇x(u− ψ)||2L2(D)dy)

1
2

≤ ||aρ||
1
2
L∞(Γ×D) infψ∈Vkh

||u− ψ||L2(Γ,H1
0 (D))
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Die Abscḧatzung (8) liefert

(B(e, e))
1
2 ≤

C||aρ||
1
2
L∞(Γ×D)

(
h||u||L2(Γ,H2(D)) +

∑N
j=1(kj)

q+1||∂q+1
yj

u||L2(Γ,H1
0 (D))

)
.

Mit (10) und (11) ergibt sich die Behauptung.
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5.2 Konvergenzresultat

• Fehler des Erwartungswertes in derH1
0 -Norm:

||E[u(Y, ·)]− E[ukh(Y, ·)]||H1
0 (D) ≤ C

h+
N∑
j=1

(kj)q+1


• Fehler des Erwartungswertes in derL2-Norm:

||E[u(Y, ·)]− E[ukh(Y, ·)]||L2(D) ≤ C

h2 +
N∑
j=1

(kj)2(q+1)


C ist unabḧangig vonu, h undk.
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6 Fehlerabscḧatzung bei derp× h - SGFEM-Methode

Wie bei derk × h-Version liefert auch diep-Version eine exponentielle Konvergenz bei

der Abscḧatzung des Erwartungswertes der Lösung:

||E[u− uph]||L2(D) ≤ C

(
h2 +

1
τ

N∑
i=1

(||ri||L∞(Γ̂i)
)2pi+2

)
C ist unabḧangig vonu, h, pi undri.
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7 Beispiele

Abbildung 1:Konvergenzresultate für die Lösung des Problemsddx

(
(1 + xY (ω)) d

dxu(ω, x)
)

= 0 (x ∈ D =

[0, 1]) mit den Randbedingungenu(ω, 0) = 0, u(ω, 1) = 1, Y (ω) ∼ U [−
√

3σ,
√

3σ] (σ = Standardabweichung).
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Abbildung 2:Konvergenzresultate für die Lösung des Problemsddx

[
(αx+ β) d

dxu(α, β, x)
]

= 1, (x ∈ D =

[0, 1]) mit den Randbedingungenu(α, β, 0) = u(α, β, 1) = 0,α ∼ U [0, 6], β ∼ U [2, 10].
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7.1 Offene Fragen

Abbildung 3: Abbruch der Konvergenzkurve für verschiedene Werte vonσ
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