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8. Teil: Differentialrechnung (Fortsetzung)

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Gegeben sei eine Funktion f: z +— y = f(z), die in [a, b]
stetig und in (a, b) differenzierbar ist. Dann gibt es min-
destens eine Stelle £ mit a < £ < b, so dass gilt (s. neben-
stehende Abbildung):

A _ 1) - f(a)

As = ).

Die Steigung der Tangente von f(x) an der Stelle z = £ ist
gleich der Steigung der Sekanten durch die beiden Punkte ‘ ¢ b \

an den Intervallgrenzen mit den Funktionswerten f(a) I .
und f(b).

Spezialfall (Satz von Rolle, nach Michel Rolle, 1652-1719): Falls f(a) = f(b) ist, so gibt es
mindestens eine Stelle & mit f’({) = 0. — Funktionen, die in (a,b) stetig und differenzierbar

sind und ausserdem Nullstellen an beiden Intervallgrenzen haben (f(a) = f(b) = 0), miissen
also zwischen diesen Nullstellen mindestens ein Extremum (Hoch- oder Tiefpunkt) besitzen.

Anmerkungen: (1) Eine spezielle Variante des Mittelwertsatzes, mit & = (a + 0)/2 = =z,
a=1x—h,b=x+ h, steht in engem Zusammenhang mit der im 7. Teil gegebenen Definition
von f'(z) (s. 0.). — (2) Lost man die Formel aus dem Mittelwertsatz nach f(b) auf und setzt
b=a+ hsowie £ =a+vYh (0 < ¥ < 1), so erhdlt man

fla+h)=fla)+h-fla+dh), 0<vd<1.

Dies lasst sich auch so lesen, dass der letzte Term den Fehler angibt, den man macht, wenn man
f(a+ h) = f(a) setzt. Der Fehler fiir diese Approximation von f(a + h) durch die Konstante
f(a) (Polynom in h vom Grad 0) ist abhéngig von h' und dem Wert der ersten Ableitung f'(z)
an einer Stelle a +9h (0 <9 < 1).

Regel von Bernoulli und de ’Hospital

Diese Regel ermoglicht die Berechnung von Grenzwerten sogenannter ,,unbestimmer Ausdriicke®.
Das sind Terme, bei denen beim Versuch der Grenzwertberechnung fiir + — a oder x — oo
Ausdriicke wie z. B. ,0/0%, “co/o0“ oder 00 — 0o* entstehen, die nicht allgemein eindeutig
auswertbar sind. Hier wird nur der Fall ,,0/0“ behandelt.

Gegeben seien zwei differenzierbare Funktionen f und g, die an derselben Stelle a ihres Defi-
nitionsbereiches eine Nullstelle haben, f(a) = g(a) = 0, fiir deren Ableitungen dort aber gilt
f'(a) = Aund ¢'(a) = B # 0. Dann ist

f@) S I )
eoag(z)  evag(z)  limg'(z)  g'(a)

Anmerkungen: (1) Die Regel von Bernoulli und de I’'Hospital ist ggf. mehrfach anwendbar
(z. B. wenn sowohl der Quotient f(z)/g(z) als auch der Quotient f'(z)/¢'(x) fir x — a von
der Form ,,0/0“ sind). — (2) Die Regel ,funktioniert* so, wie eben beschrieben, auch fiir den
Fall ,00/00“ (s. Beispiel unten), bei allen anderen Arten unbestimmter Ausdriicke ist erst auf
die Form ,,0/0“ umzuformen. — (3) Die Regel ist benannt nach Johann Bernoulli, 1667-1748,
der sie entdeckte, und Guillaume de I'Hospital, 1661-1704, dem Autor des ersten Lehrbuchs
der Differentialrechnung, der sie von Bernoulli erwarb und verdéffentlichte.
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Zwei Beispiele zur Anwendung der Regel von Bernoulli und de I’'Hospital:
» Unbestimmter Ausdruck der Form ,,0/0“ (einmalige Anwendung der Regel):
cos(xz) 1

lim = lim =-=1;
=0 I z—=0 1 1

sin (z)

» Unbestimmter Ausdruck der Form ,00/00" (mehrfache Anwendung der Regel):

o ox™ . ona™t  n(n—1)a"? . n!
lim 2"e™ = lim — = lim m —-—— = ...
T—00 r—o00 et rz—o0o0 et T—00 et r—o00 T

T

Taylor-Reihenentwicklung

Aus dem Mittelwertsatz (s. o.) wurde die Gleichung f(a+h) = f(a) +hf'(a+0Uh) (0 <9 < 1)
erhalten. Diese kann verstanden werden als Approximation des Funktionswerts f(a 4+ h) durch
den Wert eines Polynoms in A vom Grad 0 (die Konstante f(a)) plus einen Rest- oder Fehlerterm
vom Grad 1 in h. Verallgemeinerung zu Polynomen in A vom Grad n fithrt auf die Taylor-
Reihenentwicklung von f(z) an der Stelle # = a (nach Brook Taylor, 1685-1731):

fla+h) = f(a)+ hf'(a) + h;f"(a) +...+ %f(”_l)(a) + %f(")(a) + R,(a,a+h).

Das hier auftretende Polynom in & vom Grad n heisst Taylor-Polynom von f (x) an der Stelle
a. Durch wenige kleine Anderungen in der Notation (zg = a, x = a+ h, h = x — xy) kann man
es auch als Polynom in z vom Grad n schreiben:

“ 1
Tu(wo.2) =D an(e — w0 ax = /W (a0).
k=0 ’

Die Taylor-Polynome von f(z) an der Stelle 5 vom Grad n =1 und n = 2,

Ti(wo,x) = f(wo) + f'(w0)(x — 20),

Ty(ao, ) = () + f'(0) (& = 20) + 5" o) (& = 20)?,

sind unter den Namen Tangente und Schmiegeparabel allgemein gut bekannt.

Schaubild der Funktion f(x) = sin (z) und einiger ihrer Taylor-Polynome 7,,(0, z):
y Tl(O,m) T5(0,:l?)
l -

/27r - 0 T 27

f(x) = sin (x) T3(0, ) T7(0, )

Per Konstruktion stimmt das Taylor-Polynom T;,(z¢, x) an der Stelle z = x in allen Eigenschaf-
ten (Funktionswert und Ableitungen bis einschliesslich zur n-ten Ordnung) mit der Funktion
f(z), zu der es gehort, iiberein (s. obige Abbildung fiir f(x) = sin (x)) — aber eben nur an dieser
Stelle x = ¢! Bemerkenswert ist dabei, dass mit Zunahme des Grads n der Taylor-Polynome
diese die Funktion f(z) in einer zunehmend ausgedehnteren Umgebung von xy (sehr) gut be-
schreiben.

Der Rest- oder Fehlerterm zum Taylor-Polynom T, (¢, ) lésst sich schreiben als:
hn-l—l

R, (zg,x) = f(x) — Ty (xg, ) = (n+1)'f("+1)(x0+19h), h=z—u, 0<d¥<l1.
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Dies sieht fast so aus wie derjenige Term, welcher die Taylor-Polynome T;, .1 (¢, ) und T}, (xo, )

voneinander unterscheidet:

(Q? _ SCo)n+1 (nt1) _ hn—i—l (nt1)
@)=y @)

Aber im Restterm zu T),(zo, z) ist die (n + 1)-te Ableitung an einer (in der Regel [noch] unbe-

kannten) Stelle zg + ¥h zu berechnen, nicht an der Stelle z!

Tot1(zo, ) — T, ) =

Die Taylor-Reihenentwicklung der Funktion f(z) um die Stelle x = x( bis einschliesslich zur
Ordnung n besteht also aus dem Taylor-Polynom vom Grad n und dem zugehorigen Restterm:

f(x) =T,(zo,x) + Rp(xo, ).
Wenn die Resttermfolge (R, (xq,z)) fiir alle z aus dem Intervall o0 — R < z < zp + R eine

Nullfolge ist,
lim R, (xg,x) =0 fir alle |z — zo| < R,

n—oo

dann kann man den Ubergang von den Polynomen (Grad n ist endlich) zur unendlichen Reihe
(n — oo) ausfithren. Die so entstehende Reihe ist die Taylor-Reihe der Funktion f(z) um
die Stelle = = z (mit Konvergenzradius R):

o0

f(x):Zak(x—xo)k, ak:—f(k)(xo), |z — 29| < R

= f(ﬂ?o) + f’(%o)(ﬂ? — $0) + —f//(ﬂfo)(.ilﬁ — 230)2 + —f’”(aco)(x — .To)g + ...

Taylor-Reihen bekannter Funktionen

o

Die folgende Liste gibt die Taylor-Reihen um die Stelle z, = 0 (auch Maclaurin-Reihen genannt)
fiir einige bekannte Funktionen f(x) an, zusammen mit den jeweiligen Konvergenzbereichen:

. e S N
e:kZ:OH—l—i-l'—F?-i-E—Fz—ZL—FEO—F... (x € R)
o 2 72 4
cosh(x)zz(%)!: +?+ﬂ+ (x € R)
=0
‘ 0 20+l 3 5
s1nh(x):;(2£+1)!— —|—€+EO—I- (x € R)
=0
22 2 b
cos (z) = ) (= )Z(zg)u_ 7ty T WER)
=0
‘ o 220+ R
Sln(x):Z(—l)Zmzx—€+EoiF... (z € R)
(=0 '
1 o
1 = Zxk =l+a+a>+2°+2" +2°+... (geometrische Reihe, |z| < 1)
-z
k=0
o0 ok 2 3 4 5
—ln(l—x)zzzzx—i-——l———i-——l———i- (—1<x<])
k=1
OO(_x)k :L‘2 173 x4 :E5
n(l+z)=—) —r - -t F... (—l<z<l)
~ k 2 3 4 5
- —1 —1)(a—2
(1+:c)°‘:z Z)xk:1+ax+a(a2 ):1:24—&(& (2(@ >x3+... (a eR, |z| <1)
k=0
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Anmerkungen: (1) Die Reihe fiir die natiirliche Exponentialfunktion e” ist sogar in der ge-
samten gaussschen Zahlenebene giiltig, der Konvergenzbereich fiir e* ist also z € C! — (2) Die
zuletzt genannte Reihe, die sogenannte verallgemeinerte binomische Reihe (Isaac Newton, um
1660), enthélt als Spezialfille einerseits das Binomialtheorem (fiir « = n € N, die unendliche
Reihe bricht dann ab, und wird zu dem fiir alle z € R definierten Polynom (1 + z)") und
andererseits die geometrische Reihe 1/(1 — x) (man setze & = — 1 und ersetze = durch —z).

Kleine Ubungsaufgabe: Uberzeugen Sie sich bei zwei dieser Reihen (davon eine die Reihe fiir e®),
dass sie tatsédchlich aus der oben genannten allgemeinen Form der Taylor-Reihenentwicklung
entstehen.

Beispiele zur Anwendung von Taylor-Reihen:

(a) Die Taylor-Reihe fiir In (1 +z) um 2, =0 (— 1 <z < 1) ergibt fiir x =1
11 1 1 1
m2) =1-=d4z—"fo— -
n(2) 2 3717576

Dies ist eine bedingt konvergente alternierende Reihe (,,bedingt konvergent“ heisst, dass
man beim Versuch, den Wert der Reihe zu berechnen, die Summanden der Reihe nicht
umordnen darf, ,alternierend“ bedeutet, dass aufeinanderfolgende Summanden mit wech-
selndem Vorzeichen beitragen), die so langsam konvergiert, dass sie zur Berechnung von
In (2) unbrauchbar ist. Diese Reihe taucht auf bei der Berechnung der elektrostatischen
Energie je Ionenpaar AT ~B in einer unendlichen alternierenden Kette einwertiger Ionen
(...~AT-B~-A*-B~—...). Zumindest formal kann der ideale dreidimensionale Kristall
des aus diesen einwertigen Ionen aufgebauten Salzes AB dann aus solchen Ketten aufge-
baut werden.

(b) Berechnung eines Niherungswertes fiir v/2 = 1,41421356. .. mit Hilfe der Taylor-Reihe

von /1 +x um z, = 0:

A A 5t
\/1+$:1+§—§+E—@i (|Z“<1)

Aus

50 49 1 49 1 7\ 1 7 [1
25 25 * 25 25 ( + 49) (5) ( * 49) = V2 5 * 49
ergibt sich dann mit z = 1/49 und den ersten beiden Termen der Taylor-Reihe:

7/ 11 99
- (1= )~ 2 — 141428571 .
V2 5( ot ) 7o~ LAL42sTL

mit drei Termen:

1\? 194
) %-£19§:21L41421282.”,
49 13720

1\> 1 /1\° 380299
4 il ] = — 141421357 ... .
(49) 16 (49> i ) 268012
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(c) Kinetische Energie (Bewegungsenergie) eines Massenpunktes mit Masse m, der sich mit
Geschwindigkeit v bewegt, in der klassischen Mechanik (nicht-relativistisch):

1 .
Ekin, nrel(v) = 577“)2 .

Kinetische Energie desselben Massenpunktes nach der Relativistéitstheorie (¢ Lichtge-
schwindigkeit):

mc? s 1 3 vt

: = V—_— — = — 2 — _
-Evkln7 rel(v) 1_ ('U/C)2 mc 2mv + 8m02 “+ ... (’U < C).

(Verwendung der Taylor-Reihe von (1+z)* um x, = 0, mit z = — (v/¢)> und o = —1/2.)
Der nicht-relativistische, alltagsrelevante Ausdruck Eyy,, nre1(v) ist also im relativistischen
Ausdruck By, re(v) enthalten. Die Relativititstheorie erweitert die klassische Mechanik,
ohne die zuvor bekannten Zusammenhénge ungiiltig zu machen (fiir v < ¢ bleiben die
zuvor bekannten Beziehungen als sehr gute, praktische Ndherungen weiter giiltig). Als
konstanten, auch bei v = 0 vorhandenen Beitrag zur Energie eines Koérpers der Masse m
erhilt man aus der Relativitéitstheorie {ibrigens auch die sogenannte Ruhe-Energie mc?.

Zusammenfassend ldsst sich feststellen: Fiir alle x innerhalb des Konvergenzradius R der Taylor-
Reihe von f(x) um die Stelle x = ¢ ermdglicht diese Reihe die Berechnung eines Naherungswer-
tes fiir f(x) mit jeder gewiinschten Genauigkeit allein durch Auswertung von Teilsummen der
Reihe, den Taylor-Polynomen (d. h. Anwendung von nichts weiter als Addition und Multipli-
kation, denn diese geniigen ja zur Berechnung eines Funktionswertes bei Polynomen). Hohere
Genauigkeitsanspriiche erfordern ggf. die Berechnung weiterer Terme aus der Reihe (was zu
Funktionswerten von Taylor-Polynomen héheren Grades fiihrt). Dazu miissen nur alle benétig-
ten Ableitungen f*)(z) bekannt sein. Mit dem inzwischen bekannten vollstindigen Satz von
Ableitungsregeln ist das erfreulicherweise gar kein Problem mehr.

Elemente der Kurvendiskussion

Gegeben sei eine mehrfach differenzierbare Funktion f(x). Die Kurvendiskussion umfasst dann
in der Regel folgende, hier nur stichwortartig benannte Aufgaben:

e Berechnung von f'(x) und f”(z), evtl. auch noch hoherer Ableitungen, wie f”(x).
Untersuchung einiger Eigenschaften der Funktionen f(z), f'(x), f"(x):

e Achsenschnittpunkte von f(z)?
~» Funktionswert f(0), Nullstellen (Lésungen von f(z) = 0).
Vorzeichenverlauf von f(z) zwischen den Nullstellen?
Ableitung f'(x) an den Nullstellen (Steigung von f(z) dort).

e Stationdre Punkte von f(z) (Losungen von f'(z) = 0)?
~» Extrema (Hoch- und Tiefpunkte), Wendepunkte mit horizontaler Tangente.
Meist hinreichende Bedingung fiir Hochpunkt (Tiefpunkt) bei z = a:
f'(a) =0und f"(a) <0 (f'(a) =0und f"(a) > 0).
(Falls f”(a) = 0, wie bei 2* an der Stelle z = 0: f)(z) mit & > 2 untersuchen!)
Vorzeichenverlauf von f'(x) zwischen den stationdren Punkten?
~ Bereiche strenger Monotonie von f(z).
f'(x) > 0: f(z) steigt bei Zunahme von x;
f'(x) < 0: f(z) fallt bei Zunahme von z.
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e Wendepunkte von f(z) (notwendige Bedingung: f”(z) = 0)?
Meist hinreichende Bedingung fiir Wendepunkt bei x = a:
f"(a) =0und f"(a) # 0.
(Falls f”(a) = 0, wie bei 2° an der Stelle z = 0: f*)(x) mit k > 3 untersuchen!)
Ableitung f'(x) an den Wendepunkten (Steigung von f(z) dort).

Abschliessend (oder zusammenfassend): Angabe des Definitions- und des Wertebereiches von f
(evtl. ebenso von f’, f”, etc.).

Achtung! Es gibt bei einer Kurvendiskussion keine festgelegte Reihenfolge fiir das Durchfithren
der genannten Aufgaben. Ausserdem kénnen weitere, oben nicht genannte spezielle Aufgaben
dazu kommen, falls erforderlich.

Kleine Ubungsaufgabe: Ermitteln Sie die Extrema und die Wendepunkte der Funktionen f(z) =
sin (z) und f(x) = 23 — 2* = 2%(x — 1) (s. folgende Abbildung).

Schaubilder von zwei ganzrationalen Funktionen (Polynomen) und ihren ersten beiden Ablei-
tungen (spezielle Punkte, wie Achsenschnittpunkte, Extrema und Wendepunkte, wurden jeweils
markiert):

() f(x) = —2+x—x2+%x3+%x4+ﬁz5+%m6
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