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1 Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel werden wir den Bergirff der (linearen) Abbildung einfiihren, der die Grundlage fiir das
Verstidndnis von Matrizen liefert. Wir werden das auSerdem das Skalarprodukt rekapitulieren - und feststel-

len, dass es sich bei diesem auch um eine Abbildung handelt.

Definition (Operator/Abbildung) : Seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Dann ist ein
Operator A eine Vorschrift (eine Abbildung), welche einem Vektor |v) € V ein neuer Vektor aus |w) € W
zuordnet:

Alv) =|w)

Ein Operator stellt nichts anderes dar als eine Arbeitsvorschrift dar - genauso wie eine Abbildung bei den
Funktionen. Wir schauen uns lediglich keinen ,,eindimensionalen Korper* mehr, sondern einen ,,mehrdimen-

sionalen Vektorraum‘ an.

Der Operator heif3t linear, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
o Additivitit: A([v) +|w)) = A|v) +A|w)
e Homogenitiit: A(1|v)) =21 (A |v>)

Fiir die Verkniipfungen von Operatoren gelten Rechenregeln:
e Operatorensumme: (A + 3) vy =Av)+B|v)

e Homogenitit: (Aé) lv) = A (ﬁ |v>) (Das bedeutet: Bei einem Operatorprpdukt wird zuerst der rechte,

dann der linke Operator angewendet!)

Fiir lineare Operatoren stellt sich die Frage, ob die Reihenfolge ihrer Ausfithrung zu beachten ist oder ob
sie vertauschbar sind. In der Regel gilt nimlich AB # BA, in einigen Fillen ist eine Vertauschung jedoch
mdoglich. Dann sagt man, dass A und B kommutieren. Um zu bestimmen, ob zwei Operatoren kommutieren,
berechnet man den Kommutator [A,ﬁ] = AB - BA, wobei dieser Null sein muss fiir Vertauschbarkeit der

Operatoren.



Exkurs (EHRENFEST-Theorem):

Das EHRENFEST-Theorem stellt einen Zusammenhang zwischen der klassischen Mechanik und der
Quantenmechanik her. Es besagt, dass bestimmte klassische Bewegungsgleichungen die Mittelwerte der

Quantenmechanik voraussagen. Allgemein lautet es:

A, . IsS h2 A . .
Dabei ist A ein quantenmechanischen Operator und H = f—m + V(%) der Hamiltonoperator (ein
Energieoperator). Setzt man nun den Ortsoperator ein, also A = £, wird die zeitliche Anderung des

Erwartungswertes des Ortes von einem Teilchen bestimmt

d 1, .
E<X>(f)=£<[xﬂ]>

Es wird der Kommutator berechnet:

) %)
S Y NN
[x,H] = [x, . +V(x)} [x, o

+[£,V(2)]

Da [£,V (%)] nur von £ abhingt, kommutieren die Operatoren. Weiterhin gilt [A,E’C’ ] = [A,é] C+B [A,é ]
Also:

[68] = |52 | = L 15,691 = - 15,515+ 15,50
’ 2m| 2m 2m ’

Nun wird [£, 5] gesondert betrachtet. Mit p = ?dx erhilt man:

210 = { B | - B (o) = T w0+ o)

Mit der Produktregel (x¥)" = ¥ + x¥’ © x¥’ - (x¥)" = -¥ folgt:

/]
[ﬁ,ﬁ] =—-T= il
1

Einsetzen liefert: | i
(28] = — (ihp+pih) = —p
2m m

Nun wird der Kommutator [)?,I:I ] in dem Ehrenfest-Theorem ausgeschrieben:

1 N 1 [ih (P)
di (Y1) = = {([£,H]) =d, () (1) = = (—p) = L
(80 == ([£A]) = d (B (0) m<ml’> L
Klassisch wiirde man fiir die Ortsénderung d;x (1) = x =v(t) = mfrf[) = % erwarten, d.h. der

quantenmechanische Erwartungswert deckt sich mit der klassischen Losung. O

Nun wollen wir das vielleicht wichtigste Produkt von zweier Vektoren formal einfiihren: das Skalarprodukt.
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Zur Wiederholung: Warum heifit das so? Nun ja, dieses Produkt stellt eine mathematische Verkniipfung von
zwei Vektoren dar, die als Ergebnis ein Skalar (eine Zahl) haben. Es handelt sich also wieder um nichts
anderes als eine Abbildung, die allerdings nicht die Eigenschaften der Linearitit, sondern einige andere

Eigenschaften erfiillen muss. In mathematisch:
Definition (Skalarprodukt): Das Skalarprodukt (innere Produkt) ist eine lineare Abbildung VXV — C, wel-
che einem Zahlenpaar |u),|v),|\w) € V ein Skalar {v|w) aus C zuordnet, sodass die folgenden Eigenschaften
erfiillt sind:

e Hermizitit: (v|w) = (v|w)".

o Linearitit: {ulv+w) = {u|v) + (u|w) und (v|Aw) = A{v|w).

e positive Definitheit: (v|v) > 0. Sofern {(v|v) =0 folgt v = 0.
Das klingt erstmal anders als das Skalarprodukt, dass wir in der Schule kennengelernt haben. Ist es aber nicht!
Wir haben schon herausgefunden, dass wir Skalarprodukte fiir abstrakte Rdume definieren konnen. Das

»Schul-Skalarprodukt® ist das Standardskalarprodukt fiir den Anschauungsraum. Es gibt aber noch weitere

relevante Skalarprodukte, die wir beherrschen miissen.
Beispiel (Skalarprodukte):

1) Das Standardskalarprodukt ist das Skalarprodukt iiber dem endlich-dimensionalen R” oder C"-Vektorraum.

Fiir zwei Vektoren |v),|w) eines solchen Raumes ist das Standardskalarprodukt:

i=1

(vlw):(--- Vi ) w, ZZviwi:/l

Das Standardskalarprodukt mit |v),|w) € R? entspricht dem bereits in mehrfach angesprochenem ,,Schul-
Skalarprodukt“ (v|w) = Z?:l Viw; =V -w.

ii) Der Raum der quadratintegrablen Funktionen L?(a,b) ist Menge aller Funktionen f; im Intervall [a,b],
welche f: S fi dV < oo erfiillen. So spielt etwa L?(C) eine besondere Rolle in der Quantenmechanik, den
hier sind die Funktionen mit f: [ fi dV < oo die Wellenfunktionen f; ='¥; € C. Alle Wellenfunktion miissen
quadratintegrabel sein, damit sie die Normierungsbedingung |¥;| = 1 erfiillen konnen.

Wir sehen hier, dass es durchaus wichtig ist, Funktionen als Vekoren auffassen zu diirfen.

2 Matrizen

Die Einfithrung von Matrizen ist niitzlich, weil man durch sie lineare Abbildungen beschreiben kann. Sie

spielen in der linearen Algebra eine Schliisselrolle und werden spiter vielfach Anwendung finden (z. B.



bei der Berechnung von linearen Gleichungssystemen oder Eigenwerten). Wir werden in diesem Kapitel
- nachdem wir den grundlgegenden Umgang mit Matrizen kennengelernt haben - sehen, dass man durch

Matrixmultiplikation im Anschauungsraum Drehungen oder Spiegelungen vermitteln kann.

2.1 Matrizenrechnung
Definition (Matrix): Eine rechteckige Anordnung von m X n Elementen a;; in einer einer Tabelle der Form

al - din

Aml *°° Qmn

heifit (m,n)-Matrix iiber dem Korper K. Die waagerechten Reihen heifien Zeilen der Matrix mit Zeilenindex
i=1,...,m. Die senkrechten Reihen heifsen Spalten der Matrix mit Zeilenindex j = 1,...,n. Die Matrixein-

trige werden mit (a)ij bezeichnet.

Wir sehen, dass Vektoren lediglich den Spezialfall einer Matrix mit n = 1 darstellen. Matrizen konnen durch

zwei Operationen mit anderen mathematischen Objekten verkniipft werden: Addition und Multiplikation.

i) Addition: Zwei Matrizen A und B werden addiert, indem ihre Matrixeintréige (a);; und (b);; addiert werden.

Vorsicht: Es diirgen lediglich Matrizen vom gleichen Typ (m,n) addiert werden!

Beispiel (Matrixaddition):

1 1 3 4 1 1 5 2 4
21 2 +413 12 ]|=]152 4
321 2 3 2 553

ii) Multiplikation

a) Multiplikation mit einem Skalar: Die Multiplikation einer Matrix A mit einem Skalar A erfolgt, indem
jeder Matrixeintrag (a);; mit A multipliziert wird. Wir sehen, dass also jeder Typ von Matrix mit einem

Skalar multipliziert werden darf.

Beispiel (Multiplikation mit einem Skalar):

113 2 26
242 1 2 (=14 2 4
321 6 4 2

b) Multiplikation zweier Matrizen: Die Multiplikation zweier Matrizen A mit Matrixeintrigen (a);;, und B
mit Matrixeintrdgen (b),; (wobei k = 1,...,p) erfolgt, indem komponentenweise i-te Zeile von A mit der
k-ten Spalte von B multipliziert und die Produkte summiert werden. In Deutsch: Wir rechnen ,,Zeile mal

Spalte* und zihlen alles zusammen.



Beispiel (Multiplikation zweier Matrizen gleichen Typs):
1 0 4 1) [1-440-1 1-240-2 ) [ 4 2
3 2 ) 2 2) \34+2.2 31422 |16 7
Wir erkennen, dass die Multiplikation Matrizen beliebigen Typs nicht immer funktionieren kann, dennoch

sind Matrixprodukte fiir einen speziellen Fall definiert. Die Spaltenanzahl von A muss gleich der Zeilenan-

zahl von B sein muss, damit die Matrizen multipliziert werden konnen. Allgemein gilt

byy -+ b
ar - ot dip . . . €11 " Cln

&
Il
Il

aml e cee amp le oo Cmn

bpi -+ bpn

Ein Beispiel macht sicherlich vieles klarer.

Beispiel (Multiplikation zweier Matrizen ungleichen Typs):
10 13 2) (1-140-2 1-3+0-2 1-240-2} (1 3 2
32022 1) 31422 3.3+42.2 3.2+42:1 ) {7 13 8

Wir sehen, dass die Multiplikation einer (2,2)- mit einer (2,3)- Matrix eine (2,3)- Matrix ergibt. Das farblich

hervorgehobene Muster gilt allgemein.

¢) Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor: Die Multiplikation der Matrix A mit einem Vektor |v)

erfolgt nach dem eben beschriebenen Schema, wobei der Vektor als (m, 1)-Matrix aufgefasst wird.

Beispiel (Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor):
1 0 2| [ 12400} (2
3 2f{o) (32+20) |6

i) Die Matrizenmultiplikation ist i.d.R. nicht kommutativ, d.h. AB # BA!

Anmerkungen:

ii) Aus AB = 0 (0 steht fiir die Nullmatrix, in der alle Eintriige gleich Null sind) darf nicht geschlossen

werden, dass A oder B gleich der Nullmatrix ist. Ein Gegenbeispiel ist schnell gefunden:
1 0 1oy} (1-1+40-2 1-3+0-2 1-2+0-2} [1 3 2
00/J\00) \31+2:2 3.3+2.2 3.2+42.1) (7 13 8

2.2 Eigenschaften von Matrizen

Definition (quadratische Matrix): Eine quadratische Matrix hat genauso viele Zeilen wie Spalten.
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Hah, das war doch mal einfach ;-). Diese quadratischen Matrizen sind allerdings speziell und finden in
Vergleich zu ihren Kollgen vermehrt Anwendung. Deshalb klassifiziert man quadratische Matrizen beziiglich

ihrer Eigeenschaften:

e Eine Diagonalmatrix D ist eine quadratische Matrix, deren Elemente O sind bis auf die Hauptdiagonale,
z. B.

0

0

42

2:

S O N
S e O

e Fine Einheitsmatrix E ist eine Diagonalmatrix , deren Hauptdiagonaleintrige ausschlielich 1 sind,
z. B.

1
E=| 0
0

S = O
- O O

e Die Transponierte A einer quadratischen Matrix A entsteht durch das Tauschen der Zeilen und Spal-

ten von A, d.h. (a);; — (a);;. Ein Beispiel ist:
2 33 2 1 1
A=|l1 2 3 |=AT5A=|3 2 1
11 2 3 32

e Eine quadratische Matrix A heift symmetrisch, wenn A = AT ist, z. B.

>
I
(@) NN \S]
oo W K~
— 00 O\
I
>
H

e Die Inverse A~ 'einer quadratischen Matrix A ist diejenige Matrix, welche AA™! = A~'A = E erfiillt.
Nicht jede quadratische Matrix besitzt eine Inverse. Falls A~! existiert, heiBt A regulir, ansonsten

singulédr. Hierzu lernen wir spiter noch mehr.

e Die Adjungierte A" einer quadratischen Matrix A ist das Transponierte und komplex konjugierte von
A, also AT = (AT)" = (A")", 2. B.



e Eine quadratische Matrix A heift hermitesch, wenn A = A" ist, wie etwa

e Eine quadratische Matrix A heiBt unitir, wenn ATA™' = E ist. Uberzeugt Euch durch einfache Multi-
plikation, dass die folgende Matrix unitér ist:

2.3 Transformationsmatrizen

Wie bereits erwahnt, konnen Matrizen ineare Operation zwischen zwei (endlich-dimensionalen) Vektorrau-
men vermitteln. Man Spricht daher von der Matrixdarstellung eines Operators oder einer Transformations-
matrix T eines Vektors vV € V auf einen Vektor w € W. Ist dim(V) und dim (W) gleich zwei oder drei, so

handelt es sich bei diesen Abbildungen um geometrisch interpretierbare Aktionen, etwa Drehungen.
Anmerkung:

Man unterscheidet zwischen aktiven und passiven geometrischen Aktionen. Bei der aktiven Transformation
wird der Vektor bewegt, das Koordinatensystem hingegen bleibt wie es ist. Andererseits wird der passiven
Transformation das Koordinatensystem gedreht und Vektor bleibt unangetastet, es handelt sich bei ihnen
also um sogenannte Basistransformationen. Im Folgenden werden die wichtigsten aktiven Transformationen
beschrieben. Die Idee der - zugegebenermallen etwas komplizierteren - Basistransformation wird hier nicht

weiter erldutert.
Matrixdarstellung von Operatoren im R>

Man betrachte einen Vektor 7 = (x,y,z)" in einem kartesischem Koordinatensystem mit der Basis €y,éy,é,.
Dann drehen die (elementaren) Drehmatrizen D einen Vektor 7 um den Winkel ¢ um eine der drei Koor-
dinatenachsen. Dreht man um die €,-Achse, so nennt man hiufig D = C. (Grund: In der Symmetrie-Lehre
werden Drehachsen, je nach Drehwinkel ¢ = 27” mit C; bezeichnet. Dort bildet die ¢,-Achse die sog. Haut-

drehachse). Die Drehmatrizen haben die Folgende Darstellung:

1 0 0 cos(p) 0 sin(yp)
D,=| 1 cos(p) -sin(p) [:D,=| O 1 0
0 sin(ep) cos(y) —sin(¢) 0 cos(y)

cos(p) —sin(p) O
D,=C;=| sin(p) cos(p) O
0 0 1

Die Spiegelungsmatrizen S, bzw. in der Chemie zumeist o, spiegeln einen Vektor 7 an entweder an einem
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Punkt, einer der drei Koordinatenachsen oder Koordinatenebenen. Es handelt sich um Diagonalmatrizen.
Spiegelt man an einem Punkt, findet man drei negative Vorzeichen, bei Spiegelung an den Koordinaten-

achsen zwei und an Koordinatenebenen ein negatives Vorzeichen. Die Spiegelmatrizen haben die folgende
Darstellung:

-1 0 O

a,=1 0 -1 0

0 0 -1
0 O -1 0 0 -1 0 O
.,=10 -1 0 [j¢,= 0 1 0 [;oc,=| 0 -1 0O
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 -1 00
=01 0 o, =0 -1 0 )ca,=] 0 10
0 0 -1 0 0 1 0 01

Anmerkung:

In der Darstellungstheorie werden Molekiile nach sogenannten Punktgruppen charakterisiert. Punktgruppen
bestehen aus der Menge aller Symmetrieoperationen (Transformationsmatrizen!), welche die Atome eines
Molekiils auf sich selbst abbilden. Solche Symmetrieoperationen sind im Wesentlichen Drehen, Spiegeln
und Invertieren (Punktspiegeln).

Es gibt noch eine weitere wichtige Transformationsmatrix im R3, niamlich die Streckungsmatrix A = C.
Sie bewirkt eine Streckung um « in Richtung der €,-Achse, um f in Richtung der é,-Achse und um y in
Richtung der €,-Achse. Sie hat die folgende Darstellung:

(N
1]
S O R
o™ O

0
0
Y
Exkurs: Wie findet man die Matrixdarstellung von Operatoren?

Hier wird das Vorgehen beispielhaft gezeigt fiir den Operator, der (i) 7 um den Winkel ¢ = 7 entgegen des
Uhrzeigesinns um die €,-Achse dreht sowie (ii) fiir den Operator, der 7 an der €€, -Ebene spiegelt. Um die
Matrixdarstellung der Operatoren zu finden, betrachten wir die Darstellung der gedrehten

Koordinatenachsen €] des urspriinglichen kartesischen Koordinatensystems é;.
i) Fir Gy : 7 — C,7 = 7 finden wir:

éx — &, = (cos(p) x,sin(¢) y,0-2)"
ey — &, = (sin(p+7) x,cos (¢ + %)y,O-z)T

-

e, —é, =(0-x,0-y,1-2)7



cos(p) —sin(e) O X

~F =\ ¢ @& e |=| sin(p) cos(p) O y
: 0 0 1 z
mit p = 7
0 -1 0
c,=|1 0 0
0O 0 1
i) Firo, € — Gyy€ = ¢ finden wir:

ey =& =(1-x,0-y,0-2)" 1
éy — ¢, =(0-x,1-y,0-2)" ~NT,, = e, € e [=]10
0

e, —& =(0-x0-y,-1-2)

Exkurs Ende :-). O

von M. Kapitzke



