M. Weber, A. Mischau: Mathematisches Panorama

Hausaufgabe 9: ,,Primzahlen™

Aufgabe:

Wir betrachten die Menge M := {a+ by/=5 : a, be Z}.

(1) Zeige, dass Addition und Multiplikation zweier Zahlen aus M wieder eine Zahl aus M liefern.
(Wir sagen, (M, +, ) ist ein kommutativer Ring mit 1.)

(2) Definiere die Norm einer Zahl a + b\/=5 € M als |la + by/=5|| := a® + 5b°. Zeige, dass fiir
71,2 € M die Identitat ||z1 - z2|| = ||z1]| - || z2]| gilt.

(3) Wenn z € M Norm 1 hat, muss z = +1 sein. Folgere, dass sich 2 sich nur trivial in Faktoren
aus M zerlegen lasst: Wenn 2 = z; - zo mit z;, 2o € M, dann ist einer der Faktoren £1. Das
heiBt, 2 ist eine M-Primzahl.

(4) Folgere analog, dass 3 eine M-Primzahl ist.
(5) Folgere analog, dass 1+ +/—5 auch M-Primzahlen sind.

(6) Wie kann man 6 in Faktoren aus M zerlegen?
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