Musterlésung zu Ubung 12 in LinA I (LA)
-Dominik Puhst-

Aufgabe 1:

Das Volumen des von den vier gegebenen Vektoren aufgespannten Parallelepipeds entspricht der
Determinante der Matrix

1 2 30
I 100
A:(aij)i,j:l,..A: 0 1 1 O
0 0 1 1

Um die Determinante zu berechnen kdnnten wir entweder nach der 4. Spalte entwickeln oder aber
Gauss-Umformungen durchfiihren um an den Stellen a;, as; und as; Nullen zu erzeugen. Dann:

1 23 0 1 2 3 0 1 2 3 0
110 0 2~ 4 0—1 —3 0 Z,+2, 0 —1 —3 O
det (A)=det = det =" et
et(d)=det(|y 1 o) elo 1 1 of o o —2 of
00 1 1 00 1 1 0 0 1 1
1 2 3 0
74057, 0 -1 =3 0
2% et =1-(=1)-(=2)-1=2
|0 1 T3 Oh=r(y )
00 0 1

Der aufgespannte Parallelepiped hat also ein Volumen von 2VE.

Aufgabe 2:

Wir sollen eine Berechnungsvorschrift fiir alle natiirlichen Zahlen zeigen. Als Beweisstruktur bietet
sich daher die vollstindige Induktion an. Dabei ist zunédchst festzustellen, dass die Formel nur fiir
n=2 definiert ist.

LA.: n=2: zz: det((i xl)): I1 (x;—x;)

1.S.: det((i xl))=xz—x1

X

r.S.: H ('xi_xj):('XZ_xl)

1<j<i<2

Wegen r.S. = 1.S. ist der Induktionsanfang erfiillt.

1 x,  x X
2 n
IS:: n—on+l:zz: det('1 )fz )f? ‘ %2 )= H (x,—x))
: : . ‘. : I<j<i<n+1
1 x X2, X

n+1 x+1 n+1

unter der Voraussetzung (I.V.), dass diese Formel fiir n bereits erfiillt ist.



det ( Xy X Xy )
Lox,. X, xZ+1
1 0 0 0
22y k=2 det(l X,— X, X;—X, X, xa—x2"x, )
1
Lox, =X X=X, X, xn+1_xZ+1x1
1 0 0 0
auskleﬂ)mernd 1 xz—xl x2(x2—x1) x;_l(xz—xl)
= det(| . : , . )
1 x,0—x Xn+1(xn+1_x1) x:;}(xrﬁl_xl)
10 o -+ O
nach Determinantenregeln 1 1 X, e X 121 -
= (xz_xl)(x3_x1)"'(xn+1_xl)'det(: . : )
) —1
T ox,, Xeor
Entw. nach Z L x x;_l
ntw. nac.
= (xz_xl)(x3_x1)’"(xn+1_x1)'det( )
1 x e X

n+1 n+1

An dieser Stelle haben wir wieder eine nxn-Matrix, die nach 1.V. die Formel erfiillt:

v
= (=) (=2 (m—x) [ (x=x))
2<j<i<n+l
hereinzieherﬂl das Produkt H

= (xi_xj)

l<j<i<n+1

Und das war das zu zeigende.

Aufgabe 3:

Wir verfahren zunichst wie gewohnt und verwenden den Bild-Kern-Algorithmus um den Kern zu
bestimmen. Dabei miissen wir uns iiberlegen, dass Subtraktion nichts anderes als die Addition mit
dem Inversen ist. Im Fall des gegebenen Kérpers ist also z.B. —[1]=[2]. Es bietet sich also an die
Additions- und Multiplikationstafel wenigstens vor dem inneren Auge zu haben.

S,+2]s,

J



] [2] [1]
] (1] [2]
| [o] [1]
be

schreibende Matrix A nennend:

(m 0] [0]) 0
[0

Anhand dieser Umformungen erkennen wir, die das LGS
[1]
ker(A)=span(|[2]])
[1]
Wir suchen nun also noch eine spezielle Losung des LGS mit der gegebenen rechten Seite. Diese
konnen wir allerdings in diesem speziellen Fall ganz leicht ablesen. So erhalten wir:

0]
a,=|[2]
0]
Dann ist also die Losungsmenge:
0] [1]
L={{[2]|+A|[2]]:A€Z/3Z
0] [1]
Da wir nun aber alle Losungsvektoren explizit kennen wollen, setzen wir fiir A einfach nacheinander
alle Elemente des zugrundeliegenden Korpers ein. So erhalten wir:

[0] [1]{ [[o]} ([o]} [[O]
a,=|[2]|+[0]-{[2]|=|[2]]|*|[0]|=|[2]
[0] [1]) \[o]] \[o]] \[0O]
[0] (1] [[o]}\ ([1]} ([1]
a,=([2]|+[ 11| [2]|=| [2]]+|[2] |=| [1]
[0] [1]) \[o]] \[1]] \[1]
[0] 1]} ([0} ([2]} [[2]
a;=([2]|+2]{[2])=|[2]|+|[1]|=|[0]
[0] [1]) \[o]] \[2]] \[2]

Eine bei solch ungewohnten Rechnungen zu empfehlende Probe bestitigt die Ergebnisse. Wir haben
also als finale Losungsmenge:



