MATHEMA



Aufgabe: Bestimmen Sie eine Losung der Gleichung e* = 4 sin(x)!

in ,,schlauer” Taschenrechner ist jetzt erlaubt.

MOTIVATION



ans = 1.436937133064616

octave:7> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)-4*cos(ans)))
ans = 1.370640280584971

octave:8> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)-4*cos(ans)))
ans = 1.364998749920756

octave:9> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)-4*cos(ans)))
ans = 1.364958435787250

octave:10> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)-4*cos(ans)))
ans = 1.364958433733097

octave:11> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)-4*cos(ans)))
ans = 1.364958433733097

Was habe ich hier
nur getane

octave:2> 1

ans = 1

octave:3> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)-4*cos(ans)))

ans = 2.1625

octave:4= format long

octave:5> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)-4*cos(ans)))

ans = 1.670661164216613

octave:6> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)-4*cos(ans)))




MOTIVATION

e* — 4 sin(x)
e* — 4 cos(x)

() = x -

Eine Fixpunktiteratio
Aber wie komme
ich zu diesem ¢?

octave:2> 1

ans = 1

octave:3> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)-

ans = 2.1625

octave:4= format long

octave:5> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)-4’

ans = 1.670661164216613

octave:6> ans-((exp(ans)-4*sin(ans))/(exp(ans)“4*cos(ans)))

ans = 1.436937133064616
octave:7= ans-((exp(ans)- aps) -4*cos(ans)))
ans = 1.370640280584971
octave:8> ans-((exp(ans)-4*si 3 -4*cos(ans)))
ans = 1.364998749920756
octave:9> ans-((exp(ans)- 4*cos(ans)))
ans = 1.364958435787250

=16 ans - X lan A¥s1
1.364958433733097
= |1.364958433733097



Das ist die gefundene
Losung x = 1,364958 ...

MOTIVATION

e* — 4 sin(x)




NEWTON-VERFAHREN



https://www.youtube.com/watch?v=xGemDmrCqEk
https://www.geogebra.org/m/ndeEnvux

FUr zweli verschiedene reelle Zahlen xy, x; und eine Funktion f gilt:

f(x1)
= f(xo) + (x; — x0) .M

(%1 — xp)

Einfach mal nachrec

man ,wegkUrzen". Dann steht auf der e

f(x1) und auf der anderen Seite f(xg) + f(x1) — f(xg
... adlso auch f(xq).

WAS STF' ¢



FUr zwei verschiedene reelle Zahlen x,, x; und eine Funktion f gilt:

f(x1)
= f(xo) + (x1 — x0)

o) = fxo)

(x4 — %o)

.f(xo + Ax) — f(xo)

So sieht diese Gleichung aus, wenn man fur die
Differenz an bestimmten Stellen das Symbol
Ax = x; — xy Schreibf.

WAS STF' ¢



FUr zwel verschiedene reelle Zahlen xy, x; und eine Funktion f gilt:

b FGr) £ Cxo)
- i W) — X
= f(xo) + (x4 — xo) e

.f(xo + Ax) — f(x0)
Ax

0) + (x1 — x0)

Den hinteren Bruch in diesem Ausdruck nennt man
einfach f* (Differenzenquotient):

= f(xo + Ax) — f(xp)

WAS STF' ¢ B



Das sind alles dquivalente Term-Umformungen. An keiner Stelle ist
von ,Steigung” oder ,, Tangente” die Rede. Die Gleichung ist auch
keine Naherung, sondern (noch) exakt:

f(x1) = f(xo) + (x1 — xo) - f'(x; Ax),

AQUIVALENTE FORMULIERUNG



(xuis § — ,2

N

NEWTONS IDEE



Newton hat diese Idee verwendet, um Nullstellen von Polynomen zu finden. FUr solche Polynome, fUr die es z.B. keine
Lésungsformel (kein Ausdruck mit Wurzeln, der von den Koeffizienten des Polynoms abhdngt) gab/gibt. Everiste Galois
hat ca. 150 Jahre nach Newtons Idee gezeigt, dass es fur allgemeine Polynome ab Grad 5 solche Formeln nicht mehr
gibt. (Ubrigens im Alter von ca. 20 Jahren, denn dlter als 20 ist Galois nicht geworden.)

vollen hier aber mal mit Hilfe von Newtons Idee die Nullstelle von X2-3
ja eine solche Formel noch gdbe: Losung ist die Wurzel aus 3 ...
1 hatte keinen Taschenrechner)

NULLSTELLEN VON POLYNOMEN


https://de.wikipedia.org/wiki/%C3%89variste_Galois

Esist also f(x) = x*—3
Damit kann man auch f'(x; Ax) ausrechnen (RECHNEN SIE SELBER NACHI!):

fle+80) —f(x) ((x+Ax)2—3)—(x*—3) x?+2xAx+Ax*—3—x*+3 2xAx+Ax?

Ax Ax Ax Ax = s

f'(x; Ax) =

Ax soll klein sein. Jetzt kommt Leibniz ins Spiel.

ottfried Wilhelm Leibniz war ein Zeitgenosse von Newton und ein ,,Universalgelehrter* (Philosoph, Mathematiker, Jurist,
Jden Eindrucken des beendeten 30jahrigen Krieges (1618-1648) begann die Zeit der frUhen Aufklarung
it Hilfe von Vernunft/Mathematik Frieden zwischen den Menschen zu schaffen sei). Wie
apoleon Bonaparte schwere geometrische Satze kannte und, dass ein
elte, die bis heute wirken, war Mathematik in Zeiten
Beginn der Industrialisierung in Frankreich

HISTORISCHES



ZurUck zu f(x) = x2 -3

flx+dx)—f(x) ((x+dx)>-3)—(x?-3) x?+2xdx+dx?—3—-x*+3 2xdx+dx*
dx dx dx dx

Leibniz und Newton nehmen nun an, dass Ax sehr, sehr, sehr klein ist. Leibbniz drockt das durch das Symbol
dx aus (also ein ,,kleines d* anstelle eines ,,groBen Delta", ein Differential anstelle einer Differenz). Nun soll
dx beliebig nahe an Null sein. Philosophie: dx ist also eine Zahl, die nicht Null ist, aber ndher an Null als jede
(von Null verschiedene) reelle Zahl. Damit Iasst sich 2x+dx nicht mehr von 2x unterscheiden. Die Differenz ist
einfach ,,zu klein®. Und schlieBlich steht hier:

f)=x2-3 = f'(x)=2x

Jbergang zur ,Momentangeschwindigkeit”, wéhrend Leibniz hierin
graphischen Darstellung des Newton-Verfahrens)
ideo zeigt diese Philosophie.

= 2x + dx

PHILOSOPHIE VON LEIBNIZ


https://www.youtube.com/watch?v=NBhRuSQCehY

Setzen wir dieses Resultat also in Newtons Formel ein (es ergibt sich eine
Ndherungsformel):

- f (x0) _ _f(xo)_ x(2)_3_li+
0 Tl A1) S0 T ) T 2wy 2 T

x1=x

Kommt lhnen diese Formel nicht bekannt voree

onische Wurzelziehen. Das Newton-Verfahren
ibt to hlich die lterationsvorschrift for

BEISPIEL: NEWTON-VERFAHREN




ABLEITUNG EINER FUNKTION




Mit Hilfe von Leibniz und Newtons Ideen lassen sich viele Ableitungen von Funkfionen ausrechnen.
Zum Beispiel die Ableitung von f(x) = x°

df f(x + dx) — f(x) (x +dx)° —x®  x°+3x%dx +3x dx® + dx® — x°
dx dx - dx

fr) =~

= 3x2% + 3x dx + dx? = 3x?

obei das k eine reelle Zahl sein darf.
nm-Briche (k ist negativ) oder

ABLEITUNG EINER FUNKTION


https://www.mathe-online.at/mathint/diff1/i_ableitungen.html

Auch andere Ableitungsregeln ergeben sich aus diesem Ansatz. Diese und die
folgenden sind zu merken:

Die Ableitungvon c- f(x) istc- f'(x). (Konstanter Faktor-Regel)

Die Ableitung von f(x) + g(x) ist f'(x) + g'(x). (Summenregel)

'(x) - g(x)+g'(x) - f(x) (Produktregel)

ABLEITUNGSREGELN



Diese Regeln kann man verwenden, um z.B. die Ableitung von f(x)=3x3-5x2+1
auszurechnen:

f'(x)=3-3x2—5-2x+0 =9x% — 10x

<K

ABLEITUNGSREGELN



Schwierig wird es jetzt bei der Funktion f(x) = Vx3 + 2. Wir kennen die Ableitung von
x3+2 und auch die Ableitung der Wurzelfunktion jeweils als Potenzfunkfionen. Diese

Funktion vx3 + 2 ist jedoch das HintereinanderausfUhren dieser beiden

Operationen. Zundchst rechnet man h(x) = x3 + 2 aus und dann wendet man auf
h(x) die Funktion g an... das Ziehen einer Wurzel. Insgesamt: f(x) = g(h(x)). Wie
leitet man so eine verkettete Funktion ab?¢ (Kettenregel)

—g(h(x)) g(h(x) +dh) —g(hx))dh dg dh

= .

dx dh dx’

<

2008°

ABLEITUNGSREGELN



Das kann man anwenden, um z.B folgende Ableitung zu rechnen: f(x) = vx3 + 2,

die sich darstellen I&sst als £(x) = g(h(x)), wobei h(x) = x3 + 2 und g(h) = Vh = h%:

dg dh 1 _1 1

f(x)zﬁoazzh 2 .h =E

L IR
_2 x,

Vx3+2

ABLEITUNGSREGELN



Die Ableitung von einem Bruch % kann man uber die Produktregel und die

Kettenregel ausrechnen:

%)' = (@)™ FGI) = —g'(9) - (@) 2 (O + (g f1()

hes L (x)'g(x)_‘)g W@ Quotientenregel)
g(x)) .,
"d

ABLEITUNGSREGELN



xX%+5

Mit der Quotientenregel gehen auch Ausdrucke, wie z.B. f(x) = —

2x-(x—-1—-1-(x*+5) 2x*—2x—x*-5 x*>—2x—75

— 1)? x2—2x+1 x2—2x+1

ABLEITUNGSREGELN



x3 +

dx

= 3x% + 3x dx + dx? = 3x?

Lo«

VON LEIBNIZ ZU CAUCHY



Expertenwissen:
dx Wie kann man den

imes verstehen?

lim
dx—0

= lim 3x% + 3x dx + dx? = 3x?
dx—0

VON LEIBNIZ ZU CAUCHY


http://www.zib.de/weber/LimesGegenA.pdf
http://www.zib.de/weber/LimesGegenA.pdf
http://www.zib.de/weber/LimesGegenA.pdf

Cauchy kann mit seinem Ansatz z.B. auch die Ableitung von f(x) = e* ausrechnen:

X

x + dx) — X ex+dx_ex x,dx _ ,Xx dx_1
f’(x)=limf( ) f()zlim—zlimu=exlime

=e
dx—0 dx dx—0 dx dx—0 dx dx-0 dx

Dass der hintere Grenzwert tatsdchlich 1 ist, kann er durch eine Abschatzung zeigen:

Die Funktion e®* |Gsst sich fUr dx<1 (und dx soll ja klein sein) nach oben und unten abschdétzen durch
1

> e > 1+ dx und daher (1 abziehen und durch dx teilen)

ABLEITUNGSREGELN


http://www.zib.de/weber/KonvergenzFolge.pdf

x> + : Didaktisches Material
dx

= 3x% + 3x dx + dx? 3x2

[ [
N N

VON LEIBNIZ ZU ROBINSON


https://ojs.didaktik-der-mathematik.de/index.php/mgdm/article/download/79/68

Mit Hilfe dieser hyperreellen Zahlen lassen sich nun auch die
Ableitungen von Sinus und Kosinus ermitteln:

f(x) =sin(x) = f'(x) = cos(x)
f(x) = cos(x) = f'(x) = —sin(x)

ideo und in Abbildung 7 in dem

ABLEITUNG DES SINUS


https://www.youtube.com/watch?v=FeCNIXoPF5M
https://ojs.didaktik-der-mathematik.de/index.php/mgdm/article/download/79/68

ZurUck zu der einleitenden Fragestellung: Die Nullstelle der Funktion f(x) = e* — 4 sin(x) ist gesucht. Das
Newton-Verfahren kann jetzt ausgerechnet werden. Es ist hier eine Fixpunktiteration mit der
Iterationsfunktion

f) e* — 4 sin(x)
fl(x) e 4 cos(x)

P(x) = x —

igenschaften dieser Funktion hinsichtlich des Fixpunktsatz von Banache Wir haben
gesehen, dass die Newton-Iteration bereits nach sieben Durchldaufen
yenau war. Wie |asst sich diese schnelle Konvergenz

ANWEDNUNGSBEISPIEL



Wir wollen die Kontraktionszahl fur das allgemeine Newton-Verfahren ,,ausrechnen®.
Dazu mussen wir die Ableitung von der Ilterationsfunktion bilden (hach der Summen-
und Quotientenregel):

oleitung von f* ... die sogenannte ,zweite Ableitung* von f.

iXpunkt von ¢ |s’rober eine Nullstelle von f. Und
echnung) eine Nullstelle "
e bei NU

ABLEITUNG DER ITERATIONSFUNKTION



