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WIEDERHOLUNG: ABLEITUNGEN

051=

0.88622692545

In(x),x >0

sin(x)
cos(x)

n=1-2-3-4..n ofZ
0.5! \

T

Klicken Sie hier, um 0,5!
zu berechnen (Google-Rechner)



DIE DEFINITION VON EULER

Leonard Euler (1707-1783) hatte u.a. die Idee, die Fakultat Gber ein Integral zu definieren (Gamma-Funktion).
Uber ein sogenanntes ,uneigentliches Integral“:

(00
Wenn ich n! schreibe
mRs n == J
Tl' — j N 4 dx meine ich ab jetzt das.
0

Wir wollen in dieser Vorlesungsstunde erfahren, was dieser Ausdruck bedeutet, warum dieses Integral
eine ,gute” Definition flur die Fakultat ist (n darf jetzt eine reelle Zahl sein), wie man dieses Integral berechnet
und (nicht umfassend) wie dann die Ableitung von n! aussieht.

Ganz genau genommen, darf n sogar eine komplexe Zahl sein.



https://de.wikipedia.org/wiki/Gammafunktion
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https://www.youtube.com/watch?v=4n6aB4aasyg
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Hierzu noch ein Kommentar: x ist die nachstgelegene reelle

Zahl zu x+dx. Daj‘f € [x, x + dx], ist x auch die nachstgelegene
reelle Zahl zu §. Dass f(x) auch der Standardteil von f($) 4 fﬁ‘
ist, liegt wiederum an der Stetigkeit von f. (Durchgezogene Linie) ' 1



2ibniz (und
™ die Fliche ‘unterhalb elnes
4 (€ raphen als eine Summe soIcher’/
 infinitesimalen Rechtecksflachen oe: ~
gedacht haben, wird das Integral T
zwischen a und b auch so geschrieben:

b
j f(x)dx.
a A
a | b / '
Wobei dieses Symbol fiir ein grofRes S

(fir ,Summe”) steht und das hier die
Rechtecksflachen sind. ,,Das Integral f(x)dx in den

/\ > Grenzen a bis b.”
\

.


https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsches_Integral
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a
und in Analogie zu dieser Notation, werden

die Stammfunktionen von f notiert als:

F(x) = [ f(x)dx. —

Dieses ist das
yunbestimmte Integral”.
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30 -"E'  muss man zunachst eine \ ﬁE}ﬁnéalso das unbestimmte Integral
[ x2dx. Dieses ist die Menge(!) aller Funktior o L | 1.7
' . N - ' R i3
, F(x) = §x C, c €ER,
denn konstante Summanden abgeleltet ergeben O und F‘(x)=f(x). c ist die , Integrationskonstante”.

« Jetzt kann man die Fliche als die Differenz der Stammfunktionswerte ausrechnen: , a
. e : J

3 1 1 278G il
L x2dx =[F(x)3=F3)—-F(2) = (533 + c> — (523 + c> i, 2 T L

Merken Sie sich diese Schreibweise fiir die Differenz



ES GIBT AUCH NEGATIVE WERTE DES INTEGRALS

Flachenstlicke, die unterhalb der x-Achse verlaufen, haben ein negatives Integral. Das Integral ist also
die Flache unterhalb des Graphen von f fiir positives f(x), und davon abgezogen wird die Flache
unterhalb der x-Achse (also fiir negatives f(x)). So ist z.B.

2
j x3dx =0,

-2
da die Flache von -2 bis 0 unterhalb der x-Achse genau der Flache von 0 bis 2 Giber der x-Achse

entspricht. Rechnen Sie es mit Hilfe von Stammfunktionen nach!

Dreht man die Integrationsrichtung um, dann andert sich auch das Vorzeichen des Integrals:

Lbf(x)dx - jbaf(x) dx .

Damit Sie sich das merken konnen: YouTube Video



https://www.youtube.com/watch?v=KUCG117tA20

ELEMENTARE STAMMEUNKTIONEN

Da Integrieren und Differenzieren nun also invers zueinander sind, kann man auch die Tabelle der
Ableitungen benutzen, um die Tabelle der Stammfunktionen zu berechnen (leiten Sie F(x) ab!):

Zudem gilt (Summen und konstante Faktoren):
1
k+1
1 X +c
e*+c

In(x) + ¢

| ¢+ g@dx = [ roddx + [ gax

In(x),x >0

zgns((fc)) ' —cos(x) + ¢ J = ff(x)dx

sin(x) + ¢

Man sagt: Differentiation und Integration sind
ylineare Operationen” (es gelten Summen- und
Konstante-Faktor-Regel).



| EULER

> die Idee, die Fakultit Gber ein Integral zu definieren. Uber
s Integral“:

Wir wollen in dieser Vorlesungsstunde erfahren, was dieser Ausdruck bedeutet, warum dieses Integral
eine ,gute” Definition flur die Fakultat ist (n darf jetzt eine reelle Zahl sein), wie man dieses Integral berechnet
und wie dann die Ableitung von n! aussieht.



*Dle Stammfunk en ger e ) ~ Hier miissen wir zunichst lernen,

‘ab. FurJedes n ergeben sich “r wie sich das Produkt von zwei Funktionen
ey ~ andere Stammfunktionen, = o integrieren |asst. Von den beiden Faktoren,
n

; ~ x™ und e, kennen wir die Stammfunktionen.




Hier noch ein erklarendes Video
aus dem Netz...

PRODUKTE INTEGRIEREN: PARTIELLE INTEGRATION

Wir wissen, wie man das Produkt von zwei Funktionen u(x) und v(x) ableitet. Produktregel salopp ausgedruickt:
(u-v) =u-v+v' -u

Da jedoch Integration und Differentiation zueinander ,invers” sind, kann man diese Gleichung auf beiden
Seiten integrieren und erhalt (laut Summenregel):

u-v=ju’-vdx+fv’-u dx < jv’-udxzu-v—Ju’-vdx

\

u und v sind nicht konstant!
Daher kann man sie nicht vor das Integral
ziehen.


https://www.youtube.com/watch?v=t-V6tY5XHqM

UMFORMUNGEN MIT PARTIELLER INTEGRATION

Wir wollen nun damit die Stammfunktionen F, (x) fur Eulers Idee mit n=1 berechnen:

Jx-e‘xdx

mit Hilfe der gerade hergeleiteten Formel
Jv’ c U dx=u-v—ju’-vdx.

Um diese Formel auf das obige Integral anzuwenden, muss man einen der beiden Faktoren jetzt als u(x)
setzen und einen als v‘(x). u(x) muss man fir die partielle Integration ableiten u‘(x), und fir v/(x) muss man
eine Stammfunktion v(x) finden (siehe rechte Seite der Gleichung). Da Polynome beim Ableiten einen Grad
verlieren, eignen sie sich gut zum Ableiten, also wahlen wir fiir die Formel u(x)=x und v‘(x)= e ™*.
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STAMMFUNKTIONEN FUR NATURLICHES N

Mit Hilfe der partiellen Integrationen rechnen wir nun analog fir allgemeine n aus:

!

u v
Es(x) = fx" e ™ dx =x" - (—e™%) —njx"_1 c(—e™¥) dx

—x e X+n[x"1-e7* dx
=—x-e*+nk,_;(x).

Das Interessante an dieser Rechnung ist, dass sich eine Rekursionsvorschrift ergibt: Kennen wir namlich
die Stammfunktionen F,,_; (x), so kdnnen wir daraus die Stammfunktionen E,(x) ausrechnen. Denn
E,(x) = —x-e*+nF,_;(x). Wir kennen ja bereits F; (x), also kennen wir mit Hilfe der Rekursion auch
F,(x), also kennen wir mit Hilfe der Rekursion auch F5(x), also kennen wir mit Hilfe der Rekursion auch
F,(x) ... Mit Hilfe der Rekursion konnen wir E,(x) fiir alle nattirlichen Zahlen n ausrechnen.



WERT DES INTEGRALS FUR NATURLICHES N

Und mit Hilfe der Rekursion kdnnen wir auch jetzt den Wert des uneigentlichen Integrals fir
(natlirliches) n berechnen, indem wir die Integralgrenzen einsetzen:

n! = j x™"-e ™ dx Definition von Euler
0
= E, (o) — E,(0) Hauptsatz Integral/Differntialr.
= +n- (F,_1(c0) — F,_(0)) Rekursionsformel
o T () R U =f, x"*-e*dx  Wieder die Definition von Euler

Ich kenne 1!=1 bereits durch Ausrechnen des Integrals mit der Stammfunktion F; (x). Obige Formel sagt
jetzt,dass 2! =2-11'=2und3!'=3:2=6und4!'=4-3!'=24...undn!l=1-----nfiarn € N. So
ergibt sich, dass die Fakultat einer nattrlichen Zahl n einfach das Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1
bis n ist.
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3 . elementar ausrechnen. Fiir sehr viele Funktionen
y kennen wir keinen elementaren Funktionsausdruck
fur die Stammfunktionen... 1


https://www.matheplanet.com/default3.html?call=viewtopic.php?topic=202854&ref=https%3A%2F%2Fwww.google.com%2F

oy ~ =5
3 ’If-'llg'lllll'l'||'l|'|'|\""

- ;G . .¢ .. : » '\ (e
L-l.-L . = ol e K ‘ H 001 ‘g 08 °

 Viellei andenFla . n | A il
~ derK rve auch gut naherungswe|s- merisch) i REVE
berechnen? Eine Herangehensweise kennen 4 “» ,\
‘wir schon: Die Fliche in ,Fast“-Rechtecke zerlegen

(mit kleinem dx) und die Fldchenstiicke aufaddieren, ... m



https://de.wikipedia.org/wiki/Numerische_Integration
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SUBSTITUTION

In diesem Fall soll also x von 0 bis unendlich laufen

(00)
n!=] xM.e ™ dx
0

Setzt man allerdings x = tan(z) mit der Tangensfunktion und lasst dabei z von 0 bisg

laufen, dann lauft x (wie gewlinscht) von 0 bis unendlich. Also kdnnte man stattdessen
folgendes Integral rechnen:

T

V.
k= f tan(z)" - e~ gx
0

https://de.wikipedia.org/wiki/Tangens_und_Kotangens#/media/Datei:Tangent-plot.svg



mit dz erweitern

| J n ,.: ' . a Sl .'-]. j a . - . 114y
<N o i 3 . ] - ’a‘ ‘ it
= .JE tan(z)" - e~ AN ((ta;;nfz))z +1)dz— Z’ZC — d(tilnz(z)) = (tan(2))* + 1
: & T ' ) y 2 rf; g
L2 ' 2 P | m
ok (tan(z)™*2 + tan(z)") - e~ 02 gz N
L -

Hier ein anderes Beispiel fir
Substitution aus dem Netz.


https://www.youtube.com/watch?v=XvY9C5W3hxI

Jetzt lesen wir diesen Ausdruck (so wie
Leibniz und Riemann es taten) als Summe,

N U I\/I E R | SCH E | NTEG RAT' O N als ware dz eine sehr, sehr kleine Zahl...

/

T
2

n! = f (tan(2)"*? + tan(z)") - e~ 102 gy
0

~ Summe der Flichenstiicke (tan(z)™*2 + tan(z)") - e~ an@ . g4z,
wobei zum Beispiel dz=0.00001 sein soll und z von 0.00001 (in
Schritten von dz) bis ca. pi/2 lauft.

Hier ein Beispiel, wie man so die Fakultat von 0.5 mit octave-online.net
naherungsweise berechnen kann:

octave:2> n=0.5
n = 0.50000

octave:3> intervall=0.00001:0.00001:pi/2;
octave:4= z=intervall; n fakultaet = sum((tan(z).”(2+n)+tan(z)."n).*exp(-tan(z))*0.00001)
n fakultaet = 0.88623




DIE MODERNE MATHEMATIK (NUR AUS INTERESSE,
NICHT FUR DIE KLAUSUR!)

Das mit den Flachenstiicken, die (laut Riemann) fir immer kleineres dx zu rechnen und
aufzusummieren sind, um den Wert des Integrals zu berechnen, hat sich als problematisch
herausgestellt. Denn Grenzwertprozesse und Berechnung von Langen/Flachen zu kombinieren, lauft
meistens schief. Schauen Sie sich dazu z.B. das Diagonalparadoxon an: Eine Diagonale eines Quadrats
mit Seitenlange 1 wird durch eine ,treppenféormige Linie angenahert. Die Lange dieser Linie ist stets 2.
Geht man jedoch zu mehr und mehr Stufen Gber, dann kann man die Linie nicht mehr von der
Diagonalen unterscheiden, aber die Lange ist immer noch 2... (Hier mein Versuch, das Paradoxon zu

|6sen)

Henri Léon Lebesgue hatte eine Idee, wie man dieses unlosbare MalBproblem der Mathematik angeht.
Anstatt die x-Achse in Abschnitte der Lange dx zu zerlegen, zerlegt man die y-Achse in solche
Abschnitte. So wurde das Lebesgue-Integral erfunden, das heute anstelle des Riemann-Integrals in der
Mathematik verwendet wird.



https://mathworld.wolfram.com/DiagonalParadox.html
https://www.zib.de/weber/Diagonalparadoxon.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Ma%C3%9Fproblem
https://de.wikipedia.org/wiki/Lebesgue-Integral

= | x". ln(x) ce™d : Polygammafunktion v


https://de.wikipedia.org/wiki/Parameterintegral#Leibnizregel_f%C3%BCr_Parameterintegrale
https://de.wikipedia.org/wiki/Polygammafunktion

