Taylor und de L'Hospital
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Thema 1: Es gab ein Leben vor dem
Taschenrechner...
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Ableitungen an dem Entwicklungspunkt

Der Trick ist, dass wir Funktionen ableiten konnen. Und konnen wir
sogar ausrechnen, was der Wert der Ableitung an einer bestimmten Stelle x, (dem
Entwicklungspunkt) ergibt. Z.B. ist die Ableitung von sin(x) der Kosinus von x. An der Stelle
xo = 0 kann ich diese Ableitung ausrechnen (cos(0)=1). Das geht flr Sinus, Kosinus,
Exponentialfunktion und Logarithmus (beim Logarithmus an der Stelle x, = 1) und ALLE
Ableitungen... Rechnen wir also zunachst die Ableitungen aus und setzen dann x, ein!

f(x) sin(0) = 0 cos(0) =1
f'(xg) cos(0) =1 —sin(0) =0
f(xg) —sin(0) =0 —cos(0) = —1

" (xo) —cos(0) = -1 sin(0) = 0

allgemein fiir R (l) FeM©0) = (- fMo) =1
Ableitungen = (D"




Ableitungen an dem Entwicklungspunkt

In der Tabelle sorgt der Ausdruck £ steht fir die n-te Ableitung von f
(=1)™ fur einen Vorzeichenwechsel.

Wenn n gerade ist, ist (—1)"= 1. Wenn

n ungerade ist, dannist (-1)"= —1.

f(xg) sin(0) =0 cos(0) =1
f'(x0) cos(0) = 1 —sin(0) = 0
f"(xo) —sin(0) = 0 —co0s(0) = —1

" (x0) —cos(0) = —1 sin(0).= 0

allgemein fir f@n+1) () £ (0) = (-1 F™) =1
Ableitungen = (D"
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Taylorpolynom und Restglied

Wenn Sie jetzt den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung
verwenden, so kdnnen Sie ein Polynom t,,(x) vom Grad n bestimmen,
das eine Naherung fur die gesuchte Funktion darstellt (das
Taylorpolynom):

f(x) = ty(x) +R.
Dieses Polynom lautet:

f'(x0) [ (x0)
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th(x) = f(xo) + (x — xp) + o1 (x — x0)* +

n
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LINK
(Sinus geht los ab Minute 8:00)



https://www.zib.de/weber/Herleitung_Taylor.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=veufoHzOwp8

Die Taylorreihen fir einige Funktionen
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Unterschied:
Taylorpolynom vs. Taylorreihe

f(x) =tnh(x) +R

Eine Funktion wird also durch das Taylorpolynom t,,(x) angenéhert. Den
Fehler, den man bei dieser Naherung macht, wird hier als R bezeichnet (ftr
,Restglied”). Jetzt ist die Idee: Wenn man ein Polynom mit Grad n = co nehmen
wurde, dann wird der Fehler (evtl.) null... (Ein Polynom mit Grad unendlich
heil’t ,Potenzreihe®). Aus dem Taylorpolynom wird so eine Taylorreihe. Ob das
so klappt, sehen wir in der nachsten Vorlesung!

Mit den zuvor bestimmten Ableitungen, erhielten wir so die Taylorreihe ftr
einige elementare Funktionen. Eigentlich ist das ein unendliches
Naherungsverfahren, mit dem man Funktionswerte beliebig genau berechnen
kann (man nimmt mehr und mehr Summanden hinzu).




Wollen Sie mehr wissen?
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Funktionswerte ausrechnen

Da die Berechnung von Taylorpolynomen an den Stellen x ja nur
das Berechnen von Additionen, Multiplikationen, Divisionen und
Subtraktionen bendtigt, kann man auch komplexe Zahlen flr x
einsetzen! Setzt man z.B. in die Exponentialfunktion statt x den
komplexen Ausdruck ix ein, dann ergibt sich:

1 |

Ix — - — 2,2 4 — 3.3
et =14+1ix+ 2!lx +3!lx +
Potenzen von | kann man dabel immer vereinfachen:

i=1,il=i i?=-1,3=—i,i*=1,i>=1i ..
(immer periodisch ergibt sich 1,1, -1, -i ...)




Nach Ersetzen der Potenzen von |
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Vergleichen Sie das jetzt mal mit den Potenzreihen fur Sinus und
Kosinus! Da kommen doch fast die gleichen Summanden vor!

1 1 1
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cos(x) =1 T +4!x 6!x +
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sin(x) =x ——x34+—x>——x" =+ -
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ellungsformeln der komplexen Zahlen umrechnen z E u I e rfo rm e I

hgoras wissen und sich mit Winkelfunktionen auske

re'® =r-cos(a)+i r-sin(a) = x + iy
S—— ——
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Es ergibt sich eine Formel (Eulerformel), die schon bei den
komplexen Zahlen verwendet wurde, um zwischen kartesischen
und polaren Koordinaten umzurechnen:

e* = cos(x) + i sin(x)
Beachten Sie nun, dass der Kosinus eine ,gerade Funktion® ist

(cos(x) = cos(—x)) und der Sinus eine ,ungerade Funktion®
(—sin(x) = sin(—x)).




" Viele mathematische Formeln gehen auf
diese Taylorreihen-Darstellung zuriick

In Formelsammlungen findet man also, dass:

Xy p—ix X _p—ix

und sin(x) =

cos(x) = Y

Und aus diesen beiden Formeln kann man dann letztendlich auch
das Additionstheorem beweisen:

cos(x —y) = cos(y) - cos(y) + sin(x) - sin(y)

Wie gesagt: Alles eine Frage von +, -, * und :



https://www.zib.de/weber/Additionstheorem.pdf

Thema 2: Nochmal Grenzwerte...
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Regel von de L'Hospital
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Ein einfaches Belspiel

= An keiner Stelle wird in der Herleitung der Regel von de
L"Hospital gesagt, dass es sich bei f und g um Geraden handeln
muss. Es geht also auch flr andere Funktionen:




lim
x>0

lim
x>0

cos(x)

X

sin(x)

X

Hier geht die Regel nicht...

Warum?

Warum?




,Spielen” Sie mit den Termen!

Wie hilft uns jetzt aber die Regel von de L'Hopital, zu untersuchen,
wie sich die Funktion x™ - e™* verhalt, wenn x gegen unendlich
,Strebt“? Also, was ist ...

lim x"e *?

X— 00

Zunachst ,basteln” wir uns mit den Potenzgesetzen einen
Bruchstrich rein:

xn

lim x"e™ = lim —
X— 00 x—oo eXx




De L'Hospital fur lim

X— 00

- n,—x : x"
lim x"e™ = lim —

X—00 x—oo eX

Um jetzt diesen Grenzwert auszurechnen, sage ich Ihnen, dass de
L'"Hospital auch flr lim geht. Sie kobnnen mir jetzt einfach glauben,

X—

oder sich uberzeugen lassen...




De L'Hospital fur lim

X— 00

Der Trick ist der gleiche, wie bei der Substitution, die wir in der letzten Stunde
verwendet haben. Wir setzen x = tan(z) und lassen z — % streben.

d (tan(z))

fGan@) &)

4 ORI (0 (C3) S f'(tan(z)) B
= K d(tan(Z)) 22 g'(tan(2)) ~ x5 g'(x)
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Hier wurde B?im Ableiten von e Anee e AEma)
x=tan(z) gesetzt Zahler und Nenner , @
wegkurzen... und wieder

darf man die Kettenregel
nicht vergessen!

AuRere Ableitung mal
innerer Ableitung...

tan(z)=x setzen.
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De L'Hospital fur —

00

: n,—x : x"
lim x"e™ = lim —

X — 00 x—oo eX

Um jetzt diesen Grenzwert auszurechnen, stellen wir fest, dass
sowohl Zahler als auch Nenner gegen oo streben. Ich behaupte

einfach mal, dass de L'Hospital auch flr g anstatt far % geht.

Sie konnen mir wieder glauben, oder sich Uberzeugen lassen...




/ co

De L'Hospital fur —

00

g = lim @
x>0 g(x)

¢ = lim f'(x)
x- g'(X)

Hier musste man eigentlich
korrekterweise zunachst zeigen, dass der
Grenzwert fur den untersuchten Ausdruck
z.B. fur lim x™e™* existiert und danach

X— 00

kann man ihn ausrechnen.




Grenzwert ausrechnen

. n, —x . x™ . n- xn_l : n!
lim x"e™ = lim — = lim =..=]lim—=0
X—00 x—o0 eX X—00 eX x—o0 eX
OK... einmal ableiten Nach n-maligem
reicht wohl nicht... Ableiten steht hier etwas

das gegen Null strebt. Denn:
Der Zahler ist konstant,
der Nenner wird immer grof3er.

Sie sehen schon, bei De L*Hospital muss man manchmal Brluche ,hinbasteln®
und auch an ,Grenzen“ wie o denken! Viel Erfolg bei den Ubungsaufgaben!




