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Aufgabe 1:

Wir wollen hier das Dreieck mit den Eckpunkten d = (8) b= (3) , C= (i) um

30° um den Ursprung drehen. Gefragt sind dabei die Koordinaten des neuen

Dreiecks. Hinweis: sin(30°) = %und cos(30°) = \/2_§

Betrachten wir diese Drehung anschaulich, dann stellen wir fest, dass eine Drehung
um den Winkel von 30° um den Ursprung eine Drehung der Stiitzvektoren der

Punkte B und C (beziiglich der Stiitzvektoren b und C) zur Folge hat. Punkt A
beleibt dabei nach wie vor der Ursprung mit den Nullkoordinaten. Wir verwenden
also die Produktformel von Aufgabenblatt 2 (letzte Aufgabe) und multiplizieren
jeweils mit einem Vektor der Lénge 1 (*) und dem Winkel 30°.

Hilfslemma zu (*)

Wir betrachten die Sinusabbildung und die Cosinusabbildung in C, dann gilt:
sin® + cos®* =1

Beweis: Wir zeigen diese Zwischenbehauptung erst ganz zum Schluss mit dem
Cauchy-Produkt, denn hier wiirde das nur den Lesefluss storen. ©

Damit resultiert:

A _7. (cos(30°)> B (0) . (0,5 ) 30,5) B (1,5 . 30,5)
gedreht — sin(30°) = 3 0’5 = 1‘5

N— —
Linge priifen

|(sin(30°)) _
cos(30%)/|™
\/sin2(30°)+cos2(30°)
—_ 2. (cos(30°)> _ (4) . (0,5 . 30'5> _ (2 +1,5- 30'5)
gedreht = © "\ sin(30°)/) ~ \3 05 / \1,5-2-3%°

Unser ,,neues® gedrehtes Dreieck hat also die Eckpunkte d,p,, = (0), Bneu =

0
>3 —2+2-3
2, |und ey = 2

3
> E+2\/§

. Damit sind wir fertig. Eine Probe mit

Verwendung von Drehmatrizen wiirde unser Resultat verifizieren.
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Aufgabe 2:

a. Aussage: Steht ein dreidimensionaler Vektor u senkrecht auf v und w, so sind
v und w parallel.
Damit ein Vektor senkrecht auf einem anderen Vektor stehe, muss
definitionsgeméil das Skalarprodukt O ergeben. Anschaulich betrachtet stellen
wir im R3 sofort fest, dass diese Aussage falsch sein muss. Der Vektor
u == (1,0,0)7 steht senkrecht auf v := (0,1,0)” und w := (0,0,1)7, denn
das resultierende Skalarprodukt ist jeweils 0, aber die Vektoren v und w

stehen ebenfalls senkrecht zueinander und konnen damit nicht parallel sein.

b. Aussage: Steht ein dreidimensionaler Vektor u senkrecht auf v, dann auch auf
v + 2w. Wir werden hier beweisen, dass diese Aussage gilt.
Seien u, v,w € R3 beliebig. Angenommen es gelte u L v Bind w, dann gilt fiir
das Skalarprodukt u” - v = 0 und u” - w = 0 Damit kénnen wir nun auch das
Produkt u” - (v + 2w) berechnen:
vy + 2wy

(uq, Uz, u3) - <V2 + 2W2> =uz - (V3 + 2w3) +uy - (v, + 2wyp) +uy - (Vg + 2wy)
V3 + 2w,

S u1v1 + uzvz + u3v3 + 2(u1W1 + uZWZ + U3W3)
Assoziativgesetz

=ul v+ 2@’ -w) =0+ 20 = 0. Nach Definition der Orthogonalitit

haben wir hiermit alles gezeigt. m

c. Fiir gegebene Vektoren u und v existiert eine reelle Zahl ¢, sodass auch
v + cu senkrecht auf u steht. Wir wollen diese Aussage hier beweisen und
zudem noch feststellen, welche Voraussetzung fiir die Giiltigkeit ebenfalls
notwendig ist:
Seien also u, v € R3 und ¢ € R, dann bestimmen wir zuerst das Produkt
ul + (v + cu) welches ja 0 ergeben soll. u” - (v + cu) = uy;v; + uyv, +

(1) mit

—Uuq1vq +u2v2 +u3v3

uzv3 + c(u? + us + u). Transformiert man ¢ := T
u1+u2+u3

u? +uZ + us # 0 (L), dann erhalten wir unsere Behauptung. Falls
nicht erfiillt ist, kann u nur der Nullvektor sein (der iiberall senkrecht drauf
steht), ist die Wahl in (1) nicht erfiillt und u nicht der Nullvektor, dann gilt
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die Aussage im Allgemeinen nicht. Da aber nur die Existenz eines
reellwertigen ¢ erwartet wird, ist die Giiltigkeit der Aussage insgesamt

verifiziert. m

Aufgabe 3:

Generell ist dieser Beweis hier sehr leicht und kann auch mit ganz elementaren
Vektoroperationen in der Schule realisiert werden.

Behauptung: Zwei Raumdiagonalen eines Wiirfels stehen nicht rechtwinklig
zueinander.

Notation:e = —w+u+vund f = —u+v+w.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dass das Skalarprodukt der Raumdiagonalen e und f
nicht 0 ergibt. Es gilt:

elf=(w+u+v)-(~u+v+w) wlu —wlv —wlw —uTu

“

linear
+uTv+uTw —viu+vTv+vTw =
v
symmetrisch
2wTw) —uTu+vTv —wiw=—Jul*># 0

Warum gilt die letzte Zeile?

Naja, die Seiten in einem Wiirfel sind ja wohl geleichlag, es gilt also u'u =
vIiv =wTw, demnach gilt also auch —ulu+vTv —wlw = —uTwu.
Auferdem stehen zwei Kantenseiten eines Wiirfels senkrecht zueinander und
demzufolge gilt fiir das Skalarprodukt 2wTu = 0. Auferdem gilt uTu = |u|?
und somit fiir uns —utu = —|u/?

Der Beweis ist damit vollstdndig erbracht. m
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Aufgabe 4:

Teil a:
Seien a, b, ¢ € R3, dann wollen wir die Giiltigkeit der folgenden Formel beweisen:
aX (bxc)=(a"c)b— (a"b)c (z.z.)

Beweis durch allgemeines nachrechnen:

aq byc3 — bsc, a(byc; — bycy) — az(=byc3 + bscy)
ax(bxc)= <a2> X <_b1C3 + b3C1) = | —ay(byc; — bycy) + az(bycz — bzcy)
as byc; — bycy a;(=byc3 + b3cy) — ay(bycz — bscy)

Nun spielen wir mit dem letzten Ausdruck noch ein bisschen herum und erhalten:

_a1b1C2 + a1b2C1 + a3b2C3 - a3b3C2

( a2b1C2 - a2b2C1 + a3b1C3 - a3b3C1>
_a1b1C3 + a1b3C1 - a2b2C3 + a2b3C2

Betrachten wir nun die andere Seite der Gleichung, dann steht da:

b, €1
(aTc)b — (aTb)c = (acq + ayc, + azcs) - <b2> — (a;by + ayb, + aszbs) - <C2> =
b3 C3

a1b2C1 + a2b2C2 + a3b2C3 - a1b1C2 - a2b2C2 - a3b3C2

<a1b1C1 + a2b1C2 + a3b1C3 - alblcl - a2b2C1 - a3b3C1>
a1b3C1 + a2b3C2 + a3b3C3 - a1b1C3 - a2b2C3 - a3b3C3

_a1b1C2 + albzcl + a3b2C3 - a3b3C2

< a2b1C2 - a2b2C1 + a3b1C3 - agbgcl)
_a1b1C3 + a1b3C1 - a2b2C3 + a2b3C2

Aus der Gleichheit der beiden allgemein verglichenen Seiten folgt unsere Behauptung. m
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Teil b:

1 2 9
Wir haben hier die drei folgenden Vektoren gegeben: d = (4) , b= (5) , C= (6) und
7 8 3
sollen das Lebesgue-Volumen Mal3 des Spats bestimmen.

Auftilligkeiten: Weil jeweils zwei Vektoren zueinander linear unabhéngig sind, d. h. sie
spannen eine Ebene auf, miissen auch alle drei Vektoren in der Ebene liegen. Das

T
Lebesgue-Volumen Mal3 berechnen wir mit der Formel pu, = (& X b) - C.

1 2\ /9 9
s = (4)x<5) -<6>=(4-8—7-5,—8+14,5—8)-<6>=
7/ \8 3 3

9
(—3,6,—3)-<6>= —27436-9=0
3

Mit eingesetzten Werten erhalten wir also yu; = 0. Demnach betrdgt das Volumen 0 VE.
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Anhang (Beweis zum Hilfslemma in Aufgabe 1)

Einfiihrung: Wir wollen hier die Beziehung sin(2z) = 2 sin z cos z fiir alle z € C verifizieren.
Aufgrund der Aufgabenstellung werden wir hierbei zwei Realisierungsmdéglichkeiten durchfiihren.
a. Wir verwenden das Cauchy Produkt fiir die Potenzreihendarstellung von cos x und sin x.
Teil 1: Kurze Variante
Teil 2: Lange Variante
Teil 3: Anhang und Kommentare
b. Wir verwenden die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.

e

AulBlerdem werden wir hier noch eine weitere (und kiirzere) Variante vorstellen.
d. Abschlieend verifizieren wir das Additionstheorem sin? + cos? = 1 ebenfalls mit dem
Cauchy Produkt (Ziel !!).

a. Legen wir erst einmal mit Teil a los. Die Potenzreihendarstellungen fiir den Sinus und fiir
den Cosinus lauten:
2n

cos(z) = ) (=1 én)! (1)

[ee)

2n+1

sin(2) = ) (<" (zz o1 @

n=0
Teil 1: Kurze Variante

Jetzt werden wir beide Seiten der Gleichung sin(2z) = 2 sin z cos z betrachten und danach
vergleichen:

(2Z)2n+1

sin(27) = Z(— T

nach (2) n=o

Damit haben wir schon einmal die eine Seite umgeschrieben und wollen nun auf der anderen Seite
wenn moglich dasselbe stehen haben.

2n+1
2sinzcosz = 2 - Z( Ot — Z(— )" =
(1)und(2) n=0 (2 + 1)| CauchyProduktformel
® 0 -1 1 0
2- Z{ Nl e z2n+170 4 S G z2vlz2 4 +(_1) (_1)nzlzzn} -
oy 2n+1)! 0! 2n—-1! 2! 1 (@2n)! Binor\-r;‘koeff

2- Z Z(n i):)' Zn(;}- 1) z2n+170 4 (an-l- 1) z21z2 4+ L+ (an;}l_ 1) zlzzn} =

[Se]
Potenzgesetze

2. Z -+ -13711)' 2n0+ 1) S2n+ 4 (2n2+ 1) Sy (anz 1) )

“
Summe erkannt

0 n
2+ 1) znﬂ} _ N (D" Z (2 + 1 anns
Schreibw\gilse dndern -0 (Zn + 1)! k=0 2Ue

(=) {"
(2n+ 1)! 4

=0
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Nun wenden wir die Formel aus der Fermatschen Vermutung an, die wir im Anhang beweisen werden.

[ee) n [ee)
2 (_—1)71' z (2712‘;(‘ 1) L2241 _ 9 D" - g2ng2n+l _
n=0 (27’1 + 1)' k=0 n=0 (27’1 + 1)' Umsci\:;eiben
2n+1
% 2. 22n,2n+1 = 2(—1)711 l 2n+1,2n+1 = (—1)" (;Z) n-;
nzo( n+ 1! Potenzgesetze n=0( n+1)! Potenzgesetze n—¢ (2n+1)

Damit sind wir dann auch (mit Verweis auf die im Anhang bewiesenen Zwischenbehauptungen) fertig. l

Im néichsten Abschnitt stellen wir nun einen dhnlichen Beweis unter strengerer Verwendung des Cauchy
Produkts dar.

Ergdnzung: Weil sowohl die Potenzreihendarstellung des Sinus als auch des Cosinus auf ganz C absolut
konvergieren (Beweis mit der in C absolut konvergenten Exponentialreihe als Majorante), ist das Produkt
nach dem Satz von Martens ebenfalls konvergent.

Wir zeigen hierzu als Randbemerkung nur, dass die Sinusreihe auf ganz C konvergiert:

2n+1

Behauptung: 77 o(—=1)" (§n+1)' soll also auf ganz C konvergieren.

Zuerst einmal eine Definition: Die Sinusreihe sei fiir alle komplexen z wie folgt definiert:
2n+1

; . N _1\n z
sin(z) = nz:;)( 1) Znt Dl

Die Abbildung g : C = C mit g(z) = sin(z) nennen wir dabei die Sinusfunktion. Somit konnen wir in der
folgenden Argumentation iiber dasselbe sprechen und ganz einfach verifizieren, dass der Konvergenzradius
der Sinusreihe unendlich ist.

Beweis der Behauptung:

ZZn+1 (_1)n . 22n+1 (_1)n (_1)n
— (—1)" — — 2n+1 0 i —
= Y D T e Dl nt DI @ 2 M=ot
Quotientenkriterium:
="
I )! | -l D" (D!'2n+2)2n+3)|
nl_rj}o (_1)n+1 - nl_{rolo (_Q)! ) (_1)n+1 -

'2n+2)2n+3)

. [e=DE @& @2n+2)(2n+3)
lim . =1

i (2n+2)(2n+3)| lim (2n+2)2n+3)
nen | G (D nogs B -

-1 n—oo 1

lim(2n+2)(2n+3) = o
n—oo

Damit erhélt man auch den Konvergenzradius von co. Der Konvergenzbereich ist hier demnach ebenfalls
ganz C. ©



FU Berlin - SS 2012: Lineare Algebra 1 Losungen zum 4. Aufgabenblatt

Teil 2: Lange Variante

Mit den folgenden Summationskoeffizienten

2n+1

n= D oo

2n

(2n)!

Bn = (=D"

(22)2n+1

n= D o

ergibt sich dann mit Transformation in die komplexe Potenzreihendarstellung:

Zﬁn 3)

o)

[ee)

cos(z) = Y (-1 )"

n_

2n+1

sin(z) : Z( D G = D % @
n=0

2 .7)2n+1 d
sin(2z) Z(— )i ((ZZ)+ D1 ZVn (5)

mit (4) n= n=0

AufBlerdem gelte dann noch fiir die Koeffizienten des Cauchy Produkts:

i jfn-j (6)

Schreiben wir die Behauptung sin(2z) = 2 sin z cos z mit (3), (4), (5) und (6) um und lassen die
unendlichen Sigmazeichen (aus dem Satz von Martens) weg, dann erhalten wir:

20, =y, (7) Wir brauchen also blof} die Giiltigkeit von (7) zu beweisen.
Beweis:

Z2i+1 . z2(@=))
n head jPn—j = (2 + 1)' (z(n_]))!Assozia?i‘vgesetz

aj zﬁn—j

. . n
2j+1 ZZ(Tl—])

i i Z
—1) - (=) = "
Z( ) ( ) (2] + 1)! ’ (2(7’1 _j))! Potenzzgesetzj'zo( )

Z2]+1+2(n—])

Qi+ D 2m-))

j=0
n 2n+1

Z(—l)" y Z. — =

j=0 (2 + 1)! (Z(n ])) Faktoren ohne j aus der Summe holen
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2n+1 2n+1

Z
z(_ NCTEEVE 2m-)) v Z(21+1)' - N)! e

(2(7’1 ])) Faktoren ohne j aus der Summe holen

1 2n+1 1
(_1)n22n+1 Z - . — (_1)n22n+1 T Z
=0 2j+ - (2(7’1 _]))! Nulltrick 2 2j+n!- (2(7’1 ]))| Pote\-rv;zges.

1 1 1
(~D)" (221 Z = DM =
22n+1 (2] + 1)' (Z(Tl ])) siehe Anhang 2 (Zn + 1)!
(zz)2n+1 ( )2n+1 (ZZ)2n+1
Do @20, =2- D" o —/— = D" o/ ¥n
2(27’1 + 1)' 2(2 + 1)' kurzenl (271 + 1)' umscl:;eiben

Damit haben wir (mit Verweis auf die im Anhang bewiesenen Zwischenbehauptungen) alles gezeigt. B

Teil 3: Anhang und Kommentare

2n+1

Erstes Ziel: Wir wollen die Darstellung 22" = Y 7_, (2 K + 1) verstehen. Dazu sind vorab einige

Voriiberlegungen notwendig:
1.0 Definition [Binomialkoeffizient]:

Seien n, k € Nmit 1 < k < n, dann setzen wir

. ny _ nn-1)..(n—k+1)
(@) (k) - k!
.. n
i) (p)=1
1.1 Lemma: [Es gilt (Z) = #ik)l fir0 <k <n.

Beweis zu Lemma 1.1: Die Behauptung erfolgt unmittelbar durch erweitern der Definition 1.0 (i)
mit dem Faktor (n — k)! . H

1. Wir wollen langsam loslegen und uns Stiick fiir Stiick zum Erreichen unseres Ziels vorarbeiten.

Abschnitt A:
Es soll folgendes gezeigt werden: (Z) = (nf k) Dies nennt man die Spiegelungseigenschatft.
Dazu wenden wir die Definition des Binomialkoeffizienten auf die rechte Seite an und priifen, ob wir
durch geschickte Umformung die rechte Seite erhalten. Es wird ebenfalls die andere Richtung gepriift,

um auf eine Aquivalenz schlieen zu kénnen.
n!

Es gilt: (nfk) = (nk)— // nach Def. des Binomialkoeffizienten

—-k)!(n—-n+k)!

= (n_k)l(nn!_mk)' = kl(n o = ()  // aufgrund der Kérperaxiome und Def. des

Binomialkoeffizienten

Es sind nun beide Richtungen gezeigt. Dadurch gilt (7) = (")
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Abschnitt B:
: . _ (n+1
Es soll folgendes gezeigt werden: (,",) + (3) = ("; ")
Dazu gegen wir dhnlich wie in Teilaufgabe b. vor. Wir wenden dabei die Definition des

Binomialkoeffizienten auf die linke Seite an.
n! n!

o n ny _
Es gilt: (,,) + (¢) = DIk D! T KR!
kin! n!

. k!
- Dim—kr Dl + PTCETSY // erster Summand erweitert [ F]

kn! n!(n—k+1)! . . (n—k+1)!
TR Ty // 1. Summand gekiirzt u. 2. Summand erweitert |- (n_k+1)!]
kn! n!(n—-k+1) (n k+1)!
< kDK T Kk D! // da n—k)! —k+1
kn! nl(n—k+1) _ knl+n!(n—k+1) . .
s ol T ek = kr DI // beide Summanden auf einen Hauptnenner
zusammengefasst
nUetn=k+1) 401 im Zahler nach Distributivgesetz ausgeklammert
(n—k+1)!k!
nl(n+1) _ (n+1)!

Kt DI~ ekt D)1 //weiln! - (n+1) = (n+ 1)!

(n+1)! (n+1)

ke D) // nach Definition des Binomialkoeffizienten

Damit ist wieder einmal alles gezeigt.

Abschnitt C:
Hier werden wir den allgemeinen binomischen Lehrsatz zeigen, den man sich anhand des Pascal‘schen
Dreiecks sehr gut einpragen kann.

Behauptung: (x + )" = Xi_o(}) x" *y*

Beweis mit vollstdndiger Induktion nach n:

Induktionsanfang; n=1

Linke Seite: (x + y)! =x + vy

Rechte Seite: Ti_o(,) x* Fy* =x +y

Linke Seite = rechte Seite ~

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei nun fiir n schon bewiesen.

Induktionsschluss: [n=>n+1 (z.z)]

Esgilt: (x + )™= (x+y)"(x+y) = ﬁ=0(2)x"_kyk + (x 4+ y) nach Induktionsvoraussetzung.
Mit distributiven Ausmultiplizieren folgt:

n -k, k — n 1- k k n -k, k+1
Reo ()X Y* - (x4 y) = ZRoo ()™ Y=o x" Ty
Nach Indextransformation und Umnummerierung in der 2. Summe folgt:
— xnt1 +Z (n)xn+1 k k 2;%(:)xn—kyk+1 +yn+1

_nti g zn: <(Z) (" 1)) ikl 4l
k=1
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Nach Anwendung der Additionsformel fiir Binomialkoeffizienten und Indexverschiebung erhélt man:

Zn +1 nzﬂ +1

n n

— xn+1 + ( k )xn+1—kyk + yn+1 — ( k )xn+1—kyk
k=1

Kleines Ziel:

Wir wollen die folgende Beziehung vom Aufgabenblatt fiir ein beliebiges m € N nachweisen:

m

m=arr=(g)+ (D+ )+ 5+ -+ (=20 ®

k=0
Setzen wir dazu x = 1 und y = 1 in den binomischen Lehrsatz aus Abschnitt C ein, dann resultiert:

n n n

Coryt= ) ()i =+ nr =) () mrkak= ()

k=0 k=0 k=0 fir

/] 1k 1k = 1"=1vneN

Potenzgesetze

Damit haben wir also unsere erste Bezichung bereits gezeigt. Wl

GroB3es Ziel:
Nun wollen wir die in der Fermatschen Vermutung auftretende Summenformel beweisen.

Wir behaupten also folgende Gleichheit:

1
2n+ 1)!

1 1
22n+1 ';(zj + D! (2(n—))! N

1
2

Dies formen wir jetzt erst mal ein bisschen um und multiplizieren beide Seiten mit 22+1:

n 2271
Z(Z]+1)' (2(n - ]))' (2n + 1)!

)
Eine weitere Multiplikation von (8) mit (2n + 1)! liefert:

Z": (2n + 1)! _a (10
i (2j + D! (2(n = )
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Die Begriindung in der Realisierung von Schritt (9) liegt in der folgenden Beziehung:

(2n+1)! _ 2n+1)! _ <2n + 1) an
@j+DH-2e-N)} @i+ ((@n+D-@+D))r L

Unter Anwendung der Beziehung (11) lésst sich (10) auch schreiben als:
n
2. (5 41) =7 a2
j=0
Wie kommt es zu (12) ?
Einerseits gilt nach dem Binomischen Lehrsatz und dessen Folgerung (8) offensichtlich
m
2.(i)=
j=0

Setzen wir fiir unsere Potenz nur ungerade Zahlen ein, dann erhalten wir mit m := 2n + 1 fiirn € N:
2n+1

Z <2n + 1) _ p2n+1
J

j=0

Weiterhin gilt mit Zerlegung der Summe:

2n+1 n n
2j+1

// Wir haben hier nur die Summe aller natiirlichen j in die Summanden mit ungeradem j und in die
Summanden mit dem geraden j zerlegt.

Riickblick:
Wir wollen die folgende Summenbeziehung beweisen:
O (2n+ 1
n+ o2
D (2 11)=2" a2
j=0

und haben bereits folgendes hergeleitet:

2n+1 2 1 n 2 1 n 2 1
2.22n=22n+1=2<n+ ) Z(Z?-Il_-l)+z<n+ ) (13)
j: ]:O ]:O

Vergleicht man (13) und (12), dann stellt man fest, dass die rechte Seite von (12) das doppelte der ganz
linken Seite von (13) ist. Demnach ist (12) auch das doppelte der ganz rechten Seite von (13). Um (12) zu
verifizieren geniigt es also zu beweisen, dass die linke Seite von (12) die Hélfte der rechten Seite von (13)
ist. Wir werden also folgendes zeigen:
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SE Y@ )

Dies schreiben wir noch einmal schon um und multiplizieren distributiv aus, dann steht da:

n

i<2n+1)_li(2n+1> lz<2n+1) _1i<2n+1>
2j+1) 2 2j +1 2 I 2 2j +1
: : =

j=0 j=0 j=0
n
lz<2n+1)_lz(2n+1> 2
2 2j+1) 2
: ]:0
S on+ 1\ O /2n+1
n+ n+
DXAHENXEHRE
j=0 j=0

Wenn wir einen Beweis fiir (14) haben, dann wiren wir komplett fertig, also legen wir mal fleilig los:
Nach Definition des Binomialkoeffizienten (Abschnitt A) gilt:
(2n+1> ( 2n+1 ) <2n+1)
2j+1 2n+1)—-(2j+1) 2n —2j
Dies wenden wir nun gezielt an und erhalten:

n n

Z<227111>=Z<(2n+§?—+(121+1)>=Z<22r7j211)

Jj=0 Jj=0 Jj=0

¢

Jetzt wenden wir auf das vorgegangene Resultat noch einmal die Formal aus Abschnitt A an, denn es
wird in ¢ so aufsummiert, dass unten im Binomialkoeffizienten nacheinander 2n,2n — 2,2n — 4, ..., 2,0
stehen. Natiirlich kann man aufgrund der Unterkdrpereigenschaft R € C (Kommutativgesetzte beziiglich
der Addition) die Summationsreihenfolge dndern und so aufsummieren, dass unten im
Binomialkoeffizienten nacheinander 0, 2, 4, ... 2n — 2, 2n stehen. Es gilt demnach:

DG D) =D lns B )= 2= 20 )

Damit haben wir aber unsere Behauptung (14) gezeigt und sind vollstindig fertig.
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iz 4 p-iz elZ —

b. Essind cosz =>———und sinz = eroe” (15)
2 2

Wir wollen immer noch die Giiltigkeit von sin(2z) = 2 sin z cos z fiir alle z € C mit
Verwendung von (15) zeigen.

Zu zeigen ist also:
i2z _ ,-i2z
sin(2z) =
(22) .

Beweis (durch nachrechnen):

eiz + e—iz eiz _ e—iz (eiz + e—iz)_(eiz + e—iz)
2sinzcosz = 2 > . > =2 2 =

(o]
3.binomische Formel

(eiz)z _ (e—iz)z o2z _ p-i2z

2
4

. -
kiirzen und
Potenzgesetze

Damit haben wir unsere Behauptung vollstandig gezeigt. Bl

c. Es gibt eine noch kiirzere Variante, die Giiltigkeit von sin(2z) = 2 sin z cos z fiir alle
z € C zu beweisen. Diese fiihren wir hier als Exkurs vor.

Wir setzen hierzu das Additionstheorem sin(a + b) = sina cos b + cos a sin b als ,,alter
Bekannter aus der Vorlesung voraus (**). Verwenden wir nun 2z = z + z geschickt,
dann erhalten wir:

sin(z + z) = sinzcosz + cos zsin z = sinzcosz(1+ 1) =
distributiv rechnen
ausklammern
sinz cos z (2) = 2sinzcos z.
umso?éieren

Damit wire unser Beweis erbracht (nur unter der Voraussetzung ** moglich) l
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d. Und nun widmen wir uns unserer eigentlichen Zwischenbehauptung:

[Trigonometrischer Pythagoras]

Mithilfe des Cauchy-Produkts zeigen wir dazu sin? + cos? = 1, also

2

2
x2n+1 2n
(Z( V" &n +1)'> (Z( D an )v) =1

n=0

Bekannt ist dabei die Giiltigkeit von:

kzr:o(—nk ()=a-nr=o0

Diese Gleichung besagt nicht anderes als die Bezichung sin *x + cos *x = 1, welche auch schon im
Briickenkurs gezeigt wurde. Die einzelnen Reihendarstellungen entsprechen nédmlich den Definitionen der
Potenzreihen-darstellung vom Sinus und vom Cosinus.

Beweis Nr. 1 [..schoner Beweis in Kurzform“]:

- Zuerst betrachten wir die beiden quadrierten Summanden in zwei separaten Abschnitten. Danach bilden
wir erst die Summe:
Teil 1: [,, cos(x) - cos(x)“]

i(—l)n a1\ (oD (e (DA (e (2D x|
2n)! ] o~ (2n)! B - (2n)! - (2n)! B

o ((—D" (=1)° n Dt =Dt (— 1)0 D" n
Z{(Zn)!' o X T o= 2 SR 2n)! Oxz}

Nun folgt der 2. Teil:

x2n+1 2 © n . 2n+1\ 2 had 2n+1 had 2n+1
n _ (_1) X _ _1\n X . _1\n X _
(z( Van +1>'> ‘<n=0 n+ D) ) ‘(ZO( b (2n+1)!> (ZO( 2 (2n+1)!>€;

~
N~

(£): Ahnliche Rechenschritte wie bereits im 1. Teil.
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(D" D g, CDT EDY (D° D" )
;{(2"4‘1)!' 1! xZnH1 L gl +(2n—1)| T x2n=143 4+ 4 TRy x1x2 1}_

// Nun wenden wir erneut das Potenzgesetz der Addition zweier Exponenten mit gleicher Basis an:

o (D" (=D, (=DM (=D, D D L)
Z{(znﬂ)z' TR ¢ s R Ta A YRR o o T 2}‘

n=0

o (CD o 2n+2y Lo 2n+2y L, n+2y
2(2n+2)'{( 1 )x +( 3 )x + "'+(2n+1)x }_
n=0

// jetzt spielen wir noch ein bisschen mit den Indizes der Summe herum

) z((zl)r;'l{ (1 )x2n+ (2371)’“271 ot (ani 1)x2n} -

// man kann in (**) schon erkennen, dass bei Summenbildung mit (&) vieles wegfallen wird.

© L ngn-i
%kzo (Zkzi )=

/NR:a)2n—2+1=2n-1 & 2n—-1=2n-1
B2k+1=2k;—1 o 2k+1=2k+2-1 =k =k+1

// Der Index der zweiten Summe wird nun mit vorangegangener Nebenrechnung verdndert:

211 &
%kzl <2k2i 1) =

n=1

Jetzt betrachten wir das Resultat einer Addition beider Summanden:
> S (o)
2n)! 2k

2n)! 2k +1)"
1 k=0

Eine weitere Indexveranderung liefert aufgrund von S . 0)' Zk 0(2" Mm==.1=1-1=1 Bnd (Z) =

1 vn eN:

ad n n-1
; Z(zz\c) 2"“*2(@”). Z(Zkzi 1)x2n_1 -
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// Aufgrund der Kommutativitdt und Distributivitdt in reellwertigen Summen sowie nach Anwendung der
Produktformel von Augustin Louis Cauchy folgt:

') n n n—-1
L G (Y Cre=2 en )) -

k=0 k=0

=t
@2n) -’

// Das Minuszeichen erklirt sich durch das Ausklammern des Faktors Y-, ((_2:1))' aus Yoq

// da (iﬁ)xzn = x2" gilt folgendes:

[e) n n—1
1) G (2 Grm = e )] ) -

// Den Ausdruck in der runden Klammer kann man auch geschickt umformen:

// Fiir den letzten Faktor wenden wir nun den vorgegebenen Trick an. Die Giiltigkeit des Tricks wird hierbei nicht

extra nachgewiesen.

IR SIGL
- 1+nz=1 T

Die Reihe Y0% ((_2:1))'

konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium, denn die Reihe Yp=,(—1)" - t,, mit der

Folge (tp)nen = % ist alternierend aufgrund des Faktors (—1)™. Es handelt sich bei (t,,) um eine

—_1)n lim 1
monoton fallende Nullfolge, weil es gilt: lim,,_,,, (t,,) = lim ((2:1))' = li’;’?zm' = 2 und aus der Vorlesung
n—-oo . n . o

wissen wir, dass é := 0. Damit ist die eigentlich offensichtliche Nullfolgeneigenschaft nachgewiesen. Es

< 1
2n)! — (2n-1)!

bleibt die fallende Monotonie zu zeigen: vn € N\{0} (z.z.) & ((2n -DI<(@2n)! &

1<2n &

N | R

< n). Weil% < n fiir alle natiirlichen n (ohne die Null !!) gilt, haben wir die Konvergenz

nach dem Leibniz-Kriterium nachgewiesen. B

Warum mussten wir die Konvergenz zeigen?
(a) O Um Verwirrung zu stiften.  Falsche Aussage!
(b) X Weil Null multipliziert mit einem endlichen Wert wieder Null als Resultat ergibt. Wahre

Aussage!

Erginzung: Wire die Reihe divergent, dann kdnnte dort mit der harmonischen Reihe zum Beispiel ein
Ausdruck 0 - oo stehen, von dem wir nicht wissen, was da genau rauskommt. (Dieser Ausdruck wurde
jedenfalls nicht in der Vorlesung eingefiihrt).
Mit der Konvergenz ist ein endlicher Wert der Reihe garantiert und es folgt (da 0 Nullelement):
(-D"

T L @y

-0=14+0=1 0@nd dBmitsind wir dZnn Ech fertig. ¢
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Auf unsere schone 1. Beweisfiihrung kamen wir nicht sofort, davor mussten zuerst ca. 10 Seiten voll
geschrieben werden und rumprobiert werden. Gleich wird noch eine rumprobierte Beweisidee
vorgeschlagen, welche aber nicht besonders schon ist. Dies war jedoch unsere erste Version und dient nur
der Vollstandigkeit. Ob die zweite Version auch komplett richtig ist, konnen wir nicht sagen, jedoch
haperte die Durchfiihrung in der Realisierung der Addition im 2. Beweisteil. Im 1. Teil konnten wir sehr
schnell und schén zu einem positiven Ende kommen. ©

Beweis Nr. 2 [,,unschoner Beweis®]:

ok 2(k-n)
;\ZOZ "G (2n)! (zjzk n))!
i(_l)k zk R

- m!(2k —m)!
k=0 m;ne;gde
o) (_1)k 2k 2k e ~
Z (2k)! Z (m)x )
k=0 m gerade

= 4
Z) ((;13' kzo GZ)’CZ )

// (2) gefillt uns schon viel besser.
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Jetzt bertachten wir nach das Quadrat des anderen Faktors:

x2n+1 x2n+1 © x2n+1
(Z( D (2n +1)'> (2( (2n +1)'> (2(_) (2n +1)'>

// nun folgt mit analogen Schritten wie oben:

3 i -nr an_:l (Zn) o 2nem _
o] (2n)! £ m

mungerade

0o n 2n—-1

mungerade

// auch hier gefillt uns (1") nicht besonders (weil wir schwer damit rechnen kénnen), demzufolge formen

wir noch einmal weiter um:

2n+1 x2k—2n+1

ZZ<— )n(z TR " _n((Zk—Zn)+1)!

2k +2
k 2n+1,.2k-2n+1
Z( D (2k+2)'2(2n+1)x x

//Indextransformation liefert:

o k—

1)k 1 Z( ) 2n+1,.2k-2n-2 _
2( ) 2n+1 x
k=0 n=0

/lerneute Indextransformation durchfiihren:

n—1

Z“ " 1(Zrz)'z <2k2:l- 1)’“271_1 @)

Damit folgt fiir die Summe der Quadrate mit (1) und (1°):

2n+1
(Z( 1)71(2 +1)'> +<TZ;( 1)n(z )-) -
[e%9) VLY 2k o) _1\n 2n—1
SRS (eSS (e

m gerade mungerade
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//Indextransformation

X W

n=0 ! m=0 m=1
m gerade mungerade

//“mit den Summen spielen

>

n=0

/ an (21 pon 2O 0 x2n\=
| (G § (e E 0]

2n-1 2n-1

o S0 ST e B ).

m=2 m=1
m gerade mungerade

2o

n=0

S G L2 - & G )e)-
> © n 2n-1
Zo 2+ 0%(; ((22;),(2 o 1)x2n>> i
> n 2n-1
TZ; 2n)! (2x*") + ~ ((2113! (;1 x2n [(22:;) — (erri 1)]) =

Hier treten immer ein paar Ungereimtheiten mit den Indexen auf ®, deshalb untersuchen wir nun die

Summe der Quadrate mit (2) und (2'):
2

© 2 ©
x2n+1 2n
(Z( V" &n +1)'> (Z( V' en ).> =

n_
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2n ) 2n 2n! 2n!
( )x n_ ( )xZn—l — 21— x2n-1
2k 2k +1 (2n — 2k)! (2k)! 2n -2k - 1! 2k — 1)!

D EDE()=a-nr
k=0

[e9) n—1
—-1"
=>1+Z%<2Uk+x2n>=1+0=1
n=1 n: k

=0

Und damit sind wir auch schon fertig und haben die 1 als Resultat bestatigt.

Damit haben wir erst einmal genug vom Cauchy-Produkt gesehen.



