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Kapitel 1

Einleitung

Thema meiner Diplomarbeit ist die globale Optimierung von Molekiilpoten-
tialfunktionen.

Nach einer kurzen Einfiihrung in die Problematik der globalen Optimierung,
in der bereits deutlich wird, dafl entsprechende Optimierungsalgorithmen von
einer globalen Struktur der Zielfunktion Gebrauch machen miissen, werde ich
die Homotopiemethode als méglichen Ansatz zur Losung dieser komplexen
Problemklasse erkléren.

Schwerpunkt wird die Kombination der Diffusionsmethode (zum Optimieren
von sogenannten Lennard-Jones Clustern) mit der Gaufitransformation (als
Homotopiemethode zum Lésen von Distanzgeometrieproblemen) sein, die es
ermoglicht durch ein quantenchemisch motiviertes, vereinfachtes Kraftfeld,
Aggregate und isolierte Molekiile global zu optimieren. Neu wird der ver-
wendete Torsionsterm sein, der die Abstoung der Bindungselektronendich-
ten représentiert. Er liefert selbst im Rahmen der United-Atom N#herung
gute Ergebnisse im Vergleich zu denen, die man mit vollstindigen Kraftfel-
dern durch zeitraubendes Ausprobieren erhélt.

Im Vordergrund stehen auch heuristische Uberlegungen zur chemischen Re-
levanz der verwendeten Homotopiemethode, sowie die Bewertung mathema-
tischer Approximationsansitze zur Berechnung der Gaufitransformation aus
der Sicht der Optimierungsproblematik.

Besonders hinweisen méchte ich schon auf die Optimierung von Formaldehyd,
das auch auf der Titelseite zu sehen ist und letztendlich die Stiarken der
Homotopiemethode demonstrieren wird.

Ein immer wiederkehrendes Problem ist die eindeutige Darstellung von Mo-
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lekiilen in kartesischen Koordinaten, es tritt in der lokalen und besonders
in der globalen Optimierung von Molekiilen auf. Da Rotationen und Trans-
lationen den Wert der Molekiilpotentialfunktionen unverandert lassen, sind
bestimmte lokale und globale Optimierungsroutinen auf eine eindeutige Ko-
ordinatendarstellung angewiesen. Insbesondere Branch-And-Bound Routinen
sind sonst nicht in der Lage, ein globales Minimum effektiv zu bestimmen.
In dieser Arbeit wird eine alternative, numerisch besser konditionierte Me-
thode der Transformation in eindeutige Koordinaten vorgestellt, die man
zukiinftig anstelle der allgemeinen Drehmatrizen verwenden kann. Zudem
werden Vorzeichenbeschrinkungen erklirt, die die Eindeutigkeit der Koor-
dinatendarstellung gewéhrleisten und wiederum fiir die globale Optimierung
mittels deterministischer Algorithmen von Bedeutung sind.



Kapitel 2

Globale Optimierung

2.1 Problemformulierung

Das allgemeine globale Optimierungsproblem lautet:

Definition 1 Gegeben sei eine nicht-konvere Funktion (Zielfunktion) f :
R" — R. Ein globales Optimum wvon f auf D ist ein Punkt z* € D C R",
fir den gult:

fr=f(") < f(z) Vz € D. (2.1)

Das globale Optimierungsproblem wird als Minimierungsaufgabe eingefiihrt,
jedoch kann auch die Maximierung einer Funktion f als Minimierung von
— f geschrieben werden.

Aus der Formulierung (2.1) geht nicht hervor, ob eine Losung z* existiert.
Bekannt ist, dal im Falle einer stetigen Zielfunktion f und einer kompakten
Menge D die Existenz eines solchen Punktes x* vorausgesetzt werden kann.

Ein weiteres Problem ist die Eindeutigkeit von z*. So wird im allgemeinen
x* Element einer Menge M C R" sein, so daf} alle z € M globale Minima
von f sind. Eine notwendige Bedingung fiir globale Optimalitéit eines Punk-
tes £* € D einer stetig differenzierbaren Zielfunktion f ergibt sich aus der
Variationsungleichung; vgl. Maurer [22].
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Satz 1 (notwendige Bedingung fiir Optimalitét) Seiz lokale Mini-
malstelle des Problems (2.1) und sei f differenzierbar in T, dann gilt:

V@) Tv>0 YweT(D,z), (2.2)

wobei T'(D, z) der Tangetialkegel von D im Punkt T bedeutet.

Dabei heilen Punkte, die die Variationsungleichung (2.2) erfiillen, kritische
Punkte.

Der Optimalwert f* ist, im Falle der Existenz, eindeutig, so daf} sich als
hinreichende Bedingung fiir die globale Optimalitit eines Punktes z* € R"
ergibt:

Satz 2 (hinreichende Bedingung fiir Optimalitét) Ist f : R" - R
durch f* € R nach unten beschrinkt, dann gilt fir x* € R"

f@*)y=f" = a" globales Optimumvon f.

2.2 Begriindung fiir unzuverlissige Algorith-
men

Es 148t sich neben Satz 2 bisher keine andere, hinreichende Bedingung fiir
globale Optimalitit von z* in der allgemeinen Formulierung von (2.1) finden.
Ist der Optimalwert f* also unbekannt, dann gibt es kein Testkriterium dafiir,
daB ein bestimmter Punkt globales Optimum ist. Rinnooy Kan und Timmer
[30] schlieBen daraus, da§ das globale Optimierungsproblem, hier fiir eine
m-mal stetig differenzierbare Zielfunktion f und eine offene zulissige Menge
D # {}, nicht in endlich vielen Schritten gelést werden kann.
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Das Argument: Sei f eine m-mal stetig differenzierbare
Funktion, z sei ein Punkt der zuldssigen Menge D und B eine
Umgebung von Z, dann gibt es eine Funktion f, so da f + f
m-mal stetig differenzierbar, f(z) = 0 fiir alle z ¢ B und Z ein
globales Minimum von f + f ist.

Falls der Satz 2 nicht angewendet werden kann, wird also ein endliches, nu-
merisches Verfahren zum Losen eines globalen Optimierungsproblems nicht
garantieren konnen, dafl ein Ergebnispunkt x* tatséchlich ein globales Op-
timum ist, wenn nur punktuelle Eigenschaften der Funktion zur Verfiigung
stehen. Diese konnen in einer nicht untersuchten Umgebung eines Punktes
Z so abgedndert sein, da} x globales Optimum ist. Um zu einer Lésung zu
gelangen, miissen also globale Eigenschaften von f ausgenutzt werden.

Bei dem obigen Argument ist zudem nicht beriicksichtigt, daf ein Computer
nur endlich viele Dezimalstellen vergleichen kann und auch schon deshalb
keine exakte Losung von (2.1) garantiert werden kann.

Das Problem (2.1) wird deshalb auch oft in einer abgeschwéchten Variante
formuliert:

Definition 2 Gegeben sei eine Funktion f : R" — R mit unbekanntem,
optimalem Funktionswert f*. Ferner sei ¢ > 0 beliebig, aber fest gewdhlt
und D C R".

Gesucht wird ein Punkt T € D mit

f(@) < f +e (2.3)

Je nachdem, ob ein Algorithmus das Problem (2.3), das auch als e-globales
Optimierungsproblem bezeichnet wird, lésen kann oder nicht, wird er zu-
verldssig oder unzuverléssig genannt.

Das obige Argument bedeutet, dal man bei Funktionen, deren globale Ei-
genschaften unbekannt sind, in jedem Fall auf unzuverlissige, globale Opti-
mierungsalgorithmen zuriickgreifen mufi.

Bisher konnten fiir nicht-konvexe Funktionen mit bekannten globalen Eigen-
schaften nur zuverlédssige Optimierungsalgorithmen gefunden werden, deren
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Rechenaufwand exponentiell mit der Zahl n der Eingabedaten wéchst. Alle
héherdimensionalen Optimierungsprobleme sind bei der Lésung daher bisher
auch auf unzuverlissige Algorithmen angewiesen.

2.3 Begriindung fiir nichtdeterministische
Algorithmen

2.3.1 Komplexitidtstheorie

Die Losung globaler Optimierungsprobleme ist aus numerischer Sicht bisher
nur fiir bestimmte Funktionentypen praktizierbar. Selbst bei diesen Funk-
tionen fiihrt der Aufwand, der mit der numerischen Loésung verbunden ist,
bei hoherdimensionalen Problemen zu unannehmbaren Laufzeiten. Um zu
beurteilen, mit welchem Aufwand die Lésung eines gegebenen Problems ver-
bunden ist, wurde die sogenannte Komplexititstheorie entwickelt, mit de-
ren Hilfe die Probleme in bestimmte Komplexititsklassen eingeteilt werden
kénnen, wenn man bei der Laufzeit immer vom ungiinstigsten Fall ausgeht.
Laft sich die Komplexitit eines Algorithmus durch ein Polynom in n, der
Anzahl der Eingabedaten, abschétzen, so heifit der Algorithmus polynomial.
Die Klasse von Problemen, fiir deren Losung es einen polynomialen, deter-
ministischen Algorithmus gibt, wird mit dem Symbol P versehen. Ein de-
terministischer Algorithmus ist dadurch gekennzeichnet, dafl nur die Einga-
bedaten dariiber entscheiden, welche Befehlsreihenfolge in dem Algorithmus
angewendet wird.

Dann gibt es Probleme, bei denen die Losung mit Hilfe eines nichtdetermini-
stischen, polynomialen Algorithmus gefunden werden kann. Die Klasse dieser
Probleme erhilt das Symbol NP. Ein nichtdeterministischer Algorithmus

hat ein weiteres Sprachelement: Gegeben seien n Anweisungen ay, as, . . ., G-
Dann bedeutet die Anweisung (aq|as| - . .|a,), daB8 der Computer nichtdeter-
ministisch entweder die Anweisung a; oder die Anweisung a, oder ... oder

die Anweisung a,, ausfithren kann. Ein und dieselbe Eingabe kann zu einer
Vielzahl von Berechnungsfolgen fiihren; vgl. z.B. Goos [9] oder Grofmann
[11], Seiten 213 bis 229.

Das tatsichliche Auffinden der Losung von NP-Problemen (deren Existenz
vorausgesetzt werden muf}) kann also beliebig komplex sein, weshalb nach
Horst [19], S.32, P C NP gilt und P # NP vermutet wird.

9



Andererseits ist bei NP-Problemen der Test, ob ein vorgeschlagenes, erra-
tenes Ergebnis (man spricht von einem Orakelschritt) das Problem 16st, mit
polynomialen Aufwand zu bewéltigen.

Definition 3 FEin Problem m, ist polynomial transformierbar in ein Pro-
blem mo (Symbol: T, —— my), wenn ein polynomialer, deterministischer
Algorithmus zur Losung von my einen polynomialen, deterministischen Al-
gorithmus zur Ldsung von my impliziert.

Definition 4 Ein Problem my € NP heifst N'P-vollstindig, wenn fir alle
Probleme m, € NP qilt: m; —— 5.

NP-vollstindige Probleme repriisentieren also die Klasse N'P. Sie sind “min-
destens so schwer zu losen”, wie die Gesamtheit aller N"P-Probleme.
Eine Stufe “hsher” sind die NP-harten Probleme anzusiedeln:

Definition 5 Ein Problem m heifst N'P-hart, wenn es ein NP-
vollstindiges Problem my gibt, mit m; —— Ta.

Um die Komplexitit NP-harter Probleme zu verstehen, fiihrt man sich
nun folgendes vor Augen: Angenommen ein NP-hartes Problem my wiire
durch einen polynomialen, deterministischen Algorithmus 16sbar. Weiter sei
m1 € NP das Problem, welches sich nach Definition 5 polynomial in 7, trans-
formieren l1af3t. Dann wire also, nach Definition 3, 7; mit Hilfe eines polyno-
mialen, deterministischen Algorithmus losbar. Weil aber m; N'P-vollstindig
ist, kann, nach Definition 4, auch jedes weitere Problem aus NP polynomial
geldst werden. Schlieflich hitte man P = NP, was zwar nicht widerlegt,
aber unwahrscheinlich ist.

Im Klartext: Die Annahme, ein NP-hartes Problem lasse sich mit einem
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polynomialen, deterministischen Algorithmus l6sen, ist wenig erfolgsverspre-
chend.

Im Beispiel der globalen Optimierung von Molekiilpotentialfunktionen wird
sich ein Unterproblem, ein spezielles Distanzgeometrieproblem, bereits als
NP-hart erweisen. In diesem Fall ist sogar zu vermuten, daf} dieses globale
Optimierungsproblem nicht einmal zur Menge NP gehort. Um einen ent-
sprechenden Beweis fithren zu kénnen, miifite jedoch ein hinreichendes Op-
timalitatskriterium fiir allgemeine Molekiilpotentialfunktionen bekannt sein,
das nachweislich nicht mit einem polynomialen Algorithmus getestet wer-
den konnte, oder es miifite das Nichtvorhandensein eines solchen priifbaren
Kriteriums gezeigt werden. Beides ist bisher noch nicht gelungen.

2.3.2 Multi-Start zur Lésung N P-harter Probleme

Es gibt zuverlissige, deterministische, nicht-polynomiale, globale Optimie-
rungsroutinen; vergleiche Horst [19]. Diese sind jedoch bei héherdimensiona-
len Problemen aufgrund der intensiven Rechenzeit weniger praktikabel, wie
der vorangehende Abschnitt gezeigt hat.

Eine Moglichkeit, einen nichtdeterministischen Algorithmus zur Lésung von
(2.1) zu formulieren, besteht darin, die Funktion f von verschiedenen, zufillig
gewihlten Startpunkten aus lokal zu optimieren.

Diese Methode heifit Multi-Start Optimierung und ist eine durchaus prakti-
kable und hiufig angewandte Art, eine Funktion global zu optimieren.

Es stellt sich jedoch die Frage, ob die Suche nach geeigneten Startpunkten
effizienter zu gestalten ist, als die Auswahl dem Zufallszahlengenerator zu
iiberlassen.

Einen entsprechenden Algorithmus zeigten Moré und Wu [23, 24] auf. Die
Grundlagen der von ihnen verwendeten Homotopiemethode, die sich nicht
nur auf die globale Optimierung von Distanzgeometriefunktionen, sondern
auch auf allgemeinere Molekiilpotentialfunktionen ausweiten 1&8t, méchte ich
(nach dem Spezialfall der konvexen Funktionen) im néchsten Kapitel behan-
deln.
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2.4 Konvexe Funktionen

Das allgemeine globale Optimierungsproblem (2.1) wurde mit einer nicht-
konvexen Funktion formuliert, da konvexe Funktionen auf konvexen Mengen
in der globalen Optimierung eine Sonderstellung einnehmen.

Konvezxe Mengen C C R"™ enthalten zu je zwei Punkten z1,zo, € C auch
deren Verbindungslinie, also fiir A € [0,1] gilt: Az; + (1 — A)zp € C.
Konvexe Mengen spielen bei der Optimierung eine entscheidene Rolle. Thre
Eigenschaften sind daher schon friih und umfangreich studiert worden.

Neben den konvexen Mengen haben, gerade in der globalen Optimierung, die
konvezren Funktionen eine grofle Bedeutung. Konvexe Funktionen f haben die
Eigenschaft, dafl eine stiickweise lineare Approximation von f : C — R die
Funktion stets tiberschitzt. Also fiir beliebige Punkte x, x5 aus der konvexen
Menge C und A € [0, 1] gilt:

FOT1 + (1= Naa) < Af(z1) + (1= A f ().

Eine Reihe von Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften kann aus
dieser Definition abgeleitet werden. So ist eine konvexe Funktion f z.B. im
Inneren ihres Definitionsbereiches stetig.

Ist f zweimal differenzierbar, so ist die Hessematrix H(z) konvexer Funktio-
nen fiir jedes x € C positiv semi-definit. Hier gilt auch die Umkehrung: Ist
die Hessematrix H (z) fiir alle x € C positiv semi-definit, so ist f konvex.

Die Eigenschaften konvexer Funktionen sind fiir die Optimierung so wichtig,
dal man eine Reihe von Definitionen fiir sogenannte verallgemeinert konvexe
Funktionen aufgestellt hat. Ziel ist es jeweils, Eigenschaften fiir Funktionen
zu finden, so daf folgender Satz noch Giiltigkeit besitzt; aus [19] Seite 14.

Satz 3 (Konvexe Funktionen) Sei f : R" — R eine stetig differen-
zierbare, konvere Funktion. Ein Punkt x* € D einer konveren Menge D
ist genau dann ein globales Optimum der Aufgabe (2.1), wenn er ein kri-
tischer Punkt ist.
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2.5 Globale Optimierung konvexer Funktio-
nen

Hier soll kurz skizziert werden, wie man zu einem bekannten, superlinear
konvergenten, numerischen Verfahren zur unrestringierten, globalen Optimie-
rung konvexer Funktionen gelangt. Dieses ist ein Beispiel fiir einen zuverlssi-
gen, deterministischen, globalen Optimierungsalgorithmus, der Bestandteil
vieler anderer Algorithmen ist und hier die Grundlage fiir die vorgestellte
Homotopiemethode sein wird.

Sei nun f : R® — R eine konvexe, zweimal differenzierbare Funktion mit
positiv definiter Hessematrix.

Um f global zu optimieren, reicht es nach Satz 3, eine lokale Optimierung
durchzufiihren.

Dieses versetzt uns in die Lage eine hinreichende Bedingung fiir globale Op-
timalitdt eines Punktes x* einer konvexen Funktion zu formulieren, ndmlich
Vf(z*)=0.

Fiihren wir die Gradientenfunktion G : R" — R" mit G(z) := V f(x) ein, so
geht das globale Optimierungsproblem in ein Gleichungssystem iiber:

G(z*) =0, z* e R™

Numerisch 148t sich dieses mit Hilfe des quadratisch konvergenten Newton-
Verfahrens 16sen. Die Funktion G wird dabei linear approximiert:

0=G(z") = G(z) + H(x)(z" — x),

wobei H(xz) die Hessematrix von f im Punkte z ist. Durch Umformung er-
halten wir:

v ~r— H ' (2) G(w),

was fiir quadratische, konvexe Funktionen f mit positiv definiter Hessematrix
exakt ist und nun als allgemeiner Ansatz fiir ein Iterationsverfahren dient.
Ausgehend von einem Startpunkt 2% € R" gelangt man zum nachfolgenden
Iterationspunkt durch:

oFt = 2F — H7(2") G("). (2.4)



Es hat sich in der Praxis bewihrt, die Richtung d* := H (z*)G(2*) als
Suchrichtung zu interpretieren. Mit Hilfe einer eindimensionalen lokalen Op-
timierungsroutine wird daher im sogenannten Newton-Verfahren mit varia-
bler Metrik der Punkt 2%*! folgendermafien definiert:

o= b — N\,

wobei man ), so wihlt, da8 die Funktion Fy()) := f(z* — AdF) in )\ ein
lokales Minimum annimmt. Dieses gewéhrleistet bei konvexen Zielfunktionen
f eine Konvergenz des Verfahrens, da in jedem Iterationschritt ein sicherer
Abstieg erfolgt.

Ein Problem des Newton-Verfahrens tritt bei nicht-konvexen Funktionen auf:
Wihrend des Verfahrens kénnen Iterationspunkte berechnet werden, an de-
nen die Hessematrix indefinit oder gar negativ-definit ist.

Deshalb wird in den sogenannten Quasi-Newton-Verfahren vor der Berech-
nung der Suchrichtung d* eine Approximation der inversen Hessematrix Hj, ~
H~!(z*) aus den bisher erhaltenen Daten hergeleitet. Dieses 18t sich z.B.
im BFGS-Verfahren nach Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno so durch-
fiihren, dafl die Symmetrie und positive Definitheit der approximierten, inver-
sen Hessematrix erhalten bleibt und dafl eine quadratische, konvexe Funktion
f : R® — R in spitestens n + 1 Iterationsschritten global optimiert wird,
da fiir diesen Funktionstyp das BFGS-Verfahren in ein Verfahren der konju-
gierten Richtungen iibergeht. Zur Theorie der Quasi-Newton-Verfahren siehe
[7].

Die Schitte des BFGS-Verfahrens lauten also:

1. Setze einen Startpunkt z° € R” fest. Setze Hy := E, auf die n-te
Einheitsmatrix. k£ :=0

2. Bestimme die Suchrichtung d* := H,G(z*).

3. Fiihre die eindimensionale Optimierung von Fj(\) mit lokalem Mini-
mum bei A\, durch.

4. Setze x**t! := 2% — \;d* und priife ein gegebenes Stoppkriterium (z.B.
Norm des Gradienten hinreichend klein).

5. Falls Stoppkriterium nicht erfiillt: Fiihre ein Update der inversen Hes-
sematrix Hy; durch. Setze £ — k + 1, gehe zu Schritt 2.
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Die Update-Formel, bei der eine Korrekturmatrix mit Rang 2 addiert wird,
lautet dabei
w*T H, ok

SFTgh [(1 + Tk )vkva — (Hpw*v*T + vkwkTHk)],

Hyi 1= Hp +

wobei v* := zFT1 — zF und w* := G(a* ) — G(a*) ist.
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Kapitel 3

Die Homotopiemethode

3.1 Allgemeine Beschreibung

Ausgangsproblem sei wieder das nicht-konvexe, unbeschréinkte, globale Opti-
mierungsproblem (2.1) mit einer stetigen Zielfunktion f : R" — R. Es wird
im folgenden stets die Existenz einer Losung x* € R" vorausgesetzt.

Definition 6 FEine Funktion F': R" x [0,T] — R heifit Homotopiefunk-
tion zu der stetigen Zielfunktion f : R"™ — R, wenn gilt:

(1) F ist stetig im ersten Argument.
(2) Es gilt fir alle x € R™ die Stetigkeit in 0 im zweiten Argument, also

lim F(z,t) = f(x). (3.1)

t—0

Jede dieser Funktionen F' impliziert in Abhéngigkeit von dem Scharparame-
ter t ein eigenes, globales Optimierungsproblem:

HP(t) : globmin, g F(z,1). (3.2)
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Satz 4 (Homotopiemethode) Sei nun mit obigen Bezeichnungen x =
x(t) fir t €]0,T] eine Losung von (3.2) und gelte

: _ .0
%gr(}x(t) =z,

dann ist 2° eine Losung des Ausgangsproblems (2.1).

Beweis: Da z(t) ein globales Minimum von F(-,t) ist, gilt fiir ¢ €]0, 7]
F(a(t),t) < F(y,t) Yy eR",

so dafl
lim F'(z(t),t) < lim F(y, 1) Vy€R".

Aufgrund der Stetigkeit von F', der Bedingung des Satzes und der Stetigkeit
der Einbettung (3.1) folgt damit

f2®) < fly) VyeR"

und somit die Optimalitit von 2°.0

Die Frage ist nun, was man mit diesem Ansatz erreicht hat. Das globale Op-

timierungsproblem (2.1) geht nidmlich in eine Schar globaler Optimierungs-
probleme (3.2) iiber. Dadurch scheint das Ausgangsproblem nicht vereinfacht
worden zu sein.
Nimmt man jedoch an, der Zielfunktion f lige eine einfache, globale Struktur
zugrunde, z.B. eine konvexe Funktion f,, die durch eine Rauschfunktion f,
gestort wird (ein Beispiel dazu ist die Griewankfunktion, Seite 27), dann liegt
die Vermutung nahe, daf8 die Lage des globalen Optimums von f = f;, + f;
mafigeblich durch die Funktion f, bestimmt wird. Eine mégliche Homotopie,
mit ¢ € [0, 1], wire dann:

F(z,t) = folz) + (1 = 1) f(2). (3-3)

Die Homotopiemethode versucht also, eine vorhandene, globale Struktur der
Zielfunktion f zu bestimmen, die u.U. weniger Minima aufweist und von
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daher einfacher (z.B. durch einen Multi-Start Algorithmus) global optimiert
werden kann. Ideal geeignet sind also Funktionen, die durch eine konvexe,
globale Struktur beschrieben werden kénnen, wie in (3.3).

Wie gelangt man nun zu der globalen Struktur einer Funktion?

Bild 3.1 zeigt den Auschnitt aus dem Graphen einer zweidimensionalen Funk-
tion f : R? —» R, wobei der Wert der Funktion f durch unterschiedlich dicht
angeordnete Punkte dargestellt wird.

Abbildung 3.1: Eine zweidimensionale Funktion

‘ .”-o-’“g

-

Abbildung 3.2: Diffusion
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Zu einer globalen Struktur der Funktion gelangt man, indem man eine Dif-
fusion durchfiihrt. Illustriert wird dieses durch den Ubergang von Bild 3.1 zu
Bild 3.2. Diese Methode wurde von Scheraga [20] entwickelt und nun als eine
mogliche Homotopie eingefiihrt.

3.2 Diffusion als Homotopiemethode

Diffusionsvorgénge werden durch das zweite Ficksche Gesetz [1] beschrieben.
Gegeben sei eine zeitabhéingige Funktion F' : R" x [0,00[— R, die in ei-
nem Raum jedem Punkt x € R"™ zum Zeitpunkt ¢t € [0,00[ die mefibare
Eigenschaft (z.B. Temperatur) F(z,t) zuordnet. Ausgehend von einem ste-
tigen Zustand f(x) wird die Diffusion durch folgendes Anfangswertproblem
beschrieben:

OF
57 = AF F(2,0) = f(x), (3.4)

wobei der Laplace-Operator A folgender Differentialoperator ist:

0? 0?

Das Anfangswertproblem (3.4) ist verniinftig gestellt, da die Charakteristiken
der Diffusionsgleichung die Hyperebenen H € {(x,t) € R"",¢t = const}
sind.

Eine Grundlésung der Diffusionsgleichung lautet:

o llel2/41

Yo(2,t) = amn

Mit dieser lassen sich folgende Sétze [26] iiber die Existenz, Form und Ein-
deutigkeit der Losung des Anfangswertproblems (3.4) formulieren. Bezeichne
C(R™) die Menge der stetigen und C?(R") die Menge der auf R" zweimal

stetig differenzierbaren Funktionen.
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Satz 5 (Losung der Diffusionsgleichung) Sei f € C(R"), und es gel-
te mit Konstanten A, M > 0

f@)] < Ml

Dann st fir T < ﬁ

F(z,t) = /R (@ —y,t) f(y)dy (3.5)

eine Losung F € C*(R"x (0,T))NC(R"x[0,T]) des Anfangswertproblems
(8.4) und es gibt von x unabhingige Konstanten A (t), Mi(t) mit:

|F(z,t)| < M (t)etr @l

Satz 6 (Eindeutigkeit der Lésung) Das Anfangswertproblem (3.4)
ist in der Klasse der Funktionen F € C*(R™ x (0,T)) N C(R™ x [0,T),
welche einer Abschitzung der Form

|F(z,t)] < Ml 2 eR™, te0,T]

mit A, M > 0 geniigen, eindeutig ldsbar.

Die Losung (3.5) erfiillt die geforderten Stetigkeitseigenschaften von (3.1).
Daher 148t sich die Diffusion als Homotopiemethode auffassen, auf die der
Satz 4 anwendbar ist. Wie die Homotopiemethode dabei numerisch angegan-
gen wird, zeigt der néchste Abschnitt.
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3.3 Numerische Realisierung der Homotopie-
methode

Zuniichst fordert der Satz 4 einen stetigen Ubergang ¢ — 0, dieses wird
numerisch durch eine Diskretisierung ersetzt, bei der man ¢ schrittweise von
T nach 0 konvergieren l&83t.

Man bestimmt dazu eine Menge von Zeitpunkten ¢;, ¢ = 0,...,m
O=to<...<t,, =T.

fiir die man jeweils die Funktionen F'(z,t;) mit Hilfe der Losungsformel (3.5)
berechnet.

Es kann dabei nicht vorausgesetzt werden, da§ F(-,7) konvex ist. Jedoch
wird die Zahl der lokalen Minima fiir gréf8er werdendes t; abnehmen, so daf3
man die globale Optimierung von F'(-,7T), die in Satz 4 gefordert wird, gut
durch einen Multi-Start Ansatz realisieren kann. Dieses Vorgehen bewirkt,
da das numerische Verfahren nichtdeterministisch wird.

Satz 4 fordert weiter, dafi F(-,t) fiir 0 < ¢t < T ebenfalls global optimiert
wird. Nimmt man jedoch an, da8 das globale Minimum 2! von F (-, ;) un-
gefidhr mit einem globalen Minimum von F(-,t;) iibereinstimmt, dann reicht
es, F(-,t;) ausgehend von z**! lokal zu minimieren. Dadurch wird der Algo-
rithmus unzuverldssig, denn diese Annahme ist nicht immer zutreffend.

Der vorgestellte Optimierungsalgorithmus besteht also aus drei Phasen, ei-
ner Diffusionsphase, einer sukzessiven lokalen Optimierung der geglitteten
Funktionen ausgehend von den lokalen Minima der Diffusionsphase und einer
lokalen Optimierung der Zielfunktion ausgehend von dem erhaltenen Ergeb-
nispunkt der ersten beiden Phasen.

Der genaue Algorithmus wird spdter in Abschnitt 4.3 widergegeben. Zu
bemerken ist nur noch, da} der Algorithmus zwar lokale Optimierungen
aufgrund punktueller Informationen, jedoch in gewisser Weise auch globa-
le Eigenschaften durch die analytische Berechnung der Homotopiefunktionen
enthilt, was das Argument auf Seite 7 fiir die Unzuverldssigkeit dieser Me-
thode relativiert.
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3.4 Ein eindimensionales Beispiel

Die Arbeitsweise des Algorithmus soll an einer eindimensionalen Funktion
demonstriert werden.
Als Zielfunktion dient hier folgendes Polynom f : R — R:

44 11
flz) = 8z* — gac?’ + 227 + 57 +1.

Mit Hilfe von (3.5) erhilt man als Homotopiefunktion:
F(z,t) = f(x) + 961> + (4 — 88z + 9627)t.

F ist fiir alle z,t € R eine Losung der Anfangswertaufgabe (3.4).

Die zweite Ableitung der Homotopiefunktion nach dem ersten Argument x
lautet F"(z,t) = 4 — 88z + 9622 4+ 192¢ und ist fiir ¢ > 97/1152 ~ 0.0842
unabhéngig von x positiv. Das bedeutet, da8 F'(-,¢) fiir ¢ > 97/1152 konvex
ist.

Wihlen wir also fiir unseren Algorithmus die vier Zeitpunkte

to=0, t; = 0.05, t, = 0.08, t3 = 0.12,

so erhalten wir fiir ' die Funktionsgraphen in Abbildung 3.3.

012 008 003

Abbildung 3.3: Gléattung eines Polynoms

22



F(-,t3) ist konvex und hat ein eindeutiges Minimum z*®. Minimiert man nun
fiir s = 2, 1, 0 sukzessive die Funktionen F(-,t;) vom Minimum z**! der Funk-
tion F'(-,t;11) aus, so gelangt man tatséchlich zum globalen Minimum der
Zielfunktion f.

Diese Vorgehensweise wird in der Abbildung 3.3 durch kleine Punkte darge-
stellt, die jeweils das Minimum angeben, das im Laufe der Homotopiemetho-
de von dem Algorithmus aufgesucht wird.

Bei allgemeinen Zielfunktionen kann man nicht davon ausgehen, daf} bei ei-
nem bestimmten Wert von ¢ eine konvexe Homotopiefunktion F'(-, t) vorliegt,
weshalb mehrere Durchldufe des Verfahrens notig werden.

Dieses erkldart, warum der Homotopieansatz zur Losung globaler Optimie-
rungsprobleme als Multi-Start Routine formuliert werden mu$.

3.5 Die Diffusion als Gauf3transformation

Die Losung der Diffusionsgleichung ist nicht in jedem Fall eindeutig be-
stimmt.

Der Integralausdruck (3.5), der eine mogliche Losung der Diffusionsgleichug
darstellt, geht durch eine Substitution in eine bekannte Transformationsfor-
mel iiber. Setzt man 4¢ = )2, ergibt sich:

1 _ly=2®
(@) = F@,0) = =5 [ @) e 5 dy. (3.6)
Und eine weitere Substitution v = (y — )/ vereinfacht diesen Ausdruck zu:
1 —||v
@) = = / F(@ + ) e P gy, (3.7)

Die Funktion [f], ist dabei die sogenannte Gauftransformation von f zum
Parameter A. Die Funktionswerte [ f],(x) sind dabei mit der Normalverteilung
N(0,)?/4) gewichtete Mittelwerte von f zentriert um den Punkt .
Anmerkung: Es lassen sich verallgemeinernd auch andere Verteilungsfunk-
tionen wihlen, so dafl neben der Diffusion noch andere Homotopiemethoden
darstellbar sind.

Moré und Wu [23, 24] haben die Eigenschaften der Gaufitransformation im
Sinne der globalen Optimierung untersucht. Auch haben sie den Nachweis
fiir die Homotopieeigenschaft (3.1) gebracht. Der néchste Satz formuliert das
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Resultat von Moré und Wu [23] jedoch entsprechend der Abschétzung aus
Satz 5. Die Modifikation des Beweises, der diese Abschitzung betrifft, gebe
ich in (3.8):

Satz 7 (Gaufltransformation als Homotopiemethode) FErfillt eine
stetige Funktion f : R™ — R die Bedingungen aus Satz 5, und konvergiert
(z%)ren gegen x*, sowie (\g)ren gegen 0, so gilt:

Jim /], (2*) = f(a°).

Beweis: Wegen der Konvergenz der Folgen (z*)ren und (Ag)gen kann man
ko € IN so wihlen, dafi fiir alle £ > ky mit Konstanten B,C' > Ound A, M > 0
aus der Abschitzungsformel gilt:

a) 0 S )\k S 1,

b) Mexp(Ala*|?) < B,

c) 2|jz*]| +1 < C/A,
d) CA; <0.5.

Dieses fiihrt mit Hilfe der Bedingungen aus Satz 5 und fiir f* := |f(z*)],
|lu|| > 1 und p:= B+ f* zu folgender Abschitzung:

[f(@® + Xu) = f&T)] < [f(@* + Apu)| + £

< Mexp(A|lz* + Mul?) + £

IN

M exp(A([la"]] + e [Jull)®) + f*

= Mexp(A(l=* 1 + 2Xll2* ]| lull + X¢ [lull)) + £

IN

M exp(A(||2*|* + Ae (212" + 1) [Jul®) + f*
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= Mexp(All2"||*) exp(A2ll"| + DAk [[ul®) + £

IN

Bexp(OX [|ull®) + f*

< pexp(0.5 ||ull) (3-8)
Gegeben sei die Menge

Cr={x e R":|z| > r}.
Es gilt also wegen (3.8) fiir r > 1 :

[ G ) = £ exp(— ) du < g [ exp(=0.5]ulf?) du

Da das Integral auf der rechten Seite fiir geniigend grofles r beliebig klein
werden kann, gibt es fiir jedes € > 0 ein » > 0, so daf} gilt:

/C |f(2® + Mpw) — f(2*)| exp(=||ul|®) du < e, k> ko (3.9)

Wegen der Stetigkeit von f in z* und der Konvergenz der Folgen (z¥)ien
und (Ag)ken, sowie der Beschriinktheit der Menge R"™ — C,. gibt es zu jedem
r, ko und € > 0, ein k; > kg, so dafl

[ 1@+ ) = @) [ exp(—|ul) du < & k> .

Addition dieser Ungleichung mit (3.9) liefert fiir £ > k:

e > [0 Aew) = 7)) exp(=lull?) do
> o [ ) = J(@)) exp(—ull?) dul
= /e - 1) (3.10)

Dieses zeigt die geforderte Konvergenzeigenschaft. O
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Die Gaufitransformation ist zudem als Operator linear und isoton, d.h.
fiir Funktionen fi, fo : R® — R, und einem Skalar o« € R gelten folgende
Aussagen:

L [aflx=alflx, [fi+ for=[fila+ [fola
2. i< fo=[fih < [f2la

Aus der Darstellung (3.7), der Isotonie der Gausstransformation und der
Tatsache, da§ Konvexitit von f: R" — R fiir 21,29 € R" und « € [0, 1]

flaz, + (1 —a)ze + Au) < af(xy + Au) + (1 — a) f(z2 + Au)

impliziert, folgt direkt, dal konvexe Funktionen f durch Gaufltransformation
wieder in konvexe Funktionen [f], iibergehen.

Dieses bedeutet, daf ein konvexes, globales Optimierungsproblem durch Dif-
fusion als Homotopiemethode nicht komplizierter wird.

Die Isotonie der Gaufitransformation garantiert auch, daf} eine durch 4 € R
nach unten beschrénkte Funktion f : R® — R, f(z) > p wieder in eine nach
unten beschrinkte Funktion [f]) : R" — R, [f]\(z) > u iibergeht.

Bemerkung: Die Gaufitransformation iiberfiihrt eine stetige Ausgangs-
funktion in eine Schar von zweimal stetig differenzierbaren Funktionen. Sie
kann deshalb nicht nur zur globalen Gliattung einer Zielfunktion, sondern
auch zur lokalen Minimierung nichtglatter Funktionen im Sinne der parame-
trischen Einbettung in eine Schar lokal geglitteter Funktionen verstanden
werden.

3.6 Ein zweidimensionales Beispiel

Wu [24] hat die analytische Form der Gaufftransformation von sogenannten
zerlegbaren Funktionen untersucht.

Dieses sind hoherdimensionale Funktionen, fiir die man die Gauf3transforma-
tion auf den eindimensionalen Fall zuriickfiihren kann.
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Definition 7 Eine Funktion f : R" — R heifit zerlegbar, wenn f ge-
schrieben werden kann als:

f(x) = i fil@), fula) = H Fos(ay),

wobei fr;: R — R.

Die Gaufltransformation zerlegbarer Funktionen 148t sich durch die Trans-
formation eindimensionaler Funktionen ausdriicken:

[Fa@) = 32 (11 feala(z))-
k=1 j=1
Zusammen mit der Linearitit der Gaufitransformationen und einiger elemen-
tarer Funktionen lassen sich so viele globale Optimierungsbeispiele rechnen.
Der entsprechnende Algorithmus ist bereits im Abschnitt 3.3 erldutert wor-
den. Einzige Anderung ist, daB man statt des Parameters ¢, der die Zeit in
der Diffusionsgleichung darstellte, den Glattungsparameter A verwendet.

Eine wichtige elementare Funktion ist f(z) = x*, fiir die man erhélt:

Lk/2] k! A2 g o
[flx(z) = g (m) (5) T . (3.11)

Als Beispiel méchte ich hierzu die Optimierung der zweidimensionalen Grie-
wankfunktion [10] aufgreifen. Diese besitzt eine konvexe, globale Struktur
und wird durch eine periodische “Rauschfunktion” gestort. Die Form ent-
spricht also (3.3) und ist als Optimierungsbeispiel deshalb gut geeignet.

Die Griewankfunktion f : R" — R lautet:

fz) = 1+;<2330) —i:chos (%)

Als zerlegbare Funktion mit [cos]y(z) = cos(z) exp(—0.25)\%) ergibt sich fiir
die Gauftransformierte zusammen mit (3.11):

i Ny A2

[fla(z) = 1+; (20’0 + m) _i:H1€XP<_ 4—2) cos (%),
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Folgende Bilder zeigen den Funktionsgraphen von [f], fiir A =0, 1,2, 4:
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Abbildung 3.4: Glattung der Griewankfunktion

Die Glattung konvergiert fiir wachsendes A\ gegen die konvexe, globale Struk-
tur der Griewankfunktion.
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Eine Berechnung der Hessematrix zeigt, dafl die gegléittete Funktion bereits
bei A > 4 konvex ist.

Interessanterweise hat jede der Funktionen [f], ein globales Minimum in
(0,0)T. Der Punkt (0, 0)? ist zudem einziges lokales Minimum von [f],, so daf
im Homotopiealgorithmus schon im ersten Schritt die Losung des Problems
gefunden wird.

3.7 Konvexe Minoranten und Strukturen

Die grundlegende Idee vieler globaler Optimierungsalgorithmen ist die Kon-
struktion von konvexen Minoranten.

Definition 8 Fine Funktion @@ : R — R heifst konvexe Minorante der
stetigen Zielfunktion f: R"™ — R, wenn gilt:

(1) Q ist konvez.
(2) Es gilt fir alle z € R™ die Ungleichung Q(z) < f(z).

Gilt zusdtzlich fir jede weitere konvere Minorante q von f, daff Q(x) >
q(z) fir alle x € R™, so ist @ die beste konvexe Minorante oder einfach
beste Minorante von f.

Eine Besonderheit der besten Minorante, die aufgrund der universellen Ei-
genschaft der Definition stets eindeutig bestimmt ist, wurde bereits in Satz 3
beschrieben, der eine einfache Methode zur globalen Optimierung konvexer
Funktionen lieferte.

Ein weiterer Satz (Theorem 1.20 aus [19]) zeigt eine schéne Besonderheit der
besten Minorante auf, die dadurch zu einem wichtigen Werkzeug der globalen
Optimierung geworden ist.
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Satz 8 (Beste Minorante) Betrachte das Problem

global min f(x)

mit einer konvezen, kompakten Menge S C R". Sei Q(x) die beste Mino-
rante von f. Dann gilt fir den Optimalwert:

ffi=min{f(z) :z € S} = min{Q(z) : z € S}

und

{yeS:flyy=r1C{yesS: Q) = f}

De Beweis dieser Aussage stammt ebenfalls aus [19]. Ich fiihre ihn hier auf,
da er auch fiir die Theorie der Strukturen gilt.

Beweis: Die Ubereinstimmung der Optimalwerte von () und f ergibt sich
aus der Bedingung Q(z) < f(z) und der Tatsache, dafl die konstante Funk-
tion h(z) := f* ebenfalls eine konvexe Minorante von f ist.

Den zweiten Teil sieht man durch einen Widerspruchbeweis ein: Angenom-
men z* wire ein globales Minimum von f auf S, jedoch nicht von . Sei
weiter y* ein globales Minimum von (), dann gilt:

Qly") < Q") < f~.

Dieses widerspricht jedoch der Aussage Q(y*) = f*. O

Das nicht-konvexe, globale Optimierungsproblem (2.1) geht also durch
Einfiihrung der besten Minoranten in ein konvexes Optimierungsproblem
iiber. Dieses Optimierungsproblem kann gemifl Satz 3 auf einfache Weise
gelost werden. Ist () zudem streng konvex, dann besitzt es ein eindeutiges
Minimum, das wegen des obigen Satzes mit dem globalen Minimum von f
iibereinstimmt.

Die Schwierigkeit besteht nun aber darin, die beste Minorante eines Opti-
mierungsproblems ausfindig zu machen. Dies ist aber nicht einfacher, als das
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Ausgangsproblem zu 16sen, wie der Abschnitt {iber die Komplexitéit bereits
vermuten l&8t.

Hier soll nun die Bedeutung der Gauftransformation zur Bestimmung der
globalen Struktur einer Funktion erldutert werden. Schrinkt man die Defi-
nition der konvexen Minorante ndmlich auf bestimmte konvexe Funktionen
ein, so gelangt man zu dem Begriff der Struktur einer Funktion. Zum Beispiel
soll die quadratische Struktur folgendermafien definiert sein:

Definition 9 Eine Funktion @@ : R" — R heifit quadratische, konvexe
Minorante der stetigen Zielfunktion f : R" — R, wenn gilt:

(1) Q ist konvex und quadratisch.
(2) Es gilt fiir alle x € R"™ die Ungleichung Q(z) < f(z).

Gilt zusdtzlich fiir jede weitere quadratische, konvexre Minorante q von f,
dafy Q(z) > q(x) fiir alle x € R™, so ist @ die quadratische Struktur von

f

Eine Struktur ist wieder wegen der universellen Eigenschaft eindeutig defi-
niert.

Die Existenz einer quadratischen Struktur ist nicht immer gesichert. Jedoch
gilt mit dem obigen Beweis fiir die quadratische Strukturen ebenfalls der
Satz 8, da die konstante Funktion quadratisch und konvex ist. Die Menge
der globalen Minima einer Struktur enthilt die Menge der globalen Minima
der zugehorigen Zielfunktion. Ein Beispiel lieferte die Griewankfunktion.

Folgender Satz zeigt den Zusammenhang zwischen der Gaufitransformation
und der quadratischen Struktur einer Zielfunktion:
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Satz 9 (quadratische Struktur und Gaufitransformation) Sei f :
R" — R eine stetige Funktion mit einer quadratischen Struktur P : R" —
R. Sei Q : R" — R eine quadratische, konvexe Minorante von f und
Ry = f — Q. Fiir ein a € R gelte:

,\ILIEO[RQ])\(JE) =a, VreR"
Dann gilt bereits fir ein & € [0,a], daff P(z) = Q(x) + & fir alle x € R".
Insbesondere gilt fiir Q(z*) = f* nach Satz 8 auch P(z*) = Q(x*), also
P(z) = Q(z) fiir alle z € R".

Im Beweis dieses Satzes wird der Limes superior lim sup verwendet, er ist wie
folgt definiert:

limsup FF(\) = )\li_)nolo(sup{F(j\); A > A}

A—00

Dieser Grenzwert existiert, da die obige Supremumsbildung monoton fallend
ist, fiir eine beschrankte Funktion. Analog definiert man den Limes inferior.

Beweis zu Satz 9: Schreibe:
1
P(x) = P+ Plz+ §:cTP3.q:,

Qz) = Q1+ Qiz+ %xTng, (3.12)

mit Konstanten P;, Q; € R, Vektoren P,, Q3 € R" und positiv semidefiniten
n X n-Matrizen P3, 03.
Da P die quadratische Struktur von f ist, gilt

f(z) > P(z) > Q(x) VzeR"
Und mit Rp := f — P erhilt man die Abschitzung:
0 < Rp(z) < Rg(z) Ve R™
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Aufgrund der Isotonie der Gaufitransformation fiir A\ > 0 existiert fiir alle
x € R" folgender Grenzwert:

0 < limsup[Rp]y

A—00

< limsup[Rg|x

A—00

= a (3.13)

Mit den Voraussetzungen des Satzes und der Formel (3.11) schreibt man fiir
alle z € R" mit den Ausdriicken aus (3.12):

—a < limsup([Rpl\(z) - [Relr())

A—00

= Timsup((@ ~ P)(x) — 7 Spur(Qs — Py)X)

A—00

< 0. (3.14)

Dasselbe Argument li8t sich mit liminf anstelle von lim sup durchfiihren.
Dieses liefert aus der Beschrinktheit der gegebenen Limiten in (3.14), dafl
die Spur der Hessematrizen der Funktionen P und () iibereinstimmt und
weiter fiir alle z € R" die Bedingung —a < (Q — P)(z) < 0. Da P und
() quadratisch sind, kann diese Ungleichung nur erfiillt sein, wenn es ein
¢ € [0, a] gibt, mit (Q — P)(z) = —¢ fiir allex € R". O

Der Satz besagt, dal unter der Voraussetzung der Existenz einer streng
konvexen, quadratischen Struktur P eine Funktion () mit der beschriebenen
Grenzwerteigenschaft ihr Optimum an derselben Stelle annimmt wie P, also
nach Satz 8 an derselben Stelle wie f.

Es gilt dabei weiter:

_ Spur(Qs)

1 A2 —a.

Q) = Jim [l ()

Das bedeutet also, daf fiir hinreichend grofie A das Minimum von [f], dem
Minimum von @ beliebig nahe kommt und somit dem globalen Minimum von

f.
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So findet die Gaufitransformation im Falle quadratischer Strukturen die glo-
bale Eigenschaft der Zielfunktion.

Leider lassen sich diese Aussagen nicht ohne weiteres auf Molekiilpotenti-
alfunktionen anwenden. Eine Voraussetzung fiir die Existenz einer streng
konvexen, quadratischen Struktur der Zielfunktion ist die Eindeutigkeit des
globalen Minimums. Andererseits hingt die Sythese dieser Struktur von der
Grenzwerteigenschaft aus Satz 9 ab, die bei Molekiilpotentialfunktionen eben-
falls nicht vorausgesetzt werden kann.
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Kapitel 4

Distanzgeometrie

4.1 Spezielle Funktionstypen

Ziel dieser Arbeit wird es sein, Molekiilpotentialfunktionen zu optimieren,
deren Energiewert von den paarweisen Abstinden der Atome abhingt.

Sei dabei z € R" der Vektor der n := 3N kartesischen Koordinaten eines
Molekiils mit N Atomen Xi,...,Xy. 7;; : R® — R bezeichne den euklidi-
schen Abstand zwischen Atom X; und Atom X, d.h. ist zy; := z3¢_1)4 fiir
k=1,...,Nund [ =1,2,3 die I-te Koordinate von Atom X, dann gilt:

rij(@) = /(@i — 2j1)? + (@i — 2j2)? + (233 — Tj3)%

Mit “Abstandspotentialen” H;; : R — R hat eine entsprechende Potential-
funktion f : R" — R die Gestalt:

N N
fl@) =3 fij(x) = > Hij(ry(@)). (4.1)
i>j i>j
Aus der Lineraritit der Gauftransformation folgt:

N

[flx(z) = Z[Hz’j o Tij])\(x)-

>7

Fiihrt man den Differenzvektor y/ € R? ein, so gilt mit einer entsprechenden
Funktion h;; : R* = R und v}’ := 2y — x; fiir [ = 1,2,3

Hij(rij(z)) = Hy ([ly7]]) = ha; (y7). (4.2)
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Fiir diesen speziellen Funktionstyp haben Moré und Wu [23, 24] eine Trans-
formationsvorschrift hergeleitet:

Satz 10 (Transformationsformel) Es gilt mit obigen Bezeichnungen
(4.2): ._
[Hij o rijla(2) = [hi] or (y")-

Und weiter fir gerade Funktionen H;;:

[hijlyar(y7) = \F|| 7 / (771 + V2xs) Hy(ly7]| + v2As) e~

Das Resultat dieses Satzes ist eine Transformationsformel fiir die Funktion
f der Form (4.1):

Z\/’i_TT'Z]( ) ZO(TZJ( )+\/_)\S) zy(ng( )+\/§)\3) e’ ds. (43)

1>

Beweis von Satz 10: Der Beweis der ersten Aussage des Satzes ist ein
Resultat von Theorem 4.1 in [24], das besagt, daB fiir Funktionen f : R® -+ R
und A : R? — R mit

f(z) = h(PTz)
und einer Matrix P € R™*? mit PP = ¢?E,, E,, ist die p-te Einheitsmatrix,

gilt:
[f1x(@) = [hoa(P" 2).

Ebenso erhilt man die zweite Aussage des Satzes durch direktes Rechnen,
indem man y auf sphirische Koordinaten

scosf
y=| ssinf
5CoS ¢

transformiert, entsprechend Theorem 3.3 und Corollar 3.5 in [24]. O
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4.2 Eine spezielle Distanzgeometriefunktion

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, basiert die vorgestellte Methode zum
Lésen globaler Optimierungsprobleme von Molekiilpotentialfunktionen auf
einem Algorithmus zum Lésen von Distanzgeometrieproblemen.

Hier soll nun dieses Problem vorgestellt werden, das bei der Strukturauf-
klarung von Molekiilgeometrien auftritt.

Molekiile sind vereinfacht betrachtet eine Anordnung von N Punkten im
dreidimensionalen Raum. Eine bestimmte Molekiilgeometrie 148t sich daher
durch n := 3N kartesische Koordinaten beschreiben bzw. durch einen Vektor
z € R".

Durch NMR-Experimente ist es moglich, bestimmte intermolekulare Distan-
zen zu messen [3, 21, 5, 36]. Das bedeutet, man erhilt Aufschlufl dariiber,
wie weit jeweils ein Atom X; von einem anderen Atom X entfernt ist. Die-
ser Abstand 7;;(z) ist entweder genau bekannt oder durch einen Bereich
a;; < 1ij(x) < bij gegeben, wobei fiir b;; auch das Symbol oo zugelassen ist.
Bezeichnet man mit R die Menge aller Paare (i, j), 7 < j, deren Distanzbe-
reich bekannt ist, so lautet das Distanzgeometrieproblem:

Finde einen Punkt z* € R", so daf§

a <rij(at) < by, Vi, j) €R, (4.4)

wobei 0 S Qg5 S bij S 0.

Moré und Wu haben zunéchst ein spezielles Distanzgeometrieproblem unter-
sucht. Es sollen dabei bestimmte intermolekulare Distanzen exakt vorgege-
ben sein, d.h. zu einer Menge von Paaren (i,7) € R, ¢ > j, ist der Abstand
rij(x) = a;; genau bekannt.

Cripen und Havel [6] haben bewiesen, daf dieser spezielle Problemtyp im ein-
dimensionalen Raum N P-hart ist, indem sie das N'P-vollstindige Knapsack-
problem polynomial in ein solches Distanzgeometrieproblem transformierten.
Saxe [32] hat dieses Resultat auf héherdimensionalen Ridumen gezeigt. Das
wiederum bedeutet, dafi das globale Optimierungsproblem, in das man das
spezielle Distanzgeometrieproblem umwandelt, A/P-hart ist. Lost man dieses
Problem also iiber einen globalen Optimierungsalgorithmus, so wird dieser
nicht gleichzeitig polynomial und deterministisch sein kénnen (Anmerkung
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auf Seite 10). Eine Distanzgeometriefunktion fiir obiges Problem 148t sich in
der Form (4.1) schreiben, wobei H;; : R — R folgende Gestalt hat:

Hy(r) = (7 - o). (4.5)

Jeder Punkt z € R" mit f(z) = 0 16st das Distanzgeometrieproblem und ist
nach Satz 2 globales Optimum der Funktion. Gilt andererseits fiir das globale
Optimum z* von f, dal f(z*) > 0, so hat das zugehorige Distanzgeometrie-
problem keine Losung.

Die Gaufftransformation von f : R" — R mit den geraden Funktionen Hj;;
ergibt sich aus Formel (4.3) und der Tatsache, daf r - H;;(r) ein Polynom
5.Grades in 7 ist und somit nach Formel (3.11) transformiert werden kann,
d.h.

[fla(z) = ( ; ((rij(2)? = a2)? + 1074(2)?X* — 6)%a2; + 15X*).  (4.6)
1,j)ER

Nehmen wir ein zweiatomiges Molekiil an, bei dem die Atome den Abstand
1 voneinander haben sollen. Folgendes Bild zeigt die Gliattung (4.6) der ent-
sprechenden Distanzgeometriefunktion in Abh#ngigkeit von dem Abstand
der beiden Atome bei verschiedenen Werten fiir A:

045 030 015 0

Abbildung 4.1: Glattung einer Distanzgeometriefunktion

Aus der Funktion (4.6) kann man sehen, da8 [f]\(z) fir A > a;;+/0.2 in
ri; = 0 ein Minimum und fiir A < @;;1/0.2 in 7;; = 0 ein Maximum hat.
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Fir A = aij\/()._2 verzweigt sich im Homotopiealgorithmus die Trajektorie der
Minima; vgl. auch [17].

Dadurch hingt das Verhalten der Optimierungsroutine entscheidend von der
gewihlten Diskretisierung und der Wahl der lokalen Optimierungsmethode
ab.

Wie das Beispiel aus Abbildung 3.3 zeigt, fiihrt nicht jede Anwendung des
Homotopiealgorithmus zu Verzweigungspunkten und somit zu chaotischem
Verhalten.

Eine verniinftige Wahl des Startparameters fiir die Homotopiemethode zur
Vermeidung dieser (sicheren) Verzweigungspunkte liefert

L < min{a;}v0.2. (4.7)

4.3 Die numerische Umsetzung

Wir haben bereits die drei Phasen der numerischen Homotopiemethode in
Abschnitt 3.3 kennengelernt. Hier soll sie nochmal mit der Gaufitransforma-
tion formuliert werden. L bezeichnet dabei den Startwert fiir den Glattungs-
parameter, m die Zahl an Diskretisierungspunkten und p die Zahl der Starts:

0. Wiahle L > 0, m € IN und p € IN, sowie eine Diskretisierung:

L=Xp>-->X=0.

1. Fiihre die Schritte 2 bis 4 p-mal durch. Danach wéihle aus allen er-
haltenen lokalen Minima von f das mit kleinstem Funktionswert als
mogliches globales Minimum z* aus.

2. Wihle einen Zufallsvektor = und optimiere [f], ausgehend von x lokal
(Diffusionsphase). Ergebnis: 2™.

3. Optimiere fiir £ = m — 1,...,1 die Funktionen [f]) s ausgehend von

xF*1 lokal mit Ergebnisvektor x*.

4. Optimiere f ausgehend von z! lokal (Verfeinerung). Ergebnis: z°. Fiige

2 zur Menge der erhaltenen lokalen Minima hinzu.
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4.3.1 Die Simplex-Methode

Das BFGS-Verfahren zur lokalen Optimierung konvexer Funktionen wurde
bereits in Abschnitt 2.5 behandelt, diese und andere Optimierungsmetho-
den liegen als Programmcode in [28] vor. Ihr Verhalten wurde bereits an
Molekiilpotentialfunktionen getestet; vgl. Kunz [21].

Bei der Homotopiemethode spielt das Erreichen eines lokalen Optimums eine
entscheidene Rolle. Dieses kann eine BFGS-Routine nicht in hundert Prozent
der Fille garantieren, zumal die Routine bei kleinen Gradienten die Update-
Formel nicht aufruft. Eine Optimierungsroutine, die in solchen Féllen sicher
zum Ziel fiihrt ist die sogenannte Simplex-Methode.

Die Downhill Simplex-Methode von Nelder und Mead [27] benétigt zur loka-
len Minimierung einer multidimensionalen Funktion f : R" — R nur Funkti-
onswerte und keine Gradienteninformationen. Sie ist deshalb nicht sehr effi-
zient und wird nur eingesetzt, falls die BFGS-Routine nach einer bestimmten
Zahl von Schritten (n?) nicht zu einem lokalen Minimum gelangen konnte.

Ihre Arbeitsweise: Die n-dimensionale Funktion f wird zunichst an n + 1
Stellen ausgewertet, die die Ecken eines sogenannten Simpler bilden. Der
Punkt mit dem hochsten Funktionswert wird entfernt und an der Fliche, die
die iibrigen n Punkte bilden, gespiegelt. Dadurch entsteht ein neues Simplex.

Um ein Stoppkriterium (Differenz der Funktionswerte an den Ecken des Sim-
plex) zu erreichen, kontrahiert der Algorithmus das Simplex, wenn der re-
flektierte Punkt einen hoheren Funktionswert als den zweitschlechtesten Wert
aufweist.

Ist der reflektierte Punkt jedoch besser als alle anderen Punkte, so wird
das Simplex in Richtung der vollzogenen Spiegelung expandiert, damit der
Algorithmus nach Durchlaufen eines langen schmalen “Tales” in einer an-
schlieflenden “Ebene” mit gréfleren Simplizes arbeitet.

Auf diese Weise kriecht das Simplex wie eine “Amobe” iiber die Hyperfliche
des Funktionsgraphen und bewegt sich dabei sicher von Maxima und Sattel-
punkten weg, weshalb die Routine auch AMOEBA [28] genannt wird.

Zur Nutzung dieser Routine mufl das Molekiil eine bestimmte Koordinaten-
darstellung besitzen, die in dem folgenden Abschnitt erklart wird.
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4.3.2 Eindeutige kartesische Koordinaten

Die n := 3N kartesischen Koordinaten eines Molekiils mit N Atomen, be-
schreiben zwar dessen Molekiilgeometrie, jedoch kann ein und dieselbe Mo-
lekiilgeometrie durch Translation und Rotation durch unendlich viele Vekto-
ren x € R" repréisentiert werden.

Dieses hat zur Folge, dal die Hessematrix einer Molekiilpotentialfunktion
f: R"™ — R stets sechs triviale (zum Eigenwert 0 gehérende) Eigenvektoren
besitzt, die die translatorischen und rotatorischen Eigenschwingungsrichtun-
gen des Molekiils reprisentieren; vergleiche Howeler [15].

Durch zusétzliche Nebenbedingungen kann man diese trivialen Eigenschwin-
gungen des Molekiils unterbinden. Beim BFGS-Verfahren ist dieses nicht
notig, mehr noch: Es vergroflert die Zahl an Iterationsschritten, wenn man in
den sog. “eindeutigen kartesischen Koordinaten” rechnet; vergleiche Bollweg
[4].

Beim Newton-Verfahren mufl man jedoch aufgrund der Invertierbarkeit der
Hessematrix Nebenbedingungen in die Minimierung aufnehmen.

Auch beim Simplex-Algorithmus sollte man in eindeutigen kartesischen Ko-
ordinaten rechnen, da andernfalls das Molekiil wéhrend der Optimierung zu
rotieren oder zu translatieren beginnt, weil keine Gradienteninformationen
zur Verfiigung stehen.

Sei mit der alten Notation wieder x3(;_1)4; die [-te Koordinate von Atom Xj,
dann lauten die Nebenbedingungen zur Unterdriickung der trivialen Eigen-
schwingungen:

$1:$2:$3:$5:£E6:$9:O.

Normalerweise wird eine beliebige Molekiilgeometrie z € R" durch Trans-
lation und allgemeine Drehmatrizen in eindeutige kartesische Koordinaten
iiberfiihrt. In diesen Matrizen treten Winkelfunktionen auf, die durch Ab-
bruchfehler zu kleinen Ungenauigkeiten fithren kénnen. Der Beweis zu fol-
gendem Satz beinhaltet eine Transformationsmethode, die numerisch besser
konditioniert ist und deshalb in meinem Programm verwendet wird. Gleich-
zeitig werden noch zwei zusétzliche Nebenbedingungen eingehalten, die 180°-
Drehsymmetrien unterbinden, so dafl zwei Molekiile auch wirklich nur dann
kongruent und nicht enantiomorph (spiegelsymmetrisch) sind, wenn sie die-
selben eindeutigen kartesischen Koordinaten besitzen.

Wir definieren eine Menge M, wobei das vorliegende Molekiil mindestens 3
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Zentren besitzen soll:

M :={z € R"; 21,29, %3, %5, 26,T9 = 0 A 24,28 > 0}.

Satz 11 (Transformation der Koordinaten) Alle Molekiilgeometri-
en x € R" konnen durch eine affin-orthogonale, spiegelfreie Symmetrie-
operation in dquivalente Geometrien y € M transformiert werden.

Im folgenden Beweis ist <z, y> das kanonische Skalarprodukt zweier Vekto-
ren und z X y das Vektorprodukt.

Beweis: In folgender Matrix stehen die kartesischen Koordinaten der ein-
zelnen Atome einer beliebigen Geometrie jeweils spaltenweise aufgefiihrt:

1 Tsa T7r To r T3p—2
A() = To Ty Tg T11 - T3pn—1 . (48)
r3 Tg L9 T12 " T3n

Man translatiere diese Geometrie so, dal das Atom X; in den Ursprung
des Koordinatensystems fillt. Mathematisch bedeutet dieses, daf} in der j-
ten Zeile der Matrix Ay jeweils der Wert x; abgezogen wird (j = 1,2,3).
Wir erhalten die Matrix A;, wobei fiir 4 = 1,...,n und 7 = 1,2,3 gilt:
T3(i—1)+j ‘= T3(i—1)+j — Tj-

0 24 Ty Xy -+ Tap_o
A1 = 0 Iy g T11 - T3pn-1 . (49)
0 Z¢ T9 T2 --- T3p

Nun wird das Molekiil so gedreht, dafl simtliche Gleichungsbedingungen in
M erfiillt sind. Mathematisch entspricht dieses einer Multiplikation von links
mit einer orthogonalen Matrix (), deren Determinante 1 ist:

0 va Y7 Yo -+ Ysn—2
A2 = QAl =0 0 Ys Y - Ysn—1 | - (410)
0 0 0 wyi2 ---  Ysn
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Bezeichne X; nun den Vektor (Z;1, 52, Z;3)T, also den Vektor der kartesischen
Koordinaten des Zentrums X;. Die Matrix () bestehe aus den Zeilenvektoren
q1, G2, q3- Dann liefern folgende Festlegungen das gewiinschte Ergebnis aus
(4.10), wie man durch eine kurze Rechnung zeigen kann:

q1 XQT
| X ||
@ = Xy —<ql , Xs>q
2T X5 — <qf, Xs> T
= (¢ xgi). (4.11)

Anmerkung: Es ist Xy # 0 zu wéhlen oder es muf§ X, durch einen Vek-
tor X, # 0 ersetzt werden. Anstelle ¢} wihlt man einen beliebigen, zu X,
orthogonalen und normierten Vektor, falls X5 und X3 kolliniear sind.

Die Normierung der Zeilenvektoren ¢, qs,q3 und die paarweise Orthogona-
litdt zueinander bewirken, dal () orthogonal ist. Da das Vektorprodukt in
(4.11) ein Rechtssystem bildet, hat die Determinante von @ den Wert 1. @
reprasentiert also eine spiegelfreie Drehung.

Weiterhin ist durch die Gleichheit y4 = || X2|| stets ys > 0 gewihrleistet.

Die Tatsache, dal <X3, X3><X,, Xy> stets grofer oder gleich <Xs, X,>2
ist, bewirkt, dafl yg > 0 gilt. O

Diese Moglichkeit, die zuldssige Menge einzuschrinken, um eine Invertier-
barkeit der Hessematrix zu erzwingen, kann durch Aufaddieren der Straf-
funktion

O(z) = af + o5 + 23 + 23 + 2§ + x5 + min*{0, x4} + min®{0, x5}

geschehen.

Satz 11 besagt zwar, dafl alle Geometrien z € R" in kongruente Geometri-
en y € M transformiert werden koénnen, nicht jedoch dafl diese Abbildung
eindeutig ist. Dazu sind weitere Voraussetzungen notig.
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Satz 12 (Eindeutigkeit der Koordinatentransformation) Sei z €
M eine Molekilgeometrie mit x4, x5 # 0 (d.h. die ersten drei Atome von x
spannen eine Ebene auf). Seiy € M eine zu x # y kongruente Geometrie,
dann ist y ein Spiegelbild von .

Dieser Satz besagt, dal durch die Straffunktion & alle rotatorischen und
translatorischen Freiheitsgrade unterdriickt werden, solange die ersten drei
Atome des Molekiils eine Ebene aufspannen. Der sechsfache Eigenwert 0 der
Hessematrix tritt also nicht mehr auf.

Beweis: Bezeichne wieder X; bzw. Y; den Vektor der kartesischen Koor-
dinaten von Atom 7 in der Geometrie x bzw. y. Die ersten drei Atome von
x spannen eine Ebene auf. Das Dreieck A(X7, X5, X3) muf§ also kongru-
ent zu dem Dreieck A(Y7, Y5, Y3) sein. Insbesondere miissen die Seitenlingen
a,b,c#0

(1,2 = <X2—X3,X2—X3>
b2 = <X1—X3,X1—X3>
02 = <X - XQ,Xl - X9 > (412)

mit denen in y iibereinstimmen.
Das Gleichungssystem (4.12), fiir y formuliert, fiihrt zu:

B
yr+tys = 0
(ya—y)? +ys = o (4.13)

Da y, > 0 gilt, ist y4 = ¢. Zieht man in (4.13) die dritte von der zweiten
Gleichung ab, so erhélt man

b —a’ + 2

Yr = %

Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt sich mit yg > 0:

o = \/b2 _(Eogidy
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Damit sind die Koordinaten der ersten drei Zentren in y fixiert und stimmen
mit den Koordinaten der ersten drei Zentren in x iiberein.

Ist y nun kongruent zu z, so bleibt das Dreieck A(X;, X5, X3) bei der Kon-
gruenzabbildung fixiert. Die einzige Abbildung, die dieses ermoglicht, ist eine
Spiegelung an der Ebene, die durch die drei Atome X, X, X5 aufgespannt
wird. O

Bemerkung: Eine solche Spiegelung der Geometrie x € M ist gleichbe-
deutend mit einem Vorzeichenwechsel aller z-Koordinaten in z. Durch eine
weitere Nebenbedingung (z.B. 15 > 0) kann man auch diese Symmetrieope-
ration unterbinden.

Eine Molekiilpotentialfunktion kann nur dann ein eindeutiges, globales Mi-
nimum haben, wenn man die zuldssige Menge auf die oben beschriebene
Weise einschrinkt. In jedem anderen Fall fiihren Symmetrieoperationen zu
dquivalenten Minima und somit zum sicheren Fehlen einer streng konvexen,
besten Minoranten, die die Grundlage vieler Optimierungsalgorithmen (z.B.
CGU-Verfahren) bildet.

4.4 Der Sensitivitiatsschritt

Durch die Homotopiefunktion [f], wird eine Trajektorie der lokalen Minima
x(A) definiert. Bei einer dynamischen Betrachtung der Optimierungsroutine
ist daher der Ubergang von einem Parameter zu kleineren Werten von Be-
deutung. Wie sich nun zeigen wird, entspricht dieser Ubergang zu kleineren
Werten fiir A einer Warmstartoption fiir die BFGS-Routine.

Unter der Voraussetzung, dafl die Hessematrix stets positiv definit ist, also
stets strenge lokale Minima vorliegen, 148t sich aus der Theorie der Sensiti-
vitdtsanalyse unbeschrinkter Optimierungsprobleme eine Dynamik

z:R—R"

herleiten, die die Lage der lokalen Minima in Abhéngigkeit von dem Glattungs-
parameter A beschreibt. Einfachheitshalber schreiben wir f(z, ) := [f]a(x)
fiir die Gaufitransformierte.

Es gilt:

—2(A) = —fa (@A), ) far(z(N), N),
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z(L) := ;?el}izr’l‘b f(z, L), XeJo,L] (4.14)

wobei die partiellen Ableitungen als untere Indizes an die Funktion geschrie-
ben worden sind.
Diese Dynamik (4.14) 148t sich nur dann so beschreiben, wenn die Hesse-
matrix f,, stets invertierbar, also positiv definit ist. Deshalb mufl man die
sechs trivialen Eigenschwingungen eines Molekiiles, zum Beispiel durch die
Transformation in eindeutige kartesische Koordinaten und durch Addition
der Straffunktion

®(z) = 22 + 25 + 25 + 22 + 7 + 7}

zu der Zielfunktion, eleminieren. Weiter diirfen keine Verzweigungspunkte
auftreten, was wiederum die Wahl der Anfangsglittung durch die Formel
(4.7) beschrénkt.
Approximiert man die Dynamik (4.14) durch eine Diskretisierunstechnik, so
nimmt man eine Zerlegung des Intervalles [0, L] in Teilintervalle der Linge h
vor und schreibt

x(A) —z(A—h _
W=D 26N fala) ). (@15)
Man erhélt also den Punkt (A —h) aus dem gegebenen Punkt x(\) mit Hilfe
der Gleichung (4.15).
Es fehlt jetzt noch die Berechnung der Ausdriicke f,, und f;,.

Ableitung nach dem Storparameter: Die Dynamik (4.14) setzt voraus,
daB in jedem Punkt ein lokales Minimum der jeweiligen Funktionen f(-,\)
vorliegt, also der Gradient f, verschwindet. Schreiben wir auch f,, als Dif-
ferenzenquotient, so ergibt sich aus Gleichung (4.15) zunéchst

f:c(x()‘)a /\) - fw(x(/\)a)‘ — h’)
h

z(}) - 2(/\ AL YRY

Und mit fz(z(\), A) = 0 schlieBlich:

t(A—h) = z(\) — fo (@A), A) fo(x(N), X — h). (4.16)
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Inverse Hessematrix: Um die Rekursion (4.16) berechnen zu kénnen,
bendtigt man eine Approximation der inversen Hessematrix.

Aus Abschnitt 2.5 ist bekannt, dal diese durch den Aufruf eines BFGS-
Algorithmus als lokale Optimierungsmethode erhalten werden kann.
Gleichung (4.16) stellt dann lediglich eine Warmstartoption fiir den BFGS-
Algorithmus dar, wie man aus einem Vergleich mit der Formel (2.4) leicht
sieht. Sie besagt ndmlich, daB bei dem Ubergang von dem Glittungsparame-
ter A zu A — h die gendherte inverse Hessematrix aus der Optimierung auf
dem Niveau A fiir einen ersten Optimierungsschritt auf dem Niveau A — h
iibernommen wird.

Der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 148t sich auf diese Weise leicht um eine
dynamische Variante erweitern. Dazu bendétigt man

e cine dquidistante Einteilung des Intervalls [0, L],
e positiv definite Hessematrizen und

e eine Warmstartoption fiir den BFGS-Algorithmus.
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Kapitel 5

Molekiilpotentialfunktionen

5.1 Quantenchemischer Ansatz

Die Stabilitéit eines Molekiiles ergibt sich vor allem aus den Wechselwirkun-
gen ungebunderer Atome. Diese konnen Gleichgewichtsabstinde einnehmen,
so dafl das Molekiil potentielle Energie an die Umgebung verliert und sich
somit stabilisiert.

Die Stabilitdt einer Molekel wird durch eine Potentialfunktion beschrieben,
die von der Anordnung der Zentren im Molekiil abhéngt.

Seit der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation wissen wir, daf§ Ort und
Impuls eines Teilchens niemals gleichzeitig scharf zu bestimmen sind. Viel-
mehr kénnen wir nur bestimmte Wahrscheinlichkeiten fiir den Aufenthalt
und den Impuls der Teilchen angeben, die in der Schrédingerdarstellung in
einer Zustandsfunktion ¥ zusammengefafit sind.

Die Funktionen stationérer Zustidnde sind Losungen des folgenden Eigenwert-
problemes, das sich unter gewissen Randbedingungen aus der zeitunabhéingi-
gen Schrédingergleichung ergibt:

HY, = E,U,, (5.1)

mit einem Hamiltonoperator (ein spezieller Differentialoperator) H, den Ener-
gieeigenwerten F, € R und den zu den Energiewerten gehdrenden, im Le-
besgueschen Sinne quadratisch integrierbaren Eigenzustandsfunktionen W, :
R" x R™ — C.

Der Hamiltonoperator setzt sich dabei aus verschiedenen Summanden zu-
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sammen, die die einzelnen Energiebeitrige zu einer Gesamtenergie E, dar-
stellen. Diese Summanden sind wiederum Operatoren, die sich aus den Ver-
tauschungsrelationen von Ort und Impuls ergeben.

Wirken keine dufleren Kifte auf ein Molekiil ein, so setzt sich die Gesam-
tenergie des Molekiils aus der kinetischen Energie der Kerne Tk und der
Elektronen Ty, sowie einer potentiellen Energie V' zusammen, die vorrangig
Coulomb-Wechselwirkungen zwischen den Kernladungen und den Elektronen
bedeutet, also Kern-Kern, Kern-Elektron, Elektron-Elektron Wechselwirkun-
gen.

H=Txg+Tg+ V.

Bei der Born-Oppenheimer Niaherung geht man davon aus, daf sich die Ker-
ne aufgrund ihrer Masse viel langsamer bewegen als die Elektronen. Es ist
also moglich, die Kerne als starre Punkte anzusehen (Tx = 0). Man gibt
den Ort der Kerne in dem Vektor x € R" fest vor. Dieses Vorgehen wider-
spricht der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation, die besagt, dal Ort x
und Impuls Tk nicht gleichzeitig scharf zu bestimmen sind. Jedoch hat sich
die Born-Oppenheimer Niherung in der Praxis als eine Moglichkeit etabliert,
Potentialfunktionen formulieren zu kénnen, die die Realitdt genau genug ap-
proximieren.

Die potentielle Energie V' hingt nur von den Kernkoordinaten z und Elek-
tronenkoordinaten y ab. Der Operator V ist dabei ein einfacher Multiplika-
tionsoperator V (z,y); vergleiche Primas und Miiller-Herold [29], Seiten 153
bis 159.

Die Schriodingergleichung (5.1) vereinfacht sich abhéngig von der Anordnung
der Kerne (also fiir festes z) jeweils zu:

[TE + V(x,y)]\ll,,(x,y) = E,,(.T)‘Il,,(l‘,y),

mit y, der Anordnung der Elektronen, als freie Variable.
Zwei Punkte sind hier zu nennen:

1. Zu jeder Kernanordnung gibt es diskrete Eigenwerte FE,(z). Die Funk-
tion

/(@) = min{E, (2)}

wird als Molekiilpotentialfunktion (oder einfach nur “Potentialfunkti-
on”) bezeichnet.
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2. Die Molekiilpotentialfunktion beschreibt also die potentielle Energie
des Gesamtsystems in seinem Grundzustand bei einer theoretischen
Temperatur von Null Kelvin, da die kinetische Energie der Kerne T
durch die Born-Oppenheimer Ndherung auf Null gesetzt wurde.

Der Anteil V(z,y) im vereinfachten Hamilton-Operator umfafit im wesent-
lichen Coulomb-Wechselwirkungen, deren Energiebeitrag nur von den paar-
weisen Abstdnden der wechselwirkenden Zentren abhéngt.

Die Idee liegt also nahe, die Wechselwirkung ungebundener Zentren im Mo-
lekiil durch abstandsabhéngige Potentialterme zu beschreiben, wohingegen
die Wechselwirkungen gebundener Zentren zunichst als konstant gesehen
werden.

Quantenchemische Rechnungen haben dabei ein ganz bestimmtes Verhalten
ungebunderer Atome festgestellt (Van-der-Waals Wechselwirkung). Bis zu
einem Gleichgewichtsabstand ry ziehen sich ungebundene Atome in einem
Molekiil gegenseitig an. Kommen sich zwei Atome jedoch néher als dieser
Abstand, so tritt eine starke Van-der-Waals Abstofung ein.

Der Verlauf einer solchen Potentialkurve in Abhéngigkeit von dem Abstand
zweier Atome ist im nichsten Bild dargestellt, als Energiewert Null definiert
man dabei die potentielle Energie bei unendlich groflem Abstand der Atome.

Abbildung 5.1: Das Lennard-Jones Potential
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Die Kurve beschreibt also den Energiegewinn durch stabilisierende Wechsel-
wirkung gegeniiber nicht wechselwirkenden Atomen. Eine globale Minimie-
rung der Summe dieser Energiegewinne ist gleichbedeutend mit maximaler
Stabilitdt des Molekiils. Der Verlauf dieser Kurve wird in den meisten Kraft-
feldern (das sind Molekiilpotentialfunktionen, die nicht quantenchemisch be-
rechnet werden) durch ein Lennard-Jones Potential approximiert; vergleiche
Kunze [21], Seite 92.

o) = SIS - (2]

n—-—-m+="n>™r r

wobei meistens n = 6 und m = 12 (also der 6-12-Term) verwendet wird.
Als Lennard-Jones Potential zwischen zwei Atomen X; und X, ergibt sich

: — 12 — 6 .
mit AZ] = KU rO,ij und Bz] = 2KZ] rO,ij'

i

5.2 Das Coulomb Potential

Das Lennard-Jones Potential beriicksichtigt Wechselwirkungen ungebunde-
ner Atome im Molekiil, wenn sich diese in einer dem Atomtypus entsprechen-
den, chemischen Umgebung befinden.

Jedoch gibt es in der Natur bestimmte Atomtypen oder Gruppen von Ato-
men, die benachbarte Elektronen besonders stark anziehen oder abstofien.
Dadurch wird die Verteilung der Elektronen im Molekiil verdndert und es tre-
ten sogenannte Partialladungen durch lokalen Elektroneniiberflufl oder Elek-
tronenmangel auf, die die chemische Umgebung anderer Atome verdndern.
Um die sogennante Populationsanalyse durchzufiihren, werden zunéchst quan-
tenchemische Rechnungen an der vorliegenden Molekiilstruktur vorgenom-
men. Dabei entspricht das Quadrat der komplexwertigen Zustandsfunktion
|W|? der lokalen Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen bzw. der Elek-
tronendichte. Aus dieser Griofle kann man den Atomen des Molekiils jeweils
eine bestimmte Partialladung zuordnen. Aufgrund der Born-Oppenheimer
Niaherung ergibt sich fiir jede Kernanordnung z € R" eine andere Zustands-
funktion ¥(z, -), so dafl die Populationsanalyse nur bei vollsténdig bekannten
Molekiilteilgeometrien durchgefiihrt werden kann.
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Zu der Van-der-Waals Wechselwirkung erfahren ungebundene Atome somit
zusdtzlich eine elektrostatische Coulomb Wechselwirkung. Dieser Wechselwir-
kungstyp ist besonders weitreichend. Die Energie, die aus dieser resultiert,
nimmt nur proportional zu 1/r ab (unter Vernachldssigung einer abstands-
abhéngigen Abschirmung).

Um Formel (4.3) verwenden zu kénnen, schreibt man als paarweise Coulomb
Wechselwirkung zwischen den Atomen X; und Xj:

iq; 1
= 495 - (5.3)

 Admey ||

HZ(T)

wobei ¢;,g; die Ladungen der Atome X; bzw. X; und ¢, die sogenannte
Dielektrizitdtskonstante des Vakuums sind.

Mit Cy; := giq;/(4m€o), s* := ri;(z)/(v/2)) und der Formel (4.3) erhélt man
fiir A > 0:

Cyy 2 S*ex —5%)ds
alata) = =5 =2 [ ep(=s?)ds.

Der letzte Term entspricht dabei der Fehlerfunktion erf(-) :

_ G rij ()
fih@) = 5 erf ( 0 )- (5.4)

Eine numerische Approximation der Fehlerfunktion ist Bestandteil der Mat-
hebibliothek der Programmiersprache C [2]. Zu bemerken bleibt, daf§ (5.4) fiir
A — oo gegen die Ausgangsfunktion konvergiert, da erf(z) — 1 fiir z — oc.
Nun noch ein Wort zu den verwendeten Einheiten: Die Ladung eines Atomes
wird iiblicherweise in e angegeben (Anzahl an Elementarladungen), dabei
entspricht 1e = 1.60219 - 107 '°C, die Abstiinde der Atome werden in A
also in 107 m angegeben. Der Dielektrizititsfaktor hat den Wert dmey =
1.11265 - 10710 J-1C?m~1.

Um nun auf die Einheit kcal/mol umzurechnen, mufi man noch verwenden,
daB 1 kcal = 4184.J und 1 mol 6.02205 - 10?® Teilchen entsprechen.
Insgesamt ergibt sich fiir C;; in (5.4):

Ci; = 332.0643 ¢;q; [kcal /mol]
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5.3 Die Strafmethode

Die Wahl der Parameter des Lennard-Jones Potentiales hingt entscheidend
von der Konnektivitit des Molekiiles ab.

Die Konnektivitdtsmatrix eines Molekiiles 148t bei gebundenen Atomen nur
bestimmte Bindungsabstinde und Bindungswinkel zu, die z.B. durch ein Di-
stanzgeometrieproblem in der Form (4.5) beschrieben werden kénnen.

Das eigentliche Problem lautet also: Minimiere die Summe der Lennard-Jones
und Coulomb-Potentiale g : R — R unter Einhaltung gewisser intermole-
kularer Distanzen.

min  g(z)
unter g¢;;(x) =0 (i,7) € R, (5.5)

wobei
2

9i(T) = Tij(x)2 = Oy
Um die bekannten Optimierungsroutinen verwenden zu konnen, ist es wiin-
schenswert obiges Problem (5.5) in ein unrestringiertes Optimierungsproblem
zu iiberfiihren. Im Falle stetig differenzierbarer Funktionen in (5.5) bietet sich
die Methode der Straffunktionen an.

Satz 13 (Kuhn-Tucker Bedingungen) Sei T eine lokale Minimalstel-
le von (5.5) und die Gradienten Vg;;(Z) linear unabhingig, dann gibt es
Zahlen A\jj € R, so daf$ folgende Bedingungen gelten:

KT1 Vg(a_:) -+ Z )\ingij(a‘c) = 0,
ij

KT2 gzj(ﬂ_f) = O,V(i,j)em.

Die Kuhn-Tuchker Bedingungen sind notwendig fiir das Vorliegen lokaler
Minima. Jedoch ist das Auffinden von Punkten, die den obigen Bedingungen
geniigen, meistens schwierig.
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Eine Méglichkeit bietet die sogenannte Strafmethode. Anstelle von (5.5) 16st
man folgende, unrestringierte Optimierungsprobleme:

(PY)  minTi(x) = g(z)+ > o305() (5.6)
(i,5)ER
wobei afj — oo fiir k — oc.
Diese Form der Straffunktion 7}, liefert im Grenzfall £ — oo einen Kuhn-
Tucker Punkt; vgl. Grofimann [11], Seite 177.

Satz 14 (Strafmethode) Sei z* eine Lisung des Problems (P*) in
(5.6). Definiere
N =208 gy (a%), (i,5) € R.

Dann liefert ein Héiufungspunkt (z,)) der Folge (x*,\¥) einen Kuhn-
Tucker Punkt des Ausgangsproblems (5.5).

Beweis: Notwendig fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums der Straf-
funktion T* ist

0 = VT’“( )
= Vg + z QUzng( )ngj(xk)
(3,5)eR
= )+ DAY V(). (5.7)
(3,5)eR

Fiir einen Haufungspunkt (z, \) gilt also wegen der Stetigkeit der Funktionen
die Bedingung KT1.

Da fiir g;;(z) # 0 die Straffunktion 7%(z) fiir unbeschréinktes o* nicht kon-
vergiert, mufl auch die Bedingung KT2 in z erfiillt sein. O

In der Chemie ist es iiblich die Strafparameter afj konstant zu wiahlen. Un-
ter vereinfachten, physikalischen Annahmen erlangen sie die Bedeutung von
Kraftkonstanten (z.B. durch das Federgesetz von Hook), so wird im Kraft-
feld auch eine Verdnderung der potentiellen Energie durch Deformationen
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beschrieben. Es werden die Nebenbegingungen des Optimierungsproblemes
zwar nicht exakt eingehalten, jedoch wird dagegen eine natiirliche Flexibi-
litdt der Molekiilstruktur modelliert, die entscheidend zur Lage des globalen
Optimums, gerade bei langkettigen Molekiilen, beitragt.

Die zu minimierende Zielfunktion

fla) =g@)+ Y Kijgli(x)

(i,7)eR

setzt sich also aus den Lennard-Jones Wechselwirkungen und gewichteten
Distanzgeometriefunktionen zusammen.

5.4 Transformation des Potentials

Um fiir die Zielfunktion die bekannte Homotopiemethode verwenden zu kon-
nen, mufl noch das Lennard-Jones Potential transformiert werden. Man ist
dabei auf Approximationen angewiesen. Hier sollen die einzelnen Moglichkei-
ten kurz beschrieben werden. Darunter befinden sich auch die Methode der
Approximation des Integrales (4.3) von Zhijun Wu [23, 24], die fiir bestimmte
Distanzgeometriefunktionen anwendbar ist, und die Methode der Approxi-
mation der Zielfunktion von H. A. Scheraga [20], die nur fiir ausgesuchte
Lennard-Jones Cluster funktioniert. Zunéchst soll jedoch als Vergleichsbasis
eine moglichst exakte numerische Berechnung der Gaufitransformation vor-
gestellt werden, die in der Praxis jedoch aufgrund ihrer ungiinstigen Rechen-
zeit noch nicht angewendet wurde. Es steht natiirlich immer zur Diskussion,
ob man einer exakten Berechnung der Losung der Diffusionsgleichung den
Vorrang geben soll oder einer Approximation, die bei der globalen Optimie-
rung zuverldssige Ergebnisse liefert, da es letztendlich nicht um eine Lésung
der Diffusionsgleichung, sondern um die Optimierung einer Molekiilstruktur
geht.

5.4.1 Numerische Berechnung der
Gauf3transformation

Man betrachte im Folgenden nur das Atompaar (X;, X;) und lasse zur Ver-
einfachung die explizite Indizierung ;; der Funktionen in den besprochenen
Formeln weg.
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Um ein abstandsabhingiges Potential f(z) = H(r(z)) (4.1) in [f]x(x) zu
transformieren, kann man wieder die Formel (4.3) verwenden:
Sei nun H : R* = R eine Losung der Diffusionsgleichung:

0*H 0H .
S () =—-(rt), H(r,0)=rH(r). (5.8)

Dann gilt mit der Losungsformel (3.5)

H(r,t) =

/y (= T)2 dy.
\/47r

Ersetzt man A2 = 2¢, so erhilt man:

A )\2) 1 / H(y) (y;) J
r,—_—)= 232 .
) D\ Ry y)e Yy

Nun substituiert man y = r + V2\s:

H(r, r+V2As) H(r + v2Xs) e™* ds.

? T /
Schliefllich wendet man nun Formel (4.3) an, um einen Ausdruck fiir die
Gaufltransformierte des Lennard-Jones Potentials (5.2) zu erhalten:

)\2

?), (5.9)

b
r(z)

wobei H eine Losung der eindimensionalen Diffusionsgleichung (5.8) ist.
Ein einfaches, explizites Verfahren zum Lésen der Gleichung (5.8) erhilt man
durch Diskretisierung in den Variablen r und ¢ [34].

Dabei wird das Zeitintervall [0, 7] in konstante Teilintervalle mit der Lénge
At und [r,, 7] in Intervalle mit der Linge Ar zerlegt.

Definiere:

[FIx(z) = - H(r(z),

H! := H(ry +iAr, jAt), i=0,...,] j=0,...,J.

7

Eine Approximation der Diffusionsgleichung durch Differenzenquotienten lau-
tet dann mit s = At/(Ar)%:

I~ s+ B+ (- 20) (.10
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Fiir j = 1 konnen mit Hilfe der Formel (5.10) aus der Anfangsbedingung
(5.8) somit die Werte H},..., Hl_, berechnet werden, und aus diesen fiir
j =2 die Werte H2,... H? ,.

Rekursiv konnen also allgemein fiir den Zeitpunkt j aus (5.10) die Werte fiir
ﬁj, ey ﬁ}_j berechnet werden.

Es ergibt sich also folgender Algorithmus zur Berechnung des transformierten
Lennard-Jones Potentials:

0. Gesucht ist [f]r(z) bei gegebener Anzahl J an zeitlichen Diskretisie-
rungspunkten (siehe (5.14)) fiir die numerische Losung der Differenti-
algleichung (5.8) und

I1:=2J

Diskretisierungspunkten fiir r.

1. Setze:
T:=)/2 At:=T/J

Bestimme ein geeignetes Ar, so dafl
re :=r(x) — JAr >0
gilt. Berechne die Anfangswerte
H? := (r, +iAr) - H(r, +iAr)
fiir i = 0,...,I aus dem Lennard-Jones Potential (5.2).

2. Fiir j =1,...,J berechne jeweils die Werte ﬁ]f firte=y,...,1 —j mit
Hilfe von (5.10).

3. Gemif (5.9) gilt :

[f],\(d?) ~ T(CC) HJ'

Durch dieses Verfahren liegt das transformierte Lennard-Jones Potential nur
als Rekursionsformel vor. Zwar kénnen so Funktionswert [f](z) und Gradi-
ent V[f]|r(z) numerisch genidhert werden, jedoch wird dieses nur durch einen
enormen Rechenaufwand moglich. Das néchste Bild zeigt die numerisch er-
mittelte Glattung des Lennard-Jones Potentials mit A;; = 3036676.096 und
B;; = 1482.752 in Abhingigkeit vom Abstand der Atome und fiir verschie-
dene A.
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Abbildung 5.2: Numerische Glattung

Ein Punkt, der bei der numerischen Berechnung der Diffusionsgleichung (5.8)
mittels (5.10) beachtet werden muf, ist die Stabilitéit des Verfahrens.

Das allgemeine Vorgehen, die Stabilitéit des Verfahrens (5.10) abzuschétzen,
besteht darin, in der Differenzengleichung eine Variablentrennung vorzuneh-
men [34]. Man geht davon aus, daB die Niherung HY als Produkt zweier
Funktionen R(i) und T'(j) geschrieben werden kann. Mit Hilfe von (5.10)
erhédlt man dann:

TG +1 + 1)+ R(t—1

G+1) _ g, JRG+D+RG-1)
T(j) R(i)

Die rechte und die linke Seite miissen hierbei mit einer von ¢ und j unabhéngi-

gen Konstanten ¢ iibereinstimmen. Es ergibt sich:

. (5.11)

T(j) = ¢T(0),

¢ = G, 1)];;;3(1' —Y o (5.12)
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Mit der Annahme . .
R(Z) — (elkAr)z

ergibt sich schliellich fiir den “Wachstumsfaktor” ¢ aus (5.12):

¢ = 1—254 s(e*aT 4 ¢ A7), (5.13)

Die “von Neumannsche Stabilitidtsbedingung” [34] fordert nun fiir alle Wel-

lenzahlen k:
IC(k)] <1+ O(At).

Eine abgeschwichte Form dieser Bedingung ist

SR <1,

die ein unkontrolliertes Anwachsen des Faktors 7'(5) in (5.12) unterbindet.
Es gilt bereits ((k) < 1, aus ((k) > —1 folgt mit (5.13) sogleich

< 1

s J—

— 27

was gleichbedeutend mit der Forderung ist, daf in (5.10) alle Koeffizienten
positiv sind.

Gibt man also im obigen Algorithmus A und r(x) vor, um [f],(x) zu berech-
nen, so ergibt sich aus den Gleichungen

/\2

ﬁ:

0 < r(x)—JAr,

At =

1 S At
2 = (Ar)?

(5.14)

die Bedingung fiir die maximale Anzahl J der Disktretisierungspunkte:

(Lj))z -

was die Wahl von J einschrankt und somit auch die Genauigkeit der appro-
ximierten Losung.

29



Neben den expliziten Verfahren zur Losung von (5.8) gibt es auch unein-
geschrénkt stabile, implizite Verfahren, z.B. das Crank-Nicolson Verfahren.
Jedoch miissen hierzu in jedem Diskretisierungsschritt Gleichungssysteme
gelost werden, was den Rechenaufwand enorm vergréflert und die Berech-
nung der Gradienten erschwert.

Es ist vielleicht ratsam, eine analytische Funktion zu suchen, die zumindest
approximativ eine Gaufltransformierte des Lennard-Jones Potentials dar-
stellt, so dal der Rechenaufwand bei der Auswertung der Potentialfunktion
weniger ins Gewicht fallt.

5.4.2 Approximation der Zielfunktion

Kostrowicki, Piela, Cherayil und Scheraga [20] haben die Homotopiemethode
mittels Diffusion bei Lennard-Jones Clustern angewendet. Diese Cluster sind
dadurch gekennzeichnet, dafl sie durch eine Molekiilpotentialfunktion

(@) =2 H(ri;(z))

1>

mit einem vorgegebenen, fiir alle Atompaare identischen Lennard-Jones Po-
tential H : R —+ R beschrieben werden.
Den “chemisch relevanten” Ausschnitt [r,,7.| des Definitionsbereiches die-
ses Potentials haben sie durch d Gaufiglockenkurven angendhret. Die Werte
re und r, konnten dabei aus vorangehenden Untersuchungen des Clusters
bestimmt werden. Als Approximation ergab sich:

d
Fla) = X apertrae”

i>j k=1
Diese Art der Approximation ist gut geeignet, um einen analytischen Aus-

druck fiir die Lésung der Diffusionsgleichung (3.4) des Potentials f zu erhal-
ten:

Flo,t) = 55" ap(l + 8byt) 2 ex (“herule)y
, _i>jk::1 * ’ b 1+8bit /-

Dabei werden die Parameter a; und b, so gewahlt, dafl fiir geniigend grofies
t, folgende Gleichung gilt:

d
S~ arbi(1 + 8bit,) /2 =0, (5.15)
k=1

60



so daB die Ableitung der gegldtteten Einzelpotentiale nach r;; im Punkt
ri; = 0 verschwindet.

Diese Bedingung ist gleichbedeutend damit, da8 F(z,t,) ein Minimum in
x = 0 hat. Ausgehend von diesem Punkt wird nun die Homotopiemethode
gestartet.

Die Resultate, die mit dieser Methode erzielt wurden, sind sehr gut. Jedoch
erschweren drei Probleme die Automatisierung dieser Approximationsmetho-
de bei allgemeinen Molekiilen:

e Anders als bei Clustern, gibt es bei Molekiilen nicht von vorneherein
einen “chemisch relevanten” Bereich [r,, 7| fiir den Abstand zweier
ungebundener Atome.

e Bei der Approximation von Lennard-Jones Potentialen durch Gauf-
glockenkurven, eignen sich nicht alle Parameterpaare A;;, B;; gleich
gut. Es garantieren nur solche Koeffizienten ay, by die Existenz eines
Minimums in r;; = 0 bei ¢, fiir die

d
Z ak(bk)_3/2 <0

k=1
gilt; vergleiche Scheraga [20].

e Der stetige Ubergang von F(z,t) in die Funktion f(x) fiir t — 0, der
fiir die Homotopiemethode wichtig war, geht durch die Approximation
der Zielfunktion verloren, es gilt lim;_,o F'(z,t) = f(x)

Neben diesen drei Problemen, die bei der Behandlung von Clustern keine
Rolle spielten, jedoch bei allgemeinen Molekiilpotentialfunktionen auftreten,
gibt es noch einen anderen erwidhnenswerten Aspekt.

Normalerweise wiirde man bei der Glidttung eines Lennard-Jones Potentiales
erwarten, daf§ das Minimum zu grofleren Absténden verschoben wird, wie es
in Abbildung 5.2 der Fall ist. Bei der vorgeschlagenen Approximation der
Zielfunktion jedoch verlagert sich das Minimum nach r;; = 0.

Aufgrund der geschilderten Probleme, besonders bei der Automatisierung
des Verfahrens, habe ich mich dazu entschieden, eine Glattungsstrategie fiir
Lennard-Jones Potentiale zu finden, die unabhéngig von speziellen Werten
fiir A;; und B;; einen analytischen Ausdruck fiir eine genéherte Gaufitrans-
formation liefert.
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5.4.3 Approximation des Integrales

Schauen wir uns die Formel (4.3) fiir festes A und festes r(x) an, dann hat
sie folgende allgemeine Gestalt:

Gra=K, / gm(s)e’s2 ds.

Solche Integrale lassen sich mit Hilfe der Gauflschen Quadraturformel be-
rechnen [12, 25]|. Als Integrationsansatz dient eine endliche Summe:

b q
[ ora()w(s)de = Y wugealsn)
a v=1

Da man die Gewichte w, und die Stiitzstellen s, frei wihlen kann, ist es
moglich, zu fordern, daf} alle Polynome mit Hochstgrad 2¢—1 exakt integriert
werden.

Fiihrt man eine positive Wichtungsfunktion w(s) in das Integral ein, also
hier w(s) = exp(—s?), dann ergeben sich aus der obigen Forderung Stiitz-
stellen, die Nullstellen eines bestimmten Systems orthogonaler Polynome sind
(hier: Hermitesche Polynome), und als positive Gewichte w, erhilt man die
bestimmten Integrale iiber gewichtete Legendre-Koeffizienten. Bei symmetri-
scher Wichtungsfunktion sind die Stiitzstellen zudem ebenfalls symmetrisch
um 0 verteilt.

Insgesamt erhélt man:

1 q
[fx(z) ~ [[f1A(z) = (@) UZ:lwu(r(w) +V2Xs,) H(r(x) + \/5A8(u5)-16)

Satz 15 (GauBintegration) Sei mit obigen Bezeichnungen f® stiick-
weise stetig auf R fir ein | < q, dann gibt es eine von f unabhdngige
Konstante p; mit

[Ix(=2) = [[fIx@)] < uXo(z),

wobet

o(z) = \/ /_ ‘: exp(—s2)|fO (z + As)[2ds.
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Der obige Satz folgt aus einer einfachen Integralabschiitzung; vgl. Wu [24]
oder Hoffmann [12]. Fiir die Transformation des Lennard-Jones Potentials
ergeben sich bei der Fehlerabschéitzung Probleme, da o(x) fiir diesen Funk-
tionentyp nicht beschriankt ist.

Folgende Tabelle [25] gibt fiir verschiedene ¢ und fiir w(s) = exp(—s?), a =
—00, b = oo die Stiitzstellen und die Gewichte auf 8 Nachkommastellen

gerundet an:

(—)su Wy
q=20.70710678 0.88622692
g = 3| 0.00000000 1.18163590

1.22474487 0.29540897
qg=410.52464762 0.80491409
1.65068012 0.08131284
g =5 | 0.00000000 0.94530872
0.95857246 0.39361932
2.02018287 0.01995324

Abbildung 5.3 stellt das Lennard-Jones Potential mit A = 3036676.096 und
B = 1482.752 und dessen Gléttung fiir A = 0.3 und ¢ = 5 dar.

Wert
-0.14869

Wert
-0.14790

Minimum (numerisch)
4.210

“Minimum” (Gauf-Her.)
4.215

Nachteil: Die Isotonieeigenschaft der Gauftransformation geht verloren.
Durch die Art der Quadratur werden zusétzliche Polstellen zg in die Funktion
[f]]x eingefiihrt, so daf es stets eine gegen xq konvergierende Folge (x,,)nen
gibt mit:

lim [[fllr(24) = —co.

n—oo

[f]]x besitzt kein globales Minimum mehr. Dieses Phinomen wird nur dann
numerisch problematisch, wenn r(z) + v/2Xs, < 0 gilt, was fiir ¢ = 5 und
A < 0.7 gleichbedeutend ist mit: 7(z) < 2.00 (der Van-der-Waals Abstand
zweier aromatischer Wasserstoffatome betrigt 1.9 A).
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Abbildung 5.3: Gaul-Hermite Integration

Ich habe daher versucht, einen weiteren Approximationsansatz zu finden, der
die Isotonieeigenschaft der Gauftransformation bewahrt. Meine Idee dazu
war es, den Ansatz der numerischen Losung (5.9) zu verwenden, um mit
Hilfe einer Approximation der Diffusionsgleichung (5.8) fiir kleine A einen
analytischen Ausdruck fiir H zu erhalten.

5.4.4 Approximation der Diffusionsgleichung

Betrachten wir nocheinmal den Zusammenhang (5.9) zwischen der Gauf-
transformation eines abstandsabhéngigen Potentials und einer eindimensio-
nalen Diffusionsgleichung.
Die numerische Losung der Gaufitransformation in Abbildung 5.2, die sich
daraus ergeben hatte, entspricht wiederum als Funktionsbild einem Lennard-
Jones Potential, ein moglicher Ansatz fiir H in (5.8) ist demnach eine Varia-
tion der Lennard-Jones Parameter:

~ A(r,t)  B(r,t)

H(rt) = TR A(r,0) = A, B(r,0)=B.

Mit der Linearitéit der Gaufitransformation und der Gleichung (5.8) ergeben
sich fiir die Funktionen A : R* — R und B : R> — R folgende partielle
Differentialgleichungen:
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0A %A 220A 132

) = el - T 0+ A,
0B 0’B 100B 30
o () = S5 (nt) = —o=(nt) + 3 B(r1). (5.17)

Fiir kleine ¢t und r > 0 konnen wir diese Differentialgleichungen aufgrund
der Anfangsbedingungen fiir A und B vereinfachen, indem wir die partiellen
Ableitungen nach r vernachlissigen. Es ergibt sich:

0A 132

¥ (r,t) = 7 A(r,t),
0B 30

— ~ —B
i) ~ DB,

d.h.:

132t

A(r,t) =~ Aer?’,

SOt

B(r,t) ~ Be?

Zusammen mit (5.9) und ¢ = A\?/2 ergibt sich somit fiir die GauBltransfor-
mierte eines Lennard-Jones Potentials:

A666A2/T(w)2 B€15)\2/r(a:)2
[f])\(x) ~ r(x)12 - r(m)ﬁ

(5.18)

Da die Exponetialfunktion fiir kleine Werte von r numerisch nicht mehr zu
berechnen ist, sollte man einen Cut-Off Wert, einen kleinsten Abstand, zum
Beispiel » > 1.52, wahlen. Dieser Cut-Off ist numerisch motiviert, anders
als bei der Approximation des Integrales, in dem ein theoretischer Cut-Off
gesetzt werden muf.

Wie gut ist die Approximation (5.18)7

Um diese Frage zu beantworten, mufl man zwei Aspekte untersuchen:

a) Wie gut ist (5.18) gegeniiber den bisher behandelten Approximations-
methoden?
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b) In welchem Rahmen liegt die Abweichung zur tatséichlichen Gaufitrans-
formierten?

Die Frage a) ist leicht zu beantworten. Gegeniiber der numerischen Approxi-
mation ist die Methode (5.18) weniger rechenintensiv, auch die Berechnung
des Gradienten ist weniger aufwendig.

Gegeniiber der Approximation der Zielfunktion garantiert (5.18) einen steti-
gen Ubergang zur Ausgangsfunktion und eine Automatisierungsmoglichkeit
fiir beliebige Parameterpaare A, B. Auflerdem spiegelt diese Methode selbst
fiir grole A einen richtigen Funktionsverlauf der Glattung wider.

Gegeniiber der Approximation des Integrales wird durch (5.18) keine weite-
re Polstelle eingeschleppt, die Existenz eines globalen Minimums auf jedem
Gléattungsniveau bleibt gesichert.

Um Frage b) zu beantworten, miifite eine analytische Losung der Transfor-
mierten vorliegen, jedoch soll in diesem Fall ein Vergleich der Approximation
mit der numerischen Transformation einen Hinweis auf die Brauchbarkeit
liefern.

Ein Beispiel: Folgende Tabelle zeigt fiir verschiedene Werte von A die Lage
des Minimums 7y und den Wert des gegléitteten Lennard-Jones Potentials mit
A = 3036676.096 und B = 1482.752 einmal fiir die numerische Approximati-
on mit J,,,; = 10 und einmal fiir die Approximation der Diffusionsgleichung
an.

| A | Minimum (num.)  Wert | Minimum (DGL.)  Wert |

0.00 4.000 -0.18100 4.000 -0.18100
0.05 4.006 -0.17999 4.006 -0.17999
0.10 4.024 -0.17699 4.024 -0.17702
0.15 4.052 -0.17213 4.052 -0.17228
0.20 4.094 -0.16562 4.092 -0.16605
0.25 4.146 -0.15771 4.140 -0.15867
0.30 4.210 -0.14869 4.198 -0.15048

Es ist deutlich zu sehen, dal diese Approximationsmethode, geméifl ihrer
Konstruktion, die Form der Gaufitransformation fiir kleine Werte A richtig
widerspiegelt. Diese Approximationsmethode hat sich bei den behandelten
Beispielen am besten bewihrt. Sie wird also nachtriglich durch die guten
Rechenergebnisse bestétigt.
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Kapitel 6

Aggregate

6.1 Probleme in der globalen Optimierung

Besondere Probleme in der globalen Optimierung von Molekiilpotentialfunk-
tionen bereiten bis heute die Aggregate, Ansammlungen von einzelnen Mo-
lekiilen.

Die Optimierung dieser Art von Potentialfunktionen ist jedoch unumging-
lich, will man zukiinftig Wirkstoffe am Computer designen. Denn hier spielen
nicht strukturinterne Groflen eine Rolle, sondern vielmehr das Wechselspiel
zwischen den einzelnen Bausteinen, den Molekiilen.

Ebenso kann meiner Meinung nach die vorgeschlagene Einfiihrung sogenann-
ter Pseudobindungen, um die Aggregate kiinstlich in isolierte Molekiile zu
iiberfithren, nicht die Vielfalt an Mdoglichkeiten ausschopfen, die frei beweg-
liche Molekiile in einem Aggregat bieten.

Die folgenden zwei Beispiele befassen sich deshalb mit Aggregaten, ohne die
Einfiihrung von Pseudobindungen. Wenn auch die gebrachten Beispiele auf-
grund der Komplexitdt von Proteinen, noch relativ einfache Aggregate be-
handeln, sind doch schon die grundlegenden Fragestellungen der globalen
Optimierung im Wirkstoffdesign impliziert.

Ich mochte auch darauf hinweisen, dafl die beiden Beispiele mit 51 bzw.
42 optimierbaren Freiheitsgraden (eindeutige kartesische Koordinaten) eine
hohe Anzahl von Variabeln behandeln, die eine Betrachtung mit Hilfe von
Branch-and-Bound Techniken nicht erlauben.
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6.2 Rechnungen

6.2.1 Acrolein und Wasser

Das erste Rechenbeispiel betrifft eine Gruppe von Molekiilen. Zwei Acrolein-
molekiile sollen dabei mit einem Wassermolekiil wechselwirken. Es soll fest-
gestellt werden, wie sich diese Molekiile gegeneinander ausrichten kénnen, so
dal moglichst wenig potentielle Energie im System verbleibt.

Folgende Tabelle gibt die Partialladungen der beiden Acrolein- und des Was-
sermolekiils an. Die Partialladungen entnimmt man einer AM1 Rechnung mit
der sogenannten Coulsen Ladungsdichte, die nachtréglich so skaliert wird, daf3
das empirisch ermittelte Dipolmoment der Fragmente mit dem errechneten
iibereinstimmt.

| Molekiil | Atom | Ladung [e] |

Acrolein O -0.2905
C1 0.2088

C2 -0.2616

C3 -0.1383

H1 0.0875

H2 0.1517

H3 0.1236

H4 0.1187

Wasser O -0.6600
H 0.3300

Gegeben ist auch die metastabile, planare Struktur aus Abbildung 6.1. Die
Aufgabe des Optimierers besteht darin, dieses relative Minimum zu verlassen
und eine bessere Struktur zu errechnen. Die abgebildete Geometrie wurde
im MOBY-Eingabeformat von Herrn Héweler zu Testzwecken zur Verfiigung
gestellt.

Aus den Atomtypen geht hervor, dafl Acrolein ein Sytem konjugierter Dop-
pelbindungen enthilt, was eine relativ starre Molekiilgeometrie verursacht.
Unter diesen Umstinden kann man die Geometrie der beiden Acroleinmo-
lekiile und die des Wassers jeweils durch ein Distanzgeometrieproblem be-
schreiben. Aus der MOBY-Datei werden dabei alle paarweisen Abstinde der
Atome eines Molekiiles extrahiert und in eine Distanzgeometriefunktion der
Form (4.5) umgewandelt.
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v %

Ha

Abbildung 6.1: Acrolein und Wasser

Die paarweisen Wechselwirkungen zwischen den drei Molekiilen werden durch
Lennard-Jones und Coulomb Potentiale berechnet.

Um das Lennard-Jones Potential in der Form (5.2) verwenden zu konnen,
benutzt man die Relationen: Ay = Kjjrg%; und By = 2Kr( ..

Der Gleichgewichtsabstand 7 ;; ist die Summe der Van-der-Waals Radien
und die Stabilisierungsenergie K;; ist das geometrische Mittel aus den Van-
der-Waals Energien der Atome X; und Xj.

Folgende Tabelle gibt die erforderlichen Groflen aus dem AMBER-Kraftfeld
[16] an:

| Atom | VAW Radius [A] || VAW Energie [kcal/mol] |
O (Acrolein) 1.600 0.2000
O (Wasser) 1.650 0.1500
H (Acrolein) 1.375 0.0380
H (Wasser) 1.000 0.0200
C 1.850 0.1200

Um den Algorithmus aus Abschnitt 4.3 verwenden zu koénnen, benétigen wir
einen Startwert L fiir den maximalen Wert von A. Aus Formel (4.7) erhilt
man z.B. L := 0.4, da die Bindungslingen im Wasser 0.96A betragen.

In 100 gleichgroflen Intervallen 148t man nun A, fiir £ = 0,...,100 von
Ao := L nach \igp = 0 streben und wendet zur Glattung der Funktionen die
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Formeln (4.6), (5.18) und (5.4) an. Als Startgeometrie bieten sich die in der
obigen Datei gegebenen Testkoordinaten an.

Das Ergebnis ist eine Schichtstruktur. Folgende Abbildung zeigt diese Struk-
tur. Sie ist von dem Programm RasMol [33] erzeugt worden und reflektiert
die ungefihre Raumausfiillung der einzelnen Atomsorten bezogen auf den
Van-der-Waals Radius.

Abbildung 6.2: Acrolein- und Wasser: Ergebnisstruktur

Bei dieser Struktur lagern sich die negativ geladenen Sauerstoffatome jeweils
zwischen zwei positiv geladenen Wasserstoffatomen an. Auflerdem bildet sich
ein “Molekiilknubbel”, eine dichte Anordnung der einzelnen Molekiile, so
da 21 Van-der-Waals Kontakte zwischen den Molekiilen gemessen werden
konnten.

Dieses gibt einen Hinweis darauf, wie sich die Bausteine moglicherweise an-
ordnen konnten. Das Beispiel “Acrolein- und Wasser” ermutigt zu weiteren
Computerexperimenten mit der Homotopiemethode.

Die Struktur aus Abbildung 6.2 wurde mit einem Energiewert von
—11.764[kcal/mol| im vereinfachten Kraftfeld berechnet: Im Gegensatz zum
AMBER-Kraftfeld fehlen hier Terme fiir Wasserstoftbriickenbindungen, Cou-
lombabschirmung, Torsions- und Out-of-plane Spannungen.

Zwar reicht das vereinfachte Kraftfeld aus, um Hinweise auf die Optimal-
struktur zu geben, jedoch miissen die Rechnungen nicht mit anderen Kraft-
feldern iibereinstimmen.
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Diese Tatsache gilt auch bei dem Vergleich von dem AMBER-Kraftfeld mit
anderen Potentialfunktionen. Es ist also stets entscheidend anzugeben,mit
welcher Potentialfunktion man die Optimalstruktur einer Molekel berechnet
hat.

Gleichzeitig wird ein Vorteil der Homotopiemethode deutlich:

Die Homotopiemethode kommt ohne den Begriff der Pseudobindungen aus,
die man in diesem Beispiel rein intuitiv zwischen den Wasserstoffatomen des
Wassers und den Sauerstoffatomen der Acroleinmolekiile setzen wiirde; vgl.
Bollweg [4]. Das Ergebnis der Optimierung zeigt in Abbildung 6.2 jedoch
ein von der Intuition abweichendes Verhalten auf. Hier findet ein besonders
giinstiger Ausgleich der Ladungstrennung durch die Wechselwirkung von je
einem negativ geladenen Sauerstoffatom mit zwei positiv geladenen Wasser-
stoffatomen statt. Eine solche M&glichkeit konnte man aus der Startstruktur
nicht ersehen. Das Festlegen einer erwarteten Kontaktstelle oder gar einer er-
warteten Symmetrie hitte hier also das Modell zu stark eingeschréankt. Fiir
die Homotopiemethode gilt: Die grofie Vielfalt moglicher Anordnungen der
einzelen Bausteine zueinander bleibt erhalten und muf} nicht intuitiv durch
das Festlegen von Pseudobindungen geraten werden.

Bemerkung Acrolein und Wasser ist ein einfaches Beispiel fiir die Frage-
stellungen des Wirkstoffsdesigns, bei dem es um die geometrische Anordnung
wechselwirkender Molekiile geht. Zum einen miissen die beteiligten Molekiile
besonders viele stabilisierende Van-der-Waals Wechselwirkungen eingehen
und gleichzeitig entgegengesetzt geladene Atome zueinander anordnen.

6.2.2 Formaldehyd

Ein weiteres, schones Beispiel stellt eine Anordnung aus vier Formaldehymo-
lekiilen C H,O dar. Abbildung 6.3 zeigt ein solches Molekiil, das wiederum
planar ist.

Auch hier kann wieder eine Populationsanalyse vorgenommen werden.
Kunz [21] (Seite 142) errechnete nach Mulliken mit GAMESS und einem
6-31G* Basisansatz (die Abkiirzung gibt an, auf welche Weise die Zustands-
funktionen in der Schodingergleichung approximiert werden [29]) Werte fiir
die Partialladungen des Formaldehyds in [e], die in der nachstehenden Tabelle
zusammengefaflt sind.
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Abbildung 6.3: Formaldehyd

| Atom | Ladung |

O ]-0.207548
C 0.092179
H 0.057685

Mit Hilfe dieser Ladungsverteilung kann man analog zu dem Beipiel “Acrolein
und Wasser” ein globales Optimierungsproblem formulieren.

Die Distanzen innnerhalb der Formaldehydmolekiile werden als Distanzgeo-
metrieproblem formuliert, die Lennard-Jones Parameter errechnet man fiir
die Atomtypen des Acroleins aus der Tabelle Seite 69.

Als Eingabestruktur wurde eine Geometrie gewihlt, in der die Formaldehyd-
molekiile in gleiche Richtung zeigen und in einer Ebene liegen.

Eine Optimierung in 200 Schritten mit dem Startwert L := 0.48 liefert jedoch
mit dieser Ausgangsstruktur folgendes Ergebnis:

Es ergibt sich eine hochsymmetrische, ringférmige Anordnung der Molekiile.
Wieder ist ein dichter Molekiilknubbel optimal. Die Sauerstoffatome der
Formaldehydmolekiile weisen jeweils im Wechsel in die eine und in die ent-
gegengesetzte Richtung, so dafl auch die Coulomb Anziehung optimal ausge-
glichen wird.

Die errechnete Energie betrigt —7.296[kcal/mol].
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Abbildung 6.4: Formaldehyd: Optimalstruktur

6.3 Resultat

Die obigen Beispiele zeigen die Méglichkeiten der globalen Optimierung mit-
tels der Gauftransformation als Homotopiemethode auf.

Im ersten Beispiel gelangte man von einer metastabilen Molekiilgeometrie,
die ein lokales Minimum auf der Potentialfliche darstellt, zu einer Struktur,
die besonders viele stabilisierende Wechselwirkungen zeigt.

Im Gegensatz zur lokalen Optimierung kann also die Homotopiemethode aus
einem gegebenen Minimum heraus zu anderen Minima finden.

Das zweite Beispiel zeigt, dafl sich auch vorgegebene Ausrichtungen der Mo-
lekiile wihrend des Algorithmus &ndern kénnen. Die hohe Symmetrie der
Ergebnisstruktur liefert einen starken Hinweis auf globale Optimalitit.
Formaldehyd stellt eine grofle Herausforderung an einen Optimierer dar, ei-
nerseits kann die Optimierung nicht in begrenzten internen Koordinaten ge-
schehen, da es sich um vier frei bewegliche Molekiile handelt, andererseits
ist die vorgegebene Struktur “weit” von dem globalen Optimum entfernt, so
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daBl Optimierer, die auf der Grundlage “punktueller Informationen aus der
Zielfunktion” arbeiten, Schwierigkeiten haben werden, bis zu dieser Struktur
zu gelangen.

Was nun im Laufe der Homotopiemethode passiert, ist leicht zu verstehen:
Die Form der Glattung 1i8t die einzelnen Molekiile der Aggregate “schrump-
fen”, gleichzeitig wachsen deren Van-der-Waals Oberflichen und eine vorge-
gebene Ladungstrennung wird relativiert.

Fiir grofle Glattungsparameter ergeben sich also ungeladene “Kugeln” an-
stelle der Molekiile. Diese ordnen sich im ersten Schritt der Optimierung zu
einem dichten Haufen an. Erst nach und nach bekommen die “Kugeln” ei-
ne definierte Struktur und eine definierte Ladungsverteilung, so daf} sie sich
dann optimal ausrichten kénnen.

Dieses gibt der Homotopiemethode eine gewisse, chemische Relevanz, wenn
auch die gegliattete Funktion nicht als eine Potentialfunktion gedeutet werden
darf.

Der beschriebene Sachverhalt wird in Abbildung 6.5 schematisch dargestellt,
als Beispiel dient ein zweiatomiges Molekiil mit entgegengesetzt geladenen
Atomen.

—

starke Ladungstrennung,
ausgeprégte Struktur

schwache Ladungstrennung,
fast kugelformig

Abbildung 6.5: Wirkungsweise der Homotopiefunktion

Durch die Glattung des Coulomb-Potentials wird die Ladungstrennung in
den einzelnen Molekiilen relativiert.

Das Coulomb-Potential ist ein Beispiel fiir die Mehrdeutigkeit der Lésungen
der Diffusionsgleichung: Fiir eine Zielfunktion f : R" — R, die aus einer

74



Summe von Coulomb Potentialen besteht, gilt ndmlich fiir alle z € R" die
Beziehung A f(z) = 0. Bei einer Diffusionsmethode miifite man die Coulom-
banteile gar nicht glidtten. Jedoch habe ich mich aus den oben genannten
Griinden fiir eine Gldttung dieser Potentialterme entschieden.
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Kapitel 7

Isolierte Molekiile

Dieses Kapitel zeigt, welche Probleme auftreten, wenn man die Ergebnis-
se der Optimierung von Aggregaten mit festen Bausteinen auf flexible Mo-
lekiilstrukturen iibertragen will.

Auch diese Problematik tritt im Wirkstoffdesign auf. Hier wird als Losungs-
ansatz eine neue Form des Torsionspotentiales vorgestellt.

7.1 Trichlordifluorbutan

Wihrend man bei starren Molekiilgeometrien wie im Beispiel des Acroleins
und des Wassers eine Populationsanalyse zur Errechnung der Partialladungen
in den Molekiilen durchfiihren kann, ist dieses bei flexiblen Molekiilen nicht
moglich, da sich die relative Kernanordnung erst nach der Optimierung ergibt
und die Zustandsfunktion ¥ zur Errechnung der Partialladungen von diesen
Koordinaten abhéngt.

Cl_‘ H 1 H
\
9 o N N
/\ \\\1 E\:S\ F
8 H b

Abbildung 7.1: 1,2,3-Trichlor-1,4-difluorbutan
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Aus diesem Grunde werden Optimierungen einer flexiblen Molekiilgeometrie
héufig ohne die Beachtung stabilisierender oder destabilisierender Coulomb-
Wechselwirkungen durchgefiihrt. Ein einfaches Beispiel eines flexiblen Mo-
lekiiles ist 1,2,3-Trichlor-1,4-difluorbutan.

In diesem Molekiil sind nur die Bindungsabstinde und die Bindungswinkel
jeweils als konstant anzusehen. Sie konnen daher wieder durch eine Distanz-
geometriefunktion der Form (4.5) ausgedriickt werden. Da die vier Kohlen-
stoffatome einen tatraedrischen Bindungspolyeder bevorzugen, betrigt der
Bindungswinkel jeweils 109.5°.

Die Bindungsabsténde ergeben sich aus den Kovalenzradien der beteiligten
Atome und ihren Elektronegativitdten, sowie der Bindungsordnung, die in
diesem Beispiel stets einfach ist.

Folgende Tabelle [31] gibt die entsprechenden Groéflen fiir die beteiligten
Atomsorten wieder:

| Atom || Kov.rad. rx[pm] | Elektroneg. xx |

H 32 2.20
C 7 2.55
Cl 99 3.16
F 71 3.98

Mit Hilfe der Formel [31]:

axy =rx +7ry — 8|xx — xv|[pm]
ergeben sich somit folgende Bindungsabsténde:

| Bindung | Léinge [A] |

C-C 1.54
C-H 1.06
C-dl 1.71
C-F 1.37

Die Lennard-Jones Parameter werden diesmal der Literatur [18] entnommen:

A v [ ¢ | a | F |
H 7220, 76.0 | 37430, 127.4 | 80740, 272.8 9361, 79.8
C 285800, 372.5 | 646400, 759.3 | 100700, 223.2
Cl 2005000, 1562 | 296700, 457.6
F 36520, 134.6
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Diese Parameter sind mit dem Faktor 0.05 zu multiplizieren, wenn die ent-
sprechenden Atome in einer sogenannten 1,4-Beziehung zueinander stehen,
wie dieses im Butan z.B. bei den beiden dufleren Kohlenstoffen der Fall ist.
Dieser Faktor représentiert die Abschirmung der Van-der-Waals Wechselwir-
kung durch die Elektronen, die sich zwischen den Atomen befinden.

Es wird wieder der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 verwendet, wobei dies-
mal der Distanzgeometrieanteil mit dem Faktor 50 gewichtet wird, um die
Starrheit der Bindungslingen und Bindungswinkel stirker gegeniiber den
Lennard-Jones Potentialen zu beriicksichtigen.

Eine Multi-Start Optimierung ergibt folgendes globales Optimum:

Abbildung 7.2: 1,2,3-Trichlor-1,4-difluorbutan: Optimalstruktur

Hier zeigt sich ein entscheidener Unterschied der Homotopiemethode zu den
Optimierern, die in internen Koordinaten rechnen.

Betrachtet man nur den Bindungspolyeder des zweiten Kohlenstoffatoms,
einmal in Abbildung 7.1 und einmal in 7.2, dann sieht man, da} das Chlor-
und das Wasserstoffatom “ihre Plétze getauscht” haben. Der Bindungspoly-
eder in Abbildung 7.2 ist ein Spiegelbild des Bindungspolyeders in Abbildung
7.1.

Die einzigen Freiheiten, die das Molekiil jedoch hat, sind die Drehungen der
Bindungspolyeder um die C-C-Bindungsachsen. Durch Variation dieser soge-
nannten Torsionswinkel wird die globale Optimierung in internen Koordina-
ten bewerkstelligt.
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In der Homotopiemethode kénnen jedoch nur intermolekulare Absténde kon-
trolliert und bewertet werden; es sind Spiegelsymmetrien méglich. Das Mo-
lekiil kann dadurch in Geometrien iiberfiihrt werden, die durch Variation
seiner eigentlichen Freiheitsgrade physikalisch nicht erreicht werden.

Das Molekiil aus Abbildung 7.2 ist zwar energetisch giinstiger als das Mo-
lekiil in Abbildung 7.1, jedoch kann die eine Form nicht durch Variation der
Torsionswinkel in die andere iiberfiihrt werden.

Die Homotopiemethode ist nicht geeignet, bei diesem Molekiil die Frage nach
dem globalen Minimum zu beantworten, welches auch tatséchlich ausgehend
von der Startstruktur aus Abbildung 7.1 physikalisch erreicht werden kann.
Dieses Ergebnis ist auf alle Molekiile iibertragbar, deren Spiegelbild nicht
durch eine Variation ihrer Freiheitsgrade erzeugt werden kann.

Bemerkung: Beim Acrolein und beim Wasser kann jeweils das Spiegelbild
durch eine 180° Drehung erzeugt werden, da diese Molekiile planar sind und
somit in der Bindungsebene eine Spiegelfliche enthalten.

Cluster, das sind “Molekiile”, in denen nur Lennard-Jones und Coulomb
Wechselwirkungen auftreten, sind ein Beispiel fiir eine Klasse optimierbarer
Systeme. Sie wurden bereits von Scheraga [20] untersucht. Eine andere Klasse
bilden die sogenannten Alkane.

Der Chemiker nennt den Effekt, der beim Trichlordifluorbutan auftritt Ste-
reotsomerie, der am hiufigsten durch ein sogennantes asymmetrisches Koh-
lenstoffatom (ein C-Atom mit vier verschiedenen Bindungspartnern) verur-
sacht wird.

Eine Variation der stereoisomerischen Eigenschaften eines isolierten Molekiiles
148t eine weitere Fragestellung an ein gegebenes Molekiil zu: Welches Stereoi-
somer von Trichlordifluorbutan ist energetisch zu bevorzugen?

Betrachten wir jedoch zunichst nocheinmal die Optimalstruktur. Eine op-
timale Molekiilstruktur zeichnet sich nicht nur durch ihre stabilisierenden
Wechselwirkungen ungebundener Atome aus, sondern auch durch moglichst
geringe innerer Spannungen, die durch die Verletzung der optimalen Bin-
dungswinkel und Bindungsldngen erzeugt werden. Im Falle der Struktur aus
Abbildung 7.2 liegen die Werte fiir die C-C-Bindungen jeweils bei 1.54 A. Die
H-C-Bindungen haben Lingen zwischen 1.06 und 1.07 A, wihrend die Cl-
C- und die F-C-Bindungen wiederum den Sollwerten entsprechen. Auch die
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Bindungswinkel liegen mit 109.27° bis 109.86° in dem vorgegebenen Rahmen.
Dennoch wird ein Chemiker schnell sehen, dafl diese Molekiilstruktur nicht
optimal sein wird. Es ist ein weiterer Potentialterm im Falle der isolierten
Molekiile notig, der die Abstoflung der Bindungselektronen beriicksichtigt.

7.2 Verminderung der Freiheitsgrade

7.2.1 United-Atom Modellierung

Mochte man die Gaufitransformation als Homotopiefunktion zur globalen
Optimierung von Molekiilpotentialfunktionen nutzen, so wird man alle karte-
sischen Koordinaten eines Molekiiles zur Modellierung der Molekiilgeometrie
verwenden.

Eine Verminderung an Freiheitsgraden kann nur durch eine Verminderung
der Zentrenzahl geschehen.

Bei diesem Vorgehen nutzt man die sogenannte United-Atom Modellierung.
Eine Gruppe von Atomen wird dabei durch ein einziges “Atom” reprisentiert.
Die Van-der-Waals Oberfliche der Atomgruppe werden approximiert durch
eine Kugel; die drei kartesischen Koordinaten des Mittelpunktes geben die
rdumliche Position dieser Gruppe an.

Alkane C), Hy, 1o sind gesittigte Kohlenwasserstoffketten. An eine Kette von
Kohlenstoffatomen werden soviele Wasserstoffatome gebunden, daf} jedes Koh-
lenstoffatom vier Bindungspartner besitzt. In der United-Atom Né&herung
wird dabei nur die Kette von Kohlenstoffatomen beriicksichtigt.

Die C-C Bindungslinge betrigt jeweils 1.562A, der Bindungswinkel 109.47°;
vgl. Bollweg [4]. Nur die Bindungslingen und Bindungswinkel werden durch
ein Distanzgeometrieproblem beschrieben, wobei dieses gegeniiber den Lennard-
Jones Wechselwirkungen bei isolierten Molekiilen mit dem Faktor 50.0 auf-
gewertet wird.

Der Van-der-Waals Radius betrigt 4.0A und die Gleichgewichtsenergie be-
triagt 0.181[kcal/mol]. Daraus ergeben sich als Lennard-Jones Parameter:

A = 3036676.096 B =1482.752,

diese werden wiederum mit dem Faktor 0.05 multipliziert, falls die entspre-
chenden Atome in einer 1,4-Beziehung zueinander stehen.
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Eine Multi-Start Auswertung der entsprechenden Potentialfunktion fiir He-
xan mit sechs C-Atomen, liefert einen Optimalwert von —0.537[kcal/mol].

Abbildung 7.3: Hexan: vereinfachtes Kraftfeld

Das zugehorige Bild zeigt eine “Haarnadel”-Struktur. Ausgehend von der
zentralen C-C Bindung laufen zwei Stringe von C-Atomen nebeneinander
in eine Richtung. Diese Struktur bildet sich normalerweise erst bei lingeren
Alkanketten aus (ab CigHsg); vgl. Goodman [8].

Der Grund fiir die Fehleinschétzung liegt wieder in der vernachlissigten Ab-
stofung der Elektronenwolken des Bindungsgeriistes.

Diese Abstoflung mufl durch weitere Summanden in dem vereinfachten Kraft-
feld berticksichtigt werden.

7.2.2 Torsionspotentiale

Bei Experimenten hat sich gezeigt, dafi vollstindig freie Rotationen eines
Bindungspolyeders um eine C-C Einfachbindung méglich sind; vgl. Hart [13].
Die einzelnen rdumlichen Anordnungen, die dabei eingenommen werden, hei-
Ben Konformationen des betreffenden Molekiiles.

Obwohl die Umwandlung der Konformationen leicht (bei Raumtemperatur)
vor sich geht, sind diese energetisch unterscheidbar.

Die energiedrmste Konformation ist die sogenannte gestaffelte.
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Abbildung 7.4: Ethan: gestaffelte Konformation

Bei der gestaffelten Konformation sind die Bindungstetraeder der Kohlen-
stoffatome um 60° beziehungsweise 180° gegeneinander verdreht.

Dieser Winkel wird als Torsionswinkel bezeichnet.

Verschiedene Ansétze wurden probiert, um diese energetischen Unterschie-
de in einer mathematischen Form als zusédtzlichen Term in die Kraftfelder
aufzunehmen; vgl. zum Beispiel das AMBER-Kraftfeld [35].

Diese Ansitze sind jedoch fiir die Gaufitransformation nicht geeignet, da die
entsprechenden Potentialterme nicht den Abstand zweier Atome, sondern
den Wert des Torsionswinkels beinhalten.

Aus Abbildung 7.4 ist jedoch zu erkennen, dafl ein Wasserstoffatom, das an
eines der Kohlenstoffatome gebunden ist, jeweils zwei verschiedene Absténde
zu einem Wasserstoffatom, das an das andere Kohlenstoffatom gebunden ist,
einnehmen kann.

Seien diese Abstinde mit d; und dy bezeichnet, dann ist ein moglicher Straf-
term fiir die Einhaltung der gestaffelten Konformation:

Hij(rij()) = (rij(2)? — d7)? (ri(z)* — d3)?, (7.1)
wobei (3,7),7 > j jeweils die Paare von Atomen durchliuft, die in einer 1,4-
Beziehung zueinander stehen.
Da H;; ein Polynom achten Grades in r;; ist, kann man r;; - H;;(r;;) mit Hilfe
der GauB-Hermite Integration mit ¢ = 5 Stiitzstellen transformieren; siehe
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dazu Seite 62. Nach den vorangehenden Uberlegungen sind wir jetzt in der
Lage, das gesamte, vereinfachte Kraftfeld fiir die Optimierung eines isolierten
Molekiiles zu formulieren.

flz) = Z K; (7"3](45) - a’?j)2+
Bindungen,Winkel
—~ +
Lenn%Junes (Tij (x)12 Tij (x)(j)
Z Tij(rs (33)2 - d%,z‘j)Q(Tij(aU)2 - d%,ij)Q (7.2)

Torsionspotentiale

7.3 Vergleich: Homotopiemethode und
Multi-Start

7.3.1 Effiziens

Als erstes Beispiel rechnet man wieder Hexan mit dem zusétzlichen Poten-
tialterm (7.1) fiir die Torsionswinkel. Aus Formel (4.7) bestimmt man als
Startwert L fiir den Glattungsparameter L < 0.68. In 200 Schritten wird die
Trajektorie der Minima zuriickverfolgt.

Folgende Tabelle zeigt den maximalen Glittungsparameter L, die Anzahl
energetisch unterscheidbarer Ergebnisstrukturen nach 20 Durchldufen des
Homotopiealgorithmus von jeweils 20 zuvor zufillig erzeugten Startstruk-
turen, den tiefsten Energiewert der Ergebnisstrukturen und die Anzahl von
Treffer auf das globale Minium.

| Startwert L || Anzahl der Minima | bester Wert [kcal/mol] | Treffer |

0.68 4 -0.196 10
0.54 4 -0.196 9
0.40 4 0.029 0
0.27 6 -0.108 0
0.14 7 -0.108 0
0.00 8 -0.196 1
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In der optimalen Struktur mit dem Energiewert von —0.196[kcal/mol] sind
alle Torsionswinkel auf 180° eingestellt, wie es auch der Literaturangabe [8]
fiir die Optimalstruktur von Hexan entspricht. Die Homotopiemethode fiihrt
also im Falle des Hexans zu einem iiberpriifbaren Ergebnis und zeigt, daf
das spezielle Torsionspotential im Falle eines kurzkettigen Alkanmolekiiles
brauchbar ist.

Wie zu erwarten, steigt die Zahl der erreichten Minima fiir kleiner werdende
Startparameter L an. Jedes Minimum wird daher im Durchschnitt seltener
aufgesucht.

Voraussetzung fiir eine hohe Zuverléssigkeit der Homotopiemethode ist es al-
so, daB einerseits nur wenige Minima der Potentialfunktion nach der Glattung
verbleiben und daf} das globale Minimum in der Menge der erreichbaren Mi-
nima enthalten ist.

Im Schnitt fiihrt jeder zweite Durchlauf der Routine zum globalen Minimum,
wenn man L = 0.68 wihlt. Bei Werten iiber 0.68 ist das Verhalten der
Routine, wahrscheinlich aufgrund der Ausfithrungen zu (4.7), nicht so gut zu
interpretieren. Die Zahl der unterscheidbaren Minima nimmt teilweise wieder
zu (L = 0.99, Zahl der Minima: 5), die Zahl der Treffer auf das globale
Minimum schwankt ebenfalls.

Da die 20 Startstrukturen in der obigen Tabelle fiir jeden Wert von L iiber-
einstimmen, zeigt diese wiederum, dafl die Homotopiemethode in der Lage
ist, anders als die lokale Optimierung, aus dem Einzugsgebiet eines bestimm-
ten Minimums in ein anderes Minimum zu gelangen. In diesem Fall ist das
durch Homotopie erreichte Minimum fast ausschiefllich besser.

Ein Vergleich der Rechenzeiten fiir L; := 0.68 und Ly := 0.0 (also zwi-
schen der Homotopiemethode und dem reinen Multi-Start) ergibt auf einer
LINUX-Workstation mit einem Pentiumchip und 100MHz Systemfrequenz
eine Rechenzeit fiir 20 Durchldufe von 209.7 Sekunden bzw. 95.2 Sekunden
mit den behandelten (nicht zeitoptimalen) lokalen Minimierungsmethoden.

Der reine Multi-Start Algorithmus ist also nur etwas mehr als doppelt so
schnell, jedoch weniger effizient.

Der Homotopiealgorithmus ist eine effizientere Optimierungsmethode. Auch
zu beachten ist, dafy durch die grofle Anzahl von Optimierungsvariabeln ne-
ben den weichen Freiheitsgraden des Molekiiles (den Torsionswinkeln) durch
die Betrachtung des Problems in kartesischen Koordinaten zusétzlich auch
eine gewisse Flexibilitidt des Molekiiles in seinen harten Freiheitsgraden (den
Bindungsléingen und -winkeln) erhalten wird. Zur globalen Optimierung von
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Molekiilpotentialfunktionen werden also nicht nur starre Rotationen heran-
gezogen, sondern auch Energiegewinne durch leichte Deformationen beriick-
sichtigt. Diese kénnen bei groferen Molekiilen fiir das globale Optimum ent-
scheidend sein.

7.3.2 Van-der-Waals Abstoflungen

Als zweitess Beispiel fiir die United-Atom N&herung mochte ich nocheinmal
auf die Optimierung von Trichlordifluorbutan zuriickgreifen.

Wir sind nun in der Lage, die fehlende Abstoflung der Bindungselektronen
zu modellieren, denn Trichlordifluorbutan ist ein Derivat eines kurzkettigen
Alkanmolekiiles. Auch kann man durch die United-Atom Naherung die fiinf
Wasserstoffatome des Molekiiles vernachléssigen, indem man die entsprechen-
den Parameter aus dem Alkanmodell iibernimmt, d.h den Van-der-Waals
Radius und die entsprechende Gleichgewichtsenergie der Kohlenstoffatome
anpaflt und die gedinderten C-C Bindungslangen und C-C-C Bindungswinkel
iibernimmt.

Fiihrt man wieder eine vergleichende Minimierung mit der reinen Multi-Start
Optimierung und mit der Homotopiemethode durch, so ergibt sich ein ande-
res Bild als bei den obigen Beispielen.

Der Grund liegt in den Van-der-Waals Abstoflungen. Diese Abstoflung tritt
dann auf, wenn der Wert des Lennard-Jones Potentiales fiir ein Atompaar
positiv wird.

Folgende Tabelle zeigt beispielhaft 10 Durchldufe des reinen Multi-Starts
und die entsprechenden Ergebnisse mit der Homotopiemethode, wenn man
die gleichen Startstrukturen wéhlt.

Die Spalte “VdW” zeigt die Anzahl der Van-der-Waals Kontakte an: Ein
solcher Kontakt liegt vor, wenn die Distanz der beiden entsprechenden Atome
kleiner als das 1.01-fache ihres Gleichgewichtsabstandes betrigt.

Die Spalte “davon +” gibt an, wieviele der Kontakte abstofende Wechsel-
wirkungen darstellen.

In diesem Fall liefert die Homotopiemethode in den meisten Fillen schlech-
tere Ergebnisse als der reine Multi-Start (Ausnahmen werden jeweils mit *
markiert).

Der Grund dafiir zeigt sich in der Auswertung der Van-der-Waals Kontakte:
In den Ergebnisstrukturen der Homotopiemethode liegen stets mehr Kontak-
te vor, als bei den Multi-Start Ergebnissen. Damit steigt auch die Zahl der
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abstoflenden Wechselwirkungen und der Zielfunktionswert wird verschlech-
tert.
Ergebnisse fiir den Multi-Start:

| Start | Gradient [< 10™] | Zielfunktion || VAW | davon + |

1 133.879 7 2
2 0.0005 320.693 11 6
3 41.536 11 6
4 319.041 8 4
) 90.041 8 4
6 311.725 11 6
7 21.943 10 7
8 198.160 9 7
9 114.228 10 7
10 0.439 9 3

Und fiir die Homotopiemethode:

| Start | Gradient [< 10~°] | Zielfunktion || VAW | davon +

1 484.730 12 7
2 977.974 14 9
3 0.001 435.243 11 7
4 0.00009 9.595" 11 6
3 321.552 12 5
6 484.730 12 7
7 51.459 10 8
8 7.67T" 12 6*
9 0.001 307.950 11 8
10 265.034 [ 3

Ausnahme: In “Start 8” wird die Zahl der Van-der-Waals Kontakte zwar
grofer, jedoch sinkt die Zahl der abstolenden Wechselwirkungen, dadurch
wird der Funktionswert besser.

Dafl die Homotopiemethode zu einer gréofleren Anzahl von Van-der-Waals
Kontakten tendiert wird deutlich, wenn man sich vor Augen hilt, wie die Ziel-
funktion gegliattet wird. Das Bindungsgeriist wird einerseits gestaucht, ande-
rerseits jedoch werden die Van-der-Waals Radien gedehnt. Dadurch kommt es
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in der Diffusionsphase zu einer gréfieren Zahl von Van-der-Waals Wechselwir-
kungen, die ihm Laufe der Minimierung durch “Potentialberge” beibehalten
werden.

Dieses Verhalten der Homotopiemethode wirkt sich besonders positiv auf die
Minimierung von Aggregaten aus und erkldrt somit die guten Ergebnisse:
In diesem Fall ist eine Maximierung der Zahl von Van-der-Waals Kontakten
stets wiinschenswert.

Anders ist der Fall bei Trichlordifluorbutan, denn hier fiihren die Van-der-
Waals Kontakte haufig zu AbstoBungen, die eigentlich zu vermeiden sind.
Klares Fazit: Die Homotopiemethode eignet sich nicht fiir jedes Molekiil.
Man kann sogar genauer formulieren: Es sind besonders diejenigen Molekiile
fiir die Minimierung schlecht geeignet, in denen Van-der-Waals Abstofflungen
kritisch sind. Sind Derivate der Alkane mit wenigen Substituenten also besser
geeignet?

7.3.3 Dichlordifluorpentan

Ein Beispiel, in dem die Abstoflungsterme weniger ins Gewicht fallen, liefert
1,4-Dichlor-1,5-difluorpentan (Cs HgClo F5).

Diese Struktur soll nun wieder nach dem United-Atom Modell minimiert
werden. Die Atome mit dem kleinsten Van-der-Waals Radius (Wasserstoff)
werden also wieder eleminiert und der Van-der-Waals Radius der Kohlenstof-
fatome entsprechend angepaft.

Damit in diesem Fall auch die 1,4-Abstoflung der Kohlenstoffatome nicht
stort, setzt man fiir die 1,4-Terme (Lennard-Jones und Torsionspotential)
im Kraftfeld eine Distanzgeometriefunktion an, so dafl der Gleichgewichts-
abstand einem Torsionswinkel von 180° entspricht, in diesem Fall 3.93A.
Zur Struktur einer Eingabedatei siehe Seite 98.

Vergleicht man hier wieder Multi-Start mit der Homotopiemethode (L =
0.61) und die Zahl der Van-der-Waals Kontakte bei beiden Verfahren, so
ergibt sich diesmal folgendes Bild, das man durch Anwenden der beiden Me-
thoden auf zehn vorgegebene Startstrukturen erhilt:

Wieder strebt die Homotopiemethode eine méoglichst grofie Anzahl von Van-
der-Waals Kontakte an. Der Unterschied zu Trichlordifluorbutan liegt jedoch
nun darin, daf} dieses Vorgehen bei Dichlordifluorpentan mit besseren Funk-
tionswerten einhergeht.
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| Nr. | Wert (Multi-Start) | VAW || Wert (Homotopie) | VAW |

1 -0.528* 3 -0.482 3
2 51.498 3 -0.450 4
3 01.772 2 -0.489 b}
4 -0.450 4 -0.489 5
3 54.309 3 -0.485 3
6 -0.450 4 -0.489 3
7 -0.515 4 -0.528 3
8 -0.450 4 -0.489 3
9 41.704 2 -0.528 5
10 -0.490 3 -0.528 3

Abbildung 7.5: Dichlordifluorpentan: Optimalstruktur

Verallgemeinert man das Vorgehen dieses Beispieles einer globalen Optimie-
rung kurzkettiger Alkanderivate, so erhilt man folgende Punkte:

e Das Molekiil darf nur an wenigen Stellen substituiert sein.

e Die Form der Alkankette wird durch Festlegen der Torsionswinkel vor-
gegeben. Entsprechende 1,4-Terme werden im Kraftfeld durch Distanz-
geometriefunktionen ersetzt. Nach Goodman [8] ist die Annahme einer
linearen Kohlenstoffkette bis Cig eine gute Ndherung.
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e Die Wasserstoffatome werden aus der Verbindung eleminiert und die
Van-der-Waals Radien der Kohlenstoffatome durch die United-Atom
Modellierung angepafit, wobei lediglich die 1, 5-Wechselwirkungen der
substituieren Atome mit den vernachlidssigten Wasserstoffatomen zu
schwach widergegeben wird.

Abbildung 7.6: Dichlordifluorpentan: AMBER-Struktur

Bemerkung: Die in Abbildung 7.5 gezeigte Struktur ist optimal fiir das
stark vereinfachte Kraftfeld (7.2). Der Optimierung muf} also wieder eine
kritische Betrachtung des Ergebnisses folgen.

Es ist zu erwarten, daf§ durch die United-Atom Modellierung die
1,5-Wechselwirkungen zwischen den Substituenten und den vernachldssigten
Wasserstoffatomen zu schwach wiedergegeben wird.

Tatséchlich liefert (zeitaufwendiges) systematisches Probieren durch Varia-
tion von Stereoisomerie und Torsionswinkeln fiir Dichlordifluorpentan im
AMBER-Kraftfeld in Abbildung 7.6 folgendes Ergebnis:

Die asymmetrischen Kohlenstoffatome (C1 und C4) weisen im Optimum des
vollsténdigen Kraftfeldes diesselbe Stereoisomerie wie in Abbildung 7.5 auf.
Einziger Unterschied besteht in dem Bindungspolyeder des ersten Kohlenstof-
fatoms, der im AMBER-Kraftfeld um 120° gegeniiber Abbildung 7.5 verdreht
ist.
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Wie zu erwarten, liegt der Grund in der Modellierung der 1,5-Wechselwirkung
des Chloratoms mit dem Wasserstoffatom am C3.

Dennoch ist es bemerkenswert, dafl ein vereinfachtes Kraftfeld mit einer ad
hoc Parametrisierung so gute Voraussagen erméglicht.

7.4 Interpretationen der
Optimierungsmethode

Das Verhalten der Optimierungsroutine wurde an Beispielen demonstriert.
Hervorstechende Eigenschaft war die Maximierung der Zahl von Wechsel-
wirkungen ungebundener Zentren durch die Homotopiefunktion. Daf3 dieses
Verhalten durch die Theorie gestiitzt wird, zeigen folgende zwei Sichtweisen.

7.4.1 Die Gaufltransformation als Erwartungswert

Die Gaufitransformation (3.7) stellt eine bestimmte Erwartungswertbildung
dar.

Bei dieser Erwartungswertbildung werden abhéngig von dem Parameter A
die Funktionswerte der Zielfunktion in einer Umgebung um den betrachteten
Punkt gemittelt.

Die Gaufitransformation als Homotopiemethode eignet sich also fiir Funktio-
nen, deren globales Minimum in einem Bereich tiefer Energie liegt.

Bei Molekiilen zeichnen sich solche Bereiche dadurch aus, dafl eine entspann-
te Geometrie (also mit den vorgegebenen Sollabstinden) in einem Bereich
anziehender Van-der-Waals Wechselwirkungen liegt.

Dieses erkliart das Verhalten der Optimierungsroutine bei den behandelten
Beispielen, in denen die Geometrien mit moglichst vielen Van-der-Waals Kon-
takten bevorzugt wurden.

7.4.2 Kriimmung und Diffusion

Eine weitere Sichtweise der Homotopiemethode ergibt sich aus der Diffusi-
onsgleichung:

OF
57 =AF. (7.3)
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Liegt in einem Punkt 2° € R" ein Minimum der Funktion F(-,t) vor, so gilt
AF(2°,t) > 0, der Wert der Homotopiefunktion F' wird wegen der Diffusi-
onsgleichung fiir wachsendes t ansteigen. Analog sinkt der Funktionswert fiir
relative Maxima.

Durch diesen Effekt wird die globale Struktur der Zielfunktion durch Glédttung
erreicht.

Quantitativ wird das Wachstumsverhalten der Minima jedoch nicht durch
ihren Funktionswert, sondern durch die Kriimmung im Minimum beeinflufit.
Minima mit starker Kriimmung werden schneller geglittet als andere.

In einem isolierten Molekiil 148t sich die Kriimmung der Potentialfunktion
in einem Minimum durch das Schwingungsverhalten der Molekel interpre-
tieren. Eine hohe Schwingungsfrequenz ist gleichbedeutend mit einer starken
Kriimmung, da die Frequenzen der Eigenschwingungen der Molekel dem Wert,
der Wurzel der Eigenwerte der Hessematrix im lokalen Minimum proportional
sind. Den entsprechenden quantenchemischen Ansatz findet man bei Primas
und Miiller-Herold [29], Seiten 191 bis 195.

Hohe Schwingungsfrequenzen besitzen Minima, in denen besonders viele ab-
stoflende Van-der-Waals Kontakte vorliegen, da hier der steile Ast des Lennard-
Jones Potentials und der steile Ast der Strafterme fiir die Distanzbedingun-
gen gegeniiberstehen.

Dieser Effekt ist zwar bei dem Beispiel Trichlordifluorbutan nicht offensicht-
lich, aber es macht den besonderen Charme der Diffusionsmethode deutlich:
Einerseits werden, aufgrund der Sichtweise im vorangehenden Abschnitt, vie-
le Van-der-Waals Kontakte bevorzugt, andererseits ist zu erwarten, dafl Mi-
nima mit starker Van-der-Waals Abstolung stéirker geglittet werden und
eventuell elemiert worden sind.

Diese Argumente untermauern den Einsatz der Homotopiemethode beson-
ders im Bereich der Optimierung von Molekiilstrukturen und von Aggrega-
ten.
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Kapitel 8

Riickschau auf die
Diplomarbeit

Die grofle Schwierigkeit bei meiner Diplomarbeit bestand darin, einen funk-
tionierenden Algorithmus zur Losung von globalen Optimierungsproblemen
mit Molekiilpotentialfunktionen zu finden.

Es war nicht von vorneherein klar, dafl ein nichtdeterministischer Weg ein-
geschlagen werden mufite, um die Probleme in brauchbarer Zeit zu l6sen.
Jedoch nach einer Betrachtung der Komplexitéit von Optimierungsproblemen
und nach vielen Computerexperimenten mit zuverlédssigen Algorithmen, bei
denen man im schlimmsten Fall (Aufsuchen aller Minima der Funktion) eine
Laufzeit von mehreren Jahren erwarten konnte, war ich positiv iiberrascht,
dafl die Homotopiemethode so viel schneller war und mit nur wenigen Starts
bereits das globale Minimum findet.

Noch viel iiberraschender war es dann, dafl die Methode mit kleinen Werten
fiir A, bereits brauchbare Ergebnisse lieferte. In den Ausfiihrungen von
Scheraga [20] werden Anfangsparamter gewéhlt, die zwei bis drei GréBenord-
nungen iiber meinen liegen. Versuche mit der gewéhlten Zielfunktion meiner
Arbeit haben sogar so etwas wie eine magische, obere Grenze fiir die Wahl
der Anfangsglédttung ergeben, unterhalb der die Zahl der erreichbaren Mini-
ma mit kleiner werdendem J\,,,, monoton steigt. Eine genaue Analyse der
gegliatteten Funktionen unter dem Aspekt der Verzweigungstheorie lieferte
eine mogliche Erklarung fiir dieses Phénomen.

Weitere Schwierigkeiten (Konvergenz des BEGS-Verfahrens, rotatorische Frei-
heitsgrade der Molekiile,...) und entsprechende Losungsansitze habe ich be-
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reits besprochen. Deshalb md&chte ich hier nocheinmal kurz skizzieren, wel-
chen Reiz die zuverldssigen, deterministischen Algorithmen auf mich aus-
geiibt haben und daf} es nicht leicht war, sich von ihnen zu trennen.
Zunéchst einmal stehen einem Mathematiker zur Losung von globalen Opti-
mierungsproblemen die sogenannten Branch-and-Bound Techniken zur Ver-
fiigung. Um diese nutzen zu konnen, braucht man lediglich eine Moglichkeit,
eine untere Schranke der Zielfunktion auf einer gegebenen Teilmenge des
zuléssigen Bereichs zu bestimmen. Diese Schranke muf} fiir kleiner werdende
Partitionierung des zuléssigen Bereichs immer besser werden.

Auf diesem Weg nihert man sich durch sukzessives Partitionieren und Ver-
werfen unbrauchbarer Teilmengen, der Menge der globalen Minima einer Ziel-
funktion.

Am Anfang der Uberlegungen standen die Distanzgeometrieprobleme, die die
Grundlage fiir die globale Optimierung von Molekiilen bilden. Die Distanz-
geometriefunktionen sind sogenannte d.c.-Funktionen, eine Differenz zweier
konvexer Funktionen p, q. Im Falle der Distanzgeometriefunktionen

plx) = > ri@)?+ay,
(,7)ER

q(z) = Z QT%(:E)CL%. (8.1)
(i.4)ER

Man gelangt zu einer unteren Schranke von d.c.-Funktionen p(x) — ¢(x), auf
Simplizes S, indem man jeweils von p und von —gq die beste Minorante auf
S berechnet.

Die beste Minorante von p ist p selber aufgrund der Konvexitét. Die beste
Minorante der konkaven Funktion —q ist eine lineare Funktion, und zwar
genau die lineare Funktion [Tz + b, fiir die {Tv; + b = —q(v;) gilt, wobei
V1, .-, Upt1 die Ecken von S sind [19].

Man gelangt so zu folgendem, konvexen Optimierungsproblem auf einem kon-
vexen Simplex in den n+1 Variablen «;, indem man x als Konvexkombination
der Ecken von S darstellt:

n+1 n+1
min p(z ;v;) — Z ;q(v;)
=1 =1
w1 “
unter =1, a;>0,ie{l,...,n}. (8.2)
i=1
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Die Losung dieses Optimierungproblems gibt eine untere Schranke u(S) von
f = p—q auf dem Simplex S an. Die Differenz f(z*)—u(S) mit dem optimalen
Punkt z* gibt die maximale Abweichung zum tatséchlichen Minimum von f
auf S an.Wird dieser Wert kleiner als ein vorgegebenes ¢, so ist * eine Losung
des e-globalen Optimierungsproblems. Der entsprechnde Algorithmus ist also
zuverléssig und deterministisch.

Die Sache wird komlizierter, wenn man Lennard-Jones Wechselwirkungen
hinzunimmt. Hier kann man eine d.c.-Zerlegung nur dann angeben, wenn man
den Pol der Funktion abschneidet, so dafi die Hessematrix beschriankt bleibt.
In diesem Fall kann man, wie beim a-Branch-and-Bound durch einen Shift
der Eigenwerte erreichen, daf sich die Funktion durch eine d.c.-Dekomposition
darstellen 148t.

Diese Moglichkeiten, einen deterministischen Algorithmus anzugeben, der
immer zuverldssige Ergebnisse liefert und dabei die gesamte Menge der e-
globalen Minima approximiert, sind sehr verlockend, zumal sie mathematisch
exakt durchfiithrbar sind. Das einzige Problem, die Darstellung in eindeuti-
gen, kartesischen Koordinaten, wurde bereits in dieser Arbeit gelost. Dieses
Problem stellt sich, da die approximierten Mengen beschriankt sein sollten.
Fiihrt man sich jetzt vor Augen, was es bedeutet, z.B. eine 20-dimensionale
Menge sukzessiv immer feiner zu partitionieren, dann wird einem klar, mit
welchem (exponentiell steigenden) Aufwand dieses geschieht. Und weiter: Oft
werden simtliche, lokalen Minima der zuléssigen Menge aufgesucht, da diese
bei Molekiilen sehr dicht beieinander liegen kénnen.

Also, habe ich die Theorie der deterministischen Algorithmen verlassen und
versucht einen nichtdeterministischen Ansatz zu finden, bei dem der Chemi-
ker bei Aufrufen des Programmes nicht Tage lang auf das Ergebnis warten
muf.

Es fiel schnell auf, dal nichtdeterministische Routinen Gebrauch von globalen
Strukturen der Funktion machen. Fiir den Homotopiealgorithmus habe ich
mich letztendlich deshalb entschieden, da er nicht eine bestimmte globale
Struktur voraussetzt.

Es ist klar, dafl diese Art von Optimierungsroutinen immer angreifbare
Schwachpunkte besitzen, sie sind ganz einfach unzuverlissig. Auch kann man
bei der Homotopiemethode nicht sicher sein, dafl das globale Minimum in der
Menge der erreichbaren Minima vorhanden ist.

Aber andererseits iiberwiegen meiner Meinung nach die Stédrken dieser Me-
thode (eine grofie Anzahl behandelbarer Freiheitsgrade und damit eine Mog-
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lichkeit, Aggregate zu optimieren) deren Nachteile, was ich hoffentlich dem
Leser meiner Diplomarbeit zeigen konnte.

Die Besonderheit bei der Themenwahl dieser Diplomarbeit war es, daf} ein
chemisches Problem zu 16sen war, fiir das eine mathematische Methode, d.h.
eine Optimierungsroutine und ein abgewandeltes Kraftfeld entwickelt werden
muflten.

Der Ausgangspunkt war also nicht die Vorgabe einer Methode und die an-
schlielende Suche nach funktionsfihigen Beispielen, sondern eine gegebene
Funktionenklasse, die viele Schwierigkeiten (z.B. Polstellen und das daraus
resultierende Nichtvorhandensein einer d.c.-Zerlegung) fiir die globale Opti-
mierung beinhaltete.
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Anhang

Die Eingabedateien

Die globale Optimierungsroutine minim liest bei dem Aufruf zunichst ei-
ne Datei param.lst auf, in der die notwenigen Paramter zur Steuerung der
Optimierung zu finden sind.

Der erste Parameter gibt die Anzahl der Gewichte an, die bei einer
numerischen Integration bei der Glattung der Torsionspotentiale ver-
wendet werden. In jedem Beispiel wurde diese Zahl auf 5 gesetzt.

Der zweite Parameter gibt die Anzahl an Diskretisierungspunkten fiir
die Homotopiemethode an, bei Acrolein und Wasser wurde 100, sonst
200 gewihlt.

Der dritte Parameter gibt den negativen dekadischen Logarithmus fiir
tolX (BFGS- Algorithmus) an: Fiir Acrolein und Wasser war er 10,
sonst, 14.

Der vierte Parameter gibt den negativen dekadischen Logarithmus fiir
die relative Gradientennorm (BFGS-Algorithmus) an: Fiir Acrolein und
Wasser und Formaldehyd war er 3, sonst 4.

Der fiinfte Parameter gibt die Anzahl an Optimierungszyklen an.

Der sechste Paramter gibt den Cut-off Wert fiir den minimalen Abstand
zweier Atome an. Er betrug jeweils 1.52, im Falle der Alkane konnte
0.5 gewihlt werden.

Der letzte Paramterer gibt das hundertfache des Wert L,,,, an, eine
zweistellige Grofe.
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Nachdem diese Datei gelesen wurde, wird eine Datei Input.dat aufgerufen,
die alle Informationen iiber das zu minimierende Molekiil enthilt.

Zunéchst deutet die Abkiirzung GO in der ersten Zeile auf die globale
Optimierung hin, die man mit dem Molekiil durchfiihrt. Dann folgt die
Anzahl der Zentren und die Zentrentypen im RasMol-Format.

Nach den Zentrentypen werden die Bindungen initialisiert. Dabei wer-
den jeweils die beiden Zentren, der Verstirkungsfaktor fiir die Gewich-
tung der Bindung gegeniiber den Lennard-Jones Wechselwirkungen und
die Bindungsldnge aufgefiihrt.

Nach den Bindungen werden die Bindungswinkel beschrieben, zunéichst
wieder die drei beteiligten Zentren, der Verstirkungsfaktor und dann
der Winkel in Grad.

Nach den Bindungswinkeln werden die Torsionswinkel aufgefiihrt. Wie-
der zunichst die beteiligten Zentren, der Verstirkungsfaktor und die
Zahligkeit der Drehung um die zentrale Bindung.

Dann folgen noch die Wechselwirkungen ungebundener Zentren. Hier
werden die beiden Atomnummern, die beiden Lennard-Jones Parameter
und der Coulomb Parameter aufgefiihrt.

Ganz am Ende kann man noch Distanznebenbedingungen setzen, was
in dieser Diplomarbeit nicht beschrieben wurde, aber in [23] bereits
ausfiihrlich behandelt worden ist.

Hier nun eine Beispieldatei fiir Hexan mit dem Torsionspotential:

NP, OO O Q@

o

2
3

50.000000 1.562000
50.000000 1.562000
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4 50.000000 1.562000
5 50.000000 1.562000
6 50.000000 1.562000

50.000000 109.470000
50.000000 109.470000
50.000000 109.470000
50.000000 109.470000

O W N
o O W

4 1.000000
5 1.000000
6 1.000000 3

w

w
a b W
w

151833.805000 74.137600 0.000000
3036676.100000 1482.752000 0.000000
3036676.100000  1482.752000 0.000000
151833.805000 74.137600  0.000000
3036676.100000  1482.752000 0.000000
151833.805000 74.137600 0.000000

CWNNRFERPFEPODWUWNEFE WL WONERE DO W
N
(o) RN <> I¢ I e N I N

Die Eingabedateien wurden mit von einem TURBO-Vision C++ Programm
erzeugt, in dem der Benutzer ein Molekiil auf einer meniigesteuerten Ober-
fliche in Form eines Bildes eingeben und in der Datei molec.pic ablegen
kann. Aus den vorher bestimmten Atomdaten und dem Molekiilbild erzeugt
das Programm eine Eingabedatei im obigen Format, wobei die Atome des
Molekiilbildes bei der Nummerierung zeilenweise iibernommen werden.

Ein Beispiel fiir ein Molekiilbild, in dem die Atomtypen nicht im RasMol-
Format stehen miissen, liefert Trichlordifluorbutan:

F H H F
I
H-C3--C3--C3--C3-H
[
ClL C1 C1 H

Im Beispiel Acrolein und Wasser gibt es auch noch die Moglichkeit, eine Da-
tei im MOBY-Format einzulesen. Aus dieser Datei werden die Distanzgeo-
metiefunktionen, die Startkoordinaten und die Partialladungen der Atome
extrahiert. Der Benutzer mufl nur noch die Lennard-Jones Parameter vorde-
finieren, damit das Programm eine Datei Input.dat erzeugen kann.
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Die globale Optimierungsroutine ruft also zunichst param.lst auf, danach
Input.dat zur Festlegung der Zielfunktion. Das Bild des Molekiils wird, falls
vorhanden, ausgegeben und die Startkoordinaten aus der Datei start.car ent-
nommen oder zufillig gewiahlt, falls eine solche Datei nicht gefunden wurde.
Danach beginnt die eigentliche Optimierung. Die kartesischen Koordinaten
des Ergebnisses werden in der Datei optimal.zyz ausgegeben. Diese kann mit
dem Aufruf rasmol -zyz optimal.zyz in ein Molekiilbild verwandelt werden.
Wiéhrend das Programm zur Erzeugung der Eingabedatei nur unter DOS
zur Verfiigung steht. Kann die Minimierung unter DOS oder LINUX durch-
gefiihrt werden.

Die Minimierungsroutine kann auch aus dem TURBO-Vision Programm her-
aus gestartet werden, es wird dann ein Fenster getffnet, in dem die Optimie-
rungsparameter fiir die Datei param.lst eingestellt werden.

Die maximale Anzahl an Atomen wurde zunichst auf 30 vorgegeben, das
entspricht 90 Optimierungsvariabeln.

Berechnung der Gleichgewichtsabstinde

Zur Definition des Distanzgeometrieproblems aus vorgegebenen Bindungs-
langen, Bindungswinkeln und Torsionswinkeln miissen die erwarteten Win-
kelgréflen in Gleichgewichtsabstdnde umgerechnet werden.

Liegt ein dreiatomiges Molekiil mit den Bindungsldngen a und b vor. Schlie-
Ben weiter diese Bindungen einen Winkel ¢ ein, so errechnet sich der soge-
nannte 1,8-Abstand aus dem Kosinussatz:

d= \/a2 + b2 — 2abcos(9).

Mit dhnlichen geometrischen Uberlegungen errechnet man fiir eine Kette von
vier gebundenen Atomen mit den Bindungsléingen by, bo3, b34 und den Bin-
dungswinkeln @23, gozs > 90° fiir einen Torsionswinkel w einen 1,4-Abstand
dy-

digo = \/b%z + 2b12b34 cOS(P123 — P234) + D34 — 2b19ba3 cOS(P123),

d60 = (b%Q + 26121)34 (COS(¢123) COS(¢234) — 1/2 Sin(¢123) sin(¢234))
+b2, — 2b1abog cos(¢praz)) /2,
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dgy = \/6%2 + 2b12b34 COS(¢123 + ¢234) -+ b§4 — 2b12bo3 COS(¢123). (83)

Bei einer dreizihligen Torsionsachse nehmen die endsténdigen Atome den
Abstand digp bzw. dgy ein. Bei einer zweizdhligen Achse (z.B. Alkene) be-
rechnet man mit d;gy und dy die zugehorigen Gleichgewichtsabstéande.

Praktische Durchfiihrung

Aggregat

Mochte man ein Aggregat aus vorgegebenen Molekiilgeometrien im Raum
optimal ausrichten, so errechnet man zunéichst mit quantenchemischen Me-
thoden die Partialladungen der beteiligten Atome, z.B mit dem Programm
gaussiangy.

Mit Hilfe des Progamms zmoby erzeugt man nach Eingabe der Partialladun-
gen eine lokale Minimumsgeometrie des Molekiilverbundes und gibt diese in
einer Datei mobyout.opt aus.

In dieser Datei befinden sich Angaben zu den beteiligten Atomtypen. In
meinem Programm smooth gibt man nun unter dem Meniipunkt Add new
atoms die erforderlichen Parameter der Atomtypen ein. Diese konnen dem
AMBER-Kraftfeld oder anderen Literaturangaben entnommen werden.
Danach wird unter dem Meniipunkt mobyout.opt die MOBY-Datei eingelesen
und eine Datei Input.dat erzeut. Das Programm zeigt die Zahl der fixierten
Distanzen an.

Unter dem Meniipunkt Start minimization ruft man die Parameterdatei auf,
die man nun beliebig &ndern kann, und durch Anklicken der OK-Option wird
schliefllich die Minimierung gestartet.

Isolierte Molekiile

Mochte man ein isoliertes Molekiil optimieren (Stereoisomerie, Torsionswin-
kel), so zeichnet man mit meinem Programm smooth unter dem Meniipunkt
Draw molecule zunéchst eine Molekiilgeometrie wie auf Seite 98, dabei diirfen
die Atomtypen durch nicht mehr als zwei Zeichen definiert werden.
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Unter dem Meniipunkt Add new atoms und Add new angles werden die
bendtigten Parameter gesetzt, die mit Hilfe des Meniipunktes Create mo-
lecule datas in eine Datein Input.dat verwandelt werden.

Unter dem Meniipunkt Input.dat kann nun noch die Zdhligkeit der Torsions-
bindungen von 3 auf 2 herabgesetzt werden oder bestimmte Eingabedaten
anders manipuliert werden.

Distanzgeometrieprobleme

Mochte man reine Distanzgeometrieprobleme 16sen, so kann man die bekann-
ten Distanzen in der Datei Input.dat als Bindungslédngen definieren.

Wie bereits erwahnt kann die Datei Input.dat auch noch Distanznebenbedin-
gungen erhalten, die einen unteren und einen oberen Wert akzeptieren.

Das zugehorige Format ist:

| Zentrum1 | Zentrum?2 | Gewicht | untere Schranke | obere Schranke |
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